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Résune :

Cette communication porte sur I'identification du nébel probabiliste d’'un champ de module d’Youngatbire
d’'un milieu linéaireélastique isotrope non homege. La neéthode est ba& sur la repésentation sur les chaos du
champ stochastiguidentifier donnant lieé un probeme inverse et un prodine d’optimisation issu du principe
du maximum de vraisemblance.

Abstract :

This paper deals with the experimental identification of tlubpbilistic representation of a random field modeling
the Young modulus of a non homogeneous isotrope elastic Imedium. The proposed method is based on the
chaos decomposition of the stochastic field to identifyrsetin inverse problem and an optimization problem
based on the maximum likelihood principle.

Mots-clefs :
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1 Introduction

Dans la plupart des problemes de sciences et d'ingéniesesystemes physiques sont
décrits par des problemes aux limites dont les parasétat des variables aléatoires ou des
champs stochastiques. L'un des problemes fondamentasiste a identifier expérimentalement
les modeles probabilistes de ces parametres aléatBisrsque cette catégorie de probleme ait
attiré une attention considérable ces dix derniere€ese la part des mathématiciens, des
physiciens et des ingénieurs (voir par exemple [1, 2])sque rien n’existe concernant une
procédure constructive compléete pour l'identificaticp&rimentale du modele probabiliste des
champs aléatoires modélisant les parametres destepgsalifferentiels des problemes aux li-
mites tels que des milieux élastiques aléatoires.

Cette communication porte sur I'identification expéritada du modele probabiliste des co-
efficients aléatoires des opérateurs differentielstsstiques des problémes aux limites. Nous
présentons une méthode en s’appuyant sur I'exempled#mtification expérimentale du champ
stochastique modélisant le module d’Young d’un milietéhégene élastique isotropique linéaire.
Les "données expérimentales” correspondent aux medurgsamp de déplacement du bord de
plusieurs éprouvettes soumises a des forces extésie@terminées. Pour valider la méthode,
on se munit d’'une base de "données expérimentales”givkmhent construite par simulations
numérigues du champ de déplacement du bord des épresivett
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2 Présentation de la néthode

La méthode proposée est la suivante. On se donne préakatiene base de données de me-
sures du champ de déplacement statique du bord de pluspuosivettes” soumises a un char-
gement extérieur donné. La méthode proposée pourifdeie champ stochastique modélisant
les parametres est la suivante : (1) développement d’'uhefaanécanique de I'éprouvette en
élasticité linéaire tridimensionnel isotrope non hajane ; (2) représentation du champ stochas-
tigue a identifier sur la base des éléements finis de l'@pstie ; (3) pour chaque "éprouvette”
de la base de données, le probleme inverse est résolwcposiruire la réalisation correspon-
dante pour I'éprouvette considérée du champ stochaestapnnant lieu a un premier probleme
d’optimisation; (4) une représentation sur les chaos $3¥du champ stochastique est alors
identifiée a I'aide des réalisations construites ensatilt le principe du maximum de vraisem-
blance ce qui conduit & résoudre un second problemeidiggation.

Cette méthode permet de calculer les coefficients de l&septation sur les chaos. Les
paragraphes suivants présentent un resumé de la nodbigeeldétaillé dans [6] en s’appuyant
sur une application numérique

3 Construction de la base de donaes exgrimentales par simulation numérique de Monte
Carlo du probl eme directe

On considere le probleme aux limites correspondant auémodd’élastostatique tridimen-
sionnel d’'une structure occupant un domaine bdrde frontiereoD dans un systeme d’axes
cartésien O, z1, xo, x3). La géométrie du domair est un parallélépipéde élancé dont les di-
mensions selom;, x5 etx; sontL; = 1.3 x 107'm, Ly = 2 x 10~ 2m et L3 = 2 x 10~2m (voir
Fig. 1). La structure est encastrée sur la pdrti¢sectionz; = 0) du bordoD.

FIG. 1 — Définition du systeme mécanique

La structure est soumise a 14 forces extérieures pomesiegbpliquées sur les noeuds de la
facex; = Ly. Pourj = 1,...,4, soientf; la force appliquée a chacun des 3 noeuds de l'arréte
I'; (voir Fig. 1) avecf; = (0,0,1), fo = (0,1,0), f3 = —f1 et f1 = — fo. Soientf; et f; les
forces ponctuelles appliquées au noeugloir Fig. 1) avecfs = (2,0,0) et fs = (0, 2,0).

Le milieu élastique est aléatoire. On suppose que le seahpre aléatoire de ce milieu
est le module d’Young modélisé par un champ stochastiqlen réalité, il faudrait considérer
le module d’Young et le coefficient de Poisson comme des patresialéatoires. L'hypothese
introduite est une mesure de simplification de I'exposéchamp stochastiquegest indexé sur
D, a valeurs positives, du second ordre, tel que

g(aj) = 50 52 h(1/52,V(:1:)) ) (1)

2
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ou E{&(x)} = & > 0 est la valeur moyenne dg indépendante de, oué > 0 est un

réel positif indépendant de permettant de contrdler le niveau de dispersiorf d& ol§? =
EyPE{(E(x) — &)?}. Lafonctionu — h(a,u) deR dans|0, +oc[ est telle qué’, = (o, U)

est une variable aléatoire gamma de paramesid/ est une variable aléatoire gaussienne nor-
malisée. D’autre part, au second membre de I'Eq. {¥)x),z € D} est un champ stochas-
tique gaussien normalisé du second ordre définiffan) = >°_, & Ve e(x) 0U{&y, &2, &3}

sont des variables aléatoires gaussienfigg,.>1 sont les valeurs propres de I'opérateur intégrale
C de noyauC(z,x') = exp(—|z; —x}|/L) avecL = 3.25 x 107?m , x = (1,79, 73)
eta’ = (2, ), ) dansD. Les fonctions{¢;},>, sont définies pary(xz) = o (2x)/
(22:1 Vi Jk(Qa:F)l/z ou {Jk}kzl est la famille des fonctions propres associés aux valeurs
propres{~,}r>1 de I'opérateur intégral€. Pour ce modele(x) = £(x;) estindépendent de

Ty etxs.

Le maillage €léments finis du domaife(voir Fig. 1) est constitué d’éléments finis solides
3D isoparamétriques a 8 noeuds. Le nombre de degrésetélibstV, = 117 . On note§ =
(&1,&9,&3), ou {&1, &, &) sont les variables aléatoires gaussiennes indéperwmmteduites
dans la définition du champ stochastigiie Soit [A(£)], la matrice de raideur relative a la
discrétisation par éléments finis du milieu élastiqoeupant le domain®. On noteX = X(&),
le vecteur aléatoire a valeurs daRs+ des déplacements nodaux. On a donc

[A©IX =G, )

ol G est le vecteur d&”< correspondant aux forces extérieures. 36it> = X(£)sp, le vec-
teur desN, = 81 degrés de liberté des noeuds du bofd. L'application qui a tout vecteur
de déplacemenX associe le vecteur de déplaceméfy, est notéel. La "base de données
expérimentales” est constituée de= 50 réalisation aléatoireX}, = Xyp(6,),..., X =
Xop(0,,) de Xsp. Cette "base de données expérimentales” est génarénpulation numeérique
de Monte-Carlo du probleme directe défini par I'Eq. (2).

4 Identification du champ aléatoire mocklisant le module d’Young par résolution d’'un
probleme inverse et éduction statistique

_ Lapproximation sur la base des élements finis du charegtaire& indexé parD s’écrit
E(x) = fo;’l Exhi(x1) OUhy(x1),. .., hy,(x1) sont les fonctions d’interpolation linéaire rela-
tives au maillage élements finis du domaieN; = 20 est le degré de cette approximation et
&1, ... En, sont les coefficients d’'interpolation. La matrice de rardssue de la discrétisations
par éléements finis du milieu élastique occupant le dom@Airavec I apprOX|mat|or€ du mo-
dule d'Young (au lieu de€) est noted A(7jy)] o7, = (&1,...,Ey,). Pour chaque &lément
X}p, ..., X} dela”base de données expérimentales”, les réalisagﬁbﬁ: n0(01),...,97" =
10(0,,) de la variable aléatoirg, sont construites de sorte qéey;, Xip), - .., (G, Xo%)
soient les minima des fonctiong — ((y, X}p),...,y — {(y,X}) ou Uy, z) =
||P([~(~)]—1G) z||2. Finalement, pour tout donné dan®, les realisations* (x) = &(x; 6;),

Sm( ) = 5( :0,,) de la variable aleatowé( ) sont construites en utilisant les relations

( 0;) = Zk ( i) (1) etE(0;) = Uy .-

II est Possmle de réduire la taille du vectegy utilisé dans la représentation du champ
aléatoire€ modélisant le module d’Young. Soieat > ... > Ay, les valeurs propres de la
matrice de covariance du vecteur aléatajre_es vecteurs propres orthonormés associés aux
valeurs propres, ..., Ay, sontnotéed, . .., Fy,. Le vecteur aléatoirg peut &étre réécrit sous
la formen = Z?’;l ni/ A Fjoln, ... ny, sontN; variables aléatoires centrées définies par

3
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VAin; = (n, Fj)gn, ettels que pour tout et &,
E{n;} =0etE{nn} =0 . 3)

La figure 2 montre le graphe de I'applicatibén— Zf”:l AZ. On construit alors une approxima-
tion du vecteur aléatoirg avec le vecteur aléatoing’ = Zé.‘:l nj\/ A\ Fj pourp = 5.

X 10"

5.5r

4.5F

3'50 é iO lé 20
FIG. 2 — Convergence de la réeduction statistique : graph’eﬂer:1 A\?. Axe horizontalek,
axe verticale) )" | 2,

On introduit la variable aléatoirg” a valeurs dan®* définie parn* = (n1,...,7,).
Les réalisationgyy! = n*(0,),...,y™ = n*(f,) du vecteur aléatoirgy” sont telles que,
pourtoutj = 1,....petk = 1,...,m, l'égalitty? = 1/\/X;(g*, F})z~, est vérifiee avec
y = (vt ) -

5 Représentation Chaos du champ &atoire a identifier

SoitW* = (W, ..., W,), le vecteur gaussien centré de dimensidel queE{W;IV;} =
d;;. Le développement Chaos du vecteur aléatgire’écrit

—+o00

W= 3 aadalW?) (@)

a,|al=1

ou « est un multi-indexe de longuepret ¢, (W) sont les polyndme d’Hermite multi-indexé.
On déduit de I'Eq. (3) que les coefficients, vérifientzz’f;d:1 aqal, = [1,),0u[l,] estla
matrice unité de dimensigi x p). L'approximationn**¢ den** est obtenue par troncature a
I'ordre ¢ du développement chaos défini par Eq. (4). On a dgtic? = an,\a\zl Aoda(W?).

L'approximation cgrrespondan@’”vq du champ aleatoiré défini au paragraphe 4 est telle que
Ervi(m) = SN EL By ().

Afin de calculer les coefficienis, € R* , le probleme d’optimisation suivant est résolu :
pour touty®,...,y™ donnés (dans la "base de données expérimentales’yerouA =
{@a, || = 1,...,q} maximisant la fonction de vraisemblancB(y?,...,y™ A) =
P (Yt A) X oo X ppuwa(y™, A) OU pyurva €St la fonction de densité de probabilité de
la variable aléatoire)*--2. Toutefois, un tel probleme d’optimisation induit un tale cal-
cul important di & I'estimation dg,..-.«(y’, A) lorsque la longueur. du vecteur aléatoire
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n prend des valeurs plus grande que 4 ou 5, valeurs qui sordutcsupeaucoup plus pe-
tites que celle que prend en générale. Par conséquent, on propose de sebsditfonction
de vraisemblance habituelle par une fonction de pseudeemdblancel(y!,...,y"™; A) =
[T, Py (yj, A) x... <[], png,u,q(y;ﬁ, A) oUp,?;,u,q est la fonction de probabilité de la va-
riable aléatoire);""? avecn*¢ = (n\""%, ..., nf"9). Le probléeme d’optimisation permettant
de calculer les coefficienis,, devient : pour touy’, ..., y™ donnés, trouver qui maximise
la fonction de pseudo-vraisemblantey', ..., y™; A) tel qued_t, -, aaal, = [1,].

6 Analyse de convergence

Afin d’effectuer une analyse de convergence de la méthodeopé®, les champs stochas-
tigues normalisésets#" indexés suD avecs(x) = E(x)/E{E(x)} eter1(x) = EM4(x)/
E{&mv4(x)} sontintroduits. Pour tout € D, les fonctions de densité de probabifité) (e; )
et pauva(z)(e; ) des variables aléatoiresz) et £4(x) sont introduites. La figure 3 montre
les graphes de — p.(z)(e; x) ete — pauva(a)(e; ) poure, = Li/20, n =5, ¢ = 6 et pour
v =1,...,8. 0n remarque qués..¢(x)),>1 & convergé lorsque = 3. La figure 4 montre,

8 8

7r 7

6 61

j (@) (b)

3r 3

2r 2

O0 0.5 i 15 é 215 0 0.5 1 1.5 2 25
8r 8

7r 7

6 6

5 5r

. (€) Al (d)

3 3

2 2r

OO 015 1 1‘.5 2 215 00 0.5 l 1.5 2 2:5

FIG. 3 — Exemples de fonctions de densité de probahilité? pourv = 1,...,8 avecuy = 5

etq = 6 : Fig. a montre le graphe de la fonction de densité de préitiade référence —
Pe(x)(€; ) aux pointsy; = L,/20. Les graphes de — pzuv.a(q) (€; ) aux pointse; = L;/20
sont construits pow = 1 (Fig. b),v = 2 (Fig. c) andv = 3, ..., 8 (Fig. d).

pourz; = L,/20 les graphes des fonctions de probab#ité pzu.v.az)(e; ) pourpy =5,v =3
et pourg = 1,2,3. On remarque qu@gzi.».q(x))q>1 & CONVErgé pouy supérieur ou égal a 3. Le
graphe de la fonction de densité de probabilité p.()(e; ) en échelle logarithmique montre
quecs(x) n’est pas une variable aléatoire gaussienne.

Les résultats de convergence sont similaires pour lesquédeurs de; .

5
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FIG. 4 — Analyse de convergence de la fonction de probabilité“de par rapport a I'ordrey
de la représentation chaos ayee- 5 etv = 3 : p.(»)(e; @) (trait continu épais)y.u.v.o(«) (€; )
avecq = 1 (trait tiré fin), ¢ = 2 (trait pointillé fin) etq = 3 (trait continu fin). Axe horizontal la
dimensiony de la représentation chaos, axe vertical fonction de thedsiprobabilité.

7 Conclusion

Une méthode permettant de résoudre le probleme invesshastique pour I'identification
expérimentale des systemes a parametres stochasstjyeoposée. Cette méthode utilise le
développement chaos du champ stochastique a identifigrgie le principe du maximum de
vraisemblance. Les propriétés de convergence de cetiesentation stochastique sont étudiées
au travers d’'un exemple numérique. Pour 'exemple traitéte méthode permet d’identifier les
fonctions de probabilité. Une telle méthode peut étemétie a la dynamique des structures.
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