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Résuḿe :

Cette communication porte sur l’identification du modèle probabiliste d’un champ de module d’Young aléatoire
d’un milieu linéaireélastique isotrope non homogène. La ḿethode est basée sur la repŕesentation sur les chaos du
champ stochastiquèa identifier donnant lieùa un probl̀eme inverse et un problème d’optimisation issu du principe
du maximum de vraisemblance.

Abstract :

This paper deals with the experimental identification of the probabilistic representation of a random field modeling
the Young modulus of a non homogeneous isotrope elastic linearmedium. The proposed method is based on the
chaos decomposition of the stochastic field to identify setting an inverse problem and an optimization problem
based on the maximum likelihood principle.

Mots-clefs :
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1 Introduction

Dans la plupart des problèmes de sciences et d’ingénierie,les systèmes physiques sont
décrits par des problèmes aux limites dont les paramètres sont des variables aléatoires ou des
champs stochastiques. L’un des problèmes fondamentaux consiste à identifier expérimentalement
les modèles probabilistes de ces paramètres aléatoires. Bien que cette catégorie de problème ait
attiré une attention considérable ces dix dernières années de la part des mathématiciens, des
physiciens et des ingénieurs (voir par exemple [1, 2]), presque rien n’existe concernant une
procédure constructive complète pour l’identification expérimentale du modèle probabiliste des
champs aléatoires modélisant les paramètres des opérateurs différentiels des problèmes aux li-
mites tels que des milieux élastiques aléatoires.

Cette communication porte sur l’identification expérimentale du modèle probabiliste des co-
efficients aléatoires des opérateurs différentiels stochastiques des problèmes aux limites. Nous
présentons une méthode en s’appuyant sur l’exemple de l’identification expérimentale du champ
stochastique modélisant le module d’Young d’un milieu hétérogène élastique isotropique linéaire.
Les ”données expérimentales” correspondent aux mesuresdu champ de déplacement du bord de
plusieurs éprouvettes soumises à des forces extérieures déterminées. Pour valider la méthode,
on se munit d’une base de ”données expérimentales” préalablement construite par simulations
numériques du champ de déplacement du bord des éprouvettes.
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2 Présentation de la ḿethode

La méthode proposée est la suivante. On se donne préalablement une base de données de me-
sures du champ de déplacement statique du bord de plusieurs”éprouvettes” soumises à un char-
gement extérieur donné. La méthode proposée pour identifier le champ stochastique modélisant
les paramètres est la suivante : (1) développement d’un modèle mécanique de l’éprouvette en
élasticité linéaire tridimensionnel isotrope non homogène ; (2) représentation du champ stochas-
tique à identifier sur la base des éléments finis de l’éprouvette ; (3) pour chaque ”éprouvette”
de la base de données, le problème inverse est résolu pourconstruire la réalisation correspon-
dante pour l’éprouvette considérée du champ stochastique, donnant lieu à un premier problème
d’optimisation ; (4) une représentation sur les chaos ([3,4,5]]) du champ stochastique est alors
identifiée à l’aide des réalisations construites en utilisant le principe du maximum de vraisem-
blance ce qui conduit à résoudre un second problème d’optimisation.

Cette méthode permet de calculer les coefficients de la représentation sur les chaos. Les
paragraphes suivants présentent un résumé de la méthodologie détaillé dans [6] en s’appuyant
sur une application numérique

3 Construction de la base de donńees exṕerimentales par simulation numérique de Monte
Carlo du probl ème directe

On considère le problème aux limites correspondant au problème d’élastostatique tridimen-
sionnel d’une structure occupant un domaine bornéD de frontière∂D dans un système d’axes
cartésien(O, x1, x2, x3). La géométrie du domaineD est un parallélépipède élancé dont les di-
mensions selonx1, x2 etx3 sontL1 = 1.3× 10−1m, L2 = 2× 10−2m etL3 = 2× 10−2m (voir
Fig. 1). La structure est encastrée sur la partieΓ0 (sectionx1 = 0) du bord∂D.
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FIG. 1 – Définition du système mécanique

La structure est soumise à 14 forces extérieures ponctuelles appliquées sur les noeuds de la
facex1 = L1. Pourj = 1, . . . , 4, soientfj la force appliquée à chacun des 3 noeuds de l’arrête
Γj (voir Fig. 1) avecf1 = (0, 0, 1), f2 = (0, 1, 0), f3 = −f1 et f4 = −f2. Soientf5 et f6 les
forces ponctuelles appliquées au noeudA (voir Fig. 1) avecf5 = (2, 0, 0) etf6 = (0, 2, 0).

Le milieu élastique est aléatoire. On suppose que le seul paramètre aléatoire de ce milieu
est le module d’Young modélisé par un champ stochastiqueE . En réalité, il faudrait considérer
le module d’Young et le coefficient de Poisson comme des paramètres aléatoires. L’hypothèse
introduite est une mesure de simplification de l’exposé. Lechamp stochastiqueE est indexé sur
D, à valeurs positives, du second ordre, tel que

E(x) = E0 δ
2 h(1/δ2, V (x)) , (1)
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où E{E(x)} = E0 > 0 est la valeur moyenne deE indépendante dex, où δ > 0 est un
réel positif indépendant dex permettant de contrôler le niveau de dispersion deE et oùδ2 =
E−2

0 E{(E(x) − E0)
2}. La fonctionu 7→ h(α, u) deR dans]0 ,+∞[ est telle queΓα = h(α, U)

est une variable aléatoire gamma de paramètreα siU est une variable aléatoire gaussienne nor-
malisée. D’autre part, au second membre de l’Eq. (1),{V (x),x ∈ D} est un champ stochas-
tique gaussien normalisé du second ordre défini parV (x) =

∑3
k=1 ξk

√
γk ψk(x) où{ξ1, ξ2, ξ3}

sont des variables aléatoires gaussiennes,{γk}k≥1 sont les valeurs propres de l’opérateur intégrale
C de noyauC(x,x′) = exp(−|x1 − x′1|/L) avecL = 3.25 × 10−2m , x = (x1, x2, x3)

et x′ = (x′1, x
′
2, x

′
3) dansD. Les fonctions{ψk}k≥1 sont définies parψk(x) = ψ̃k(2x)/

(
∑3

k=1 γk ψ̃k(2x)2)1/2 où {ψ̃k}k≥1 est la famille des fonctions propres associés aux valeurs
propres{γk}k≥1 de l’opérateur intégraleC. Pour ce modèle,E(x) = E(x1) est indépendent de
x2 etx3.

Le maillage éléments finis du domaineD (voir Fig. 1) est constitué d’éléments finis solides
3D isoparamétriques à 8 noeuds. Le nombre de degrés de liberté estNd = 117 . On noteξ =
(ξ1, ξ2, ξ3), où {ξ1, ξ2, ξ3} sont les variables aléatoires gaussiennes indépendantes introduites
dans la définition du champ stochastiqueV . Soit [A(ξ)], la matrice de raideur relative à la
discrétisation par éléments finis du milieu élastique occupant le domaineD. On noteX = X(ξ),
le vecteur aléatoire à valeurs dansR

Nd des déplacements nodaux. On a donc

[A(ξ)]X = G , (2)

où G est le vecteur deRNd correspondant aux forces extérieures. SoitX∂D = X(ξ)∂D, le vec-
teur desNb = 81 degrés de liberté des noeuds du bord∂D. L’application qui à tout vecteur
de déplacementX associe le vecteur de déplacementX∂D est notéeP . La ”base de données
expérimentales” est constituée dem = 50 réalisation aléatoiresX1

∂D = X∂D(θ1), . . . ,X
m
∂D =

X∂D(θm) deX∂D. Cette ”base de données expérimentales” est générée par simulation numérique
de Monte-Carlo du problème directe défini par l’Eq. (2).

4 Identification du champ aléatoire mod́elisant le module d’Young par résolution d’un
probl ème inverse et ŕeduction statistique

L’approximation sur la base des éléments finis du champ al´eatoireE indexé parD s’écrit
Ẽ(x) =

∑Ni

k=1 Ẽkhk(x1) oùh1(x1), . . . , hNi
(x1) sont les fonctions d’interpolation linéaire rela-

tives au maillage éléments finis du domaineD, Ni = 20 est le degré de cette approximation et
Ẽ1, . . . ẼNi

sont les coefficients d’interpolation. La matrice de raideur issue de la discrétisations
par éléments finis du milieu élastique occupant le domaineD avec l’approximatioñE du mo-
dule d’Young (au lieu deE) est notée[Ã(η̃0)] où η̃0 = (Ẽ1, . . . , ẼNi

). Pour chaque élément
X1

∂D, . . . ,X
m
∂D de la ”base de données expérimentales”, les réalisations ỹ1

0 = η̃0(θ1), . . . , ỹ
m
0 =

η̃0(θm) de la variable aléatoirẽη0 sont construites de sorte queℓ(ỹ1
0,X

1
∂D), . . . , ℓ(ỹm

0 ,X
m
∂D)

soient les minima des fonctions̃y 7→ ℓ(ỹ,X1
∂D), . . . , ỹ 7→ ℓ(ỹ,Xm

∂D) où ℓ(ỹ, z) =

‖P ([Ã(ỹ)]−1G)−z‖2. Finalement, pour toutx donné dansD, les réalisations̃E1(x) = Ẽ(x; θ1),

. . . , Ẽm(x) = Ẽ(x; θm) de la variable aléatoirẽE(x) sont construites en utilisant les relations
Ẽ(x; θj) =

∑Ni

k=1 Ẽk(θj)hk(x1) etEk(θj) = ỹj
0,k.

Il est possible de réduire la taille du vecteurη̃0 utilisé dans la représentation du champ
aléatoireẼ modélisant le module d’Young. Soientλ1 ≥ . . . ≥ λNi

, les valeurs propres de la
matrice de covariance du vecteur aléatoireη. Les vecteurs propres orthonormés associés aux
valeurs propresλ1, . . . , λNi

sont notésF1, . . . ,FNi
. Le vecteur aléatoirẽη peut être réécrit sous

la formeη̃ =
∑Ni

j=1 ηj

√
λjFj où η1, . . . , ηNi

sontNi variables aléatoires centrées définies par

3
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√
λjηj = 〈η̃,Fj〉R

Ni et tels que pour toutj etk,

E{ηj} = 0 etE{ηjηk} = δjk . (3)

La figure 2 montre le graphe de l’applicationk 7→
∑k

i=1 λ
2
i . On construit alors une approxima-

tion du vecteur aléatoirẽη avec le vecteur aléatoirẽηµ =
∑µ

j=1 ηj

√
λjFj pourµ = 5.
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FIG. 2 – Convergence de la réduction statistique : graphe dek 7→
∑k

i=1 λ
2
i . Axe horizontalek,

axe verticale
∑k

i=1 λ
2
i .

On introduit la variable aléatoireηµ à valeurs dansRµ définie parηµ = (η1, . . . , ηµ).
Les réalisationsy1 = ηµ(θ1), . . . ,y

m = ηµ(θm) du vecteur aléatoireηµ sont telles que,
pour toutj = 1, . . . , µ et k = 1, . . . , m, l’égalité yk

j = 1/
√
λj〈ỹk,Fj〉R

Ni est vérifiée avec
yk = (yk

1 , . . . , y
k
µ) .

5 Représentation Chaos du champ aléatoire à identifier

Soit W ν = (W1, . . . ,Wν), le vecteur gaussien centré de dimensionν tel queE{WiWj} =
δij . Le développement Chaos du vecteur aléatoireηµ s’écrit

ηµ,ν =
+∞∑

α,|α|=1

aαφα(W ν) (4)

oùα est un multi-indexe de longueurµ etφα(W ν) sont les polynôme d’Hermite multi-indexé.
On déduit de l’Eq. (3) que les coefficientsaα vérifient

∑+∞
α,|α|=1 aαaT

α
= [ Iµ], où [ Iµ] est la

matrice unité de dimension(µ×µ). L’approximationηµ,ν,q deηµ,ν est obtenue par troncature à
l’ordre q du développement chaos défini par Eq. (4). On a doncηµ,ν,q =

∑q
α,|α|=1 aαφα(W ν).

L’approximation correspondantẽEµ,ν,q du champ aléatoirẽE défini au paragraphe 4 est telle que
Ẽµ,ν,q(x) =

∑Ni

k=1 Ẽ
µ,ν,q
k hk(x1).

Afin de calculer les coefficientsaα ∈ R
µ , le problème d’optimisation suivant est résolu :

pour tout y1, . . . ,ym donnés (dans la ”base de données expérimentales”), trouver A =
{aα, |α| = 1, . . . , q} maximisant la fonction de vraisemblanceL(y1, . . . ,ym; A) =
pηµ,ν,q(y1,A) × . . . × pηµ,ν,q(ym,A) où pηµ,ν,q est la fonction de densité de probabilité de
la variable aléatoireηµ,ν,q. Toutefois, un tel problème d’optimisation induit un coût de cal-
cul important dû à l’estimation depηµ,ν,q(yj,A) lorsque la longueurµ du vecteur aléatoire

4
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η prend des valeurs plus grande que 4 ou 5, valeurs qui sont toujours beaucoup plus pe-
tites que celle queµ prend en générale. Par conséquent, on propose de substituer la fonction
de vraisemblance habituelle par une fonction de pseudo-vraisemblancẽL(y1, . . . ,ym; A) =∏µ

j=1 pηµ,ν,q
j

(y1
j ,A)× . . .×

∏µ
j=1 pηµ,ν,q

j
(ym

j ,A) oùpηµ,ν,q
j

est la fonction de probabilité de la va-
riable aléatoireηµ,ν,q

j avecηµ,ν,q = (ηµ,ν,q
1 , . . . , ηµ,ν,q

µ ). Le problème d’optimisation permettant
de calculer les coefficientsaα devient : pour touty1, . . . ,ym donnés, trouverA qui maximise
la fonction de pseudo-vraisemblanceL̃(y1, . . . ,ym; A) tel que

∑q
α,|α|=1 aαaT

α
= [ Iµ].

6 Analyse de convergence

Afin d’effectuer une analyse de convergence de la méthode proposée, les champs stochas-
tiques normalisésε et ε̃µ,ν,q indexés surD avecε(x) = E(x)/E{E(x)}et ε̃µ,ν,q(x) = Ẽµ,ν,q(x)/

E{Ẽµ,ν,q(x)} sont introduits. Pour toutx ∈ D, les fonctions de densité de probabilitépε(x)(e; x)
et pε̃µ,ν,q(x)(e; x) des variables aléatoiresε(x) et ε̃µ,ν,q(x) sont introduites. La figure 3 montre
les graphes dee 7→ pε(x)(e; x) et e 7→ pε̃µ,ν,q(x)(e; x) pourx1 = L1/20, µ = 5, q = 6 et pour
ν = 1, . . . , 8. On remarque que(pε̃µ,ν,q(x))ν≥1 a convergé lorsqueν = 3. La figure 4 montre,
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FIG. 3 – Exemples de fonctions de densité de probabilitéε̃µ,ν,q pourν = 1, . . . , 8 avecµ = 5
et q = 6 : Fig. a montre le graphe de la fonction de densité de probabilité de référencee 7→
pε(x)(e; x) aux pointsx1 = L1/20. Les graphes dee 7→ pε̃µ,ν,q(x)(e; x) aux pointsx1 = L1/20
sont construits pourν = 1 (Fig. b),ν = 2 (Fig. c) andν = 3, . . . , 8 (Fig. d).

pourx1 = L1/20 les graphes des fonctions de probabilitée 7→ pε̃µ,ν,q(x)(e; x) pourµ = 5, ν = 3
et pourq = 1, 2, 3. On remarque que(pε̃µ,ν,q(x))q≥1 a convergé pourq supérieur ou égal à 3. Le
graphe de la fonction de densité de probabilitée 7→ pε(x)(e; x) en échelle logarithmique montre
queε(x) n’est pas une variable aléatoire gaussienne.

Les résultats de convergence sont similaires pour les autres valeurs dex1.
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FIG. 4 – Analyse de convergence de la fonction de probabilité deε̃µ,ν,q par rapport à l’ordreq
de la représentation chaos avecµ = 5 et ν = 3 : pε(x)(e; x) (trait continu épais),pεµ,ν,q(x)(e; x)
avecq = 1 (trait tiré fin),q = 2 (trait pointillé fin) etq = 3 (trait continu fin). Axe horizontal la
dimensionq de la représentation chaos, axe vertical fonction de densité de probabilité.

7 Conclusion

Une méthode permettant de résoudre le problème inverse stochastique pour l’identification
expérimentale des systèmes à paramètres stochastiqueest proposée. Cette méthode utilise le
développement chaos du champ stochastique à identifier ainsi que le principe du maximum de
vraisemblance. Les propriétés de convergence de cette représentation stochastique sont étudiées
au travers d’un exemple numérique. Pour l’exemple traité, cette méthode permet d’identifier les
fonctions de probabilité. Une telle méthode peut être étendue à la dynamique des structures.
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