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5 Bd Descartes 77454 Marne-la-\Vedl Cedex 2
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Résune :

On présente une approche probabiliste non paediigue des incertitudes de méld et de doné@es pour les sysines
dynamiques. On introduit d’abord le concept de I'approchaetabiliste non paramtrique des incertitudes induites par
les erreurs de mazle et par les erreurs de doaas. Un court@sungé est dona de cette approche non parétrique
qui utilise des ensembles de matricegatbires construits avec le principe du maximum d’entropie. p@sente un
exemple simple qui montre la capdcie I'approche non paraétrique propoge de prendre en compte les incertitudes
de moale. Puis on pesente une application relatiela robustesse d’un metk de simulation nuérique par rapport
aux incertitudes de mede et aux incertitudes de dodes en dynamique d’'une structureraespatiale.

Abstract :

This paper deals with a nonparametric probabilistic approamhmodel uncertainties and data uncertainties in
computational dynamics for linear and nonlinear dynamiatems. First the concept of the nonparametric probabilis-
tic approach of uncertainties due to model errors and data ereve introduced. A short overview of this nonparametric
approach based on the use of ensembles of random matrices coedtwitit the maximum entropy principle is given.
A numerical example proving the capability of the nonparaingirobabilistic approach to take into account model
uncertainties is presented. Finally, we present an exempégivelto the robustness of the numerical simulation model
with respect to model and data uncertainties in dynamics of &alpructure.

Mots clefs :
M écanique nunerique, incertitudes, syseme dynamique, dynamique des structures
1 Introduction

Le traitement des incertitudes sur les dees en racanique des structuret tresétudie
ces trois derrires @cennies. Les incertitudes sur les dees concernent les paratres du
modele matlematique-récanique qui sont les paratnes de §onetrie, les constantes des
lois de comportement, les conditions aux limites, etc. Ales incertitudes sur les doaas
peuvent clairemeritre mo@liseées avec I'approche probabiliste pag&rigque. Une telle analyse
probabiliste des incertitudes sur les déas aéte faite en utilisant des metlsations des
paranetres incertains par des variableéabires pour des syshes relativement simples [1-
15]. L'approche probabiliste para@trique aétt developee pour des dor@es incertaines
mocelisees par des champs stochastiques et aussi pour les milEatwiads conduisant ainsi
aux ceveloppements degdéments finis stochastiques [16-22]. Plésemment ces athodes
ontéteé utilisees pour les incertitudes sur les déas et pour les milieux@htoires en canique
numerique de systmes dynamiques complexes [23-31].
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Ce papier ne traite pas de I'approche probabiliste pataque des incertitudes sur les dées

ou de la néthode deg&léments finis stochastiques pour les milieleadbireevoqiee ci-dessus,
mais pesente une approche probabiliste non pa&taicpue pour les incertitudes de nadd et les
incertitudes de dorées dans le cadre de la simulation rauigue en dynamique. Cette approche
a été introduite dans [32] et&lelopgee ces cing derares anées. Le principal objectif de ce
papier est de @senter une nouvelle validation de I'approche et une agjic industrielle.

Notation Dans ce papiet;,, (R), M2 (R) andM;} (R) denotent 'ensemble de toutes les matrices
réelles, syratriques et dfinies positivegn x n). On aMt(R) ¢ M3 (R) € M,(R). Si[A]
appartienM,, (R), ||[[A]|lr = (tr{[A][A4]"})'/? est la norme de Frobenius de la matridd,

ou tr est la trace des matrices, det estdéedminant efA |7 est la matrice transpés de/ 4 ]. La
norme d'ofgrateur de la matriced | € M, (R) est céfinie par| A|| = sup < [[A]X]| , X €

R™ quiesttelle qug[A]x|| < ||A]| |IX]|, VX € R™. Lafonction indicatrice 5(b) d'un ensemble
quelconques est telle que z(b) estégalal sib € B et estegalal sib ¢ B. Toutes les variables
aléatoires sontéfinies sur I'espace probabi#i$.A, 7, P) et E est 'esggrance mathmatique.

2 Incertitudes de donrees et incertitudes de moéle dans les modles nungriques de
prévision des systmes gels.

2.1 "Systeme sur plan”

Le "syseme sur plan” sera le sgshe nécanique congu par les concepteurs et analystes. Un
"syseme sur plan" estéfini par sa gonetrie, par le choix des matiaux et par de nombreux
autres paragtres, et peugtre un sysime simple comme une baredastique ou un sysine
complexe comme un avion.

2.2 Syseme réel

Le syséme Eel est fabrigé a partir du "systme sur plan” (plans d’@&cution) et donc, n’est
jamais connu exactement (oénces de fabrication concernant &ogetrie, par exemple). Le
syseme Eel doit don@tre consi@ré comme un sysime incertain par rapport au "sgste sur
plan”. Les incertitudes par rapport au "syse sur plan" portent sur la&egnetrie du systme
reel, sur les ma&riaux, la distribution de masse, les conditions aux lisietc.

2.3 Le moctle moyen comme moéle de prévision : erreurs et incertitudes

L'objectif du mockle de pevision est de g@voir la "sortie"v®*P du syseme eel pour une
"entrée"f*P donrée. Par exemple, le mebk de pevision sera évelopg pour pédire le champ
de ceplacement statique du sgste statique soumasdes chargements statiques externes, ou le
champ de dplacement transitoire du sggte dynamique soumis a un chargement impulsionnel
di a un choc, etc. Un tel méde de pevision est construit enédeloppant un mazle
mathtematique-récanique partir du "systme sur plan” (voir Figure 1). Dans ces conditions, le
mockle moyen a une "erée"f modelisantf®*P, une "sortie'v moctlisantv®*? et un pararatre
vectoriels pour lesquels une valeur ddtre donge (pratiguement, ce paratne peuitre un

2



17€™M€Congies Frangais de Mcanique Troyes, — septembre 2005

réel, un vecteur, une fonctiobelle ou vectorielle, un champ, etc.).

Systeme
sur plan
Processus de Processus mathématique—mécanique
fabrication de modélisation
oxp Systeme réel Modéele moyen
comme le — vo*P f_ - commemodele | _
systeme de prévision du -
fabriqué systeéme réel
Systéme incertain ¢

S

Fic. 1 - "Syseme sur plan”, systme Eel et moéle moyen comme mede de pevision du
syseme Eel.

(A) Erreurs. Les erreurs sont induites par la construction d’'une apprationv™ de la "sortie"

v du mockle moyen pour une "erite" donef et pour un paratre vectoriels donré. Par
exemple, le moéle moyen sera souvent un préirie aux limites @fini sur un domaine boé

et la methode de€léments finis sera utilé® pour construire une approximation dans un sous-
espace de dimensionfinie. Une telle approximation introduit une errgly — v*|| liée a la
finesse du maillageto| - || est une norme approge. Si un prot@me de dynamique estudi,

il y aura de plus le sédma d’inegration temporelle qui introduit une erreur fpkntaire ke

au pas de temps. Ces erreueBa la construction des approximations des peaids aux
limites doiventétre contblées et eduitesa une péecision donge en utilisant lesésultats des
matteématiques applicges et I'analyse nuamique. Ces erreurs d’approximation ne sont donc
pas, et ne doivent pagtre consiérees conmme des incertitudes de mlecdbu de donees (voir
ci-dessous).

(B) Incertitudes. Ci-apes, I"entée"f et le paramtre vectoriels du modkle moyen seront
appeés les donaes du moéle moyen. Le processus de netidation matbmatique-récanique
du "syseéme sur plan” introduit deux types fondamentaux d’inagutis : les incertitudes sur
les donmees et les incertitudes de naé.

(B.1) Incertitudes sur les doges: L"'entrée"f du mocdtle moyen ne re@sente pas exactement
I"entrée"f®*P du syséme Eel et, il y a des incertitudes sur le pakstne vectories du mocele
moyen. Cesincertitudes sur les dées doivengtre prises en compte pour aliorer le niveau de
prédiction du moéle moyen. La meilleure approche pour faire cela est I'agpegrobabiliste
parangétrique consistarit mockliser les don@es du modle moyen par des grandeurgatoires
(voir le paragraphe 1).

(B.2) Incertitudes de made: Le processus de métisation matématique-récanique utilié
pour construire le magle moyen induit des incertitudes de natelpar rapport au "sy&sine sur
plan”. Ce type d’incertitudes est principalemettadix simplifications ciematiques introduites
pour diminuer la complex@ et la mérise du moéle moyen évelopg : par exemple, un
milieu €lastique cylindriqu&lan@ moclisé par une poutre (Euler ou Timoshenko), un milieu
élastique tridimensionnelle mélisé par une thorie de plaque mince @paisse, un assemblage
complexe constitel de plusieurs plaques solidd@és par des boulons meldé par une plagque
équivalente homagne orthotrope, etc. Il est clair que I'introduction de telsceles simplifes
conduita un mo&le moyen dont les variations du partne vectoriek au travers de tout son
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espace deé&finition, ne permet pas d’afiorer le niveau visionnel du modle moyen par
rapport aux incertitudes de meleé. Ainsi, I'approche probabiliste par&tnique, si elle permet
de bien moéliser les incertitudes sur les dares, est, enéyéral, incapable de matiser les
incertitudes de magle (ce point sera demo#tau paragraphe 5). C’est la raison pour laquelle
une approche probabiliste non paktngue est propae.

(C) Niveau de prédiction du modele moyen Lerreur liee aux incertitudes entre lagsison
v" effectlee avec le magle moyen et laéponsev®*® du syseéme Eel peutétre mesuge par
|[v®*P — v™||. Le mockle moyen sera conste comme padictif si cette erreur est suffisamment
petite. En @réral, dues aux incertitudes sur les deas et aux incertitudes de nd, cette
erreur n’est pas suffisamment petite et doit détre maétrisée par l'introduction de mades
probabilistes des incertitudes sur les dees et des incertitudes de nadel

3 Approche probabiliste non paramétrique des incertitudes
3.1 Concept de I'approche probabiliste non pararétrique des incertitudes

Dans le but d’expliquer simplement ce concept, on introldusituation simplifee suivante.
Soits — A(s) I'application lintaire d’'un espacé& dans un espacd d’opérateurs ligaires.
L'espacesS repiesente I'ensemble de toutes les valeurs possibles du paeawectoriek (par
exemple, des paragtres @onetriques, des pro@iés elastiques, des conditions aux limites,
etc.). Pousfixé dansS, I'opérateurA(s) repesente un des @pateurs du prokime aux limites,
par exemple, I'oprateur de raideur qui sera unéspteur syratrique @fini positif et dans ce
cas,A sera un ensemble d’épateurs liaires syratriques et éfinis positifs. SoitRpar C A
I'image de I'applicatiors — A(s), c’esta-dire, le sous-espace deengende parA(s) quands
parcourt toutsS.

F1c. 2 - Approches probabilistes parétrique et non paraétrique des incertitudes.

(A) Opérateur du syseme reel On suppose que I'd@ateur correspondant pour le Syse
reel est 'orateurA®*P appartenan A.

(B) Modele moyen de l'orateur. Sis = sest la valeur nominale, alo = A(S) € Rpar
correspondra au meéte moyen (ou, maogle nominal) de I'oprateur consieré.

(C) Modélisation probabiliste parameétrique de I'opérateur. L'approche probabiliste para-
meétrique de I'orateur consista mockliser le paramtre vectoriek par la variable @atoire
vectorielleS dont la loi de probabil& Ps(ds) a pour support 'ensembl§. Alors I'opérateur
A du mockle moyen est remplégar I'ogerateur aatoireApar tel queApar = A(S). La loi
de probabilié Pap,, de I'opérateur aatoireApar est telle quela,,, = A(Fs) et le support de
Papar €St I'ensembleRpar C A (voir Figure 2). Clairement, la loi de probab@if’a,,, Sur Rpar
permet de prendre en compte les incertitudes sur lesadmmnmaish®*P peut tes bien ne pas
appartenia I'ensemblelpar de par la pesence des incertitudes de reted

4
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(D) Modele probabiliste non paranetrique de I'opérateur. L'approche probabiliste non
parangtrique de I'o@rateur consist& remplacer I'oprateurd du mocle moyen par I'oprateur
aIéatoireAnonpardont la loi de probabil@é PAnonpar a pour supportRnonparqui est tel que
Rnonpar = A. CommeA®® appartienta A et comme le support dé’Anonmr est aussi4,
les incertitudes de made peuvenétre prises en compte par I'approche non pataigue (voir
Figure 2). Naturellement, |a loi de probal®iPay,q,,,-2VeC SON SUPPORNonparne peut pastre
choisie arbitrairement mais ddtre construite en utilisant toute I'information utilideb Une
telle approche @te developgee [32-35] en utilisant le principe du maximum d’entropi6,[37]
correspondara la maximisation de l'incertitude sous les contrainteindes par I'information
utilisable.

3.2 Historique du développement de I'approche non parangtrique

Les aspects fondamentaux de cette approche probabilistparangtrique des incertitudes
de moele et le @veloppement du premier ensemble de matricéatailres adapesa la
modelisation des incertitudes pour les ysies dynamiques lagaires ongete introduits dans
[32,33]. La fermeture alghrique du modle propoé et I'analyse de la convergence lorsque la
dimension tend vers l'infini sont doges dans [34,38] dans le contexte dddstodynamique
linéaire transitoire de sy@mes incertains. D’autres ensembles de matri@sa@res adapes
a la moctlisation des incertitudes pour les sysies coups fluides-structures, tels que des
sysemes vibroacoustiques, sont introduits dans [35]. L'esitemde la t@orie au cas des
incertitudes non homames dans les syshes dynamiques complexes (en utilisant des for-
mulations par sous-structuration dynamique) et les mragnivalidations eX@imentales de la
théorie peuvenétre trouees dans [39,40]. Uneé&thodologie d’identification eXg@imentale
des pararatres du moéle probabiliste non paratrique est prop@e dans [41,35] et une
identification ex@rimentale sur des panneaux composites est faite dans [4&pplication
de la theorie aux systmes dynamiques lgaires dans le domaine des moyennésdences
est faite dans [43]. Btude des valeurs propre€atoires des sy&tes dynamiques leaires
avec moeélisation probabiliste des incertitudes par I'approche paranétrique et Iétude de la
non adaptation de I'ensemble de matricésatdires du GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble)
pour la dynamique basse et moyenrigfrence sont dogee dans [44]. L'utilisation de cette
approche non paragtrique au cas de syghes dynamiques non éaires &£t faite dans [45]
avec applicatiora la dynamique transitoire non éaire de structures multi-suppees dans
[46]. Le désaccordage dynamique des structures ayant &@oeggrie cyclique induit par les
incertitudes de maele aéte étudé dans [47,48]. Deslements supg@imentaires de validation
de la tleorie propoée concernant la capagitie I'approche probabiliste non paramque de
repesenter les incertitudes de nebel sont donas dans [41,49]. Finalement, une application au
cas de la vibroacoustique interne est faite dans [50].

4 Meéthodologie de la moélisation probabiliste non paramétrique des incertitudes

La méthodologie de maglisation probabiliste non paratrique des incertitudes en dynami-
que des sysimes est la suivante : (1)@Deloppement d’'un made mat@matique-récanique et
de sa disdtisation (en gréral par la nethode degléments finis pour la Branique des solides
et pour la vibroacoustique), apgelmocele moyen" (ou moéle nominal). (2) Construction
d’'un mockle moyen eduita partir du moéle moyen. (3) Construction du meleé stochastique
reduit a partir du moéle moyen eduit et de I'approche probabiliste non pagrigque pour
laquelle les lois de probabiéitdes matricesarérali€es akatoires sont&termirées en utilisant
le principe du maximum d’entropie. (4) Construction et cengence de la solution stochastique.

5
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4.1 Modele moyen du systme dynamique

La présentation est limite au cas des sgshes dynamiques non éaires constites d’'une
partie lirtaire et de non-li@ari€s localiges, et £tend sans difficudt de principe aux cas
d’'autres systmes tels que les syshes vibroacoustiques [50]. De plus pour simplifier I'ex@os
on consi@re le milieu continu disétis (pour les aspects continus, voir [34]). Le neta
moyen (moeéle parélements finis) estétrit (les quantiés soulig@ées sont relatives au melg
moyen) par léquation diférentielle non ligaire suiR™ suivante,

[M]y(8) + [D]y() + [K]y(t) + I (y(2), y(2) = F(8) (1)
ouy = (31’ e ’Qm) est le vecteur des degis de liberé (DDL) (deplacements et/ou rotations),
avecy ety la vitesse et l'acelération, @ f(¢) = (f1(¢),..., fm(t)) est le vecteur des forces

externes appligees et @ [M], [ D] et[ K| sont des matricegelles(mxm) symétriques éfinies
positives de masse, d’amortissement et de raideur (on seppip pour simplifier, qu’il n’y a
pas de éplacement de corps rigide). Enfin z) — fyL (Y, z) est une application non lgaire de
R™ x R™ dansR™ mocklisant les forces non leaires telles quiy_(0,0) = 0. Le cas lireaire
se cbduit de I'Eq. (1) en faisarfty. = 0.

4.2 Modele moyen eduit

Soit {¢ ,..., ¢, } une base algprique deR™. Le mockle moyen éduit est obtenu en
projetant IEq (1) sur le sous-espatg de R™ engende par{up e P } avecn < m.
La construction d’'une telle base élyrique @pend des S|tuat|ora;tra|ter Par exemple, on
peut utiliser (1) les modeslastiques du sysine lireaire sous-jacent si l&@ponse est limie au
domaine des bassegfluences; (2)les vecteurs propres dedigpeur denergie necanique pour
les sysémes dynamiques lgaires dans le domaine des moyennegudences [51-53,43,54,55];
(3) des "modes non lgrires" adag@s pour les sysmes dynamiques non &aires avec non-
linéaries distrib@es.

Soit [®,,| la matrice elle (m x n) dont les colonnes sont les vecteyks ,...,¢ }. Le
vecteur des forceségéraliesF" (t) appartienta R™ et est tel qué-"(t) = [Qn]Tf(t). Les
matrices de masse, d’amortissement et de raidergrglies|( M, |, [D,,] et[ K, ] sont des
matrices éelles(n x n) symétriques @finies positives telles queM | = [2,,]7[M][2,,],
[D,] =[2,]7[D][®,], et K,] = [®,]T[K][®,] qui, en gréral, sont des matrices pleines.
Dans ces conditions, le mekk moyen eduit du systme dynamique non leaire est obtenu
comme la projectioy™ dey surV,, et s‘écrit,

y'(t) = [2,]9" (@) (2)

ouq"(t) € R™ est le vecteur des coordores @rérali®es qui erifie

[M,]G7(8) + [D,] 4" (8) + [K,] 9" (¢) + FRL(@" (), 9" (1)) = F"(t) , vt =0, (3)

avec, pour tout| et p dan{k”,

n@p) =12, (2,9, [2,]P) - (4)
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4.3 Réponse stochastique du sysine dynamique non lireaire avec mo@lisation probabi-
liste non paramétrique des incertitudes

Le principe de construction du mel& probabiliste non paratrique des incertitudes pour
le syseme dynamique dont le mekk moyen eduit est éfini par I'Eq. (3), consista substituer
les matrices gréraliges de I'Eq. (3) par des matricegaloires/M,,|, [D,,] et [K,,] pleines
dont les lois de probabitvontétre construites directement. Si il y a des incertitudes dian
mocklisation des forces non lineaires, I'approche probdbilmrangtrique classique peeétre
utilisée conduisant aingi une approche probabiliste mixte non pagtique et paragtrique
(voir [45,46]). La éponse stochastique du syste dynamique non lgaire avec maglisation
probabiliste non paragétrique des incertitudes, dont le nede moyen eduit est @fini par les
Egs. (2)-(4), est le processus stochastiyti€t), indexé surR™, a valeurs dang™, tel que

Y'(t) =[2,]Q"(t) (5)
ol le processus stochastioQ&(t), indesé parR ™, a valeurs dang&”, est tel que
M, Q™(1) + [Dn] Q" (%) + [Kn] Q™(t) + FRL(Q™(1), Q™)) =F"(t) , ¥t >0,  (6)
avec les conditions initialé®” (0) = 0 etQ™(0) = 0

4.4 Construction du mockle probabiliste des matrices @atoires[M ], [D..], [K..]

La définition et la construction de I'ensemble SHe matrices &atoires sont dor@es dans
[32-34,45]. La construction du meétk probabiliste des matricegatoiregM,, ], [D,,] and[K ]
consistea prendre ces matrices dans I'ensemblé $Bnt la construction et les proptés sont
rappeées ci-apgs pour faciliter la lecture.

(1) Le matrices @atoiregM,,], [D,,] et[K,,| sont c.finies sur I'espace probab#$A, 7, P), a
valeurs danst! (R).

(2) Les valeurs moyennes de ces matricésatlires sont telles qu&{[M,]} = [M,,],
E{[D,)} = [D,] et E{[K,]} = [K,,].

(3) Ces matrices ahtoires doivent &rifier les iregali€s suivantes pour que I'Eq. (6) ait une
solution qui soit du second ordre (voir [34,43)[|[M,.] "!(|%} < +oo, E{||[D,] |3} <
+oo et E{||[K,] 7%} < +oc.

(4) Les matrices &atoiresM ,,|, [D.,] et[K,,] sontincependantes car il est supgag.’il n’y a pas
d’information utilisable sur les tenseurs de @ation entre les diffrentes matrices @toires
[32-35].

(5) On introduit la normalisation suivante par rapport aaleurs moyennes,

[Mn] :[LMn]T [GMn] [LMn] ) (7)
Do) =[Lp,]" [Gp,][Lp,] (8)
[Ka] =Lk, )" [Gk,] [Lk,] (9)

ou (L, |, [Lp ] et[Ly |sontdes matricegelles triangulaires sépieures dankl, (R) telles
que[M,] = Ly, |" [Lag, ) (D] = [Lp, )" [Lp,] et[K,] = [Lk, ]" [Lk,]. Les matrices
aleatoire§Gy, |, [Gp, | et[G, | sont dans SG qui est @fini au paragraphe 4.5.

7
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4.5 EnsembleSG" de matrices abatoires

(A) Définition de I'ensemble SG". Cet ensemble estéfini et construit [32-34] comme
I'ensemble des matriceséaltoiresG,,|, définies sur I'espace probab#i$.4, 7, P), a valeurs
danstt(R), dont la loi de probabilé est construite en utilisant le principe du maximum
d’entropie [36,37] avec les contraintesfohies par I'information utilisable suivante,

(1) La matrice a&atoire[G,,] est une matricedelle synétrique afinie positive, c’esk-dire,

[G,] € MI(R) as . (10)

(2) La matrice aatoire[G,,] est du second ordreE{||[G,]||?} < E{||[G.]||%} < +o0, et sa
valeur moyennéG,,| est la matricén x n) unité [1,],

E{[Gul} = [G,] = [I] € M} (R) . (11)
(3) La matrice &atoire[G,,] est telle que
E{ln(defG,])} =v with |v] < 400 . (12)

La contrainte éfinie par I'Eq. (12) donne la prog@te suivante pour les matricegatoires dans
I'ensemble SG,
E{|[[Ga] M F} < o0 . (13)

(B) Parametre de dispersion d’'une matrice akatoire de 'ensembleSG'. Soitd le parangtre
réeel cefini par

_ B - (G IFN 7 _f1 IR
5‘{ 1G] } ‘{nE{IHGnJ [InJIIF}} : (14)

qui permet de fixer le niveau de dispersion de la matriéataire[G,,], qui est in@épendant de
la dimensiom et qui doitétre tel que

0<d<+/(n+1)(n+5)-1 . (15)

(C) Loi de probabilit & d’'une matrice akatoire dansSG". La loi Py, de la matrice d@atoire
[G..] est cfinie par une dengitde probabilé [G,] — pg,([Gr]) de M (R) dansR* =

[0, +oo], par rappor@ la mesurelG,, sur I'ensemblé? (R), telle que
dG, = 2" VA cicicn d[Grlij (16)

On a alors N
P, = p6,([Gn]) dGrn (17)

avec la condition de normalisation

/ P, ([Gal) dCn =1 . (18)
M (R)
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La densié de probabiliépig,,([G,]) s’écrit alors

pie,1([Gn]) = nmm([anpxcenx(det[an])<”+” Xexp{—(n+1) tr[Gn]} :

202
(19)
ou Cg, estla constante positive de normalisation gécsit
—n(n— n(n+1)(252) 1
Co, = B (5 , (20)
(T (55 + 57))
avecI'(z) est la fonction gammaddinie pour toutz > 0 parI'(z) = 0+°° t*=Le~t dt.

L' équation (19) montre qugG,, ]k, 1 < j < k < n} sontdes variables@toires @pendantes.

(D) Représentation al@brique d’'une matrice aléatoire de 'ensembleSG'. La repésenta-
tion suivante de la matrice&@atoire[G,,] permet de construire degalisations pour la Athode
de simulation nurarique de Monte Carlo. On a

[Gn] = [Ln]T [Ln] ) (21>

avec[L | une matrice @atoire triangulaire s@pieurea valeurs dans!,, (R) telle que

(1) Les varaibales ahtoires{[L,,];;/,j < j'} sont incependantes.

(2) Pourj < j’, la variable aatoire eelle [L,];;» s'écrit [L,];;; = 0,U;;» aveco, =
§(n+1)~Y/2 et ai U;; est une variable &htoire Gaussienne de moyenne nulle et de variance
unite.

(3) Pourj = j', la variable aatoirea valeurs positivefl. ,,];; s’écrit[L,];; = 0,,1/2V; avec

o, défini ci-dessus etV est une variable é@htoire gamma valeurs positives dont la deresit

de probabilié py, (v) par rapporédv s’écrit

1 ntl_ 145
pyv, (v) = 1g+(v) —— v22 2 e U | (22)
: (%52 +32)

(E) Propri été de convergence d’'une matrice &atoire dansSG" lorsque la dimension tend
vers l'infini . On a [34] la propiéte fondamentale suivante,

vn>2 , B{[|[Ga] I} < Cs < +oo (23)

avecCs une constante positive finie iBdendante de mais qui épend dej. L' équation (23)
signifie quen — E{||[G,]!||?} est une fonction boke de{n > 2} dansR+.

4.6 Autres ensembles de matrices @htoires

Cing ensembles de matricegatoires onéte developges pour couvrir plusieurs situations de
mocklisation des incertitudes engranique nui@rique. Ces ensembles @ifent des ensembles
connus de matricesé&dtoires [56].

(1) Le premier ensemble est 'ensemble’S@&fini au paragraphe 4.5 et est aggpiel I' ensemble
normali€ defini positif Une matrice @atoire dans cet ensemble eéfidie positive presque
sirement, sa valeur moyenne est la matriceaueitta norme de son inverse est du second ordre.

9
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Cet ensemble constitue I'ensemble central pour la cortgirudes quatre autres ensembles.
L'ensemble SG différe [44] de 'ensemble GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble).

(2) Le second ensemble SEappet ici I'ensemble &fini positif est construit au paragraphe
4.4. Une matrice &atoire de SE est ckfinie positive presquelisement, sa valeur moyenne
est une matriceé&finie positive et la norme de son inverse est du second oREeexemple,
cet ensemble est utiBgpour construire le made probabiliste des @pateurs dfinis positifs de
masse, d’amortissement et de raideur.

(3) Le troiseme ensemble SE introduit dans [32] est similaira@ SE", mais une matrice dans
SE™ est seulement positive (et non pésfidie positive) presquelsement. Par exemple, un
tel ensemble est utile pour la melgation probabiliste de I'dgrateur de raideur lorsque les
déplacements de corps rigide sont ausis

(4) Le quatreme ensemble [35] est le sous-ensemblﬁ\L S SE™ pour lequel une forme
linéaire est donge sur SE. Un cas particulier est 'ensemble $Eel gue latrace de la matrice
aléatoire est doree (cbterministe). Par exemple, un tel ensemble est utile pauoldlisation
probabiliste de I'oprateur de masse d’'un sgste dynamique pour lequel la masse totale est
connue mais pour lequel la distribution spatiale est iaoeet

(5) Le cinqueme ensemble S, ici appek I'ensemble pseudo-inversst constité [35] des
matrices adatoires eelles rectangulaires ayant un pseudo-inverse en moyéardreldeux.
Par exemple, cet ensemble de matrice&satires est utile pour la mélisation probabiliste
de I'opérateur de couplage entre une structure et uneé&aeiustique pour les pravhes de
vibroacoustique.

4.7 Construction and convergence de la solution stochastie

(A) Solution stochastique Pour toutl” > 0, et pour des hypo#fses raisonnables sur la non-
linéarig, il est monte [34,45] que, syoT If(¢)]]?dt < +o0, alors pour tout dans[0, 7], on a
E{|IY™(#)||?} < C1 < +oo0 et B{||Y™()||*} < Cs < +0c avecC etC, des constantes positives
indépendantes de et .

(B) Construction de la solution stochastique La solution stochastique de 'Eq. (6) est
construite par la @thode de Monte Carlo avec, réalisations. Pour chaqueéalisation,
I'EQ. (6) est Esolue avec un séima implicite inconditionnellement stable (&éoha de Newmark)
accompagéad’une neéthode iérative deésolution de Equation algbrique non ligairea chaque
pas de temps. Le®alisations de la matrice&dtoire[A,,], ou [A,,] repesentgM,,], [D,,] ou
[K,.], sont construites en utilisant la résentation dorge au paragraphe 4.5(D). Il faut noter
que le cdit nunerique reste admissible car I'Eq. (6) est celle du ledtochastiqueeduit avec

n <<m.

(C) Analyse de convergenceEn utilisant I'estimateur usuel de I'es@ance matbmatiquer,

la convergence par rappatla dimensiom du mockle stochastiqueeduit et par rapport au
nombren, de alisations de la é&thode de Monte Carlo, est anagsen construisant la fonction
(ns,m) — Confng, n) définie par

| ne T 1/2
Con\(ng,n) = {n_ Z/O 1Q™ (¢, 01)|? dt} , (24)
¥ k=1

ouQ"(t,01),...,Q"(t,0,,) sontlesn, réalisations d€"(t).

10
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5 Validation de la capaci€é de I'approche probabiliste non paranetrique a prendre en
compte les incertitudes de modle

5.1 "Systeme sur plan”

Le "systme sur plan" consé@ié est un corpglastique tridimensionnelle cylindédan@ Q2
défini dans un repre carésien(Oxyz) (voir Figure 3). La section du cylindre est rectangulaire
et les dimensions soft; = 10m, h, = 1 m ethy; = 1.5 m. Le milieuélastique est constiéu
d’'un maériau composite. La structure est simplement agpuy

Fic. 3 - "Syteme sur plan"glastodynamique lisaire d’un corp€lastique 3CElané.

5.2 Syeme reel

La Figure 4 montre le sy8ine Eel correspondant au "sgshe sur plan” dfini a la Figure 3.
Il'y a des incertudes sur la&gmneétrie dues aux térances de fabrication. Le domaine du éyst
reel est)rs qui differe def2. Les conditions d’appuis simples ne sont pealisees exactement
et le maériau composite fabrigqune correspnd pas toaffait au maériau "sur plan”.

y

exp Incertitudes de géométrie dues
X aux tolérances de fabrication
appliquée sur la surface ng /

Champ de pression P

Z Matériau composite fabriqué différent

du matériau composite congu . PO .
Conditions aux limites incertaines

par rapport aux conditions congues

Fic. 4 - Syseme Eel sultant de la fabrication du "sgshe sur plan” de la Figure 3.

On estinéresg par la éponse dynamique dans la bande dgfience3 =|0, 1000] H z pour une
excitation induite par un champ de pressjif(w) constante en &guence suB et constante
en espace sur la surface d’applicatigg (voir Figure 4 et pout le étail des donees, voir [41]).

5.3 Modele moyen

Le mockle moyen, comme made de pevision du systme éel ckfini a la Figure 4, est
construita partir du "systme sur plan” éfini a la Figure 3. Ce mage moyen est une poutre
d’Euler homogne amortie de longueur;, simplement appwse enz = 0 etz = h, (see
Figure 5). L'excitation est maaisee par une force conceatr locali€e au centre d€gs,
constante en éguence suB. Le maériau composite est métisé par un madriau élastique

11
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isotrope homogne dont les para@tres moyens (nominaux) sofit= 10'° N/m? (module
d’Young), p = 1700 Kg/m?3 (masse volumique) & = 0.01 (taux d’amortissement). Les
frequences propres de ce netelmoyen sont, = 11, v, =44, v =99, v, = 176, v; =
275, v4 = 396, v, = 539, vg = 704, vy = 891, v, = 1100, ..., v, = 70385 Hz. Pour toutw
dansB, la force externe applige induit des vibrations de flexion dans le p(@hcy).

y

9((,0) M(Xv(*))

=3

z

F1c. 5- Modele moyen comme made de pevision du systme el esultant du "sysime sur
plan" céfini a la Figure 3.

5.4 Expéerimentation numérique du syseme réel

L'expérimentation nurarique du systme Eéel est obtenue (1) en construisant un gled
élastique 3D du sysme Eel, (2) en dis@tisant le systme par la rathode deglements finis
et (3) en ésolvant lessquations dans la bande par la nmethode de I'analyse modale. Le
matriau est pris homame et isotrope avec un module d’Youngldé® N/m?2, un coefficient
de Poisson dé.15, une masse volumique d&00 K g/m3. Les taux d'amortissement modal
sont pris comme lestalisations d’une variable &toire uniforme suf0.009,0.011] dont la
valeur moyenne e$t01. Le maillage pagléments finis est constiéude80 x 8 x 12 = 7680
éléements finis tridimenssionnelles solice8 noeuds. Iy @477 noeuds et un total d28 275
degés de liber. L'analyse modale sur la banéeest faite aved 50 modeslastiques. Iy d01
frequences propres dans la bari8let 49 frequences propres dans la baft#0, 1197] H z.
La frequence fondamentale est® = 16 Hz. Il'y a 14 fréquences propres dans la bande
[0,230] Hz. Les frequences propres des 5 premiers modes de flexion correspoanadé
premiers modes de flexion du m&ld moyen (poutre Euler), ont respectivermat noeuds de
vibration sur la fibre neutre et sont *=16, v "=40, v5"=91, v5 =153, v5 =220, Hz

j2
avecj; = 1,j2 = 3,73 = 7,74 = 10, j5 = 14.

5.5 Estimation des parangtres de dispersion du moeéle non paranetrique d’'incertitudes

En utilisant I'exg@rimentation nur@rique du systme Eel, une estimation des paratres
de dispersion,;, dp etdx des matrices @éralies abatoires de masse, d’amortissement et
de raideur est faite en utilisant laétihode pesenée dans [44]. Une telle estimation donne
(SM = 0.29, (SD = 0.30 etéK = 0.68.

5.6 Prévision avec le modle d'incertitude et comparaison avec I'exgrimentation

Dans ce paragraphe, orggente (1) la f@avision avec le magle probabiliste non paragtrique
des incertitudes et (2) les comparaisons dévipions du moédle moyen avec lesponses
experimentales du sysie Eel. La convergence par rapparnt etn, est monteea la Figure 6
qui donne le graphe de la fonction, — Conns, n) définie par 'Eq. (24) pour di#rentes
valeurs deu. Cette figure montre que la convergence en moyenne d’ordreats obtenue pour
n > 80 etn, > 1500.

12
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-10
-10.5

-11.5
0

500 1000 1500

F1a. 6 - Convergence en moyenne d'ordre deux : graphes,de log,,{ConVns,n)} pour
n = 20, n = 30 and60 (les trois traits minces du dessous), paue 80, n = 120 etn = 160
(les 3 traits du dessusz = 80 (trait mince),n = 120 (trait moyen) et, = 160 (trait épais)).

La force d’excitation est localee enx = 4.250. SoientO; et O, les points d’observation
appartenana la fibre neutre em; = 5.000 etx, = 6.375. Le domaine de confiance du module
de la fonction de&ponse en &quence aux points d’observatién et O, est calcuke avec la
méthode pesenée au paragraphe 4, pour un niveau de probaliit= 0.98 et pourn = 80

et n, = 3000. Pour les observation®; et O, les Figs. 7 (gauche et droite) donnent une
comparaison entre les@risions desé@ponses du made moyen, lesa@ponses du sysine eel
(experimentation nurérique) et les @visions du domaine de confiance du éys¢ stochastique
resultant de la maaisation probabiliste non paratrique des incertitudes de nald et des
incertitudes sur les doges.

-6

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Fic. 7 - Prevision du domaine de confianc&gion grise) du systne stochastique avec I'ap-
proche non paraétrique des incertitudes de nigd et de don@es aux points d’observatien
(Figure gauche) et, (Figure droite). Moéle moyen (trait mince). Exgsimentation nurarique
du syseme Eel (traitépais).

5.7 Difficultés de I'approche probabiliste parangtrique pour repr ésenter les incertitudes
de mockle

Dans ce paragraphe, orggente lesasultats don@és par I'approche probabiliste paratrique
(incertitudes sur les do@es). Pour une telle approche, les variabléataires consietees sont
la masse volumique, les pararatres gometriquesh,, ho et hs, le module d’Youngf et le

13



17€™M€Congies Frangais de Mcanique Troyes, — septembre 2005

taux d’amortissemeng. Ces 6 variables ahtoires sont prises ibgendantes. Les variables
aleatoireshy, hsy et hg sont uniformes de moyennes connugsh, et hs, et de coefficients de
variationdy,, , o, etdn, qui sont estirds par la rdthode @crite ci-apés. Pour simplifier, on
prendd,, = 0, = dp,. Les variables &atoirey, £ et a valeurs positives sont de loi gamma,
de moyennes connugs¢ eté, et de coefficients de variatian, d¢ etd. qui sont estines par
la méthode écrite ci-apes.

Soient AP* et AT les plus petites &quences propresétoires du sysmme stochastique

construit d’une part avec I'approche probabiliste pa&tiique et d’autre part avec I'approche

probabiliste non paraétrique. Soiend, par etd , nonparles coefficients de variation des variables
1 1

aleatoiresA\® et AT°"*. Dans le but de comparer des "choses" comparables, lesotemtfi de
variationd,, = 65, = 0n,, 9, €tds des variables &htoireshy, ho, hs3, p €t€ pour I'approche
probabiliste paragtrique, sont calcés en esolvant le proldme suivant d’optimisation :
min{ (9 APar = ) nonpar)Q} ou § anonpar = 0.076918 est connu. Une solution de ce prébie
estdy, = 0p, = Op, = 0. 024 d, = 0.03, ¢ = 0.1 correspondan& 5Apar = 0.076492.
Le coefficient de variation, est tel quede = op = 0.3. Pour les observatlor(§1 etOo, les
Figs. 8 (gauche et droite) montrent les comparaisons ergfgdvisions deséponses du maide
moyen, les@éponses du sysine eel (exg@rimentation nurarique) et les mvisions du domaine
de confiance du sy&ine stochastiquésultant de la maglisation probabiliste paragtrique des
incertitudes sur les doges.

-10r -10r

-11r -11r

-12¢ -12f

_130 200 400 600 800 1000 _130 200 400 600 800 1000

Fic. 8 - Prévision du domaine de confianceegion grise) du sysme stochastique avec
I'approche parar@trique des incertitudes sur les dé@es aux points d'observatian (Figure
gauche) eb, (Figure droite). Moéle moyen (trait mince). Exgimentation nurarique du
syseme Eel (traitépais).

5.8Conclusion

La comparaison des Figs. 7 gauche et droite avec les Figsudhgat droite respectivement,
montre que les deux approches donnent @ssiltats similaires dans le domaine des basses
frequences0,100] Hz (cette bande est relativement robuste par rapport aux tituwkrs

de moele) et sont ts differents dans la bande deefuence[100,1000] Hz. Lapproche
probabiliste paragtrique permet de ma@iser les incertitudes sur les dd@es mais ne permet
pas de prendre en compte les incertitudes deateodbnt les effets croissent avec laduence.
L'approche probabiliste non paré@tnique permet de prendre en compte les incertitude de
mockle.

14
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6 Robustesse d'un modle de simulation nunerique par rapport aux incertitudes de
modele et aux incertitudes de donges en dynamique d’une structure arospatiale

Dans ce paragraphe, étudie la robustesse du mald nungérique de pevision par rapport aux
incertitudes de magle et aux incertitudes sur les d@as pour la dynamique d’une structure
aérospatiale. Les incertitudes sur les dees sont analges avec I'approche probabiliste
parangtrique. Les incertitudes de melé et les incertitudes sur les d@as sont analges avec
I'approche probabiliste non par&tnique pésenée au paragraphe 4. Lestdils de I'application
présenée ci-dessous sont doemdans [49,57].

6.1 Modele moyen et moéle moyen éduit

Le mockle éléments finis moyen est construit en cing sous-domainestdditsaa 120 000
degés de libee (DDL), les deux boosteespropergol solide chacun ayant 12 000 DDEtdige
principal ayant 8 800 DDL et enfin, le composite étipur avec 16 000 DDL. Le medk total
de la structure est constéwe 168 800 DDL. L'excitation externe du s§ste nécanique sont
des forces harmoniques applegs dans la direction transversaléaxex du lanceur. La bande
de frequence pour I'analyse €ét, 60[ Hz. L'observation est le @lacement en fin de section
de la poutre connegé au panneau solaire grtb€e par "obs" sur la Figure 9. Uneéthode
de sous-structuration dynamique [58] est uddigpour construire le méte moyen eduit en
utilisant une sous-structure par sous-domaine.

ARIANE 5 /SATELLITE assembled
finite element model as provided by

/—/rt’& ESA/ESTEC
;

S
\ (SATELLITE)

* (EPC)
(EAPM)

F1c. 9 - Modeleélements finis de la structurémspatiale constie d’un satellite coupla son
lanceur (figure gauche). Metk elements finis du satellite (figure droite).

6.2 Approche probabiliste paramétrique des incertitudes sur les donées

Dans cette application, pour I'approche probabiliste pé@taique des incertitudes sur les
donrees, les seules doaes incertaintes sont celles du satellite. 11y a 1318 pat@s considres
comme incertains et qui sont meliés par des variableséatoires eelles in@épendantes. La
valeur moyenne de chaque variabléatbire eseégalea la valeur correspondante du nedel
moyen (moéle nominal) et le coefficient de variation appartient au diom [0.04, 0.40].
Chaque distribution de probabéiest soit log-normal soit normal en fonction de la nature du
parangetre moelise.
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6.3 Approche probabiliste non paranetrique des incertitudes de moele et des incertitu-
des sur les donies

L'approche probabiliste non par&tnique pesengée dans le paragraphe 4 est appdigau
mockle moyen eduit du satellite cons&é comme une sous-structure. Les incertitudes de
mockle et les incertitudes sur les da@as sont prises en compte pour legmpeurs de masse,
d’amortissement et raideur. Les trois pagdres de dispersiofl; -, 5 o and sy T des
matrices aatoires de masse, d’amortissement et de raidenargli€s sont identifsa partir
de I'approche probabiliste par@tnique avec la @thode suivante. Soiert]® et AT les
frequences propres fondamentalésatdires du systme stochastique (le satellite en condition
libre-libre) calcuées d’une part avec I'approche probabiliste pa&tigue et d’autre part avec
I'approche probabiliste non pard@tnique. Les paragtres de dispersiod}; " anddy - sont
alors obtenus en minimisant la distance entre les deux tésndé probabilé des variables
aleatoiresA\1™ et AT°"P Lidentification des}y ' est obtenue en minimisant la distance entre
les deux matrices ahtoires d’amortissemenérgrali€. Les esultats de cette identification
sontdy, "= 0.14, 05 " = 0.42 ety T = 0.13.

6.4 Robustesse du magle de simulation nunérique par rapport aux incertitudes de
modeles et des incertitudes sur les doreges

La figure 10 montre le domaine de confiance dpldcement &atoire au point d’obseravtion
"obs" calcué avec I'approche probabiliste non pa&ngue des incertitudes de nidd et de
donrees sur le satellite. On peut conclure que le alednoyen est robuste par rapport aux
incertitudes de magle et de don@es dans la bande, 25| H z. La sensibilié du moeéle moyen
aux incertitudes ciibavec la féquence.

-50

-60

=70

—-100r
-110r

-120r

-130r

140 10 20 30 40 50
Fic. 10 - Déplacement &atoire en dB pour I'observation "obs" caleuhvec I'approche
probabiliste non paraétrique des incertitudes de nild et de donges sur le satellite. &onse

du mockle moyen (traitepais). Valeur moyenne de |l&ponse stochastique (trait mince).
Domaine de confiance pour un niveau de probabdi 0.98 @gion grise).

Les deux figures 11 permettent d’analyser la robustessevisdes incertitudes sur les d@es

et des incertitudes de mekk. La figure 11 de gauche montre l&sultats obtenus avec
I'approche probabiliste paragtrique des incertitudes sur les dées du satellite. On peut voir
que la robustesse par rapport aux incertitudes sur lessgsnmest pas constante dans la bande
[30,60] Hz. Elle est bonne dans les bandés, 33| et45, 60] Hz et est moins bonne dans
la bande[33,45] Hz. La figure 11 de droite qui est un zoom de la figure 10 pour la éand
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[30,60] Hz, montre les &ésultats obtenus avec I'approche probabiliste non patrégoie des
incertitudes sur le maxe et sur les dorées du satellite. On peut voir que la robustesse
par rapport aux incertitudes de m#d cecroit avec la fequence croisante dans la bande
[30,60] Hz. La comparaison des figures 11 gauche et droite montre quedelenmoyen
est moins robuste via-vis des incertitudes de mele que des incertitudes sur les déaa dans

la band€30, 60] H z.

-60 " " " " -60

-70f ] -70f

-80+

_90 L

-100r

-110r

-120r

-130r

149 35 40 45 50 149 35 40 45 50

Fic. 11 - Deplacement &atoire en dB pour I'observation "obs" (1) calewvec I'approche
probabiliste paragtrique des incertitudes sur les dées du satellite (figure gauche) et (2)
calcuk avec I'approche probabiliste non paktnqgue des incertitudes de nmald et de donees
sur le satellite (figure droite). &onse du magle moyen (traiepais). Valeur moyenne de la
réponse stochastique (trait mince). Domaine de confianaeymoniveau de probabiBtde 0.98
(région grise).

7 Conclusion

Une approche probabiliste non paftnique aéte propoge pour prendre en compte les
incertitudes de magle et les incertitudes de doges en racanique nuirigue. Il aéte cemonte
avec un exemple simple que I'approche probabiliste pataque usuelle qui permet de prendre
en compte les incertitudes sur les déaa ne permet pas de prendre en compte les incertitudes
de moele. Une application sur une structure complexe du domdrespatial &te pesenée
eta permis d’analyser le niveau de robustesse égigpion du modle moyen par rapport aux
incertitudes de dor&es et des incertitudes de nabel
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