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Résuḿe :

On présente une approche probabiliste non paramétrique des incertitudes de modèle et de donńees pour les systèmes
dynamiques. On introduit d’abord le concept de l’approche probabiliste non paraḿetrique des incertitudes induites par
les erreurs de mod̀ele et par les erreurs de données. Un court ŕesuḿe est donńe de cette approche non paramétrique
qui utilise des ensembles de matrices aléatoires construits avec le principe du maximum d’entropie. Onprésente un
exemple simple qui montre la capacité de l’approche non paraḿetrique propośee de prendre en compte les incertitudes
de mod̀ele. Puis on pŕesente une application relativèa la robustesse d’un modèle de simulation nuḿerique par rapport
aux incertitudes de modèle et aux incertitudes de données en dynamique d’une structure aérospatiale.

Abstract :

This paper deals with a nonparametric probabilistic approachof model uncertainties and data uncertainties in
computational dynamics for linear and nonlinear dynamicalsystems. First the concept of the nonparametric probabilis-
tic approach of uncertainties due to model errors and data errors are introduced. A short overview of this nonparametric
approach based on the use of ensembles of random matrices constructed with the maximum entropy principle is given.
A numerical example proving the capability of the nonparametric probabilistic approach to take into account model
uncertainties is presented. Finally, we present an exemple relative to the robustness of the numerical simulation model
with respect to model and data uncertainties in dynamics of a spatial structure.

Mots clefs :
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1 Introduction

Le traitement des incertitudes sur les données en ḿecanique des structures aét́e tr̀esétudíe
ces trois dernìeres d́ecennies. Les incertitudes sur les données concernent les paramètres du
mod̀ele math́ematique-ḿecanique qui sont les paramètres de ǵeoḿetrie, les constantes des
lois de comportement, les conditions aux limites, etc. Ainsi les incertitudes sur les données
peuvent clairement̂etre mod́elisées avec l’approche probabiliste paramétrique. Une telle analyse
probabiliste des incertitudes sur les données aét́e faite en utilisant des modélisations des
param̀etres incertains par des variables aléatoires pour des systèmes relativement simples [1-
15]. L’approche probabiliste paramétrique aét́e d́evelopṕee pour des données incertaines
mod́elisées par des champs stochastiques et aussi pour les milieux aléatoires conduisant ainsi
aux d́eveloppements deśeléments finis stochastiques [16-22]. Plus récemment ces ḿethodes
ontét́e utilisées pour les incertitudes sur les données et pour les milieux aléatoires en ḿecanique
numérique de systèmes dynamiques complexes [23-31].
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Ce papier ne traite pas de l’approche probabiliste paramétrique des incertitudes sur les données
ou de la ḿethode deśeléments finis stochastiques pour les milieux aléatoireśevoqúee ci-dessus,
mais pŕesente une approche probabiliste non paramétrique pour les incertitudes de modèle et les
incertitudes de donńees dans le cadre de la simulation numérique en dynamique. Cette approche
a ét́e introduite dans [32] et d́evelopṕee ces cinq dernières anńees. Le principal objectif de ce
papier est de présenter une nouvelle validation de l’approche et une application industrielle.

Notation. Dans ce papier,Mn(R),MS
n(R) andM+

n (R) dénotent l’ensemble de toutes les matrices
réelles, syḿetriques et d́efinies positives(n× n). On aM+

n (R) ⊂ MS
n(R) ⊂ Mn(R). Si [A ]

appartient̀aMn(R), ‖[A ]‖F = (tr{[A ] [A ]T})1/2 est la norme de Frobenius de la matrice[A ],
où tr est la trace des matrices, det est le déterminant et[A ]T est la matrice transposée de[A ]. La
norme d’oṕerateur de la matrice[A ] ∈ Mn(R) est d́efinie par‖A‖ = sup‖x‖≤1 ‖[A ] x‖ , x ∈Rn qui est telle que‖[A ] x‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ , ∀x ∈ Rn. La fonction indicatrice1B(b) d’un ensemble
quelconqueB est telle que1B(b) estégalà1 si b ∈ B et est́egalà0 si b /∈ B. Toutes les variables
aléatoires sont d́efinies sur l’espace probabilisé(A, T ,P) etE est l’esṕerance math́ematique.

2 Incertitudes de donńees et incertitudes de mod̀ele dans les mod̀eles nuḿeriques de
pr évision des syst̀emes ŕeels.

2.1 "Syst̀eme sur plan"

Le "syst̀eme sur plan" sera le système ḿecanique conçu par les concepteurs et analystes. Un
"syst̀eme sur plan" est d́efini par sa ǵeoḿetrie, par le choix des matériaux et par de nombreux
autres param̀etres, et peut̂etre un syst̀eme simple comme une barreélastique ou un système
complexe comme un avion.

2.2 Syst̀eme ŕeel

Le syst̀eme ŕeel est fabriqúe à partir du "syst̀eme sur plan" (plans d’exécution) et donc, n’est
jamais connu exactement (tolérances de fabrication concernant la géoḿetrie, par exemple). Le
syst̀eme ŕeel doit donĉetre consid́eŕe comme un système incertain par rapport au "système sur
plan". Les incertitudes par rapport au "système sur plan" portent sur la géoḿetrie du syst̀eme
réel, sur les matériaux, la distribution de masse, les conditions aux limites, etc.

2.3 Le mod̀ele moyen comme mod̀ele de pŕevision : erreurs et incertitudes

L’objectif du mod̀ele de pŕevision est de pŕevoir la "sortie"vexp du syst̀eme ŕeel pour une
"entŕee"fexp donńee. Par exemple, le modèle de pŕevision sera d́evelopṕe pour pŕedire le champ
de d́eplacement statique du système statique soumis̀a des chargements statiques externes, ou le
champ de d́eplacement transitoire du système dynamique soumis à un chargement impulsionnel
dû à un choc, etc. Un tel modèle de pŕevision est construit en développant un mod̀ele
math́ematique-ḿecaniquèa partir du "syst̀eme sur plan" (voir Figure 1). Dans ces conditions, le
mod̀ele moyen a une "entrée" f mod́elisantfexp, une "sortie"v mod́elisantvexp et un param̀etre
vectoriels pour lesquels une valeur doitêtre donńee (pratiquement, ce paramètre peut̂etre un
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réel, un vecteur, une fonction réelle ou vectorielle, un champ, etc.).

Système incertain

vf
exp exp

s

f v

Processus de
fabrication

Système

sur plan

Processus mathématique−mécanique
de modélisation

Modèle moyen
comme modèle

 de prévision du
système réel

Système réel

comme le 
système
fabriqué

Fig. 1 - "Syst̀eme sur plan", système ŕeel et mod̀ele moyen comme modèle de pŕevision du
syst̀eme ŕeel.

(A) Erreurs . Les erreurs sont induites par la construction d’une approximationvn de la "sortie"
v du mod̀ele moyen pour une "entrée" donńee f et pour un param̀etre vectoriels donńe. Par
exemple, le mod̀ele moyen sera souvent un problème aux limites d́efini sur un domaine borné,
et la ḿethode deśeléments finis sera utilisée pour construire une approximation dans un sous-
espace de dimensionn finie. Une telle approximation introduit une erreur‖v − vn‖ li ée à la
finesse du maillage où ‖ · ‖ est une norme appropriée. Si un probl̀eme de dynamique estétudíe,
il y aura de plus le sch́ema d’int́egration temporelle qui introduit une erreur suplémentaire líee
au pas de temps. Ces erreurs liéesà la construction des approximations des problèmes aux
limites doiventêtre contr̂olées et ŕeduitesà une pŕecision donńee en utilisant les résultats des
math́ematiques appliqúees et l’analyse nuḿerique. Ces erreurs d’approximation ne sont donc
pas, et ne doivent pas,être consid́eŕees conmme des incertitudes de modèle ou de donńees (voir
ci-dessous).

(B) Incertitudes. Ci-apr̀es, l’"entŕee" f et le param̀etre vectoriels du mod̀ele moyen seront
appeĺes les donńees du mod̀ele moyen. Le processus de modélisation math́ematique-ḿecanique
du "syst̀eme sur plan" introduit deux types fondamentaux d’incertitudes : les incertitudes sur
les donńees et les incertitudes de modèle.

(B.1) Incertitudes sur les données: L’"entrée"f du mod̀ele moyen ne représente pas exactement
l’"entrée" fexp du syst̀eme ŕeel et, il y a des incertitudes sur le paramètre vectoriels du mod̀ele
moyen. Ces incertitudes sur les données doivent̂etre prises en compte pour améliorer le niveau de
prédiction du mod̀ele moyen. La meilleure approche pour faire cela est l’approche probabiliste
paraḿetrique consistant̀a mod́eliser les donńees du mod̀ele moyen par des grandeurs aléatoires
(voir le paragraphe 1).

(B.2) Incertitudes de modèle : Le processus de modélisation math́ematique-ḿecanique utiliśe
pour construire le mod̀ele moyen induit des incertitudes de modèle par rapport au "système sur
plan". Ce type d’incertitudes est principalement dû aux simplifications cińematiques introduites
pour diminuer la complexité et la mâıtrise du mod̀ele moyen d́evelopṕe : par exemple, un
milieu élastique cylindriquéelanće mod́elisé par une poutre (Euler ou Timoshenko), un milieu
élastique tridimensionnelle modélisé par une th́eorie de plaque mince oúepaisse, un assemblage
complexe constitúe de plusieurs plaques solidarisées par des boulons modélisé par une plaque
équivalente homog̀ene orthotrope, etc. Il est clair que l’introduction de telsmod̀eles simplifíes
conduità un mod̀ele moyen dont les variations du paramètre vectoriels au travers de tout son
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espace de d́efinition, ne permet pas d’aḿeliorer le niveau pŕevisionnel du mod̀ele moyen par
rapport aux incertitudes de modèle. Ainsi, l’approche probabiliste paramétrique, si elle permet
de bien mod́eliser les incertitudes sur les données, est, en ǵeńeral, incapable de modéliser les
incertitudes de mod̀ele (ce point sera demontré au paragraphe 5). C’est la raison pour laquelle
une approche probabiliste non paramétrique est proposée.

(C) Niveau de pŕediction du modèle moyen. L’erreur liée aux incertitudes entre la prévison
vn effectúee avec le mod̀ele moyen et la ŕeponsevexp du syst̀eme ŕeel peutêtre mesuŕee par
‖vexp− vn‖. Le mod̀ele moyen sera considéŕe comme pŕedictif si cette erreur est suffisamment
petite. En ǵeńeral, dues aux incertitudes sur les données et aux incertitudes de modèle, cette
erreur n’est pas suffisamment petite et doit doncêtre mâıtrisée par l’introduction de mod̀eles
probabilistes des incertitudes sur les données et des incertitudes de modèle.

3 Approche probabiliste non paramétrique des incertitudes

3.1 Concept de l’approche probabiliste non paraḿetrique des incertitudes

Dans le but d’expliquer simplement ce concept, on introduitla situation simplifíee suivante.
Soit s 7→ A(s) l’application linéaire d’un espaceS dans un espaceA d’opérateurs lińeaires.
L’espaceS repŕesente l’ensemble de toutes les valeurs possibles du paramètre vectoriels (par
exemple, des param̀etres ǵeoḿetriques, des propriét́es élastiques, des conditions aux limites,
etc.). Poursfixé dansS, l’opérateurA(s) repŕesente un des opérateurs du problème aux limites,
par exemple, l’oṕerateur de raideur qui sera un opérateur syḿetrique d́efini positif et dans ce
cas,A sera un ensemble d’opérateurs lińeaires syḿetriques et d́efinis positifs. SoitRpar ⊂ A
l’image de l’applications 7→ A(s), c’est-̀a-dire, le sous-espace deA engendŕe parA(s) quands
parcourt toutS.

A
exper

nonparR
Rpar

Fig. 2 - Approches probabilistes paramétrique et non paraḿetrique des incertitudes.

(A) Opérateur du syst̀eme ŕeel. On suppose que l’opérateur correspondant pour le système
réel est l’oṕerateurAexp appartenant̀aA.

(B) Modèle moyen de l’oṕerateur. Si s = s est la valeur nominale, alorsA = A(s) ∈ Rpar
correspondra au modèle moyen (ou, mod̀ele nominal) de l’oṕerateur consid́eŕe.

(C) Modélisation probabiliste paramétrique de l’opérateur. L’approche probabiliste para-
métrique de l’oṕerateur consistèa mod́eliser le param̀etre vectoriels par la variable aĺeatoire
vectorielleS dont la loi de probabilit́e PS(ds) a pour support l’ensembleS. Alors l’opérateur
A du mod̀ele moyen est remplacé par l’oṕerateur aĺeatoireApar tel queApar = A(S). La loi
de probabilit́e PApar de l’opérateur aĺeatoireApar est telle quePApar = A(PS) et le support de
PApar est l’ensembleRpar⊂ A (voir Figure 2). Clairement, la loi de probabilitéPApar surRpar
permet de prendre en compte les incertitudes sur les données, maisAexp peut tr̀es bien ne pas
appartenir̀a l’ensembleRpar de par la pŕesence des incertitudes de modèle.
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(D) Modèle probabiliste non paraḿetrique de l’opérateur. L’approche probabiliste non
paraḿetrique de l’oṕerateur consistèa remplacer l’oṕerateurA du mod̀ele moyen par l’oṕerateur
aléatoireAnonpardont la loi de probabilit́e PAnonpar a pour supportRnonparqui est tel que
Rnonpar = A. CommeAexp appartientà A et comme le support dePAnonpar est aussiA,
les incertitudes de modèle peuvent̂etre prises en compte par l’approche non paramétrique (voir
Figure 2). Naturellement, la loi de probabilitéPAnonparavec son supportRnonparne peut paŝetre
choisie arbitrairement mais doitêtre construite en utilisant toute l’information utilisable. Une
telle approche áet́e d́evelopṕee [32-35] en utilisant le principe du maximum d’entropie [36,37]
correspondant̀a la maximisation de l’incertitude sous les contraintes définies par l’information
utilisable.

3.2 Historique du dévéloppement de l’approche non paraḿetrique

Les aspects fondamentaux de cette approche probabiliste non paraḿetrique des incertitudes
de mod̀ele et le d́eveloppement du premier ensemble de matrices aléatoires adaptées à la
mod́elisation des incertitudes pour les systèmes dynamiques linéaires ont́et́e introduits dans
[32,33]. La fermeture alǵebrique du mod̀ele propośe et l’analyse de la convergence lorsque la
dimension tend vers l’infini sont données dans [34,38] dans le contexte de l’élastodynamique
linéaire transitoire de systèmes incertains. D’autres ensembles de matrices aléatoires adaptées
à la mod́elisation des incertitudes pour les systèmes coupĺes fluides-structures, tels que des
syst̀emes vibroacoustiques, sont introduits dans [35]. L’extension de la th́eorie au cas des
incertitudes non homogènes dans les systèmes dynamiques complexes (en utilisant des for-
mulations par sous-structuration dynamique) et les premières validations exṕerimentales de la
théorie peuvent̂etre trouv́ees dans [39,40]. Une ḿethodologie d’identification exṕerimentale
des param̀etres du mod̀ele probabiliste non paraḿetrique est proposée dans [41,35] et une
identification exṕerimentale sur des panneaux composites est faite dans [42].L’application
de la th́eorie aux syst̀emes dynamiques linéaires dans le domaine des moyennes fréquences
est faite dans [43]. L’́etude des valeurs propres aléatoires des systèmes dynamiques linéaires
avec mod́elisation probabiliste des incertitudes par l’approche non paraḿetrique et l’́etude de la
non adaptation de l’ensemble de matrices aléatoires du GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble)
pour la dynamique basse et moyenne fréquence sont donnéee dans [44]. L’utilisation de cette
approche non paraḿetrique au cas de systèmes dynamiques non linéaires áet́e faite dans [45]
avec applicatioǹa la dynamique transitoire non linéaire de structures multi-supportées dans
[46]. Le désaccordage dynamique des structures ayant une géoḿetrie cyclique induit par les
incertitudes de mod̀ele aét́e étudíe dans [47,48]. Deśeléments supplémentaires de validation
de la th́eorie propośee concernant la capacité de l’approche probabiliste non paramétrique de
repŕesenter les incertitudes de modèle sont donńes dans [41,49]. Finalement, une application au
cas de la vibroacoustique interne est faite dans [50].

4 Méthodologie de la mod́elisation probabiliste non paramétrique des incertitudes

La méthodologie de mod́elisation probabiliste non paramétrique des incertitudes en dynami-
que des systèmes est la suivante : (1) Développement d’un modèle math́ematique-ḿecanique et
de sa discŕetisation (en ǵeńeral par la ḿethode deśeléments finis pour la ḿecanique des solides
et pour la vibroacoustique), appelé "mod̀ele moyen" (ou mod̀ele nominal). (2) Construction
d’un mod̀ele moyen ŕeduità partir du mod̀ele moyen. (3) Construction du modèle stochastique
réduit à partir du mod̀ele moyen ŕeduit et de l’approche probabiliste non paramétrique pour
laquelle les lois de probabilité des matrices ǵeńeraliśees aĺeatoires sont d́etermińees en utilisant
le principe du maximum d’entropie. (4) Construction et convergence de la solution stochastique.
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4.1 Modèle moyen du syst̀eme dynamique

La pŕesentation est limitée au cas des systèmes dynamiques non linéaires constitúes d’une
partie lińeaire et de non-lińearit́es localiśees, et s’́etend sans difficulté de principe aux cas
d’autres syst̀emes tels que les systèmes vibroacoustiques [50]. De plus pour simplifier l’exposé
on consid̀ere le milieu continu discrétiśe (pour les aspects continus, voir [34]). Le modèle
moyen (mod̀ele parélements finis) est d́ecrit (les quantit́es souligńees sont relatives au modèle
moyen) par l’́equation diff́erentielle non lińeaire surRm suivante,

[M ] ÿ(t) + [D ] ẏ(t) + [K ] y(t) + fNL(y(t), ẏ(t)) = f(t) , (1)

oùy = (y
1
, . . . , y

m
) est le vecteur desm degŕes de libert́e (DDL) (déplacements et/ou rotations),

avecẏ et ÿ la vitesse et l’acćelération, òu f(t) = (f1(t), . . . , fm(t)) est le vecteur des forces
externes appliqúees et òu [M ], [D ] et [K ] sont des matrices réelles(m×m) symétriques d́efinies
positives de masse, d’amortissement et de raideur (on suppose ici, pour simplifier, qu’il n’y a
pas de d́eplacement de corps rigide). Enfin(y, z) 7→ fNL(y, z) est une application non linéaire deRm× Rm dansRm mod́elisant les forces non lińeaires telles quefNL(0, 0) = 0. Le cas lińeaire
se d́eduit de l’Eq. (1) en faisantfNL = 0.

4.2 Modèle moyen ŕeduit

Soit {�
1
, . . . ,�

m
} une base alǵebrique deRm. Le mod̀ele moyen ŕeduit est obtenu en

projetant l’Eq. (1) sur le sous-espaceVn de Rm engendŕe par{�
1
, . . . ,�

n
} avecn ≪ m.

La construction d’une telle base algébrique d́epend des situations̀a traiter. Par exemple, on
peut utiliser (1) les modeśelastiques du système lińeaire sous-jacent si la réponse est limit́ee au
domaine des basses fréquences; (2)les vecteurs propres de l’opérateur d’́energie ḿecanique pour
les syst̀emes dynamiques linéaires dans le domaine des moyennes fréquences [51-53,43,54,55];
(3) des "modes non lińeaires" adaptés pour les systèmes dynamiques non linéaires avec non-
linéarit́es distribúees.

Soit [ Φn] la matrice ŕeelle (m × n) dont les colonnes sont les vecteurs{�
1
, . . . ,�

n
}. Le

vecteur des forces géńeraliśeesFn(t) appartient̀a Rn et est tel queFn(t) = [ Φn]T f(t). Les
matrices de masse, d’amortissement et de raideur géńeraliśees[ Mn], [ Dn] et [ Kn] sont des
matrices ŕeelles(n× n) symétriques d́efinies positives telles que[ Mn] = [ Φn]T [M ][ Φn],
[ Dn] = [ Φn]T [D ][ Φn], et [ Kn] = [ Φn]T [K ][ Φn] qui, en ǵeńeral, sont des matrices pleines.
Dans ces conditions, le modèle moyen ŕeduit du syst̀eme dynamique non lińeaire est obtenu
comme la projectionyn dey surVn et s’́ecrit,

yn(t) = [ Φn] qn(t) , (2)

où qn(t) ∈ Rn est le vecteur des coordonnées ǵeńeraliśees qui v́erifie

[ Mn] q̈n(t) + [ Dn] q̇n(t) + [ Kn] qn(t) + Fn
NL(qn(t), q̇n(t)) = Fn(t) , ∀t ≥ 0 , (3)

avec, pour toutq et p dansRn,

Fn
NL(q, p) = [ Φn]T fNL([ Φn] q, [ Φn] p) . (4)

6
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4.3 Réponse stochastique du système dynamique non lińeaire avec mod́elisation probabi-
liste non paramétrique des incertitudes

Le principe de construction du modèle probabiliste non paraḿetrique des incertitudes pour
le syst̀eme dynamique dont le modèle moyen ŕeduit est d́efini par l’Eq. (3), consistèa substituer
les matrices ǵeńeraliśees de l’Eq. (3) par des matrices aléatoires[Mn], [Dn] et [Kn] pleines
dont les lois de probabilité vontêtre construites directement. Si il y a des incertitudes dans la
mod́elisation des forces non lineaires, l’approche probabiliste paraḿetrique classique peutêtre
utilisée conduisant ainsìa une approche probabiliste mixte non paramétrique et paraḿetrique
(voir [45,46]). La ŕeponse stochastique du système dynamique non lińeaire avec mod́elisation
probabiliste non paraḿetrique des incertitudes, dont le modèle moyen ŕeduit est d́efini par les
Eqs. (2)-(4), est le processus stochastiqueYn(t), index́e surR+, à valeurs dansRm, tel que

Yn(t) = [ Φn] Qn(t) , (5)

où le processus stochastiqueQn(t), index́e parR+, à valeurs dansRn, est tel que

[Mn] Q̈n(t) + [Dn] Q̇n(t) + [Kn] Qn(t) + Fn
NL(Qn(t), Q̇n(t)) = Fn(t) , ∀t ≥ 0 , (6)

avec les conditions initialesQn(0) = 0 et Q̇n(0) = 0.

4.4 Construction du mod̀ele probabiliste des matrices aĺeatoires[Mn], [Dn], [Kn]

La définition et la construction de l’ensemble SE+ de matrices aléatoires sont données dans
[32-34,45]. La construction du modèle probabiliste des matrices aléatoires[Mn], [Dn] and[Kn]
consistèa prendre ces matrices dans l’ensemble SE+ dont la construction et les propriét́es sont
rappeĺees ci-apr̀es pour faciliter la lecture.
(1) Le matrices aĺeatoires[Mn], [Dn] et [Kn] sont d́efinies sur l’espace probabilisé(A, T ,P), à
valeurs dansM+

n (R).
(2) Les valeurs moyennes de ces matrices aléatoires sont telles queE{[Mn]} = [ Mn],
E{[Dn]} = [ Dn] etE{[Kn]} = [ Kn].
(3) Ces matrices aléatoires doivent v́erifier les ińegalit́es suivantes pour que l’Eq. (6) ait une
solution qui soit du second ordre (voir [34,45])E

{
‖[Mn]−1‖2

F

}
< +∞ , E

{
‖[Dn]−1‖2

F

}
<

+∞ et E
{
‖[Kn]−1‖2

F

}
< +∞.

(4) Les matrices aléatoires[Mn], [Dn] et[Kn] sont ind́ependantes car il est supposé qu’il n’y a pas
d’information utilisable sur les tenseurs de corrélation entre les diff́erentes matrices aléatoires
[32-35].
(5) On introduit la normalisation suivante par rapport aux valeurs moyennes,

[Mn] =[LMn
]T [GMn

] [LMn
] , (7)

[Dn] =[LDn
]T [GDn

] [LDn
] , (8)

[Kn] =[LKn
]T [GKn

] [LKn
] , (9)

où [LMn
], [LDn

] et [LKn
] sont des matrices réelles triangulaires supérieures dansMn(R) telles

que [Mn] = [LMn
]T [LMn

], [Dn] = [LDn
]T [LDn

] et [Kn] = [LKn
]T [LKn

]. Les matrices
aléatoires[GMn

], [GDn
] et [GKn

] sont dans SG+ qui est d́efini au paragraphe 4.5.
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4.5 EnsembleSG+ de matrices aĺeatoires

(A) Définition de l’ensemble SG+. Cet ensemble est défini et construit [32-34] comme
l’ensemble des matrices aléatoires[Gn], définies sur l’espace probabilisé (A, T , P ), à valeurs
dansM+

n (R), dont la loi de probabilit́e est construite en utilisant le principe du maximum
d’entropie [36,37] avec les contraintes définies par l’information utilisable suivante,
(1) La matrice aĺeatoire[Gn] est une matrice réelle syḿetrique d́efinie positive, c’est-̀a-dire,

[Gn] ∈ M+
n (R) a.s . (10)

(2) La matrice aĺeatoire[Gn] est du second ordre :E{‖[Gn]‖2} ≤ E{‖[Gn]‖2
F} < +∞, et sa

valeur moyenne[Gn] est la matrice(n × n) unité [In],

E{[Gn]} = [Gn] = [In] ∈ M+
n (R) . (11)

(3) La matrice aĺeatoire[Gn] est telle que

E{ln(det[Gn])} = v with |v| < +∞ . (12)

La contrainte d́efinie par l’Eq. (12) donne la propriét́e suivante pour les matrices aléatoires dans
l’ensemble SG+,

E
{
‖[Gn]−1‖2

F

}
< +∞ . (13)

(B) Paramètre de dispersion d’une matrice aĺeatoire de l’ensembleSG+. Soitδ le param̀etre
réel d́efini par

δ =

{
E{‖ [Gn] − [Gn] ‖2

F}

‖ [Gn] ‖2
F

}1/2

=

{
1

n
E{‖ [Gn] − [In] ‖2

F}

}1/2

, (14)

qui permet de fixer le niveau de dispersion de la matrice aléatoire[Gn], qui est ind́ependant de
la dimensionn et qui doitêtre tel que

0 < δ <
√

(n + 1)(n + 5)−1 . (15)

(C) Loi de probabilit é d’une matrice aĺeatoire dansSG+. La loi P[Gn] de la matrice aĺeatoire
[Gn] est d́efinie par une densité de probabilit́e [Gn] 7→ p[Gn]([Gn]) de M+

n (R) dansR+ =

[0 , +∞[, par rapport̀a la mesurẽdGn sur l’ensembleMS
n(R), telle que

d̃Gn = 2n(n−1)/4 Π1≤i≤j≤n d[Gn]ij . (16)

On a alors
P[Gn] = p[Gn]([Gn]) d̃Gn , (17)

avec la condition de normalisation
∫M+

n (R)

p[Gn]([Gn]) d̃Gn = 1 . (18)

8
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La densit́e de probabilit́ep[Gn]([Gn]) s’écrit alors

p[Gn]([Gn]) = 1M+
n (R)([Gn])×CGn

×
(
det[Gn]

)(n+1)
(1−δ2)

2δ2 ×exp

{
−

(n + 1)

2δ2
tr [Gn]

}
,

(19)
où CGn

est la constante positive de normalisation qui s’écrit

CGn
=

(2π)−n(n−1)/4
(

n+1
2δ2

)n(n+1)(2δ2)−1

{
Πn

j=1Γ
(

n+1
2δ2 + 1−j

2

)} , (20)

avec Γ(z) est la fonction gamma définie pour toutz > 0 par Γ(z) =
∫ +∞

0
tz−1 e−t dt.

L’ équation (19) montre que{[Gn]jk, 1 ≤ j ≤ k ≤ n} sont des variables aléatoires d́ependantes.

(D) Représentation alǵebrique d’une matrice aléatoire de l’ensembleSG+. La repŕesenta-
tion suivante de la matrice aléatoire[Gn] permet de construire des réalisations pour la ḿethode
de simulation nuḿerique de Monte Carlo. On a

[Gn] = [Ln]T [Ln] , (21)

avec[Ln] une matrice aĺeatoire triangulaire supérieureà valeurs dansMn(R) telle que

(1) Les varaibales aléatoires{[Ln]jj′ , j ≤ j′} sont ind́ependantes.

(2) Pour j < j′, la variable aĺeatoire ŕeelle [Ln]jj′ s’écrit [Ln]jj′ = σnUjj′ avecσn =
δ(n + 1)−1/2 et òu Ujj′ est une variable aléatoire Gaussienne de moyenne nulle et de variance
unité.

(3) Pourj = j′, la variable aĺeatoireà valeurs positives[Ln]jj s’écrit [Ln]jj = σn

√
2Vj avec

σn défini ci-dessus et òu Vj est une variable aléatoire gammàa valeurs positives dont la densité
de probabilit́epVj

(v) par rapport̀adv s’écrit

pVj
(v) = 1R+(v)

1

Γ
(

n+1
2δ2 + 1−j

2

) v
n+1

2δ2 − 1+j
2 e−v . (22)

(E) Propri été de convergence d’une matrice aléatoire dansSG+ lorsque la dimension tend
vers l’infini . On a [34] la propríet́e fondamentale suivante,

∀n ≥ 2 , E{‖[Gn]−1‖2} ≤ Cδ < +∞ , (23)

avecCδ une constante positive finie indépendante den mais qui d́epend deδ. L’ équation (23)
signifie quen 7→ E{‖[Gn]−1‖2} est une fonction borńee de{n ≥ 2} dansR+.

4.6 Autres ensembles de matrices aléatoires

Cinq ensembles de matrices aléatoires ont́et́e d́evelopṕes pour couvrir plusieurs situations de
mod́elisation des incertitudes en mécanique nuḿerique. Ces ensembles diffèrent des ensembles
connus de matrices aléatoires [56].

(1) Le premier ensemble est l’ensemble SG+ défini au paragraphe 4.5 et est appelé ici l’ensemble
normaliśe d́efini positif. Une matrice aĺeatoire dans cet ensemble est définie positive presque
sûrement, sa valeur moyenne est la matrice unité et la norme de son inverse est du second ordre.

9
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Cet ensemble constitue l’ensemble central pour la construction des quatre autres ensembles.
L’ensemble SG+ diff ère [44] de l’ensemble GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble).

(2) Le second ensemble SE+, appeĺe ici l’ensemble d́efini positif, est construit au paragraphe
4.4. Une matrice aléatoire de SE+ est d́efinie positive presque sûrement, sa valeur moyenne
est une matrice d́efinie positive et la norme de son inverse est du second ordre.Par exemple,
cet ensemble est utilisé pour construire le modèle probabiliste des opérateurs d́efinis positifs de
masse, d’amortissement et de raideur.

(3) Le troisìeme ensemble SE+0 introduit dans [32] est similairèa SE+, mais une matrice dans
SE+0 est seulement positive (et non pas définie positive) presque sûrement. Par exemple, un
tel ensemble est utile pour la modélisation probabiliste de l’oṕerateur de raideur lorsque les
déplacements de corps rigide sont autorisés.

(4) Le quatrìeme ensemble [35] est le sous-ensemble SE+
lf de SE+ pour lequel une forme

linéaire est donńee sur SE+. Un cas particulier est l’ensemble SE+
tr tel que la trace de la matrice

aléatoire est donńee (d́eterministe). Par exemple, un tel ensemble est utile pour lamod́elisation
probabiliste de l’oṕerateur de masse d’un système dynamique pour lequel la masse totale est
connue mais pour lequel la distribution spatiale est incertaine.

(5) Le cinquìeme ensemble SEinv , ici appeĺe l’ensemble pseudo-inverseest constitúe [35] des
matrices aĺeatoires ŕeelles rectangulaires ayant un pseudo-inverse en moyenne d’ordre deux.
Par exemple, cet ensemble de matrices aléatoires est utile pour la modélisation probabiliste
de l’opérateur de couplage entre une structure et une cavité acoustique pour les problèmes de
vibroacoustique.

4.7 Construction and convergence de la solution stochastique

(A) Solution stochastique. Pour toutT > 0, et pour des hypoth̀eses raisonnables sur la non-
linéarit́e, il est montŕe [34,45] que, si

∫ T

0
‖f(t)‖2dt < +∞, alors pour toutt dans[0 , T ], on a

E{‖Yn(t)‖2}≤ C1 <+∞ etE{‖Ẏn(t)‖2}≤C2 < +∞ avecC1 etC2 des constantes positives
indépendantes den et t.

(B) Construction de la solution stochastique. La solution stochastique de l’Eq. (6) est
construite par la ḿethode de Monte Carlo avecns réalisations. Pour chaque réalisation,
l’Eq. (6) est ŕesolue avec un schéma implicite inconditionnellement stable (schéma de Newmark)
accompagńe d’une ḿethode it́erative de ŕesolution de l’́equation alǵebrique non lińeaireà chaque
pas de temps. Les réalisations de la matrice aléatoire[An], où [An] repŕesente[Mn], [Dn] ou
[Kn], sont construites en utilisant la représentation donńee au paragraphe 4.5(D). Il faut noter
que le côut nuḿerique reste admissible car l’Eq. (6) est celle du modèle stochastique réduit avec
n ≪ m.

(C) Analyse de convergence. En utilisant l’estimateur usuel de l’espérance math́ematiqueE,
la convergence par rapportà la dimensionn du mod̀ele stochastique réduit et par rapport au
nombrens de ŕealisations de la ḿethode de Monte Carlo, est analysée en construisant la fonction
(ns, n) 7→ Conv(ns, n) définie par

Conv(ns, n) =

{
1

ns

ns∑

k=1

∫ T

0

‖Qn(t, θk)‖2 dt

}1/2

, (24)

où Qn(t, θ1), . . . , Qn(t, θns
) sont lesns réalisations deQn(t).
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5 Validation de la capacit́e de l’approche probabiliste non paraḿetrique à prendre en
compte les incertitudes de mod̀ele

5.1 "Syst̀eme sur plan"

Le "syst̀eme sur plan" consid́eŕe est un corpśelastique tridimensionnelle cylindréelanće Ω
défini dans un rep̀ere cart́esien(Oxyz) (voir Figure 3). La section du cylindre est rectangulaire
et les dimensions sonth1 = 10 m, h2 = 1 m et h3 = 1.5 m. Le milieu élastique est constitué
d’un mat́eriau composite. La structure est simplement appuyée.

o

z

x

y

h
1

h

h3

2

Fig. 3 - "Syt̀eme sur plan":́elastodynamique lińeaire d’un corpśelastique 3D́elanće.

5.2 Syt̀eme ŕeel

La Figure 4 montre le système ŕeel correspondant au "système sur plan" d́efini à la Figure 3.
Il y a des incertudes sur la géoḿetrie dues aux tolérances de fabrication. Le domaine du système
réel estΩRS qui diffère deΩ. Les conditions d’appuis simples ne sont pas réaliśees exactement
et le mat́eriau composite fabriqúe ne correspnd pas toutà fait au mat́eriau "sur plan".

du matériau composite conçu

o

z

x

y

appliquée sur la surface  Γ
RS

Champ de pression p
exp Incertitudes de géométrie dues

aux tolérances de fabrication

Matériau composite fabriqué différent

Conditions aux limites incertaines

par rapport aux conditions conçues

Fig. 4 - Syst̀eme ŕeel ŕesultant de la fabrication du "système sur plan" de la Figure 3.

On est int́eresśe par la ŕeponse dynamique dans la bande de fréquenceB =]0 , 1000] Hz pour une
excitation induite par un champ de pressionpexp(ω) constante en fŕequence surB et constante
en espace sur la surface d’applicationΓRS (voir Figure 4 et pout le d́etail des donńees, voir [41]).

5.3 Modèle moyen

Le mod̀ele moyen, comme modèle de pŕevision du syst̀eme ŕeel d́efini à la Figure 4, est
construità partir du "syst̀eme sur plan" d́efini à la Figure 3. Ce mod̀ele moyen est une poutre
d’Euler homog̀ene amortie de longueurh1, simplement appuýee enx = 0 et x = h1 (see
Figure 5). L’excitation est mod́elisée par une force concentrée localiśee au centre deΓRS,
constante en fŕequence surB. Le mat́eriau composite est modélisé par un mat́eriauélastique
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isotrope homog̀ene dont les param̀etres moyens (nominaux) sontE = 1010 N/m2 (module
d’Young), ρ = 1700 Kg/m3 (masse volumique) etξ = 0.01 (taux d’amortissement). Les
fréquences propres de ce modèle moyen sontν1 = 11, ν2 = 44, ν3 = 99, ν4 = 176, ν5 =
275, ν6 = 396, ν7 = 539, ν8 = 704, ν9 = 891, ν10 = 1100, . . . , ν80 = 70385 Hz. Pour toutω
dansB, la force externe appliquée induit des vibrations de flexion dans le plan(Oxy).

h
1

o

y

z

x

g ω( ) v(x,ω)

x0

Fig. 5 - Modèle moyen comme modèle de pŕevision du syst̀eme ŕeel ŕesultant du "système sur
plan" d́efini à la Figure 3.

5.4 Exṕerimentation numérique du syst̀eme ŕeel

L’expérimentation nuḿerique du syst̀eme ŕeel est obtenue (1) en construisant un modèle
élastique 3D du système ŕeel, (2) en discŕetisant le syst̀eme par la ḿethode deśeléments finis
et (3) en ŕesolvant leśequations dans la bandeB par la ḿethode de l’analyse modale. Le
mat́eriau est pris homog̀ene et isotrope avec un module d’Young de1010 N/m2, un coefficient
de Poisson de0.15, une masse volumique de1700 Kg/m3. Les taux d’amortissement modal
sont pris comme les réalisations d’une variable aléatoire uniforme sur[0.009 , 0.011] dont la
valeur moyenne est0.01. Le maillage paŕeléments finis est constitué de80 × 8 × 12 = 7680
éléments finis tridimenssionnelles solidesà 8 noeuds. Il y a9477 noeuds et un total de28 275
degŕes de libert́e. L’analyse modale sur la bandeB est faite avec150 modeśelastiques. Il y a101
fréquences propres dans la bandeB et 49 fréquences propres dans la bande[1000, 1197] Hz.
La fréquence fondamentale estνexp

1 = 16 Hz. Il y a 14 fréquences propres dans la bande
[0, 230] Hz. Les fŕequences propres des 5 premiers modes de flexion correspondent au 5
premiers modes de flexion du modèle moyen (poutre Euler), ont respectivement2 à6 noeuds de
vibration sur la fibre neutre et sontν

exp
j1

=16, ν
exp
j2

=40, ν
exp
j3

=91, ν
exp
j4

=153, ν
exp
j5

=220, Hz
avecj1 = 1, j2 = 3, j3 = 7, j4 = 10, j5 = 14.

5.5 Estimation des param̀etres de dispersion du mod̀ele non paraḿetrique d’incertitudes

En utilisant l’exṕerimentation nuḿerique du syst̀eme ŕeel, une estimation des paramètres
de dispersionδM , δD et δK des matrices ǵeńeraliśees aĺeatoires de masse, d’amortissement et
de raideur est faite en utilisant la méthode pŕesent́ee dans [44]. Une telle estimation donne
δM = 0.29, δD = 0.30 et δK = 0.68.

5.6 Prévision avec le mod̀ele d’incertitude et comparaison avec l’exṕerimentation

Dans ce paragraphe, on présente (1) la pŕevision avec le mod̀ele probabiliste non paraḿetrique
des incertitudes et (2) les comparaisons des prévisions du mod̀ele moyen avec les réponses
exṕerimentales du système ŕeel. La convergence par rapportàn etns est montŕeeà la Figure 6
qui donne le graphe de la fonctionns 7→ Conv(ns, n) définie par l’Eq. (24) pour diff́erentes
valeurs den. Cette figure montre que la convergence en moyenne d’ordre deux est obtenue pour
n ≥ 80 etns ≥ 1500.
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0 500 1000 1500
−11.5

−11

−10.5

−10

Fig. 6 - Convergence en moyenne d’ordre deux : graphes dens 7→ log10{Conv(ns, n)} pour
n = 20, n = 30 and60 (les trois traits minces du dessous), pourn = 80, n = 120 et n = 160
(les 3 traits du dessus :n = 80 (trait mince),n = 120 (trait moyen) etn = 160 (trait épais)).

La force d’excitation est localisée enx = 4.250. SoientO1 et O2 les points d’observation
appartenant̀a la fibre neutre enx1 = 5.000 etx2 = 6.375. Le domaine de confiance du module
de la fonction de ŕeponse en fŕequence aux points d’observationO1 et O2 est calcuĺee avec la
méthode pŕesent́ee au paragraphe 4, pour un niveau de probabilité Pc = 0.98 et pourn = 80
et ns = 3000. Pour les observationsO1 et O2, les Figs. 7 (gauche et droite) donnent une
comparaison entre les prévisions des ŕeponses du modèle moyen, les ŕeponses du système ŕeel
(exṕerimentation nuḿerique) et les pŕevisions du domaine de confiance du système stochastique
résultant de la mod́elisation probabiliste non paramétrique des incertitudes de modèle et des
incertitudes sur les données.

0 200 400 600 800 1000
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−11
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0 200 400 600 800 1000
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−11
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Fig. 7 - Pŕevision du domaine de confiance (région grise) du système stochastique avec l’ap-
proche non paraḿetrique des incertitudes de modèle et de donńees aux points d’observationO1

(Figure gauche) etO2 (Figure droite). Mod̀ele moyen (trait mince). Exṕerimentation nuḿerique
du syst̀eme ŕeel (traitépais).

5.7 Difficultés de l’approche probabiliste paraḿetrique pour repr ésenter les incertitudes
de mod̀ele

Dans ce paragraphe, on présente les ŕesultats donńes par l’approche probabiliste paramétrique
(incertitudes sur les données). Pour une telle approche, les variables aléatoires consid́eŕees sont
la masse volumiqueρ, les param̀etres ǵeoḿetriquesh1, h2 et h3, le module d’YoungE et le
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taux d’amortissementξ. Ces 6 variables aléatoires sont prises indépendantes. Les variables
aléatoiresh1, h2 et h3 sont uniformes de moyennes connuesh1, h2 eth3, et de coefficients de
variationδh1

, δh2
et δh3

qui sont estiḿes par la ḿethode d́ecrite ci-apr̀es. Pour simplifier, on
prendδh1

= δh2
= δh3

. Les variables aléatoiresρ, E etξ à valeurs positives sont de loi gamma,
de moyennes connuesρ, E et ξ, et de coefficients de variationδρ, δE et δξ qui sont estiḿes par
la méthode d́ecrite ci-apr̀es.

SoientΛpar
1 et Λnonpar

1 les plus petites fŕequences propres aléatoires du système stochastique
construit d’une part avec l’approche probabiliste paramétrique et d’autre part avec l’approche
probabiliste non paraḿetrique. Soientδ

Λ
par
1

etδ
Λ

nonpar
1

les coefficients de variation des variables

aléatoiresΛpar
1 etΛnonpar

1 . Dans le but de comparer des "choses" comparables, les coefficients de
variationδh1

= δh2
= δh3

, δρ et δE des variables aléatoiresh1, h2, h3, ρ et E pour l’approche
probabiliste paraḿetrique, sont calculés en ŕesolvant le probl̀eme suivant d’optimisation :
min{(δ

Λ
par
1

− δ
Λ

nonpar
1

)2} où δ
Λ

nonpar
1

= 0.076918 est connu. Une solution de ce problème

est δh1
= δh2

= δh3
= 0.024, δρ = 0.03, δE = 0.1 correspondant̀a δ

Λ
par
1

= 0.076492.

Le coefficient de variationδξ est tel queδξ = δD = 0.3. Pour les observationsO1 et O2, les
Figs. 8 (gauche et droite) montrent les comparaisons entre les pŕevisions des ŕeponses du modèle
moyen, les ŕeponses du système ŕeel (exṕerimentation nuḿerique) et les pŕevisions du domaine
de confiance du système stochastique résultant de la mod́elisation probabiliste paraḿetrique des
incertitudes sur les données.
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Fig. 8 - Pŕevision du domaine de confiance (région grise) du système stochastique avec
l’approche paraḿetrique des incertitudes sur les données aux points d’observationO1 (Figure
gauche) etO2 (Figure droite). Mod̀ele moyen (trait mince). Exṕerimentation nuḿerique du
syst̀eme ŕeel (traitépais).

5.8Conclusion

La comparaison des Figs. 7 gauche et droite avec les Figs. 8 gauche et droite respectivement,
montre que les deux approches donnent des résultats similaires dans le domaine des basses
fréquences[0 , 100] Hz (cette bande est relativement robuste par rapport aux incertitudes
de mod̀ele) et sont tr̀es diff́erents dans la bande de fréquence[100, 1000] Hz. L’approche
probabiliste paraḿetrique permet de modéliser les incertitudes sur les données mais ne permet
pas de prendre en compte les incertitudes de modèle dont les effets croissent avec la fréquence.
L’approche probabiliste non paramétrique permet de prendre en compte les incertitude de
mod̀ele.
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6 Robustesse d’un mod̀ele de simulation nuḿerique par rapport aux incertitudes de
modèle et aux incertitudes de donńees en dynamique d’une structure áerospatiale

Dans ce paragraphe, onétudie la robustesse du modèle nuḿerique de pŕevision par rapport aux
incertitudes de mod̀ele et aux incertitudes sur les données pour la dynamique d’une structure
aérospatiale. Les incertitudes sur les données sont analysées avec l’approche probabiliste
paraḿetrique. Les incertitudes de modèle et les incertitudes sur les données sont analysées avec
l’approche probabiliste non paramétrique pŕesent́ee au paragraphe 4. Les détails de l’application
présent́ee ci-dessous sont donnés dans [49,57].

6.1 Modèle moyen et mod̀ele moyen ŕeduit

Le mod̀eleéléments finis moyen est construit en cinq sous-domaines: le satellite a 120 000
degŕes de libert́e (DDL), les deux boosters̀a propergol solide chacun ayant 12 000 DDL, l’étage
principal ayant 8 800 DDL et enfin, le composite supérieur avec 16 000 DDL. Le modèle total
de la structure est constitué de 168 800 DDL. L’excitation externe du système ḿecanique sont
des forces harmoniques appliquées dans la direction transversaleà l’axex du lanceur. La bande
de fŕequence pour l’analyse est]0 , 60[ Hz. L’observation est le d́eplacement en fin de section
de la poutre connectée au panneau solaire et dénot́ee par "obs" sur la Figure 9. Une méthode
de sous-structuration dynamique [58] est utilisée pour construire le modèle moyen ŕeduit en
utilisant une sous-structure par sous-domaine.
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Y

Z

obs
X

Y
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Fig. 9 - Modèleéléments finis de la structure aérospatiale constitúee d’un satellite couplé à son
lanceur (figure gauche). Modèleéléments finis du satellite (figure droite).

6.2 Approche probabiliste paraḿetrique des incertitudes sur les donńees

Dans cette application, pour l’approche probabiliste paramétrique des incertitudes sur les
donńees, les seules données incertaintes sont celles du satellite. Il y a 1318 paramètres consid́eŕes
comme incertains et qui sont modélisés par des variables aléatoires ŕeelles ind́ependantes. La
valeur moyenne de chaque variable aléatoire est́egaleà la valeur correspondante du modèle
moyen (mod̀ele nominal) et le coefficient de variation appartient au domaine [0.04 , 0.40].
Chaque distribution de probabilité est soit log-normal soit normal en fonction de la nature du
param̀etre mod́elisé.
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6.3 Approche probabiliste non paraḿetrique des incertitudes de mod̀ele et des incertitu-
des sur les donńees

L’approche probabiliste non paramétrique pŕesent́ee dans le paragraphe 4 est appliquée au
mod̀ele moyen ŕeduit du satellite consid́eŕe comme une sous-structure. Les incertitudes de
mod̀ele et les incertitudes sur les données sont prises en compte pour les opérateurs de masse,
d’amortissement et raideur. Les trois paramètres de dispersionδnonpar

M , δ
nonpar
D andδ

nonpar
K des

matrices aĺeatoires de masse, d’amortissement et de raideur géńeraliśes sont identifíesà partir
de l’approche probabiliste paramétrique avec la ḿethode suivante. SoientΛpar

1 et Λ
nonpar
1 les

fréquences propres fondamentales aléatoires du système stochastique (le satellite en condition
libre-libre) calcuĺees d’une part avec l’approche probabiliste paramétrique et d’autre part avec
l’approche probabiliste non paramétrique. Les param̀etres de dispersionδnonpar

M andδnonpar
K sont

alors obtenus en minimisant la distance entre les deux densités de probabilit́e des variables
aléatoiresΛpar

1 etΛnonpar
1 . L’identification deδnonpar

D est obtenue en minimisant la distance entre
les deux matrices aléatoires d’amortissement géńeraliśe. Les ŕesultats de cette identification
sontδnonpar

M = 0.14, δ
nonpar
D = 0.42 et δnonpar

K = 0.13.

6.4 Robustesse du mod̀ele de simulation nuḿerique par rapport aux incertitudes de
modèles et des incertitudes sur les donńees

La figure 10 montre le domaine de confiance du déplacement aléatoire au point d’obseravtion
"obs" calcuĺe avec l’approche probabiliste non paramétrique des incertitudes de modèle et de
donńees sur le satellite. On peut conclure que le modèle moyen est robuste par rapport aux
incertitudes de mod̀ele et de donńees dans la bande[0, 25] Hz. La sensibilit́e du mod̀ele moyen
aux incertitudes crôit avec la fŕequence.
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Fig. 10 - Déplacement aléatoire en dB pour l’observation "obs" calculé avec l’approche
probabiliste non paraḿetrique des incertitudes de modèle et de donńees sur le satellite. Ŕeponse
du mod̀ele moyen (traitépais). Valeur moyenne de la réponse stochastique (trait mince).
Domaine de confiance pour un niveau de probabilité de 0.98 (ŕegion grise).

Les deux figures 11 permettent d’analyser la robustesse vis-à-vis des incertitudes sur les données
et des incertitudes de modèle. La figure 11 de gauche montre les résultats obtenus avec
l’approche probabiliste paraḿetrique des incertitudes sur les données du satellite. On peut voir
que la robustesse par rapport aux incertitudes sur les données n’est pas constante dans la bande
[30, 60] Hz. Elle est bonne dans les bandes[30, 33] et[45, 60] Hz et est moins bonne dans
la bande[33, 45] Hz. La figure 11 de droite qui est un zoom de la figure 10 pour la bande
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[30, 60] Hz, montre les ŕesultats obtenus avec l’approche probabiliste non paramétrique des
incertitudes sur le mod̀ele et sur les donńees du satellite. On peut voir que la robustesse
par rapport aux incertitudes de modèle d́ecroit avec la fŕequence croisante dans la bande
[30, 60] Hz. La comparaison des figures 11 gauche et droite montre que le modèle moyen
est moins robuste vis-à vis des incertitudes de modèle que des incertitudes sur les données dans
la bande[30, 60] Hz.
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Fig. 11 - Déplacement aléatoire en dB pour l’observation "obs" (1) calculé avec l’approche
probabiliste paraḿetrique des incertitudes sur les données du satellite (figure gauche) et (2)
calcuĺe avec l’approche probabiliste non paramétrique des incertitudes de modèle et de donńees
sur le satellite (figure droite). Ŕeponse du mod̀ele moyen (trait́epais). Valeur moyenne de la
réponse stochastique (trait mince). Domaine de confiance pour un niveau de probabilité de 0.98
(région grise).

7 Conclusion

Une approche probabiliste non paramétrique aét́e propośee pour prendre en compte les
incertitudes de mod̀ele et les incertitudes de données en ḿecanique nuḿerique. Il aét́e d́emontŕe
avec un exemple simple que l’approche probabiliste paramétrique usuelle qui permet de prendre
en compte les incertitudes sur les données ne permet pas de prendre en compte les incertitudes
de mod̀ele. Une application sur une structure complexe du domaine aérospatial áet́e pŕesent́ee
et à permis d’analyser le niveau de robustesse de prévision du mod̀ele moyen par rapport aux
incertitudes de donńees et des incertitudes de modèle.
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