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RÉSUMÉ. Des facteurs économiques et réglementaires poussent les ingénieurs à prendre en
compte les incertitudes existant dans les domaines en interaction, via des impédances de fron-
tière, avec les structures qu’ils modélisent. Un modèle probabiliste de ces impédances est
construit par une méthode non-paramétrique, autour d’un modèle moyen à variables d’état
cachées identifié à partir de calculs déterministes. L’approche est appliquée au dimensionne-
ment d’une cuve de stockage de gaz construite sur pieux.

ABSTRACT.Economic and legal pressures on the structural engineers force them to consider un-
certainty in the domains interacting, through boundary impedances, with their design structure.
A probabilistic model of this impedance is constructed around a mean hidden state variables
model using a non-parametric method. This mean model is constructed using only determin-
istic tools. The methodology is applied to the design of a gascontainer constructed on a pile
foundation.

MOTS-CLÉS :modèle non-paramétrique, impédance, mécanique probabiliste, incertitudes

KEYWORDS:non-parametric model, impedance, probabilistic mechanics, uncertainty quantifica-
tion

1e soumission àGiens’05, le 31 janvier 2005.



2 1e soumission àGiens’05.

1. Introduction

En aéronautique, hydrodynamique et géodynamique, les ingénieurs sont confron-
tés à des domaines de très grande taille - atmosphère, mers ousols - en interaction,
via une matrice d’impédance, avec les structures qu’ils cherchent à dimensionner
[WOL 85]. Celle-ci, notée[Z], relie - pour le problème harmonique local défini sur le
domaine extérieur, notéΩ (figure 1) - les vecteurs de déplacementu et de contraintes
t définis sur une certaine base de fonctions d’interface sur lafrontièreΓ.

[Z(ω)]u = t,

Soumis à des pressions réglementaires et économiques, ils doivent pouvoir calculer
cette impédance le plus exactement possible, et savoir quantifier l’incertitude sur leur
estimation, donc calculer la fonction densité de probabilité de[Z]. Le sol notamment
pose de nombreux problèmes [MAG 00, FAV 98], liés à la difficulté de mesure de ses
caractéristiques, à une grande variabilité spatiale de celles-ci, et à des problèmes de
modélisation.

Figure 1. Problème du couplage d’un
domaine non-bornéΩ incertain à une
structure via l’interfaceΓ

Les nombreuses méthodes stochastiques
paramétriques développées [SCH 97], et
notamment la méthode des éléments fi-
nis stochastiques [GHA 91, AUV 00] ou
des méthodes couplées Éléments Finis Sto-
chastiques / Éléments Finis de Frontière
[SAV 02], sont mal adaptées pour des do-
maines comme le sol car elles nécessitent
l’identification des paramètres incertains et
surtout la connaissance des fonctions den-
sité de probabilité sur ces derniers. Récem-
ment, une méthode non-paramétrique a été

introduite par Soize [SOI 00] qui s’affranchit de ces inconvénients et permet de prendre
en compte les incertitudes sur les modèles. Cependant pour des domaines de grande
taille, les deux types de méthodes sont limités par le nombrede variables à considérer,
qui peut rapidement devenir trop important. La construction directe d’un modèle pro-
babiliste de[Z] sans passer par la construction d’un modèle probabiliste dela matrice
de rigidité du système puis sa condensation surΓ permet de s’affranchir de ce pro-
blème. La méthode non-paramétrique est alors préférée aux méthodes paramétriques
car le lien entre paramètres mécaniques et impédance est difficilement identifiable.

L’utilisation de cette dernière pour la prise en compte d’incertitudes sur des do-
maines bornés est brièvement rappelée (section 2) puis l’extension aux domaines non-
bornés est envisagée avec la construction d’un modèle probabiliste de l’impédance de
frontière (section 3). Ce modèle est basé sur l’utilisationde variables d’état cachées,
et un modèle moyen est identifié à partir d’un modèle déterministe (section 4). L’ap-
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proche est appliquée à un cas industriel de dimensionnementd’une cuve de stockage
de gaz posée sur des pieux (section 5).

2. La méthode non-paramétrique

Avec la méthode non-paramétrique, Soize [SOI 00] propose deremplacer les ma-
trices réduites, définies positives ou positives [CHE 02] etindépendantes de la fré-
quence, du modèle Éléments Finis déterministe d’un systèmepar des matrices aléa-
toires. La densité de probabilitép[A] de chacune des matrices aléatoires[A] du sys-
tème est calculée analytiquement par maximisation de l’entropie [JAY 57] sous les
contraintes :

{

E {[A]} = [A]

E {ln (det [A])} = ν < +∞
(1)

avec[A] et ν donnés. Les différentes matrices moyennes[A] sont déterminées à par-
tir du modèle déterministe et lesν sont donnés par l’introduction de paramètres de
dispersionδ[A] estimés par le modélisateur. Le principe constructif de la fonction den-
sité de probabilité d’une matrice aléatoire définie positive [A] étant général, il peut
être appliqué aussi bien à un modèle de matrice de rigidité d’un domaine borné de la
forme

[R(ω)] = [K]− iω [C] − ω2 [M ]

qu’à tout autre modèle, par exemple d’impédance, composé dematrices définies posi-
tives indépendantes de la fréquence.

3. Modèle probabiliste de la matrice d’impédance

Le modèle construit doit, pour être physiquement valable, être causal. Plusieurs
méthodes permettenta priori d’assurer cette causalité : utilisation des relations de
Kramers-Kronig [KRO 26, KRA 27] ; décomposition sur une basede fonctions de
Hardy [PIE 01] ; ou utilisation de variables cachées [CHA 87]. En mécanique numé-
rique, la première méthode n’est pas constructive car les parties réelles et imaginaires
ne sont pas accessibles indépendamment l’une de l’autre comme c’est le cas en méca-
nique expérimentale. Le développement sur une base de fonctions de Hardy pose des
problèmes de convergence et les matrices en facteur étanta priori sans signature la
méthode non-paramétrique ne peut alors pas être appliquée.

L’impédance[Z(ω)] est recherchée sous la forme d’une condensation surΓ d’un
système mécanique régi par une équation du second degré à coefficients constants.
Les variables considérées sont alors des variables d’état cachées, liées seulement in-
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directement aux degrés de liberté physiques du système. L’impédance du système,
décomposée en blocs selon lesnΓ degrés de liberté surΓ etnh variables cachées, est

[R(ω)] = [K] − iω [C] − ω2 [M ]

=

[

[ZΓΓ(ω)] [ZΓh(ω)]

[ZΓh(ω)]
T

[Zhh(ω)]

]

,

où [K], [C] et [M ] sont des matrices définies positives (la présence de modes decorps
rigide est traitée dans [CHE 02]).[Zαβ(ω)] = [Kαβ] − iω [Cαβ ] − ω2 [Mαβ ], pour
(α, β) dans{Γ, h}2, [MΓΓ], [CΓΓ] et [KΓΓ] sont des matricesnΓ ×nΓ réelles définies
positives,[MΓh], [CΓh] et [KΓh] des matricesnΓ×nh réelles et[Mhh], [Chh] et [Khh]
des matricesnh × nh réelles définies positives. L’impédance de frontière condensée
surΓ peut alors être mise sous la forme d’une fraction matricielle rationnelle

[Z(ω)] = [ZΓΓ(ω)] − [ZΓh(ω)] [Zhh(ω)]
−1

[ZΓh(ω)]
T (2)

=
[N(ω)]

d(ω)
,

où ω 7→ [N(ω)] andω 7→ d(ω) sont deux polynômes deω à coefficients constants
(matriciels pourN et scalaires pourd). Les degrés ded etN vérifientdeg d = 2nh et
deg N = deg d + 2.

4. Identification du modèle moyen

La forme de l’impédance[Z(ω)] assure sa causalité. La méthode non-paramétrique
permet alors de déterminer (équation 1) les fonctions densité de probabilité des ma-
trices définies positives[K], [C] et[M ] moyennant l’identification des matrices moyennes
[K], [C] et [M ] et l’estimation des coefficients de dispersion [ARN 05] pourchaque
matrice. Un modèle moyen à variables d’état cachées doit donc être proposé à partir
de résultats expérimentaux ou numériques en minimisant

ǫ =

nf
∑

k=1

∥

∥

∥
[Z(ωk )] − [Z̃ (ωk)]

∥

∥

∥

F
,

où[Z̃] est la matrice des impédances mesurées (expérimentalementou numériquement
avec un modèle déterministe), connue aux fréquencesωk pour k dans{1, ..., nf},
[Z(ωk )] est la condensation surΓ (équation 2) de[K] − iωk [C] − ω2

k [M ] et ‖.‖F

représente la norme de Frobenius. De nombreux outils peuvent être utilisés pour la
résolution de ce problème, en général non-linéaire, d’identification (voir par exemple
[LEB 96] ou [BUL 95]).

5. Exemple : dimensionnement d’une cuve de stockage

La méthode est appliquée au dimensionnement du radier d’unecuve de stockage
de gaz. De grande taille - 80 mètres de diamètre - ce radier estposé sur pieux. L’im-
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pédance déterministe est calculée à l’aide d’une méthode mixte Éléments Finis - Élé-
ments Finis de Frontière : une zone cylindrique sous la fondation, englobant les pieux,
est modélisée par Éléments Finis (figure 2(a)) et l’influencedu reste du sol est prise
en compte par la méthode des Éléments Finis de Frontière. Le modèle moyen à va-
riables cachées de l’impédance est ensuite construit, et laméthode non-paramétrique
est appliquée. Les résultats sont présentés à la figure 2(b) pour la partie réelle de
l’impédance de tamis. La méthode non-paramétrique a été utilisée avec 1000 tirages
de Monte-Carlo (la convergence de l’espérance et de la covariance est vérifiée pour
moins de 500 tirages) et des coefficients de dispersionδ[K] = δ[C] = δ[M ] = 0.1.

(a) Modèle Éléments Finis du sol et
des pieux sous le radier (demi-modèle)
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ℜ
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(ω
)]

x
x
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(b) Partie réelle de l’impédance de ta-
mis

Figure 2. Application de la méthode non-paramétrique au calcul de l’impédance de
tamis du sol et des pieux d’une cuve de stockage de gaz : résultat déterministe (+),
modèle moyen (—) et enveloppe des tirages de Monte-Carlo (en gris).

6. Conclusions et perspectives

La méthode présentée permet de construire un modèle probabiliste de l’impédance
de domaines non-bornés complexes, le modèle moyen étant identifié à partir de ré-
sultats expérimentaux ou numériques. L’identification desparamètres incertains et la
quantification de leur incertitude ne sont pas nécessaires et les erreurs de modélisation
sont prises en compte. La réduction de l’analyse à des matrices d’impédance de bord
permet des gains de temps de calcul importants par rapport à des méthodes paramé-
triques où le domaine non-borné serait discrétisé.
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