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Résuḿe

L’objet de ce papier est de présenter une nouvelle modélisation analytique d’un système passif d’isolation

acoustique, système multicouche comportant une couche de matériau poreux tridimensionnel inséŕe entre deux

plaques minces. Pour le domaine des moyennes et hautes fréquences, une telle approche avec validation expérimentale

n’a jamaisét́e propośee. Pour le domaine des basses fréquences, de nombreuses recherches ontét́e effectúees en

mod́elisant ces systèmes par les ḿethodes nuḿeriques du typéeléments finis.

1 Introduction

Pour le domaine des moyennes et hautes fréquences, nous proposons une méthode ana-
lytique de mod́elisation des systèmes d’isolation acoustique, systèmes multicouches, par la
construction d’une imṕedance acoustiqueéquivalente. Pour le domaine des basses fréquences,
de nombreuses recherches ontét́e effectúees en mod́elisant ces systèmes par les ḿethodes
numériques du typéeléments finis (voir par exemple [2,9,10]). Le système multicouche est
compośe d’un mat́eriau poreux, inśeré entre deux plaques minces. Le matériau poreux est
mod́elisé à partir deśequations de Biot [1,3,4]. Les deux plaques minces sont modélisées par
la théorie de Kirchhoff-Love et les vibrations de membrane sont prises en compte. Dans le
but de valider exṕerimentalement la th́eorie propośee, un tel système d’isolation acoustique a
ét́e réaliśe, les plaques minces, homogènes, isotropes, viscoélastiques,́etant en aluminium et
le mat́eriau poreux ouvert, homogène, isotrope, avec une phase solide viscoélastique, saturé
en airétant une mousse polyuréthane. L’unit́e vibroacoustique expérimentale de l’ONERA a
effectúe, dans une chambre anéchoique, des mesures de l’impédance acoustiquéequivalente
de ce syst̀eme multicouche [8] dans la bande de fréquence [100,1600] Hz, la bande moyennes



et hautes fŕequences correspondantà [300,1600] Hz. La matrice de l’opérateur d’imṕedance
acoustique áet́e identifíee exṕerimentalement par l’application successive d’une force nor-
male ponctuelle en 25 points d’une des plaques (ces 25 pointsprovenant d’un maillage5× 5
points). Les ŕeponses mesurées sont les accélérations normales aux 25 points de chaque
plaque. L’imṕedance acoustiquéequivalente du système multicouche,̀a chaque excitation,
est d́efinie comme le rapport de la force excitatrice normale ponctuelle avec le saut des vitesses
normales des deux plaques. Dans une deuxième partie, on présente la ḿethode de construction
de l’impédance acoustiquéequivalente qui repose sur une méthode spectrale relative au plan
moyen (x10x2) du syst̀eme multicouche supposé infini. La dimension suivant l’épaisseur
étant finie, on conserve la coordonnée physiquex3. On effectue la transforḿee de Fourier
spatiale enx1 et x2 du probl̀eme aux limites du système multicouche en introduisant les
composantesk1 etk2 du vecteur d’ondek. Pourω, k1 etk2 fixés, on obtient le problème aux
limites enx3 dont les coefficients d́ependent deω, k1 etk2. Après ŕesolution, par une ḿethode
sṕecialement d́evelopṕee (pouŕeviter les probl̀emes de conditionnement numériques induits
dans ce type de formulation), du système d’́equations diff́erentielles et par transforḿee de
Fourier inverse enk1 etk2, on d́eduit une expression de l’impédance acoustiquéequivalente.
Cette inversion est réaliśee nuḿeriquement. Dans une troisième partie, on présente des com-
paraisons entre le modèle analytique et les résultats exṕerimentaux [7], pour l’imṕedance
acoustiquéequivalente. Une bonne corrélation est observ́ee.

2 Construction de l’impédance acoustiquéequivalente

Le syst̀eme multicouche est supposé infini dans son plan moyen(x1 0 x2) comme indiqúe
à la Figure 1. La dimensionx3 relativeà l’épaisseur est finie.
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Figure 1-Syst̀eme multicouche infini dans le plan moyen(x1, x2).

La transforḿee de Fourier eñx = (x1, x2) est d́efinie par

g(k, ω) =

∫R2

ei k.x̃ g(x̃, ω) dx̃ , g(x̃, ω) =
1

(2 π)2

∫R2

e−i k.x̃ g(k, ω) dk , (1)

où le vecteur d’ondek = (k1, k2) et ω est la pulsation. La coordonnéex3 est conserv́ee et
l’on notew,3 = ∂w/∂x3.

La transforḿee de Fourier en(x1, x2) deséquations dynamiques du milieu poreux s’écrit



−ω2 ρ11 us
i − ω2 ρ12 uf

i − i ω b (uf
i − us

i ) − σs
ij,j = 0 ,

−ω2 ρ22 uf
i − ω2 ρ12 us

i + i ω b (uf
i − us

i ) − σf
ij,j = 0 . (2)

La premìereéquation correspond au mouvement de la phase solide du milieu poreux et la
seconde au mouvement de sa phase fluide. Les transformées de Fourier des champs de
déplacements et des tenseurs des contraintes des phases solide et fluide sont notéesus, uf ,�s et�f . Puisque le milieu poreux est isotrope, le tenseur de perméabilit́e, correspondant
aux effets visqueux, est réduit à un scalaire noté b. Les densit́es massiquesρ11, ρ22 et
ρ12 correspondent̀a la phase solide,̀a la phase fluide et au couplage de ces deux phases
respectivement. Les lois de comportement relatives aux phases solide et fluide s’écrivent
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où AF = (1+ i ω a1) ν E/((1+ ν) (1− 2 ν))+M (B−Φ)2, BF = (1+ i ω a1)E/(1+ ν),
CF = Φ M (B − Φ) et EF = Φ2 M avec E le module d’Young,ν le coefficient de
Poisson,η = ω a1 le facteur d’amortissement structural,Φ la porosit́e etB le coefficient de
couplage. Le module de BiotM est d́efini parM(ω) = Ke(ω)/Φ où Ke(ω) est le module de
compressibilit́e complexe de l’air du milieu poreux [1]. La transformée de Fourier en(x1, x2)
deséquations dynamiques des plaquesP1 etP2 s’écrit

−ω2 ρP1
hP1

uP1 + (1 + i ω aP1

1 )K1 uP1 = F1 + f (ω) ,

−ω2 ρP2
hP2

uP2 + (1 + i ω aP2

1 )K2 uP2 = F2 , (4)
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et oùDm
Pr

= EPr hPr
/(1−(νPr )2), Df

Pr

= EPr h3
Pr

/(12 (1−(νPr)2)) avecEPr , le module
d’YoungetνPr , le coefficient de Poisson de la plaquePr. Les vecteursF1 etF2, correspondant



aux forces induites par le milieu poreux sur les plaquesP1 et P2 respectivement, sont telles
que
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(6)

Pour comparer le modèle analytique aux résultats exṕerimentaux [8], on construit la matrice
d’impédance acoustique, similairementà la matrice exṕerimentale [6,7], et relative aux 25
points de mesure d’un maillage cartésien5×5, dans un rectangle300×200 de maille75×50,
centŕe sur les plaques de dimension600×400. On a doncf (ω) = (0, 0, f(ω)) dans l’́equation
(4), où f(ω) est tel que la pressionp(x̃, ω) = f(ω) δ0(x̃) avecδ0 la fonction de Dirac. La
transforḿee de Fourier en(x1, x2) des conditions aux limites aux interfacesΣ1 et Σ2 entre
le milieu poreux et les plaquesP1 etP2 s’écrit

us
α = vP1

α + i hP1
kα wP1/2 , us

3 = wP1 , uf
3 = wP1 , surΣ1 , α = 1, 2 ,

us
α = vP2

α − i hP2
kα wP2/2 , us

3 = wP2 , uf
3 = wP2 , surΣ2 . (7)

Leséquations (2)̀a (7) d́efinissent le problème aux limites du système multicouche formulé
avec les variablesk1, k2 etx3.

Le noyau fonctionz(x̃ − x̃′, ω) de l’impédance acoustique est défini par [6,7]

p(x̃, ω) =

∫

x̃′∈S

z(x̃ − x̃′, ω)∆v(x̃′, ω) dSx̃′ , (8)

où x̃ et x̃′ correspondent au point où la force ponctuelle normale est appliquée et au point de
mesure dans le plan moyenS de la plaqueP2, et òu dSx̃′ est la mesure d’aire. Le gradient
∆v(x̃′, ω) des vitesses normales au pointx̃′ est donńe par∆v(x̃′, ω) = vP1(x̃′, ω)−vP2(x̃′, ω)
où, pourr=1,2,vPr (x̃′, ω) est la vitesse normalèa la plaquePr. La transforḿee de Fourier
en(x1, x2) de (8) s’́ecrit

p(k, ω) = i ω z(k, ω)∆w(k, ω) , (9)

où∆w(k, ω) = wP1(k, ω)−wP2(k, ω) est la transforḿee de Fourier du gradient∆w(x̃, ω) =
wP1 (x̃, ω) − wP2 (x̃, ω) des d́eplacements normaux au pointx̃. A partir de la ŕesolution du
probl̀eme enx3, nous construisons une expression entref(ω) et ∆w(k, ω). La substitution
de la transforḿee de Fourier des lois de comportement du milieu poreux dans la transforḿee
de Fourier deśequations dynamiques des plaques permet de déduire une expression reliant les
champs des d́eplacements des plaques, les champs des déplacements du milieu poreux et la



force ponctuelle extérieure. En substituant la transformée de Fourier des lois de comportement
du milieu poreux dans la transformée de Fourier de seséquations dynamiques et en utilisant
la transforḿee de Fourier des conditions aux limites, les champs des déplacements du milieu
poreux, enx3 = 0 et x3 = H , peuventêtre éliminés [6]. Une telle ḿethode induit des
probl̀emes de mauvais conditionnement numériques, dus̀a la pŕesence de quatre valeurs
propres de la matrice du milieu poreuxà partie ŕeelle positive, et une algèbre sṕecifiquement
adapt́ee est d́evelopṕee [6]. La transforḿee de Fourier deśequations dynamiques des plaques
s’écrit finalement AP uP = F + Fe , (10)

où la matriceAP est d́efinie parAP =

[AP2 0
0 AP1

]

avecAPr , r=1,2, donńee parAPr = −ω2 ρPr
hPr

uPr + (1 + i ω aPr

1 )Kr uPr . (11)

La force normale ponctuelle extérieureFe est telle queFe = (0, f ). A partir du processus
d’élimination d́ecrit pŕećedemment, la forceF = (F2, F1), induite par le milieu poreux sur
les deux plaques, s’écrit

F = N(k, ω) uP , (12)

où l’expression deN(k, ω) est d́etaillée dans [6]. En substituant (12) dans (10), on trouve
uP (k, ω) = M−1(k, ω) Fe(ω) avecM(k, ω) = AP (k, ω) − N(k, ω) qui s’écrit encore

∆w(k, ω) = h(k, ω) f(ω) avec h(k, ω) = [M−1(k, ω)]66 − [M−1(k, ω)]36 . (13)

De l’équation (13), on d́eduit que

∆w(x̃, ω) =

∫R2

h(x̃ − x̃′, ω) p(x̃′, ω) dx̃′ . (14)

Puisquep(x̃, ω) = f(ω) δ0(x̃) etf(ω) = 1 (valeur exṕerimentale), on obtient

∆w(x̃, ω) = h(x̃, ω) avec h(x̃, ω) =
1

(2 π)2

∫R2

e−i k.x̃ h(k, ω) dk . (15)

Comme les trois milieux sont isotropes dans le plan(x1, x2), h et∆w ne d́ependent plus de
k mais seulement de son modulek = ||k|| dans l’espace de Fourier, et seulement der = ||x̃||
dans le milieu plan(x1, x2). Par conśequent,

∆w(r, ω) =
1

2 π

∫ +∞

0

k J0(kr)h(k, ω) dk , (16)

où J0(kr) est la fonction de Besselà l’ordre 0. Cettéequation donne une expression continue
du gradient des d́eplacements normaux aux plaques, dû à une excitation ponctuelle normale
positionńeeà l’origine 0. La matrice d’imṕedance exṕerimentale est construitèa partir de
l’application de 25 forces ponctuelles. Afin de valider le modèle analytique par l’exṕerience,



on utilise une construction similaire. Soit[∆W (ω)] la matrice complexe dont leśeléments
sont tels que[∆W (ω)]jk = ∆w(rjk , ω) où rjk = ||MjMk|| est la distance entreMk, le point
d’excitation, etMj le point de mesure, positionnés aux noeuds du maillage, et où ∆w(r, ω)
est calcuĺe par (16). La matrice d’imṕedance associée s’́ecrit

[Z(ω)] =
1

i ω
[∆W (ω)]−1 . (17)

L’int égrale de l’́equation (16) est calculée nuḿeriquement.

3 Comparaisons exṕerimentales

Les plaques sont en aluminium et d’épaisseurhP1
= 1 mm et hP2

= 3 mm. Leurs
param̀etres physiques sontEPr = 7.41010 Pa, νPr = 0.33, ηPr = ω = 10−4 et aPr

1 =
2800 kg.m−3. Le fluide saturant le milieu poreux́etant l’air, on utilise les valeurs usuelles
des param̀etres de l’air. Les param̀etres physiques correspondantà la phase solide et au
couplage des deux phases sontE = 110000 Pa,η = 0.09, ν = 0.35, Φ = 0.96, le module
de cisaillementG = 40741 Pa, la masse volumique de la phase solideρ1 = 34.2 kg m−3,
la tortuosit́e α = 1.27, la résistivit́e à l’écoulementσ = 10867 N s m−4, les longueurs
caract́eristiques visqueuse et thermiqueΛ = 96 µm etΛ′ = 288 µm.

L’impédance acoustique locale est donnée par les termes diagonaux de la matrice d’impé-
dance d́efinie par (17). L’imṕedance acoustique localeétant suppośee homog̀ene analytique-
ment et quasi homogène exṕerimentalement [7], la moyenne sur tous les termes diagonaux des
matrices d’imṕedance analytique et expérimentale est ŕealiśee. Les Figures 2 et 3 présentent
le mod̀ele analytique (trait continu) de l’impédance locale tracé en fonction de la fŕequence
et compaŕe aux ŕesultats exṕerimentaux (tirets).
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Figure 2-Partie ŕeelle de l’imṕedance acoustique locale en fonction de la fréquence.
Modèle analytique (trait continu), résultats exṕerimentaux (tirets).
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Figure 3-Partie imaginaire de l’impédance acoustique locale en fonction de la fréquence.
Modèle analytique (trait continu), résultats exṕerimentaux (tirets).

suṕerieureà 250 Hz [these,louvain]. L’allure des termes extra-diagonaux est une fonction
exponentielle d́ecroissante en fonction de la distancer. Les Figures 5 et 6 présentent les
parties ŕeelle et imaginaire respectivement,à une fŕequence de 1200 Hz.

4 Conclusions

Ce papier pŕesente la construction d’une impédance acoustiquéequivalentèa un syst̀eme
multicouche constitúe d’un milieu poreuxépais inśeré entre deux plaques minces. Le
probl̀eme aux limites est résolu en utilisant une approche spectrale. Ce modèle est valid́e
exṕerimentalement dans le domaine des moyennes et hautes fréquences. Une bonne corréla-
tion est observ́ee entre le mod̀ele analytique de l’imṕedance acoustique et l’expérience.
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