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Résune
Un des enjeux majeurs dans le cadre du désaccordage degauleaturbomachines
consiste a spécifier les tolérances de fabrication ppmiveau d’amplification de réponse
forcée sur les aubes donné. Une méthodologie origirtdisamt un modele probabiliste
non paramétrique des incertitudes aléatoires sur lessaddyturbomachines est présentée
afin de résoudre ce probleme inverse.

1 Introduction

La problématique du désaccordage des aubes de turbamactécessite la construction
de modeles probabilistes robustes afin de prédire le caempent vibratoire des roues au-
bagées. Recemment, des modeles probabilistes indudésaccordage en mode ont montré
des résultats difféerents de ceux obtenus par des matéhs usuelles [3, 1]. L'approche
probabiliste non paramétrique [4, 5, 6] est utilisée pocamstruire un modele probabiliste
non paramétrique adapté a I'analyse du désaccordagetdlle approche prend en compte
tous les types d'incertitudes, en particulier les incedtits aléatoires de géométrie dues aux
tolérances de fabrication. Une méthodologie originailésant I'approche non paramétrique
est ici proposée afin de spécifier le niveau d’incertitudésitoires de géomeétrie pour un
niveau d’amplification de réponse forcée donné.

2 Modele matriciel réduit moyen d’'une aube

La théorie viscoélastique sans mémoire linéariséedsée. On s'intéresse aux vibra-
tions linéaires d’'une structure a géomeétrie cycliqerdre N faiblement amortie autour
d’'une configuration statique non précontrainte prise cem@fiérence. La structure est sou-
mise a des fo rces extérieures et est étudiée dans ude basse frequend: La structure
est decomposée eN sous-structures identiques, chacune modélisant une afroatiere
libre et enl disque fixé en une partie de sa frontiere. Chaque gugsécouplée au disque via
linterface;. Par



souci de clarté dans les notations, I'exposant indi¢ielatif a I'aube;j est omis quand
aucune confusion n’est possible.

Pout toutv dansB, le modéle élément fini moyen de I'aujpa interface de couplage libre
s'écrit

(~w?’[M] +iw[D] + [E])u(w) = f(w), €y

avecu(w) etf(w) les vecteurs des DDLs physiques et des forces extériewvakeurs dans
C" et[M], [D] et[K] les matrices réelleg, x n,) moyennes de masse, d’amortissement
et de rigidité respectivement définie positive et posgivintroduisant la décomposition par
blocs par rapport aux; DDLs internegy, (w) et auxny, DDLs de l'interface de

couplageus. (w), la décomposition de Craig et Bampton [2] par rapport Aixcoor-
données généraliségby) liees auxiV, modes a interface de couplage fixe s'écrit :

[ 5;(8) } = 4] [ 992(8) } @

ou la matricg H] est la matrice de passage de la base réduite vers la baseyshgte I'aube.
En utilisant (1) et (2) , on obtient

et | 2 |~ 117100 ®
OU[Ared(w)] = —w?[Myed +iw[Dyed + [ K ed définit la matrice réduite moyenne de raideur

dynamique de 'aube avec

[Mred = [H]"[M][H] , [Dred = [H|"[DIH] , [Krd=[H]"[K][H]. (4)

3 Modele non paranétrique d’incertitudes pour le désaccordage

Dans un premier temps, la roue aubagée est decomposéasestauctures afin de consi-
dérer des incertitudes aléatoires statistiquememrigaddantes d’une aube a I'autre. Les prin-
cipaux résultats concernant I'approche probabiliste parameétrique [4],[5] et [6] sont uti-
lisés et adaptés a la problématique du désaccordagbaque aube. Une telle approche pro-
babiliste s’effectue a partir d’'un modéle matriciel uédnoyen. De plus, le modéle matriciel
réduit moyen de I'aube doit permettre de construire le e@diatriciel réduit moyen pour la
structure compléte ce qui justifie I'utilisation de la seagicturation dynamique de Craig et
Bampton qui conserve les DDLs d'interface. La matrice @liga de raideur dynamique de
laube s'écrit[Areg(w)] = —w?[Mred + iw[Dred + [Kred avec[Mred), [Dred €t [Kred les
matrices réduites aléatoires de masse, d’amortisseshelet rigidité qui définissent des va-
riables aléatoires dans I'espace des matrices symégidgelles définie positive et positives
et telles que :

5{[Ered]}:[ﬂred]v E:{MvaK}v E:{MaDvK} )]

La construction du modele probabiliste sur les matricéataires nécessite tout d’abord de
factoriser les valeurs moyennes des matrices aléateilesque[E,ed = [Lg]T [Lg], E =
{M, D, K'}. Chaque matrice aléatoire s’écrit donc

[Ered] = [LE]T[GEHLE] , BE= {MvaK} , E= {MvDaK}- (6)



ou [G ], [Gp] et [Gk] sont des variables aléatoires indépendantes deux aadéuxaleurs
dans I'espace des matrices réelles symétriques défiostves [5] telle que leurs valeurs
moyennes (d’apres (5)) et le moment d’ordre 2 de leurs segesont :

E{Gel} = [Gpl = Ine] » ElGEI )} <00, E={M,D,K}; ()

ol N est le rang de la matricgZ,e, et ou||[Gg]7||% = Tr([Gr]~! [Gg]~T) définit
le carré de la norme de Frobenius de la matfég]~!. Chaque matrice aléatoire est ca-
ractérisée par son niveau de dispersigrtel que

E{II[GE] — [GElll7 :
P 211 el 3 ) Y -
IGEll7
Le tenseur de covarian(iéﬁ?j,k/ = E{([GEljk — [GEljx)([GE]jw — [GEljw)} sécrit:
G 0
Cikirn = N1 W30k + 0 Okar } ©)

4 Modele probabiliste paramétrique pour les incertitudes akatoires de

géonétrie

Dans le but d’estimer les niveaux de disperséan et i du modéle probabiliste non
paramétrique, un modele probabiliste paramétriquecdititudes aléatoires de géométrie
est introduita priori. Ce modeéle paramétrique n’est pas utilisé pour constriai distri-
bution de probabilité liee au modéle non paramétriquest uniquement utilisé pour esti-
mer la valeur d&r , E € {M, K} qui constitue le paramétre d’entrée du modele non pa-
ramétriqgue. Désormais, on suppose que les incertituaiesnetriques aléatoires a I'origine
du désaccordage sont principalement dues a des perturbg&ométriques sur les aubes.
Lors du processus de fabrication des aubes, chaque auligufadest differente 'une de
l'autre et de l'aube nominale. L'aube nominale est utdig@our spécifier les tolérances.
Les tolérances dimensionnelles (corde , longueur de €guipeométriques (enveloppe de
forme) obéissent au principe d’'indépendance préciga@tchaque exigence tolérancielle est
indépendante I'une de l'autre. Les tolérances d’ordp&sieur (ondulation ...) sont négligées.
Soit s € N* ett le vecteur a valeur dankR des parametres tolerancés. Soit albrs=

Ty,...,Ts la variable aléatoire du second ordre & valeurs daps= II_,[—7,,7,] oU
7 > 0 définit la fluctuation maximale de la variable aléatdlte En utilisant le principe
d’indépendance et le principe du maximum d’entropie, edudf quevr € {1,...,s}, T, est

une variable aléatoire uniforme centrée d’écart type= 7,./1/3.

5 Meéthodologie pour le probEme inverse
5.1 Identification des incertitudes de @ométrie avec les niveaux de dispersion des
matrices akeatoires
Un modéele probabiliste paramétrique d’incertitudesitdes parameétres caractérisent les
tolerances de fabrication de l'aube a été construit. @sstruction reste cependant arbi-
traire car elle ne constitue pas une modélisation exacteralbleme. Toutefois, ce modele



fournit une information globale qui permet de construire ualation entre le parametre
T = (71,...,7s) des fluctuations extrémes de tolérancement et les nivdawdispersion
o etdx du modele non paramétrique. Le modele élément fini maleel’aube défini dans
la Sectiore correspond au modele élément fini de 'aube nominalesdig le modele proba-
biliste non paramétrique est construit a partir du med@atriciel réduit moyen de I'aube, le
critere permettant d’établir la relation entre les dewdgles probabilistes est nécessairement
défini dans la méme base de coordonnées réduites edatiVaube nominale. Comme les
caractéristiques de chaque aube doivent étre comppagaapport a leurs caractéristiques
nominales, on étudie les fluctuations des matrices afteatautour de leur valeur nominales
dans la base commune de projection. Dans la suite, Bna {M, K'}. Dans un premier
temps, la matrice aléatoifé&(T)] est réduite sur la base de projection nominale telle que

[Eved(T)] = [H]" [E(T)] [H] (10)

Soit alorsiv! le parameétre scalaire caractérisant la dispersion deteas| Eyeq(T)] autour
de sa valeur nominale définie fdfeq(0)] = [Eregd. Le parametréV ! est défini par

W}LQI = E{H[Ered(T)] - [Ered]“%m (11)

Un raisonnement similaire est effectué pour le modeléabdiste non paramétrique avec

WP = &{||[Ered — [Ered|% (12)

Les incertitudes de géomeétrie sont alors décrites\etsale modele non paramétrique par
identification des parametres scalait&l et W, . En utilisant (9),(11) et (12), on obtient :

- WOl(r)(Ng + 1)
atm) = \/tr([ﬁrid])Q +tr([Ered?)” Y

Une premiéere simulation numérique de Monte Carlo estaffe sur le modele élément
fini de l'aube. Les

réalisations des matrices éléments finis aléatoirenagse et de raideur de I'aube sont
construites en utilisant le modele probabiliste paraigée a priori. Celles-ci sont ensuite
projetées sur la base nominale de réduction afin d'estianeglation entre le paramétre
des fluctuations extrémes des tolérances et les niveadispersiony,, x constituant les
parametres d’entrée du modele probabiliste non parajoe.

5.2 Analyse du cesaccordage

Le niveau de dispersion associé a I'incertitude sur laipation est introduit ensuite de
maniére indépendante. Une analyse de sensibilité estifonded,;, ip etdx est alors ef-
fectuée : dans un premier temps, le modéle matricielitédoyen d’'une aube est construit
et assemblé avec le modele matriciel élément fini moyen secteur de disque. La symétrie
cyclique est utilisée pour calculer le probleme aux vedquropres généralisé moyen rela-
tif au modele matriciel réduit moyen de la structure. Lesteurs propres moyens associés
auxn premiéres valeurs propres moyennes constituent une legsepgbction moyenne qui



sera utilisée pour réduire le colit des simulations migmés. L'analyse du désaccordage est
effectuée par simulation numérique de Monte Carlo. lesdisations des matrices réduites
aléatoires de masse, de raideur et d’'amortissementvedaiu modele probabiliste non pa-
ramétriqgue sont construites pour chaque aube et a ssesnélec le modele élement fini
moyen du disque. Aprés réduction du modele matricidlittde la structure sur la base
moyenne de projection, une réalisation de I'observalileleenue. L'observabl®,, est le
facteur d’amplification dynamique sBrrelatif a I'énergie élastique _

des aubes. L'énergie élastique associée au modelemusyaube;j s'écritw) (w) =

1/2 W (w)T [K7 U/ (w) et est telle quev),(w) = whdw) = weadw) , Vi # k dans le
cas d’'une excitation cyclique. Introduisant I'énergiastique associée au modele aléatoire
de l'aubej et notéew?(w) = 1/2 U (w)T [K7 U’ (w), o U’ (w) est le vecteur aléatoire
des DDLs de I'aubg, le facteur d’amplification dynamique s'écrit :

J
SUP,eB SUPje{o,...,.N—1} We|as(w)
Bo = i , W, = SUP We|gdW)- (14)
50 Welasoo elasoo eB elas( )

B, définit une variable aléatoire du second ordre a valéeas positives. On s'intéresse a
la quantitéP(B., > b ) 0U b, représente un facteur d’amplification critique. En pséot
une valeur dé, et un niveau de probabilité donffB., > b..), les niveaux de dispersions
0k etdys sont déterminés. La fluctuation extréme de tolérancees alors déduite de (13).

6 Exemple nunérique
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Fic. 1 — Maillage éléments finis de la FIG. 2 —Aube nominale (trait épais), aube
structure, Force excitatrice) fabriquée (trait maigre)

Laroue aubagée est constituée d’un disquidaibes modélisé par lathéorie des plaques
minces en flexion. La structure étant plane, les mouvenme@tsbranaires et transverses sont
entierement découplés et la flexion seule est étuti@disque est une couronne en matériau
homogene et isotrope de rayon intethd x 10~2m, de rayon externg.1 m, d’épaisseur
5 x 103 m, de densité volumique massiq&60 kg/m?, de module d’Yound .89 x 101!
N/m?, de coefficient de Poissdn25 et est encastré en sa frontiére interne. L'aubage est en



matériau homogene, isotrope et compos@4laubes rectangulaires, de longugux 102
m, de largeuB.5 x 10~3 m, d’épaisseur linéairement décroissanté del0—3 a1 x 1073 m,
de masse volumiques60 kg/m?, de module d’Youn@ x 107! N/m? et de coefficient de
PoissorD.25. Un modele d’amortissement hystérétique avec un factewperten = 0.003
est ajouté. Le modele éléments finis (Figujeest constitué d812 éléments quadrangu-
laire de plaque mince en flexion et poss&@@6 DDLs avecn, = 36,ny = 576 etny = 6,
désignant respectivement le nombre de DDLs d’'une aubeasdquelet d’une interface de cou-
plage aube-disque. Les frequences propres du systemelaan fonction du nombre d’onde
circonférentiel montrent une zone de veering ce qui candhoisir la bande d’analyse
B = [7080, 7160] Hz correspondant & un nombre d’onde circonférentielle- 4. Chaque
aubej est soumise & un chargement unitéirev) tel quef’ (w), = Lg(w)dy, 2441y €>™ /N
avecd le noeud excitélg(w) la fonction indicatrice d@, k la composante du vectefiw).
L'aube nominale est modélisée par une plaque plane dgeéd) x, y). Dans ce para-
graphe, l'indicei,i = {1,2} est relatif au cdté supérieur ou inférieur de I'aubercCva-
riables aléatoires indépendantes uniformes centheesAL;, Ae, i = {1,2} caractérisent
les tolérances de ce modeéle. La fluctuation d'épaisselindbe est linéaire sur sa longueur
et constante sur sa largeur. Elle est modélisée par lablaraléatoire\ e qui décrit la fluc-
tuation d’épaisseur en bout d’aube. Les fluctuations degueurs des cotés et de la perpen-
dicularité des cotés par rapport a la base déterneidist’aube sont décrites par les variables
aléatoiresA «;, AL;, i = {1,2}. Le modeéle probabilista priori sur les coordonnées des
noeuds de frontiere est contrblé au premier ordre pay eariables aléatoires caractérisant
les déplacements aléatoires des noeuds aux extréddtéaube (Figure2). Les variables
aléatoiresA\x; = AL;, Ay; = L Aw; , i = {1,2} et A e sont indépendantes, centrées de loi
uniforme et telles quea,, = oAy, = oae = \/Lg , i ={1,2}.
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FIG. 3 — Graphes de; — d,, (trait in- FIG. 4 — Graphes de — ¢, (trait inter-
terrompu) et dew, — Jx (trait continu) rompu épais) et de — dx (trait continu
pourT = 140 x 10~ %m épais).

Une analyse de sensibilité est mise en oeuvre poar T = [0.1,140] 10~%m par si-
mulation numérique de Monte-Carlo afin de déterminer &ationsd,; (7) et dx (7). No-
tantés,...,0,,, n; réalisations, la quantitd[Ereq(7(9,))] — [Ered|l> , E € {M,K}
est calculée pour chaqde et pourr fixé. Le parametréV ' est alors estimé pdﬂ/};' ~



FIG. 5 — Analyse de convergence du
modele non paramétrique : graphe de

Fic. 6 — Analyse du désaccordage :
graphes d&fx — P(Bs > boo) pour

ns — E{B%} pour N, = 3 (trait inter-
rompu maigre),N, = 8 (trait maigre),
N, = 15 (trait pointillé épais),N, = 30
(trait épais). Le trait interrompu épais cor-

op = 0,6p = 0.1 et pour plusieurs va-
leurs deb, : bo, = 1.3 (trait épaisks, =
1.4 (trait interrompu épais)b, = 1.5
(trait pointilleé épais), b, = 1.6 (trait

respond aux parameétres de réductions op- maigre), b, = 1.7 (trait interrompu
timaux N, = 20, n = 120. maigre).
n% Z?;l |[[Ered(T(0;))] — [Ered||%. Les quantitesiy, et §x sont déduites alors de (13).

La figure3 montre le graphe,, — d,, (trait interrompu épais) et; — dx (trait épais)
pourT = 140 x 10~%m. Une bonne convergence est obtenue pogue 250. La figure4
montre alors les graphes— d,; etT — Jx. On constate quéx et d,, sont proportion-
nels ar. De plus, le niveau de dispersion relatif a la masse estfplbke que celui relatif
a la raideur. Les parametrég; et 6, ainsi déterminés constituent les parametres d’entrée
du modele non parameétrique. Le niveau d'incertitude eppesé homogene d’'une aube a
l'autre de telle sorte qué), = dy etdx = dJ pourtoutj € {0,...,N — 1}. Dans la
suite, la roue aubagée est supposée dynamiquemeribeggill'équilibrage est effectué sur
le disque et est supposésans impact sur le facteur d’acapiin dynamique. Par conséquent,
le niveau de dispersion relatif & la masse des aubes esvs@ipggligeabled,; = 0. Une
incertitude sur 'amortissement est fixéé; = ¢7, = 0.1. L'étude de convergence est li-
mitée a la convergence en moyenne d'orice la séquenceB.. (Ny, )} pourdx = 0.05.
Disposant dex, échantillonsty,...,0,,_, Ie moment d’ordre de la variable aléatoire est
estimé parg{ Boo(Ny,7)?} ~ - Z B (N,,n)?. La figure3 montre qu’une bonne
convergence est obtenue p(mrf 600 Ng = 20 etn = 120. L'analyse du désaccordage
est mise en oeuvre en estimant I'observaBl®., > b..). La figure4 montre le graphe
0k — P(Bx > boo) pour plusieurs valeurs de,. On s’intéresse plus particulierement a
I'observableP(B., > bs) < poup estun niveau de probabilité donné. Le jeu de parametres
(b, p) coNstitue un critere de qualité pour la roue aubagée.fieh, our un niveaw de
probabilité et pour un facteur d’amplification dynamidue donng, le domaine des valeurs
acceptables du niveau de dispersignest déterminé a partir de la figuseLes fluctuations
extrémes des parametres tolérancés sont lus directement & gartt figured.

Par exemple, si la qualité de la roue aubagée est définie jeau de parametréd.., p) =



(1.6,0.6), il est déduit de la figuré que la région de confiance définie (B, > 1.6) <

0.6 correspond a la plage de valeurg < 0.0199 or 6 > 0.0684 soit ™ < 35.6 um
our > 121.5 um. Le maximum global de la fonctiofix — P(Bs > bs) montre qu'il
existe une plage de valeurs interdites définie[pan, 7max/- Il existe donc deux facons de
spécifier les tolérances. L'une fait référence a laarotle précision de fabrication, I'autre
au désaccordage intentionnel. Par conséquent, une @seabrdée intentionellement en
spécifiant une fluctuation extrémetelle quer > Tmax OU ayant des spécifications précises
telle quer < min, présente des facteurs d’amplification dynamique dontdeactéristiques
sont similaires.

7 Conclusion

Une méthodologie de probleme inverse utilisant une agpmprobabiliste non paramétri-
gue a été proposée pour des structures a symétriequgclplus particulierement dans le
cadre du désaccordage des roues aubagées de turborsathirdelle méthode permet de
spécifier les incertitudes aléatoires de géométriergaport a une région de confiance du
facteur d’amplification dynamique sur les aubes donnéfitarité de cette méthode a été
illustrée par un exemple numérique.
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