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Jérôme Duchereau∗ Christian Soize∗∗

∗ Office National d’Etudes et de Recheches Aérospatiales - DDSS, 92322 Châtillon
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RÉSUMÉ. Ce papier concerne la prévision par mod̀ele nuḿerique de la ŕeponse dynamique transitoire induite
par des chocs sur des structures complexes présentant des incertitudes aléatoires non homog̀enes. Les ḿethodes
nuḿeriques usuelles d’analyse de la dynamique de telles structures dans le domaine BF utilisent des modèles
matricels ŕeduits construits̀a l’aide des premiers modes propresélastiques . La contribution des modes supérieurs,
très sensibles aux erreurs de modélisation, m̀eneà la prise en compte des incertitudes aléatoires de mod̀ele et de
mod́elisation. C’est par une approche probabiliste non paramétrique ŕecente que l’on construit un modèle matriciel
aléatoire des incertitudes. Ce papier présente l’extension de la méthode non paraḿetrique au cas de structures
complexes mod́elisées par une ḿethode de sous-structuration dynamique, où chaque sous-structure possède son
propre niveau d’incertitudes. Après un ŕesuḿe de la th́eorie et deśeléments sur l’analyse nuḿerique, un exemple
de pŕevision des domaines de confiance des réponses transitoires est comparé à des mesures expérimentales. Les
résultats donnent une première validation exṕerimentale de la th́eorie propośee pour le domaine BF.
mots-clefs : dynamique des structures / chocs / incertitudes / méthode probabiliste

ABSTRACT. This paper examines numerical models for prediction of transient dynamical response induced by
shocks upon complex structures with areas of non-homogeneous random uncertainties. The usual numerical
methods for analyzing such structures in the LF range employreduced matrix models using the first elastic modes.
The contribution of the higher modes is very sensitive to themodelling errors. Here, a recent non-parametric
probabilistic method is applied to build the random uncertainties matrix model. The paper presents the extension
of the non-parametric method to the case of complex structures, modelled by a dynamic substructuring method, in
which every substructure gets its own uncertainty level. After summarising the theory and giving some elements
about numerical analysis, an example of numerical prediction of the confidence bands for transient responses is
compared with the experimental measurements carried out. Results provide an experimental validation of the
developed model in the LF range.
keywords : structural dynamics with shocks / uncertainties/ probabilistic method

INTRODUCTION

Les ph́enom̀enes de dynamique transitoire dans les structures, induitspar des chocs, sont des
probl̀emes importants, largementétudíes. On peut en général trouver deux types d’approches.
Les approches par la ḿethode deśeléments finis (EF) (voir par exemple [1-3]) ou alors les
approches par les ḿethodes statistiqueśenerǵetiques (par exemple [4-7]). On s’intéresse ici
aux cas des ph́enom̀enes transitoires pour lesquels les premiers modes propresdonnent une
contribution basse fréquence (BF), et qui nécessitent des modèles nuḿeriques de pŕevision
(méthodes nuḿeriques EF, voir par exemple [8-9]). Dans ce cadre, on s’intéressèa des structures
ayant des zones très h́et́erog̀enes (par exemple, un ensemble monté de 2 plaques liées par un
couvre-joint boulonńe).
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Les mod̀eles nuḿeriques par la ḿethode EF de tels systèmes ont de fortes incertitudes induites
par la mod́elisation ḿecanique (ǵeoḿetrie, conditions aux limites, loi de comportement, etc ...)
et par les simplifications utiliśees dans le modèle (mod̀ele simplifíe d’un assemblage boulonné,
par exemple). Afin d’augmenter la robustesse des prévisions, il est ńecessaire de modéliser les
incertitudes de mod̀ele et de mod́elisation. En dynamique des structures, la prise en compte des
incertitudes est usuellement réaliśee par des mod̀eles paraḿetriques (voir par exemple [10-12]).
Une nouvelle approche probabiliste, non paramétrique, baśee sur l’utilisation de mod̀eles ŕeduits
en dynamique áet́e propośee ŕecemment [13-14].
Dans le cas des incertitudes non homogènes, l’impĺementation du mod̀ele non paraḿetrique
recquiert l’utilisation de la sous-structuration dynamique (par exemple en utilisant la méthode
de Craig et Bampton [15]). Dans ce contexte, des travaux ontét́e ŕealiśes dans le domaine
des ŕeponses harmoniques [16-17]. Dans ce travail, on se proposed’étendre l’approche non
paraḿetrique au calcul des réponses transitoires̀a choc en pŕesence de zones très h́et́erog̀enes
et de valider le mod̀ele nuḿerique d́evelopṕe en le comparant̀a une exṕerimentation [18].
La méthode suivie dans cette recherche comprend le développement d’un modèle moyen par
sous-structuration dynamique pour prévoir la ŕeponse dynamique transitoire, l’implémentation
du mod̀ele probabiliste construit̀a partir du mod̀ele moyen, l’analyse des réponses du modèle
probabiliste et la comparaison avec les résultats exṕerimentaux.
Dans une première partie, on pŕesente la formulation du modèle moyen ŕeduit d’un syst̀eme par
sous-structuration dynamique. La seconde partie rappellele principe de construction d’un
mod̀ele non paraḿetrique d’incertitudes aléatoires pour des matrices symétriques d́efinies
positives et l’emploi de simulation de Monte-Carlo pour construire la ŕeponse stochastique.
Une troisìeme partie explicite les ḿethodes nuḿeriques d’analyse des réponses et les critères de
convergence du modèle d́evelopṕe. La quatrìeme partie d́ecrit la configuration exṕerimentale
et le mod̀ele nuḿerique EF moyen qui la modélise. En dernier lieu, les résultats obtenus
par l’approche non paraḿetrique sont confrontés aux ŕesultats exṕerimentaux pour des chocs
sollicitant la bande BF et valident le modèle probabiliste.

1. EQUATIONS DU MODELE MOYEN EN SOUS-STRUCTURATION DYNAMIQ UE

On s’int́eressèa la ŕeponse transitoire d’une structure fixeS à comportement lińeaire faiblement
amortie, de frontìere∂S, soumisèa une force impulsionnelle extérieurefext(t). Sur la partie∂S0

du bord∂S il y a une condition de Dirichletu = 0 en d́eplacement (voir figure 1).

S
n

S

ext

S

0
u=0

(t)f

ρ

ρ

figure 1, sch́ema de la structure fixe

La méthode de sous-structuration dynamique employée est la ḿethode de synth̀ese modalèa
interface fixe de Craig et Bampton [15]. L’extension au cas d’une structure libre ne pose pas de
difficulté.

1.1. Equations pour une sous-structure

La structureS est d́ecompośee enNs sous-structuresSr avecr = 1, ...Ns. Une ou plusieurs des
sous-structures sont fixées sur une partie de leur frontière∂Sr. Chaque sous-structure possède
une interfaceΣr avec une ou plusieurs sous-structures (voir figure 2).
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figure 2, d́ecomposition de la structure pour la sous-structuration dynamique

L’ équation de la dynamique pour la sous-structureSr s’écrit :

[Mr]Ü
r
(t) + [Dr]U̇

r
(t) + [Kr]Ur(t) = Fr(t), t ≥ 0

U̇
r
(0) = Ur

1, Ur(0) = Ur
0,

(1 − 1)

où Ur(t) est le vecteur̀a valeurs dansRnr constitúe desnr degŕes de libert́e (DDLs), Fr(t) le
vecteur des forces externes et de couplageà valeurs dansRnr

et, [Mr], [Dr] et [Kr] sont les matrices
de masse, d’amortissement et de rigidité, syḿetriques, la matrice[Mr] étant d́efinie positive et
les matrices[Dr] et [Kr] étant positives ou d́efinies positives suivant les cas.
Le champ de d́eplacement admissible d’une sous-structure estécrit comme la somme directe
du champ de d́eplacement admissible avec interfaceΣr fixe, et du rel̀evement statique pour
l’interface de couplageΣr libre. On d́ecomposeUr(t) etFr(t) ennr

i DDLs internes etnΣ = nr −nr
i

DDLs de couplage,

Ur(t) =

[

Ur
i (t)

Ur
Σ(t)

]

, Fr(t) =

[

Fr
i (t)

Fr
j(t) + Fr

Σ(t)

]

, (1 − 2)

où Fr
Σ(t) correspond aux forces de couplage sur l’interface de couplage Σr, Fr

i (t) et Fr
j(t) sont

dues aux forces extérieures appliqúees et

[Mr] =

[

[Mr
ii] [Mr

iΣ]
[Mr

iΣ]T [Mr
ΣΣ]

]

, [Dr] =

[

[Dr
ii] [Dr

iΣ]
[Dr

iΣ]T [Dr
ΣΣ]

]

, [Kr] =

[

[Kr
ii] [Kr

iΣ]
[Kr

iΣ]T [Kr
ΣΣ]

]

. (1 − 3)

On consid̀ere N r modesà interface de couplageΣr fixe pour construire le mod̀ele matriciel
réduit moyen pour la sous-structureSr,

[

Ur
i (t)

Ur
Σ(t)

]

= [Hr]

[

qr(t)
Ur

Σ(t)

]

et [Hr] =

[

[Φr] [Sr
Σ]

0 [In
Σ
]

]

, (1 − 4)

avecqr(t) le vecteur des coordonnées ǵeńeraliśeesà valeurs dansRNr , [Φr] la matrice ŕeelle
(nr

i × N r) dont les colonnes correspondent aux modesà interface de couplageΣr fixe, [Sr
Σ] la

matrice ŕeelle(nr
i × nr

Σ) définie par[Sr
Σ] = −[Kr

ii]
−1[Kr

iΣ] et [InΣ ] la matrice identit́e (nr
Σ × nr

Σ). On
obtient l’équation du mod̀ele ŕeduit :

[Mr]

[

q̈r(t)

Ü
r

Σ(t)

]

+ [Dr]

[

q̇r(t)

U̇
r

Σ(t)

]

+ [Kr]

[

qr(t)
Ur

Σ(t)

]

=

[

F
r
Nr (t)

F
r
Σ(t)

]

, (1 − 5)

où les matrices ŕeduites[M r], [Dr], et [Kr] sont telles que

[M r] = [Hr]T [Mr][Hr] , [Dr] = [Hr]T [Dr][Hr] , [Kr] = [Hr]T [Kr][Hr] . (1 − 6)

On utilise la d́ecomposition suivante par blocs des matrices définies par l’́equation (1-6),

[Ar] =





[Ar
Nr ] [Ar

c]

[Ar
c ]

T [Ar
Σ]



 . (1 − 7)
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Le vecteurFr
Nr(t) à valeurs dansRNr et le vecteurFr

Σ(t) à valeurs dansRnr
Σ sont d́efinis par

F
r
Nr(t) = [Φr]T Fr

i (t) , F
r
Σ(t) = [Sr

Σ]T Fr
i (t) + Fr

j(t) + Fr
Σ(t) . (1 − 8)

1.2. Equation pour la structure

Les mod̀eles matriciels ŕeduits des sous-structures sont classiquement assemblés en utilisant la
continuit́e des d́eplacements et l’équilibre des forces sur les interfaces de couplage.

2. MODELE PROBABILISTE NON PARAMETRIQUE

La structure initiale qui pŕesente des zones d’incertitudes de niveaux différents (incertitudes non
homog̀enes) est d́ecompośee en sous-structures de telle façon que le niveau d’incertitude dans
chaque sous-structure puisseêtre consid́eŕe comme homog̀ene. Par contre le niveau d’incertitude
change d’une sous-structureà une autre. Le modèle probabiliste non paraḿetrique qui mod́elise
les incertitudes est donc implément́e ind́ependament dans chaque sous-structure.

2.1. Principe de construction d’un mod̀ele non paraḿetrique d’incertitudes aléatoires
pour chaque sous-structure

Ce mod̀ele probabiliste [13-14] d’incertitudes est dit non paramétrique car les sources d’incertitudes
dans le mod̀ele ḿecanique dues̀a des incertitudes des paramètres ḿecaniques, tels que la
géoḿetrie, les conditions aux limites, la distribution de masse, les rigidit́es de liaison, les lois
de comportement, etc... ne sont pas modélisées directement par des variables aléatoires ou
des champs stochastiques. Ces paramètres incertains impliquent que les matrices géńeraliśees
de masse, amortissement et raideur sont des matrices aléatoires. L’approche non paramétrique
propose de construire directement un modèle probabiliste de ces matrices aléatoires ǵeńeraliśees
pour chaque sous-structure. SoitUr(t) le vecteur aĺeatoire constitúe desnr DDLs de la sous-
structureSr. Le vecteurUr(t) peut s’́ecrire :

Ur(t) =

[

Ur
i (t)

Ur
Σ(t)

]

= [Hr]

[

Qr(t)
Ur

Σ(t)

]

, (2 − 1)

où [Hr] est la matrice d́efinie par l’́equation (1-4), etQr(t) est le vecteur aléatoire des coordonnées
géńeraliśeesà valeurs dansRNr . Le processus stochastiqueUr(t) index́e sur[0, +∞[ à valeurs
dansRnr vérifie

[Mr]

[

Q̈r(t)
Ür

Σ(t)

]

+ [Dr]

[

Q̇r(t)
U̇r

Σ(t)

]

+ [K r]

[

Qr(t)
Ur

Σ(t)

]

=

[

F
r
N (t)

F
r
Σ(t)

]

, (2 − 2)

où [Mr] est une matrice aléatoire ŕeduiteà valeurs dans l’espaceM+
nr (R) des matrices ŕeelles

(nr ×nr) symétriques d́efinies positives(nr = N r +nr
Σ) et, [Dr] et [K r] sont des matrices aléatoires

à valeurs dans l’espaceM+
nr (R) ou M+0

nr (R) des matrices ŕeelles(nr × nr) symétriques positives
(suivant le cas). Le vecteurFr

Nr(t) est d́efini par (1-8) et le vecteur aléatoireF
r
Σ(t) est tel que

F
r
Σ(t) = [Sr

Σ]T Fr
i (t) + Fr

j(t) + Fr
Σ(t), avecFr

Σ(t) le vecteur aĺeatoire des forces de couplage sur
l’interface de couplageΣr. Dans ce mod̀ele non paraḿetrique, l’information principale est
constitúee par le mod̀ele matriciel ŕeduit moyen et l’on a

E{[Mr]} = [ M r ] , E{[Dr]} = [ Dr ] , E{[K r]} = [ Kr ] , (2 − 3)

oùE repŕesente l’esṕerance math́ematique. Dans le paragraphe suivant, on rappelle la construction
du mod̀ele probabiliste pour les matrices aléatoires[Mr ], [Dr] et [K r].

2.2. Modèle probabiliste pour des matrices syḿetriques définies positives (SDP)

Puisque les matrices réduites de masse, d’amortissement et de rigidité sont des matricesà valeurs
dansM+

nr(R) ouM+0
nr (R), le mod̀ele probabiliste d́evelopṕe [13-14] est utiliśe. Soit[Ar] une matrice
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aléatoireà valeurs dansM+
nr (R) ouM+0

nr (R) dont la valeur moyenne estE{[Ar]} = [Ar], la matrice
[Ar] repŕesentant la matrice aléatoire ŕeduite de masse, d’amortissement ou de rigidité.
Si la matrice[Ar] est ŕeelle d́efinie positive, il existe une matrice réelle (nr × nr) triangulaire
suṕerieure[LAr ] telle que[Ar] = [LAr ]T [LAr ], ce qui correspond̀a la factorisation de Cholesky de
la matrice[Ar]. La matrice aĺeatoire[Ar] peut alors se mettre sous la forme[Ar] = [LAr ]T [GAr ][LAr ]

avec[GAr ] une matrice aĺeatoireà valeurs dansM+
nr (R) telle que[GAr ] = E{[GAr ]} = [Inr ].

Si la matrice[Ar] est ŕeelle positive, le rang de[Ar] étant de dimensionµr < nr alors il existe une
matrice ŕeelle[LAr ] de dimension(µr ×nr) telle que[Ar] = [LAr ]T [LAr ]. La matrice[LAr ] peut, par
exemple,̂etre construitèa l’aide des vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles de
la matrice[LAr ], mais il y a d’autres solutions de construction. Dans ce cas la matrice aĺeatoire
[Ar] peut s’́ecrire[Ar] = [LAr ]T [GAr ][LAr ] avec[GAr ] une matrice aĺeatoireà valeurs dansM+

µr (R)

telle que[GAr ] = E{[GAr ]} = [Iµr ].
Soit Ms

n(R), l’ensemble des matrices réelles(n × n) symétriques. La distribution de probabilité
de la matrice aĺeatoire[GAr ] de dimension(n × n) avecn = nr ou µr, P[GAr ] = p[GAr ]([G])d̃G, est
définie par la fonction de densité de probabilit́e [G] 7→ p[GAr ]([G]) deM+

n (R) dansR+, par rapport
à la mesurẽdG surMs

n(R) définie par

d̃G = 2n(n−1)/4
∏

1≤i≤j≤n

d[G]ij .

La fonction de densité de probabilit́e p[GAr ]([G]) s’écrit [13,14] :

p[GAr ]([G]) = 1M+(R)([G]) × CGAr × (det[G])
(1−δ2

Ar )
(n+1)

2δ2
Ar × exp

(

− (n + 1)

2δ2
Ar

tr[G]
)

, (2 − 4)

avecCGAr la constante de normalisation, etδAr > 0, le param̀etre qui permet de contrôler la
dispersion de la matrice aléatoire[Ar], défini par

δAr =

{

E{‖[GAr ] − [GAr ]‖2
F }

‖[GAr ]‖2
F

}1/2

tel que 0 < δAr <

√

n0 + 1

n0 + 5
, (2 − 5)

où n0 est un entier fix́e tel que1 ≤ n0 ≤ nr et òu ‖[B]‖F est la norme de Frobenius de la matrice
[B] telle que‖[B]‖2

F = tr([B][B]T ). La dispersion de chaque matrice aléatoire[Mr ], [Dr] ou [K r] est
contr̂olée par les param̀etresδMr , δDr ou δKr respectivement, ind́ependants denr et choisis tels
que les ińegalit́es d́efinies dans l’́equation (2-5) soient v́erifiées.

2.3. Modèle probabiliste non paraḿetrique pour le syst̀eme assembĺe

Sur le plan th́eorique, on montre qu’avec les informations utilisées, les mod̀eles probabilistes
des sous-structures sont indépendants [13]. Pour obtenir le modèle probabiliste de la structure
assembĺee, on proc̀edeà l’assemblage alǵebrique comme pour l’assemblage du modèle moyen.
Pour chaque t fix́e, le vecteur d’́etat du syst̀eme assemblé est le vecteur aléatoire Ue =

(Q1(t), ..., QNs(t), UΣ(t)).

3. ASPECTS NUMERIQUES ET CRITERES D’ANALYSE

3.1. Les observations du système assembĺe

Typiquement lors de l’́etude d’un choc sur une structure, on s’intéresse aux vibrations transitoires
que transmet la structurèa seséquipements par le biais de ses systèmes d’attache, afin de le
dimensionner. Au lieu de spécifier l’acćelération t 7→ ẍs(t) du support de l’́equipement, on
peut d́ecrire indirectement la fonctiont 7→ ẍs(t) en se donnant les réponses maximales que cette
acćelération produirait sur une famille d’oscillateurs linéairesà 1 DDL, les param̀etres de la
famille d’oscillateursétant le taux d’amortissementξ et la pulsation propreω. C’est ce que
l’on appelle une caractérisation par les spectres de réponse d’oscillateur. Soit un oscillateur
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linéaireà 1 DDL soumis uniquementà un d́eplacementxs de son support et̀a des conditions
initiales nulles. Le d́eplacement relatifx de la masse de l’oscillateur par rapportà son support
est solution du problème d’́evolution

Mẍ(t) + Dẋ(t) + Kx(t) = −Mẍs(t), t ≥ 0,
x(0) = 0, ẋ(0) = 0.

(3 − 1)

La force exerćeeà l’instantt par le ressort sur le support estfK(t) = Kx(t). En introduisant la
pulsation propreω =

√

K/M de l’oscillateur non amorti, le taux de dissipationξ = D/(2Mω) où
0 < ξ < 1, la réponse de ce problème d’́evolution s’́ecrit pourt ≥ 0,

x(t) = − 1

ω
√

1 − ξ2

∫ t

0

ẍs(u)e−ξω(t−u) sin{ω
√

1 − ξ2(t − u)}du. (3 − 2)

La méthode des spectres d’oscillateurs (SO) consisteà caract́eriser la fonctiont 7→ ẍs(t) deR+ dansR par le maximumxmax de t 7→ x(t) pour une famille d’oscillateur{0 < ξ < 1, 0 <

ω < +∞}. On introduit la fonction(ξ, ω) 7→ Sd(ξ, ω) de ]0, 1[ × ]0, +∞[ dansR+ définie par
Sd(ξ, ω) = max t≥0 |x(t)|, appeĺee spectre de réponse en d́eplacement. De m̂eme on introduit les
spectres de réponse en "pseudo-vitesse"Sv(ξ, ω) et en "pseudo-accélération"Sa(ξ, ω) telles que:
Sa(ξ, ω) = ω Sv(ξ, ω) = ω2 Sd(ξ, ω).
C’est par cette ḿethode que seront produites les analyses et les comparaisons entre le mod̀ele
numérique d́evelopṕe et l’exṕerimentation. L’́echelle des pseudo-accélérations sera normalisée
eng = 9.81m.s−2

3.2. Méthode de ŕesolution deśequations stochastiques

En pŕesence des incertitudes de modélisation, on aà ŕesoudre un problème d’́evolution du
second ordre en temps dont les matrices du modèle matriciel ŕeduit sont aĺeatoires. La ŕeponse
transitoire est un processus stochastique en temps et les spectres d’oscillateurs sont des processus
stochastiques indexés en fŕequence pour un taux de dissipation fixé. On peut́ecrire formellement
la solution stochastique d’un tel problème [13], mais cette solution fait intervenir des intégrales
multiples de grande dimension qui ne peuventêtre calcuĺees que par la ḿethode de Monte
Carlo. On pŕefère alors utiliser une ḿethode directe de simulation de Monte Carlo deséquations
stochastiques. Chaque tirage des matrices aléatoires du mod̀ele est ŕealiśe selon le mod̀ele
probabiliste d́ecrit aux§ 2.1 et§ 2.2 suivant l’algorithme pŕeciśe dans [13-14]. Les réalisations
de le ŕeponse transitoire pour les différents tirages sont construites en utilisant une méthode
d’intégration nuḿerique pas̀a pas inconditionnellement stable (méthode de Newmark). Les
grandeurs probabilistes décrivant les observations stochastiques sont estimées à l’aide des
statistiques math́ematiques usuelles de processus.

3.3. Critère de convergence du mod̀ele

Afin de d́eterminer le nombre de modesà conserver ainsi que le nombre de simulations nécessaire
pour observer la convergence de la réponse stochastique du modèle probabiliste, on introduit la
fonction suivante,

(nsim, ν) → C2
conv(nsim, ν) =

1

nsim

nsim
∑

k=1

∫ tf

0

‖Ue(t, θk)‖2dt, (3 − 3)

où ν =
∑

r N r, tf est l’instant d’arr̂et de l’int́egration de Newmark,nsim est le nombre de
réalisations de Monte Carlo etUe(t, θk) est le vecteurUe défini au§ 2.3 à l’instantt et pour le
tirageθk.
Dans la simulation du modèle aĺeatoire, on discutera de la convergenceà partir d’un graphique
repŕesentant une famille de courbes{nsim 7→ Cconv(nsim, ν)}ν, permettant de d́ecider desν etnsim

donnant la convergence du modèle.

3.4. Analyse des ŕeponses par spectre d’oscillateur
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Pour tous les calculs de SO, on a choisi un taux d’amortissement ξ = 0.001. Les pulsations
propresω, seconde caractéristique de la famille d’oscillateurs, doiventêtre adapt́eesà la bande
de fŕequence excitée afin d’obtenir une d́efinition suffisante des SO sur la bande concernée.
On utilise le crit̀ere suivant de bande passante reliant la plus basse fréquencèa observer et le
pas entre 2 pulsations propres :beq = πξω(1 − ξ2). En chaque point d’observation choisi, on
extrait la valeur absolue maximale de la "pseudo-accélération" de l’oscillateur(ξ, ω). Le calcul
des SO áet́e effectúe en int́egrant l’́equation (3-1) par schéma de Newmark. Les résultats
du mod̀ele aĺeatoire sont représent́es par un domaine de confiance sur les SO défini par les
enveloppes suṕerieuresSO+ et inférieuresSO− des SO correspondantà un niveau de probabilité
donńe Pc = 0.95. Pour une observation donnée etξ fixé on a le spectre d’oscillateurs(ω). On
construit pournsim tirages les estimations dem1(ω) = E{s(ω)} et m2(ω) = E{s2(ω)}, et l’on écrit
σ(ω) =

√

m2(ω) − m2
1(ω).

On d́efinit ainsi 3 courbes:

SO0(ω) = log10(m1(ω)), la fonction moyenne de la réponse stochastique,

SO+ = log10

(

m1(ω) +
σ(ω)√
1 − Pc

)

, l’enveloppe suṕerieure des SO,

et SO− = 2SO0 − SO+, l’enveloppe inf́erieure des SO.

4. MODELE EXPERIMENTAL ET MODELE NUMERIQUE

4.1. Description du mod̀ele exṕerimental [18]

Il consiste en 1 ensemble suspendu de 2 plaques en Dural de 3mmd’épaisseur líees par un
double couvre-joint et excité par une impulsion chargeant une bande BF. La plaque I est de
dimension (0.4m x 0.6m), la plaque II de dimension (0.5m x 0.6m). Le couvre-joint se présente
comme la jonction des plaques I et II, prise en sandwich par 2 petites plaques (0.14m x 0.6m)
de 2mm d’́epaisseur, maintenues par 2 lignes de boulons (figure 3). La base de donńees
exṕerimentale est constituée des acćelérations relev́ees au niveau de 29 capteurs, au cours de
21 essais correspondantà 21 distributions aléatoires des couples de serrage des boulons du
couvre-joint (les 21 distributions ayant la même valeur moyenne)[18]. L’ensemble est suspendu
par des sandows assurant un filtrage très basse fŕequence pour reconstituer les conditions d’une
structure libre-libre.
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figure 3, ǵeoḿetrie du montage expérimental
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Dans une première phase exṕerimentale, les premiers modes propres de vibration et les taux
de dissipation associés ontét́e mesuŕes pour la configurationno19. Ces valeurs expérimentales
ont permis de recaler le modèle EF moyen pour les 3 premiers modes. La figure 4 représente
la forme temporelle et fŕequentielle de l’excitation impulsionnelle expérimentale pour la bande
[0-200] Hz.
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figure 4, excitation bande [0-200] Hz

Les ŕesultats exṕerimentaux sont traduits sous la forme de SO. Ils sont utilisés pour pouvoir les
comparer aux domaines de confiance construits par le modèle stochastique nuḿerique.

4.2. Description du mod̀ele numérique

4.2.1. Mod̀ele Elements Finis du sytème moyen

Chaque sous-structure du système moyen est d́ecrite par un mod̀ele élément finis uniforme
constitúe d’élémentsà 4 noeuds dans le plan moyen de la structure. Les hypothèses de
comportement de la structure sont celles du modèle de plaque mince de Kirchhoff. Seuls
les DDLs de translation (T) perpendiculaire au plan de la plaque et ceux de rotation (R) dans
le plan de la plaque sont conservés (soit, si on d́ecrit la plaque au repos dans le plan (xy), les
DDLs Tz, Rx et Ry).
La structure est d́ecompośee en 3 sous-structures (figure 3):

- la sous-structure 1, ou plaque 1, est de dimension (0.33m x 0.60m) et se compose de 33
x 60 éléments, soit 6222 DDLs.

- la sous-structure 2, ou couvre-joint, est de dimension (0.14m x 0.60m) et se compose
de 14 x 60́eléments, soit 2745 DDLs.

- la sous-structure 3, ou plaque 2, est de dimension (0.43m x 0.60m) et se compose de 43
x 60 éléments, soit 8052 DDLs.
Les plaques 1 et 2 sont d’un matériau isotrope de module d’YoungE = 7.05 × 1010Pa.
Par contre, le recalage des 3 premiers modes expérimentaux nous a conduità d́ecrire le couvre-
joint comme une plaque d’un matériau orthotrope dont les caractéristiques sont:

Ex = 7.40 × 1010Pa; Ey = 1.90 × 1010Pa; Gxy = 1.23 × 1010Pa;

4.2.2. Mod̀ele de dissipation du sytème moyen

Les taux d’amortissementξ mesuŕes exṕerimentalement sont relatifs aux premiers modes propres
du syst̀eme. On a fait le choix d’unξ moyenévalúe sur lesξi des 12 premiers modes propres
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fournis par l’exṕerimentation, soitξ = 0.0021. Un mod̀ele hyst́eŕetique aét́e retenu pour le
syst̀eme moyen,

[D] = η[K] avec η =
2ξ

ωref

et òu ωref est une fŕequence de référence líeeà la bande fŕequentielle d’analyse.

4.2.3. D́efinition des observations

On observe 3 DDLs de translation (Tz) en 3 points du système correspondant aux emplacements
de capteurs sur la configuration expérimentale (voir figure 5).
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figure 5, points d’observation

4.2.4. Donńees concernant les param̀etres globaux du logiciel

Le pas de temps∆t utilisé dans le sch́ema d’int́egration nuḿerique est́egal à celui utiliśe au
cours de l’exṕerimentation soit∆t = 1.67× 10−4s. L’excitation impulsionnelle introduite dans le
mod̀ele nuḿerique est identiquèa celle utiliśee exṕerimentalement (voir figure 4).
Le choix des instants auxquels on stoppe l’intégration en temps est optimisé compte tenu de la
duŕee et de la ŕeṕetition des calculs, au cours des simulations de Monte Carlo. On a choisi un
instant d’arr̂et tf , pour lequel le niveau de l’enveloppe de la réponse devient inférieurà 10% de
son niveau maximum :tf = 3.834s sur5.2s fourni par l’exṕerimentation.

5. RESULTATS NUMERIQUES

Dans le but de tester le rôle joúe par la non-homoǵeńeité des incertitudes (l’incertitude esta
priori plus grande dans la sous-structure "couvre-joint"), différentes valeurs des coefficients de
dispersionδr (repŕesentatifs de la ḿeconnaissance de la structure concernée) ontét́e choisies.

5.1. Incertitudes sur le couvre-joint

Les premiers choix ont consistéà attribuer une forte dispersion sur les matrices d’amortissement
et de raideur de la liaison (couvre-joint) pour tenter d’évaluer le niveau d’incertitudes introduit
par cette liaison. On a prisδCJ

K = δCJ
D = 0.3 et δCJ

M = 0 (l’incertitude de masse est quasiment nulle
car la masse du couvre-joint dans le modèle est exactement la masse expérimentale).
La simulation de Monte Carlo áet́e effectúee avecnsim = 450 tirages et un nombre total de modes
pour les sous-structuresν = 28 = 12(N1) + 1(N2) + 15(N3). La figure 6 présente les résultats
obtenus pour cette configuration. Sur ces figures, le trait plein correspond̀a la superposition des
21 mesures associées aux 21 tirages. On déduit de ces mesures que, pour une bande d’excitation
[0-200] Hz, les incertitudes apportées par le serrage sont complètement ńegligeables. Les
diff érences entre la réponse du mod̀ele moyen (trait pointilĺe) et les mesures expérimentales ne
peuvent̂etre attribúees au prob̀eme du serrage. Sur la figure 6, la région griśee correspond au
domaine de confiancèa 95% de la ŕeponse aĺeatoire du système avec le mod̀ele probabiliste non
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paraḿetrique des incertitudes sur le couvre-joint.
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figure 6, spectres d’oscillateurs aux 3 points d’observation 1, 4 et 5
pour une excitation dans la bande [0-200] Hz
avecδCJ

K = δCJ
D = 0.3 et δCJ

M = 0

-en tirets gras: la ŕeponse du mod̀ele moyen
-en trait plein: les 21 ŕeponses exṕerimentales
-en griśe: domaine de confiance à 95% de la réponse avec le

mod̀ele probabiliste non paraḿetrique d’incertitude

Les ŕesultats montrent clairement que la seule incertitude sur le couvre-joint n’est pas suffisante
pour expliquer leśecarts entre le modèle moyen et l’exṕerimentation. Il faut noter que les
premiers modes propres du couvre-joint encastré se situent au-delà de 1100 Hz et sur [0,200]
Hz. Il est ńecessaire d’introduire des incertitudes dans les plaques 1et 2 (objet du§ 5.2).
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5.2. Incertitudes sur le couvre-joint et sur les plaques

On maintient le niveau d’incertitudes dans le couvre-jointet on introduit une incertitudes dans
les plaques 1 et 2. Les facteurs de dispersion sontδCJ

K = δCJ
D = 0.3, δCJ

M = 0 et δplaques
K = 0.15,

δplaques
D = 0.3, δplaques

M = 0.
Concernant la simulation nuḿerique de la ŕeponse du mod̀ele probabiliste non paraḿetrique, on
a étudíe la convergence vis̀a vis de la troncature modale (nombre total de modesν dans les 3
sous-structures) et le nombrensim de tirages en utilisant le critère (3-3) d́efini au§ 3.3. La figure
7 montre les ŕesultats de convergence.
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figure 7, convergence de la réponse stochastique en fonction densim pour différentes valeurs deν

On obtient une convergence acceptable pourν = 39 = 17(N1)+2(N2)+20(N3) (un peu plus grand
que ńecessaire) etnsim = 450.
La figure 8 pŕesente ces résultats pour les 3 observations 1, 4 et 5. Le trait plein représente
toujours la superposition des 21 mesures de l’expérimentation, le trait pointilĺe la ŕeponse du
syst̀eme moyen et la région griśee est le domaine de confianceà 95%. Les graphes montrent que
les ŕesultats exṕerimentaux sont quasiment dans le domaine de confiance qui s’élargit comme
la fréquence crôıt dans la bande [0-200] Hz, ce qui est cohérent. Les ŕesultats pourraient̂etre
améliorés en augmentant lég̀erement l’incertitude de raideur pour les 2 plaques.
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figure 8, spectres d’oscillateurs aux 3 points d’observation 1,4 et 5
pour une excitation dans la bande [0-200] Hz
avecδplaques

K = 0.15, δplaques
D = 0.3, δplaques

M = 0

et δCJ
K = δCJ

D = 0.3, δCJ
M = 0

-en tirets gras: la ŕeponse du mod̀ele moyen
-en trait plein: les 21 ŕeponses exṕerimentales
-en griśe: domaine de confiance à 95% de la réponse avec le

mod̀ele probabiliste non paraḿetrique d’incertitude
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CONCLUSION

Sur le plan de la mod́elisation des incertitudes, les comparaisons modèle - exṕerimentation
montrent la capacité de l’approche probabiliste non paramétrique des incertitudes̀a pŕevoir les
réponses transitoires induites par un choc dans le domaine BF. Sur le plan ḿecanique, bien que
le mod̀ele EF ait d́ejà un nombre de DDLs très suffisant pour la bande de fréquence consid́eŕee,
le mod̀ele moyen conduit̀a des erreurs significatives dans cette bande de fréquence. Ces erreurs
ne peuvent̂etre expliqúees uniquement par les incertitudes au niveau du couvre-joint. De plus,
les ŕesultats exṕerimentaux montrent que les incertitudes de serrage ne sontpas significatives
dans cette bande de fréquence.
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