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Note sur les formules de saut de Guillemin-Kalkman

A note on the formulas of Guillemin-Kalkman

Paul-Emile Paradan
UMR 5582, Institut Fourier, B.P. 74, 38402, Saint-Martin-d’Héres cedex, France

Abstract

The purpose of this note is to recover the formulas of Guillemin-Kalkman [2] from jump formulas in equivariant
cohomology.

Résumé

Le but de cette note est de donner une formule de saut en cohomologie équivariante qui entraine les formules de
saut de Guillemin-Kalkman [2].

Abridged English version

Let (M,w) be a symplectic manifold equipped with a Hamiltonian action of a torus 7', with Lie algebra
t. We denote by @ : M — t* the moment map of this action. Let us assume that ® is proper, and that the
T-action on M is effective. For every regular value £ of ®, we consider the reduction M := ®~1(¢)/T
which is a compact symplectic orbifold. Let H*(M) be the T-equivariant cohomology of M. Associated
to the data (M, T, ®) we have, for every regular value ¢ of ®, the Kirwan morphism Kirps ¢ : H5(M) —

H*(Me) [4]. We are interested here in I(M,n, &) = @ fMg Kirare(n), n € Hy (M), where |Se| is the

cardinal of the generic stabilizer of T on ®~1(¢).

We introduce for every £ € t* an equivariant cohomology class with compact support P¢ € Hioco (M),
and show that I(M,n, ) is computed by means of P¢. If £ is a regular value of ®, the integral [,, P¢n is a
generalized function on t supported at 0. The quantity I(M,n, &) is equal to the value of fM P¢n against
(ZiW)_di”LTﬁ. The study of the map & — P¢ gives a new way to recover two properties of the
map & — I(M,nlg). First we show that £ — P¢ is locally constant on the open subset of regular values
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of ®, 50 & — I(M,n,§) is also locally constant. After we obtain a formula for P¢+ — P~ when &* belong
respectively to two connected components of regular values of ® separated by an hyperplane of t*. By
this way we recover the formulas of Guillemin-Kalkman [2]. Let us write down these formulas.

Let A be an hyperplane of t*, equipped with an orientation o, and which separates two connected
components of regular values of ®. Let Ta C T be the subtorus of dimension 1, with Lie algebra ta :=
{X et (€-¢,X) =0, V¢ € A}. We make the choice of a decomposition T = Ta X T/Ta, where
T /T denotes a subtorus de T. Let M”42 be the submanifold of points fixed by Ta, and let Ma be the
open subset of M72 N ®~1(A) on which T/Tx acts locally freely. The symplectic manifold Ma carries a
Hamiltonian action of T'/Ta with moment map ®a : Ma — A equal to the restriction of ® on Ma.

Let £ € A be a regular value of &5 and let P? € H;}’;’,A,C(M A) be the associated cohomology class.
Let ¢t € t* be two regular values of ® belonging respectively to two connected components of regular
values of ® separated by A, with the condition that the line (£7,£7) intersects A at & and £~ — &1 is
compatible with the orientation o. We prove in this note that

Pey —Peo = (in)s (P?ég) in Hy(M). (1)

Here (ia)« : Hp (Ma) — Hp% (M) is the direct image map, and 63 € C~*°(ta, H*(Ma)"**) where
H*(Ma)b® is the sub-algebra of H*(Ma) formed by the T-basic elements. With % one defines a residue
map Resp : Hp(M) — H, /Ta (M), and from (1) we get the formulas of Guillemin-Kalkman

I(M,n, ") =T(M,n,&") =T(Ma,Resq(n),€) , (2)
for every n € Hi(M). The class 6% and the map Resi are defined in Section 2.

1. Introduction

Soit (M,w) une variété symplectique munie de 'action hamiltonienne d’un tore T' d’algébre de Lie t.
L’application moment ® : M — t* satisfait les relations d(®, X) + w(Xp, —) = 0, VX € t. On suppose
dans cette note que ® est propre, et que ’'action de T sur M est effective. Pour toute valeur réguliére
¢ de ®, on considére la réduction symplectique Mg := ®~1(£)/T qui est une V-variété différentiable
compacte. Soit H% (M) la cohomologie T-équivariante de M. Sur la variété hamiltonienne (M, T, ®) nous
avons le morphisme de Kirwan Kirys ¢ : Hip (M) — H*(Mg), défini pour toute valeur réguliere { de @,
comme le composé du morphisme de restriction Hi (M) — Hi(®71(£)) avec I'isomorphisme de Chern-
Weil H(®71(€)) — H*(M¢). Nous nous intéressons ici a I(M,n, &) := ‘S—lgl st Kirae(n), n € Hyp(M),
ot |Se| est le cardinal du stabilisateur générique de T" sur ®~*(¢).

On introduit & la section 2 une classe P, € H;5 (M) pour tout £ € t*, et on montre que I(M,n,&) se
calcule au moyen de P¢. L’é¢tude de I’application f — P¢ entreprise & la section 3 permet de redémontrer
deux propriétés de £ — I(M,n,&). On montre tout d’abord que £ — P¢ est localement constante sur
Pouvert des valeurs réguliéres de ®. On obtient ensuite des formules de saut pour les classes P¢ qui
induisent celles pour I(M,n, ) obtenues par Guillemin-Kalkman [2]. Ces formules s’énoncent ainsi.

Soit A un hyperplan de t*, muni d’une orientation o, séparant deux composantes connexes de 1’ou-
vert des points réguliers de ®. Soit Tao C T le sous-tore de dimension 1, d’algébre de Lie ta :=
{X et]|(-¢,X) =0, V& € A}. Nous faisons le choix d’une décomposition T' = Ta X T/Ta,
ot T/Tx désigne un sous-tore de T'. Considérons la sous-variété M2 des points fixés par Ta, et Pouvert
T-invariant Ma de ®~1(A) N MT2 sur lequel T/Tx agit localement librement. La variété symplectique
Mn est munie de ’action hamiltonienne de T'/Ta et a pour application moment la restriction de ® a Ma,
que I'on note & : Ma — A.



Considérons une valeur réguliére £ € A de ®a et la classe de cohomologie équivariante associée P? €
H;;"%A C(MA)- Soient ¢+ € t* deux valeurs réguliéres de ® appartenant & deux composantes connexes
de valeurs réguliéres de ® séparées par A : on suppose que le segment (£7,£7) intersecte A en £ et que

£~ — €7 est compatible avec l'orientation 0. On montre a la proposition 1 que
Pe — P = (in)s (P?ég) dans  H72° (M), (3)

lei (ia)s : Hypo (Ma) — Hp7 (M) est le morphisme image directe associé & l'inclusion ia : Ma — M,
et 5% est une fonction généralisée sur ta a valeurs dans la sous-algébre H*(Ma)b@* de H*(Ma) formée
des éléments T-basiques. On définit au moyen de d% on définit une application résidu Resi : Hi.(M) —
Hi s (M), et on déduit de (3) les formules de sauts de Guillemin-Kalkman

I(M,n, ") —1(M,n, &) =1(Ma,Resq(n),€) (4)

pour tout n € H-(M). La fonction §% et 'application Res sont définis & la prochaine section.

2. Cohomologie équivariante : localisation et définition de I’application Res}

Rappelons le modéle de Cartan de la cohomologie équivariante a coefficients polynomiaux, et I’extension
aux coefficients généralisés définie par Kumar-Vergne [5]. Nous donnons ensuite un bref apercu de la
méthode de localisation développée dans [6,7], et donnons la définition de ’application Res4.

Soit K un groupe de Lie compact connexe, d’algébre de Lie £, agissant de maniére C°° sur une variété
différentiable M. On note A(M) lalgébre sur C des formes différentielles C* et d la dérivation de de
Rham. On note ¢(V) : A(M) — A(M) la contraction par un champ de vecteurs V. L’action de K sur M
détermine un morphisme X — Xj; de £ dans I’algébre des champs de vecteurs de M.

On considére ’espace des applications K-équivariantes ¢ — A(M), X +— n(X), muni de la dérivation
(Dn)(X) := (d — ¢(Xum))(n(X)), X € &. Comme D? = 0, on peut considérer 'espace de cohomologie
KerD/ImD. Le modéle de Cartan [1,3] considére des applications polynomiales, et 'espace de cohomologie
associé est noté Hj(M). Kumar et Vergne [5] ont étudié les espaces de cohomologie HE>°(M) obtenus
en considérant des applications X — 7(X) qui sont C*°°. Rappelons la construction de H x> (M).

Soit C~>°(¢, A(M)) 'espace des fonctions généralisées sur £ a valeurs dans A(M). C’est, par définition,
I’espace des applications C-linéaires continues de I’espace des densités C*° a support compact de £ dans
A(M). L’'image de la densité ¢(X)dX par n € C~°(¢, A(M)) est une forme différentielle sur M notée
Jen(X)¢(X)dX. La différentielle D définie sur C> (¢, A(M)) se prolonge a C~>°(¢, A(M)), et on montre
que D? = 0 sur le sous-espace C~°°(¢, A(M))X des éléments K-invariants [5]. L’espace de cohomologie
associé est la cohomologie K-équivariante & coefficients généralisés de M, que I’on note H>°(M). Si nous
considérons des formes équivariantes a valeurs dans ’espace A.(M) des formes différentielles a support
compact on obtient 'espace de cohomologie H % (M ). Dans cette note, on note vol(kK, dX) le volume du
groupe K pour la mesure de Haar compatible avec dX.

Procédé de localisation. On suppose désormais que M est munie d’une 1-forme A\ K-invariante. On
note ) : M — £* l'application équivariante définie par (®x(m), X) = AM(Xps)m : on a donc DA(X) =
d\ — (@, X). Le procédé de localisation développé en [6,7] repose sur I'existence d’un inverse [DA]~! de
la forme K-équivariante DA : c’est une forme K-équivariante fermée a coefficients généralisés définie sur
Fouvert M — @, '(0). Un ouvert K-invariant U est dit adapté a X si (0U) N ®,'(0) = 0. Dans [7], on
associe & tout ouvert U adapté & A, la forme K-équivariante fermée & coefficients généralisés

PY = Y + d\Y[DN 7\ . (5)



Ici ¥ € C>°(M) désigne une fonction K-invariante supportée par U qui est égale a 1 au voisinage de
UN®10). La classe définie par PY dans H x> (M) ne dépend pas du choix de x%. Si U N ®*(0) est
compact, on considére une fonction Y & support compact : ainsi sz définit une classe dans H;(i’f(M ). La
correspondance Y — Plj\{ est additive dans le sens suivant. Si I/ contient deux ouverts ', U? K-invariants
tels que UL NUZN OH0) = 0 et (U UU?) NP, H(0) = U N D, 1(0), alors les U’ sont adaptés a A et
PY = PZ/’\’1 + Pe\lz dans H;>°(M). Pour Pétude des classes de cohomologies définies par les PY on a le

Lemme 2.1 ([7]) Soient Ao, A\ deux 1-formes K -invariantes sur M, et U un ouvert K-invariant rela-
tivement compact de M. S’il existe une application continue f : M — ¢ telle que les fonctions (D, f) et
(Py,, f) ne s’annulent pas sur OU, alors U est adapté a Ao et a N1, et PZ/{II = Pl){o dans H ™ (M).

Définitions de 63 et de Uapplication Resy : H.(M) — Hz 7, (Ma). On revient au cadre de 'introduc-
tion. La décomposition T' = Ta xT/Ta, laction triviale de Ta sur Ma et ’action localement libre de T'/Ta
sur Ma induisent les isomorphismes ja : Hi(Ma) N S*(ta) ® H*T/TA (Mp) et cva : H;‘/TA (Mp) -
H*(Ma)P®5. Tci S*(ta) désigne 'algébre des applications polynomiales sur ta et H*(Ma)?*® la sous-
algebre de H*(Ma) formée des éléments T-basiques. On note Kir® : Hi (M) — S*(ta) ® H*(Ma)?*s le
composé du morphisme de restriction H:.(M) — Hi.(Ma) avec I'isomorphisme cva o ja.

Soient Na le fibré normal T-équivariant de Ma dans M, et Eul(Na) € H7(Ma) la classe d’Euler
T-équivariante de Na. A travers I’isomorphisme cva o ja on peut considérer Eul(Na) comme un élément
de S*(ta) @ H*(Ma)*@*. Suivant [6], on définit des inverses Eul:*(Na) € C~(ta, H*(Ma)"**) en posant
EulZ!(Na)(X) = limg o m, ou 8 € ta — {0} est compatible avec I'orientation o de A.

Comme le polynéme Eul(Na) est inversible de maniére C* sur ta — {0}, la différence
62 == EulZ!(Na) — Eul;'(Na) (6)

est une fonction généralisée sur ta qui est supportée en 0 (& valeurs dans H*(Ma)?**). Soit 74 : S*(ta) ®

H*(Ma)*** — H*(Ma)*** définie par 3 (P) = 5= [, 6Z(X)P(X)m. L’application Res} :

H7 (M) — M yp,, (Ma) est définie par le diagramme commutatif suivant

s A
M (M) Kir™ . §*(ta) @ H*(Ma)tes (7)
Res%, N
H;/TA (MA) ova H*(MA)bas .

3. Quelques propriétés de ’application & — I (M, n,£)

Nous revenons au contexte d’une action hamiltonienne d’un tore 7" sur une variété symplectique (M, w).
On garde les mémes notations et hypothéses que dans I'introduction. On fixe un produit scalaire sur t* qui

induit une identification t* ~ t. On fixe sur M une structure riemannienne T-invariante, notée (—, —),,.

3.1. Caractérisation de 1 (M, n,§)

Soit H le champ de vecteurs hamiltonien de la fonction §|®||2. Alors, pour tout & € t*, le champ de
vecteurs hamiltonien de la fonction 1||® — ¢[|? est H — &7 Considérons la 1-forme T-invariante \¢ =
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(H — &, =), et Papplication @y, : M — t* associée (voir section 2). Ici @;{1 (0) coincide avec le sous-
ensemble Cr(||® —£||?) C M des points critiques de la fonction ||® —£||?, et d’autre part m € Cr(||®—£|?))
si et seulement si (®(m) — &)y, s’annule en m. Considérons la classe de cohomologie

Pe € Hp 2 (M) (8)

définie par sz\{s, ol U est un voisinage ouvert T-invariant relativement compact de ®~1(¢) tel que U N
Cr(|o — €]7) = 1 (¢).

On rappelle maintenant le calcul de P¢ lorsque € est une valeur réguliére de @ [6,7]. Soit Q¢ € H?*(M¢)®t
la courbure du T-fibré principal ®~!(§) — M¢. Pour toute fonction ¢ € C*(t), on désigne par (%) €
H*(Me) la valeur de lopérateur différentiel ¢2(3x10) contre la fonction . D’aprés [7][Prop. 3.11], la
fonction généralisée [, Pen est supportée en 0 pour tout n € Hi (M) et

T dzmTV
| petxmpoax - Bt / Kirare (1)0(0%). )

Mxt

Pour une fonction généralisée g € C_Oo(t) supportee en 0, on définit sa multiplicité par rapport a la masse

de Dirac en 0 comme la quantité [, g(X) W € C. Sachant que ¥(€Q¢) = 1 si ¢ =1, on obtient

Lemme 3.1 Pour toute valeur réguliere & de ®, lintégrale 1 (M, n, §) est égale a la multiplicité par rapport
a la masse de Dirac en 0 de la fonction généralisée (2im)~4mT Sy Pen.

On raméne ainsi I'étude de Papplication £ — I(M,n, ) & celle de application & — Pe.
3.2. Deuz propriétés de l’application £ — Pe.

Fixons § € t* et considérons I'application f = ® —¢. Pour ¢’ € t* ona (®x,,, f) = (H—&y, H—Em)
[H—Eae )+ (=€) ar H—Enr),, ce qui donne (D, f) > [H—Enrl|(IH—Ear [l = (6 =€) arl) (%). Soit U un
voisinage ouvert, relativement compact et T-invariant de ®~1(¢) tel que U NCr(||® —£[|?) = ®~1(€) : alors
Pe = Plfs dans H;°°(M). Sur OU (une partie compacte de M), le champ de vecteurs H —&;; ne s’annulant
pas, on a des encadrements de la forme ||H — &u|| > ¢1 > 0 et |lan]| < czflall, Va € t. Finalement, avec
(*) on obtient sur OU la minoration <<IJ,\£,,f> > ci(c1 — eall€ = &), et donc ((I),\E,,f) > c3 > 0, pour &
suffisamment proche de £. Le lemme 2.1 montre alors que U est adapté & ¢ et que

P/\£/ Pf\’g =P¢ dans H;7T(M) pour ¢ suffisamment proche de &. (10)

Considérons tout d’abord le cas ot ¢ est une valeur réguliére de ®. Alors i/ C M peut étre pris dans
I'ouvert des points réguliers de ®. Ainsi pour ¢’ suffisamment proche de &, U N Cr([|® — ¢'||?) = @71(¢)
et U N Cr([|® — &'||?) = 0, ce qui entraine Pgy = sz\{g, dans H7 3’ (M). On a démontré le

Lemme 3.2 Soit { une valeur réguliére de ®. Pour &' suffisamment proche de £ on a Per = Pe dans
Hpe (M).

En utilisant les lemmes 3.1 et 3.2, on constate que I(M,n,&’) =1(M,n, &) si & et £ appartiennent a la
méme composante connexe de valeurs réguliéres de ®.

Considérons maintenant le cas out £ € A est une valeur réguliére de P . Ici A est un hyperplan séparant
deux ouverts connexes de valeurs régulieres de @, et (Ma,T/Ta,Pa) est la sous-variété hamiltonienne
définie dans lintroduction. On choisit le voisinage ouvert ¢ de ®~1(£) de telle maniére que tout m € U
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a un stabilisateur t,, soit égal & ta, soit réduit a {0}. On a alors & N Cr(||® — ¢'||?) = (&) U DL (L)
pour &’ suffisamment proche de &, ou &) désigne le projeté orthogonal de &’ sur A (voir la décomposition
de Cr(||® — ¢'||?) obtenue dans [6][Prop. 6.8]). Soient ¢+ deux valeurs réguliéres de ® qui sont séparées
par A, choisies suffisamment proches de £ , et telles que leurs projetés orthogonaux sur A sont tous deux
égaux a ¢ € A. Comme UNCr(||®—£F|2) = 2 1(¢F) UL (€), la propriété d’additivité vue a la section 2
donne PZ;\{gi = Pex +P};i ol V est un ouvert adapté a A¢= tel que VN Cr(||® — &+||?) = @' (€). Comme
les formes P{{’Ei sont égales & P¢ (voir (10)), on obtient Pgy — P = Pi_ - P}\}£+ dans Hp 77 (M).
Rappelons I'expression de P‘;gi obtenue en [6]. Sur la T/Ta-variété hamiltonienne (Ma, ®a), I’élé-

ment £ € A permet de définir la classe P? € Hyjpy o(Ma). D’aprés [6][Section 6.4], on a Pii =
(in)x (P?Eul;l(NA)), ol les inverses Eulz'(Na) € C~%°(ta, H*(Ma)%**) sont définis a la section 2 : le
produit de P? € Hyjr, o(Ma) avec Eul;'(Na) détermine une classe P?Eul;l(NA) € Hr o (Ma). En

utilisant la classe 6 = Eul='(Na) — Eul;'(Na) définie en (6) on obtient la formule de saut suivante
Proposition 1 Py — P, = (iA)*(P?YSOA) dans  Hp 7 (M).

Considérons le T/Ta-fibré principal 7 : @gl(g) — ./\/lgA et la restriction 62\@;(@ de la classe
5% € C7°(ta, H*(Ma)"*) : on a 6Z|@£1(5) = 7*(dg) ou &g € C“X’(tA,H*(M?)) est supportée en 0.
Pour tout n € H4.(M), la proposition 1 donne aprés intégration

C .

[ e —Pe)@mEneax = 5 [ Kird ) (X)X (1)
Mxt ¢ MEAXtA

avec ca = (2im)¥ T =Ivol(T/Ta,dX3) et dX = dX;dX,. Ici KirfA P HP(M) — H%"A(M?) est le

composé du morphisme de restriction H3 (M) — HF(®L'(€)) avec I'isomorphisme de Chern-Weil

HF(PA'(E) — HE (Mg). L’élément ¢ détermine 'application Res? : Hi, (M?) — H*(M?) en

posant Resg(n) = 7 ftA 52(X1)77(X1)ﬁ- En prenant ¢ = 1 dans (11) on obtient I (M, n,£1) —

I(M,n, &) = @ fMgA Res{ o Kir?(n). Pour s’assurer que cette formule de saut correspond a (4) il

suffit de vérifier que Res{ o Kir§A = Kiry, ¢ o Resi ou Kiry, ¢ est le morphisme de Kirwan sur
(MaA,T/Ta,®a) et Resi est Papplication résidu définie par (7).
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