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Résumé.Dans ce papier nous développons un procédé de localisation en cohomologie équivariante
qui repose sur la notion de partition de l’unité en cohomologie. Ensuite, nous explicitons ce procédé
dans deux cas. Dans le premier, nous obtenons un raffinement de la localisation d’Atiyah–Bott
et Berline–Vergne dans le cadre donné par Bismut. Nous considérons ensuite le cas d’une action
hamiltonienne d’un tore et nous réalisons, suivant l’idée de Witten, la localisation sur les points
critiques du carré de l’application moment.

Abstract. In this paper, we develop a method of localization in equivariant cohomology based on
the notion of partition of unity in cohomology. We apply this method in two cases. In the first case,
this method gives a refinement of the localization of Atiyah–Bott and Berline–Vergne (in the frame
given by Bismut). After, we consider the Hamiltonian action of a torus, and we realise, following the
idea of Witten, the localization on the critical points of the square of the moment map.

Mathematics Subject Classifications (1991):58F05; 57S15, 58A12.

Key words: equivariant cohomology, Hamiltonian action, localization, moment map, generalized
equivariant forms.

1. Introduction

E. Witten proposa dans [25] de localiser les formes équivariantes fermées sur
les points critiques du carré de l’application moment (dans le cas d’une action
hamiltonienne). Cette idée est la motivation principale de ce travail. Nous dévelop-
pons dans cet article un procédé de localisation en cohomologie équivariante qui
va nous permettre de réaliser le programme de Witten.

SoitG un groupe de Lie compact, d’algèbre de Lieg, opérant sur une variétéM.
Notons parH∗

G(M) la cohomologie du complexe de de RhamG-équivariant sur
M. Nous considérons dans cet article des objets cohomologiques plus généraux tels
que l’algèbreH∞

G (M) de cohomologie équivariante à coefficientsC
∞, et l’espace

⋆ Cette recherche áet́e partiellement finanćee par l’Organisation Scientifique Néerlandaise
(NWO) pendant mon post doctoratà l’Universit́e d’Utrecht.
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H
−∞
G (M) de cohomologie équivariante à coefficients généralisés qui est un module

pourH∞
G (M) [11, 12, 19].

Le procédé de localisation que nous étudions dans cet article correspond à une
factorisation du morphisme naturelI : H∞

G (M) → H
−∞
G (M).

Cette factorisation apparait déjà dans la formule cohomologique d’Atiyah–Bott
[2] dans le cas où le groupeG est un toreT et la variétéM est compacte. Rap-
pelons brièvement ce résultat. L’espace de cohomologieH

∗
T (M) est un module

sur l’algèbreS(t∗) des fonctions polynomiales à valeurs complexes surt. No-
tonsR le corps de fraction deS(t∗) et considérons le morphismeI ′: H∗

T (M) →
H

∗
T (M)⊗S(t∗) R. La formule d’Atiyah–Bott correspond à la factorisation suivante

H
∗
T (M)

3- H
∗
T (M

T )⊗S(t∗) R
Q

Q
Q

Q
Q

I ′
s
H

∗
T (M)⊗S(t∗) R,

i∗
?

(1.1)

où MT désigne la sous-variété des points fixes de l’action deT . Dans ce dia-
gramme on notei: MT → M l’inclusion canonique eti∗ le morphisme ‘image
directe’ associé. DécomposonsMT en somme de composantes connexesF . Notons
Eulo(NF ) ∈ H

∗
T (F ) la classe d’Euler équivariante du fibré normalNF deF dans

M et Eulo(NF )−1 son inverse dansH∗
T (M

T )⊗S(t∗) R.
Le morphisme3 est défini par l’équation3(η) = ∑

F i
∗
F (η)Eulo(NF )−1, pour

toute classeη ∈ H
∗
T (M), oùi∗F : H

∗
T (M) → H

∗
T (F ) est le morphisme de restriction

à la sous-variétéF .
Dans un cadre analytiqueH−∞

T (M) est l’analogue deH∗
T (M) ⊗S(t∗) R. Con-

sidérons l’égalitéP.α = β dansH∗
T (M), oùP est un polynôme non nul surt. Dans

H
∗
T (M)⊗S(t∗) R cette égalité devientα = 1/P · β, tandis que dansH−∞

T (M) elle
s’écriraα = P−1.β, oùP−1 désigne une fonction généralisée telle queP−1.P = 1.

Pour un groupe compactG, le morphismeI : H∞
G (M) → H

−∞
G (M) joue le rôle

deI ′: H∗
T (M) → H

∗
T (M)⊗S(t∗) R défini pour un toreT .

La Section 2 est consacrée à un rappel des définitions en cohomologie équi-
variante, et à l’introduction des classes de Thom et d’Euler équivariantes.

Dans la Section 3, nous obtenons la forme générale de notre formule de locali-
sation. Le résultat principal est le théorème suivant.

THÉORÈME 3.7. Considérons une sous-variété compacteC deM qui estG-
invariante, et notonsiC : C → M l’inclusion canonique. Supposons que la sous-
variétéC vérifie les deux conditions suivantes:

(1) Il existe une 1-forme λ sur M, G-invariante, telle que C =
{m ∈ M | 〈λm, v〉 = 0, ∀v ∈ Tm(G.m)}⋆.

(2) Le fibré normal deC dansM, NC , est orienté.
⋆ Tm(G.m) est l’espace tangent enm à l’orbiteG.m.
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Nous avons alors le diagramme commutatif suivant

H
∞
G (M)

3- H
−∞
G (C)

Q
Q

Q
Q

Q
I

s
H

−∞
G (M),

?

(iC )∗

où 3: H∞
G (M) → H

−∞
G (C) est défini par l’équation3(η) = i∗

C
(η)3(1M),

η ∈ H
∞
G (M). La forme3(1M) ∈ H

−∞
G (C) vérifie 1C = Eulo(NC)3(1M),

où Eulo(NC) est la classe d’Euler équivariante du fibré normalNC .

Pour démontrer ce théorème, nous avons remplacé le procédé de limite de
Bismut–Witten [6, 25] par une partition de l’unité en cohomologie. Nous montre-
rons que ce procédé de localisation implique à la fois les formules de localisa-
tion ‘abélienne’ (d’Atiyah–Bott, Berline–Vergne) et ‘non-abélienne’ (de Jeffrey–
Kirwan–Witten).

Il sera important d’avoir une expression explicite de la classe équivariante
3(1M), en fonction deλ. Nous le ferons dans les Sections 5 et 6.

SiM est compacte et orientée, l’intégration
∫

M
est une application deH−∞

G (M)

dans l’espace des fonctions généraliséesG-invariantes surg. Cette application
envoieH

∞
G (M) dans le sous-espace des fonctionsC

∞ etG-invariantes deg.
Un corollaire immédiat à ce théorème est la formule intégrale suivante.

COROLLAIRE 3.10. Supposons la variétéM orientée. Les orientations deM
et des fibres deNC déterminent une orientation deC. Au moyen du diagramme
précédent, on voit que pour toutη ∈ H

∞
G (M) à support compact surM, on a

l’égalité de fonctions généraliséesG-invariantes surg suivante

∫

M

η =
∫

M

(iC)∗(3(η)) =
∫

C

3(η) =
∫

C

i∗
C
(η)3(1M).

Soit E → M unG-fibré vectoriel réel orienté. Supposons qu’il existe un élé-
mentβ ∈ g tel queE

β = M: le champ de vecteurs surE engendré parβ s’annule
exactement surM. SoitG(β) le sous-groupe deG stabilisateur deβ. Nous défi-
nissons dans la Section 3 une formeG(β)-équivariante à coefficients généralisés
Eul−1

β (E) telle que Eul−1
β (E).Eulo(E) = 1. Cet inverse de la classe d’Euler est dans

l’esprit du procédé depolarisation des poidsde Guillemin–Lerman–Sternberg et
Guillemin–Prato [13, 14]: on ‘polarise’ ici avecβ ∈ g.

La forme Eul−1
β (E) est utilisée dans les sections suivantes où nous explicitons

notre procédé de localisation. Dans le cas où le groupeG est un tore tel que
E
G = M, nous montrons que la transformée de Fourier de Eul−1

β (E) est une
mesure localement polynomiale, supportée par le demi-plan{ξ ∈ g∗, 〈ξ, β〉 > 0},
et à valeurs dans les classes caractéristiques du fibréE .
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Dans la Section 4, nous obtenons une formulation du théorème d’Atiyah–Bott
et Berline–Vergne [2, 4] dans le cadre donné par Bismut [6] comme une réalisation
du Théorème 3.7.

THÉORÈME 5.1. Considérons l’action d’un groupe de Lie compactG sur une
variété compacteM. Pour β ∈ g, notonsMβ les points fixes du sous groupe
engendré parβ. Décomposons la sous-variétéMβ en somme de composantes
connexesF . Nous avons le diagramme commutatif suivant

H
∞
G(β)(M)

3β- H
−∞
G(β)(M

β) = ⊕FH
−∞
G(β)(F )

Q
Q

Q
Q

Q
I

s
H

−∞
G(β)(M),

?

(iβ )∗

où iβ = ⊕F iF :Mβ → M est l’inclusion, et3β(η) = ⊕F i
∗
F (η)Eul−1

β (NF ), oùNF
est le fibré normal deF dansM.

A la sous-section 5.2, nous appliquons ce théorème au calcul de la mesure de
Duistermaat–Heckman [10] dans le cas d’une action symplectique d’un tore. Notre
résultat est similaire à celui de Canas da Silva–Guillemin dans [8] (voir Théorème
2). Nous exprimons la mesure de Duistermaat–Heckman en termes de convolutions
de mesures de Heaviside, et généralisons ainsi un résultat de Guillemin–Lerman–
Sternberg [13].

Dans la Section 6, nous utilisons notre procédé de localisation pour mettre en
oeuvre l’idée de localisation de Witten dans le cas d’une action hamiltonienne [25].

Considérons une variété symplectique(M,�)munie de l’action hamiltonienne
d’un groupe de Lie compactG. On noteµ:M → g∗ l’application moment. On
munit l’espace vectorielg∗ d’un produit scalaireG-invariant. SoitH le champ de
vecteurs hamiltonien associée à la fonction‖µ‖2.

Considérons en suivant Witten la 1-formeG-invarianteλ := (H , .)M , où(., .)M
désigne une métrique riemannienneG-invariante surM. On a alors

{m ∈ M | 〈λm, v〉 = 0, ∀v ∈ Tm(G.m)}

= {m ∈ M | Hm = 0}

= {m ∈ M | d‖µ‖2
m = 0}.

Pour effectuer la localisation une difficulté demeure: l’ensemble Cr(‖µ‖2) des
points critiques de la fonction‖µ‖2 ne forme généralement pasune sous-variété
deM. Cette difficulté peut être contournée dans le cas d’une action d’un tore.

Nous supposons maintenant que le groupeG est un toreT , d’algèbre de Liet,
et on notej : t∗ → t l’isomorphisme associé au produit scalaire surt∗. L’action de
T sur t∗ étant triviale, les applicationsµε = µ − ε sont encore des applications
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moment, et nous montrons que pourε générique, Cr(‖µε‖2) est une sous-variété
lisse deM.

Nous consacrons la première partie de cette section à l’étude de l’ensemble
Cr(‖µε‖2). Nous introduisons une collectionB de sous-espaces affines det∗ qui va
paramétrer une subdivision de cet ensemble (Définition 6.7). Pour chaque1 ∈ B,
notonsT1 le sous-tore d’algèbre de Lie le sous-espace det orthogonal à la direction
du sous-espace affine1. Notonst1 l’algèbre de Lie deT1.

D’après [18], nous avons

PROPOSITIONS 6.8 et 6.9.Les points critiques de‖µε‖2 se mettent sous la forme

Cr(‖µε‖2) =
⋃

1∈B

MT1 ∩ µ−1(β(ε,1)),

où β(ε,1) est le projeté orthogonal deε sur 1. Pour ε générique, l’ensemble
Cr(‖µε‖2) est une sous-variété deM, l’union précédente est disjointe, et le groupe
T /T1 agit localement librement surCε1 = MT1 ∩ µ−1(β(ε,1)).

En appliquant notre procédé de localisation dans ce contexte nous obtenons le
théorème suivant.

THÉORÈME 6.16. Soit ε ∈ t∗ générique. Nous avons le diagramme commutatif
suivant

H
∞
T (M)

3- ⊕1H
−∞
T (Cε1)

Q
Q

Q
Q

Q
I

s
H

−∞
T (M),

?

i∗ (1.2)

où i = ⊕1i1: ∪1Cε1 → M est l’inclusion. Le morphisme3 est défini par3(η) =
⊕1∈B i

∗
1(η)31, avec31 ∈ H

−∞
T (Cε1).

La forme3t∗ apparait déjà dans la formule de Jeffrey–Kirwan [16]: elles se
placent sous l’hypothèse d’une action libre deT surµ−1(0), ce qui imposet∗ ∈ B.

La fin de la Section 6 est consacrée à l’étude des formes à coefficients généra-
lisés31.

Comme le groupeT /T1 agit localement librement sur la variétéCε1, on peut

définir la V-variété quotientMε
1 := Cε1

/

T /T1 [17]. Nous avons le morphisme

de Kirwan [18] k1: H∞
T (M) → H

∞
T1
(Mε

1), défini comme le composé du mor-
phisme de restrictionH∞

T (M) → H
∞
T (C

ε
1) et de l’isomorphisme de Chern–

Weil W1: H∞
T (C

ε
1)

∼→ H
∞
T1
(Mε

1).

Notons m1: H−∞
T1
(Mε

1)
∼- H

−∞
T (Cε1) l’isomorphisme compatible avec le

morphisme de Chern–Weil: pourα ∈ H
∞
T (C

ε
1) et β ∈ H

−∞
T1
(Mε

1) nous avons
α.m1(β) = m1(W1(α).β) (voir [19], Théorème 91).
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Soientβ1 := j−1(β(ε,1) − ε) ∈ t1 etN1 le fibré normal deMT1 dansM

restreint àCε1. NotonsE1 = N1

/

T /T1 le V-fibré vectorielT1-équivariant sur

M
ε
1. Pourε générique, le champ de vecteurs surE1 engendré parβ1 s’annule

exactement surMε
1. Ces données permettent de définir une formeT1-équivariante

fermée à coefficients généralisés surM
ε
1: Eul−1

β1
(E1) ∈ H

−∞
T1
(Mε

1).

PROPOSITION.Nous avons, dansH−∞
T (Cε1), l’égalité

i∗1(η)31 = m1

(

k1(η)Eul−1
β1
(E1)

)

, ∀ η ∈ H
∞
T (M).

Comme corollaire de ces résultats nous obtenons une formule intégrale qui
complète l’expression obtenue par Vergne dans [23] (voir le Théorème 19).

A chaque composante connexeF deCε1 on associe le groupeS1(F ) qui est le
stabilisateur générique deT /T1 surF et on note|S1|(F ) son cardinal. L’application
F → |S1|(F ) détermine une fonction localement constante surM

ε
1 qui sera notée

|S1|.

THÉORÈME 6.22. Soientε ∈ t∗ générique etη ∈ H
∞
T (M). Pour toute fonction

φ ∈ C
∞(t) à support compact, nous avons
∫

M×t

η(X)φ(X) dX

=
∑

1∈B

c1

∫

M
ε
1×t1

1

|S1|k1(η.φ)(X1)Eul−1
β1
(E1)(X1)dX1

avec c1 = (2π i)dim1vol(T /T1, dX2) et dX = dX1 dX2 avecX1 ∈ t1 et
X2 ∈ t/t1.

Au moyen de ce théorème et de l’étude effectuée sur la transformée de Fourier
des classes Eul−1

β1
(E1), nous avons donné dans [21] une description du comporte-

ment asymptotique des fonctions de partition introduites par Witten [25] qui
précise les résultats de Jeffrey–Kirwan [16].

2. Cohomologie équivariante – Définitions

Les principales références pour cette section sont [3, 19, 20].
Considérons un groupe de Lie compactG, d’algèbre de Lieg, agissant de

manièreC
∞ sur une variété différentielleM. On noteA(M) l’algèbre surC des

formes différentielles etd la dérivation extérieure. SoitAcpt(M) la sous-algèbre
des formes à support compact surM. Si ξ est un champ de vecteurs surM, on note
c(ξ): A(M) → A(M) la contraction par le champ de vecteursξ .

L’action deG surM détermine un morphismeX → XM de g dans l’algèbre
des champs de vecteurs deM.
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2.1. DÉFINITIONS

Rappelons les différents complexes de de RhamG-équivariants surM. Nous avons
trois espaces de formes différentielles équivariantesA

∗
G(M) ⊂ A

∞
G (M) ⊂

A
−∞
G (M), respectivement à coefficients polynomiaux,C

∞ et généralisés. Le
modèle des formes équivariantes à coefficients polynomiaux est dû à H. Cartan,
tandis que les formes équivariantes à coefficientsC

∞ et généralisés ont été étu-
diées par Berline, Duflo, Kumar et Vergne [3, 4, 12, 19]. Rappelons leurs défini-
tions.

SoitC∞(g,A(M)) l’algèbre des formesα(X) surM dépendant de manièreC∞

deX ∈ g. Nous noteronsA∞
G (M) la sous-algèbre deC∞(g,A(M)) formée des élé-

mentsG-invariants: ces éléments sont appelés formes équivariantes à coefficients
C

∞. Soit S(g∗) l’espace des fonctions polynomiales surg. On noteA
∗
G(M) :=

(S(g∗)⊗ A(M))G la sous-algèbre deA∞
G (M) des formes équivariantes à coeffi-

cients polynomiaux. La différentielleD surA∞
G (M) et donnée par l’équation

∀ α ∈ A
∞
G (M), (Dα)(X) := (d − c(XM))(α(X)), X ∈ g.

On vérifie queD laisseA∗
G(M) stable et queD2 = 0 surA∞

G (M). Les cohomolo-
gies associées à(A∞

G (M),D) et (A∗
G(M),D) sont appelées respectivement la co-

homologieG-équivariante à coefficientsC∞ et polynomiaux deM, et sont notées
respectivementH∞

G (M) etH∗
G(M).

L’algèbreA
∞
G (M) admet une sous-algèbreA∞

G,cpt(M) = C
∞(g,Acpt(M))

G,
stable par rapport à la différentielleD . La cohomologie associée à(A∞

G,cpt(M),D)

est appelée la cohomologieG-équivariante à support compactH
∞
G,cpt(M).

L’opération de localisation que nous allons développer dans la prochaine section
nécessite l’utilisation des formes équivariantes à coefficients généralisés.

Soit C
−∞(g,A(M)) l’espace des fonctions généralisées surg à valeurs dans

A(M). C’est, par définition, l’espace des applicationsC-linéaire continues
Hom(m(g),A(M)) de l’espace des densitésC∞ à support compactm(g) de g

dansA(M), oùm(g) etA(M) sont munis de la topologieC∞.
On noteA−∞

G (M) le sous-espace des élémentsG-invariants deC−∞(g,A(M)).
L’image deφ ∈ m(g) parα ∈ A

−∞
G (M) est un forme différentielle surM notée

〈α, φ〉. On a une inclusion canoniqueA∞
G (M) ⊂ A

−∞
G (M) et la différentielleD

définie surA∞
G (M) se prolonge àA−∞

G (M). Soit{E1, . . . , Er} une base deg, alors
pour toutη ∈ A

−∞
G (M) on a

∀ φ ∈ m(g), 〈D(η), φ〉 := d〈η, φ〉 −
r
∑

k=1

c(EkM)〈η, φ.Xk〉,

oùX1, . . . , Xr sont les fonctions coordonnées surg. On montre queD2 = 0 sur
A

−∞
G (M) [19]. La cohomologie du complexe(A−∞

G (M),D) est appelée la co-
homologieG-équivariante à coefficients généralisés deM, et est notéeH−∞

G (M).
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Le sous-espaceA−∞
G,cpt(M) = C

−∞(g,Acpt(M))
G est stable par rapport à la différen-

tielle D , et on noteH−∞
G,cpt(M) la cohomologie associée à(A−∞

G,cpt(M),D).
Si M est un point, on voit d’après la définition queH∗

G(point) = S(g∗)G,
H

∞
G (point) = C

∞(g)G etH−∞
G (point) = C

−∞(g)G. L’algèbreH
∞
G (M) est munie

d’une structure naturelle deC∞(g)G-module, tandis que l’espaceH−∞
G (M) est un

module pourH∞
G (M).

L’inclusion A
∞
G (M) ⊂ A

−∞
G (M) induit en cohomologie le morphisme naturel

I : H
∞
G (M) → H

−∞
G (M).

Remarque: Le morphismeI n’est pas injectif en général. A la Section 5, on
verra que siM est une variété munie d’une action libre d’un toreG, ce morphisme
est nul.

Siψ : M → N est une applicationG-équivariante entre deuxG-variétés, l’image
réciproque parψ des formes différentielles surN définit un morphismeψ∗:
A

−∞
G (N) → A

−∞
G (M) qui commute avec la différentielle équivariante. On note

encore parψ∗ le morphisme induit en cohomologie.
SoitC−∞(g)G l’espace des fonctions généralisées surg et invariantes parG. Si

M est uneG-variété orientée, l’intégration surM détermine une application
∫

M

: A
−∞
G,cpt(M) −→ C

−∞(g)G

α 7−→
∫

M

α(X),

définie par l’équation〈
∫

M
α(X), φ(X)dX〉 :=

∫

M
〈α(X), φ(X)dX〉, pour toute

densité à support compactφ(X)dX.
Cette application d’intégration envoie le sous-espaceA

∞
G,cpt(M) dans l’algèbre

C
∞(g)G des fonctionsC∞ surg qui sontG-invariantes. On vérifie que cette opéra-

tion d’intégration annule toutes les formes exactes, et détermine le morphisme
∫

M
: H

−∞
G,cpt(M) → C

−∞(g)G.
Nous avons le diagramme commutatif suivant

H
∞
G,cpt(M)

I- H
−∞
G,cpt(M)

C
∞(g)G

∫

M

?

- C
−∞(g)G,

∫

M

?
(2.1)

où le morphismeC∞(g)G → C
−∞(g)G correspond à l’inclusion canonique.

Dans le reste de cet article on se servira implicitement de la commutativité
de ce diagramme qui peut se résumer par l’égalité:

∫

M
η =

∫

M
I (η) pour tout

η ∈ H
∞
G (M).
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2.2. CLASSES DE THOM ET D’ EULER ÉQUIVARIANTES

Considéronsp: E → M un fibré vectoriel réel muni de l’action d’un groupe de
Lie compactG. Pour simplifier les notations, on suppose que la variétéM est
compacte.

Le fibré vectorielp: E → M est ditG-orienté si les fibres dep sont orientées,
avec une orientation qui varie continûment, et si l’action deG préserve l’orientation
des fibres.

Fixons uneG-orientationo sur les fibres deE . On note indifféremmentp∗
ou

∫

E/M
l’application deAcpt(E) dansA(M) d’intégration le long des fibres.

C’est un morphisme deA(M)-module à gauche: pour toutα ∈ A(M) et η ∈
Acpt(E) on a

∫

E/M
p∗(α)∧η = α∧

∫

E/M
η. Cette intégration peut être étendue aux

formes équivariantes, on vérifie qu’elle commute avec la différentielle et induit un
morphisme en cohomologie:

∫

E/M
: H

∞
G,cpt(E) → H

∞
G (M).

Supposons le fibré vectorielE → M G-orienté. Il existe une seule classeu ∈
H

∞
G,cpt(E) telle que

∫

E/M
u = 1M , où 1M désigne la fonction constante égale à 1

surM. Cette classe, notée Thomo(E), est appelée la classe de Thom équivariante
du fibréE .

Un représentant explicite de Thomo(E) est donné dans [20]. Notonsi: M → E

la section nulle. La multiplication par Thomo(E) induit l’application ‘image
directe’ i∗: i∗(α) = Thomo(E) ∧ p∗(α) de H

∞
G (M) dansH

∞
G,cpt(E). Puisque

Thomo(E) est à coefficientsC∞, on peut définir de la même façon l’application
i∗: H

−∞
G (M) → H

−∞
G,cpt(E).

Rappelons l’isomorphisme de Thom en cohomologie équivariante à coefficients
C

−∞ (Proposition 11 de [19]).
Soit G un groupe de Lie compact et soitp: E → M un fibré vectoriel réel

G-équivariant etG-orienté sur une baseM compacte. Les applications

i∗: H
−∞
G (M) → H

−∞
G,cpt(E)

et
∫

E/M

: H
−∞
G,cpt(E) → H

−∞
G (M),

sont des isomorphismes, inverses l’un de l’autre.
La classe d’Euler équivariante du fibréE → M, notée Eulo(E), est par

définition égale à la restriction àM de la classe de Thom équivariante: Eulo(E) :=
i∗(Thomo(E)).

On se fixe pour la suite un produit scalaire(., .) sur les fibres et une con-
nexion euclidienne∇E , tous deuxG-invariants. Ceci permet la construction d’un
représentant explicite de Eulo(E) (voir [3], Chapitre 7).

A partir du fibréE , on définit les fibrés End(E) := E ⊗ E
∗, 3E

∗, et so(E):
pour toutm dansM, so(E)m := {A ∈ End(Em), (Ay, y) = 0 ∀y ∈ Em}. Les
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formes différentielles surM à coefficients dansE , 3E
∗ et so(E) seront notées,

respectivement,A(M,E), A(M,3E
∗) etA(M, so(E)).

L’application det1/2o : A
pair(M, so(E)) → A(M) est définie au moyen de

l’intégrale de BerezinTo: A(M,3E
∗) → A(M). Considérons l’isomorphisme

j : so(E) → 32(E∗) tel que pour toutA ∈ so(Em) et y1, y2 ∈ Em, j (A)(y1, y2) =
(Ay1, y2)m . On a alors det1/2

o = To ◦ exp◦ j .
On noteRE la courbure associée à la connection∇E . Le moment d’un élé-

mentX ∈ g est l’endomorphismeµE (X) ∈ A
0(M,End(E)) défini parµE (X) =

L
E(X)− ∇E

XM
oùL

E(X) représente l’action infinitésimale deX surA0(M,E).
On définit la courbure équivariante du fibréE par l’équationRE(X) = RE +

µE (X). Comme le produit scalaire et la connexion sontG-invariants, on constate
que l’applicationX → RE(X) deg dansA(M, so(E)) estG-équivariante.

On définit la forme d’Euler équivariante par la formule

Eulo(E,∇E )(X) = det1/2o

(−1

2π
RE(X)

)

.

C’est un élément de l’algèbreA∞
G (M) qui estD-fermé. De plus, sa classe de

cohomologie dansH∞
G (M) ne dépend pas de la connexion choisie initialement

(voir [3], Chapitre 7) et est égale à la classe d’Euler équivariante [20].

3. Procédé de localisation

Considérons un groupe de Lie compactG agissant de manièreC∞ sur une variété
M. Nous développons dans cette section un procédé général de localisation en
cohomologieG-équivariante.

3.1. LOCALISATION

Considérons une 1-formeλ surM,G-invariante et non nulle. On note8λ: M → g∗

l’applicationG-équivariante définie par l’équation

〈8λ(m),X〉 = λm(XM(m)), m ∈ M, X ∈ g,

où 〈., .〉 désigne le crochet de dualité entreg∗ etg.
La forme équivarianteDλ se met sous la forme:Dλ(X) = dλ−〈8λ, X〉. Dans

cette section, nous ‘inversons’ (dans un sens qu’il reste à préciser) la formeDλ,
et, moyennant quelques hypothèses, nous ‘localisons’ les formes équivariantes sur
l’ensembleC := {m ∈ M, 8λ(m) = 0}.
LEMME 3.1. Pour toute formeχext ∈ A(M)G qui estnulle au voisinage deC, les
formes équivariantesχext(

∫ a

0 i e−itDλ dt) convergent lorsquea → +∞ vers une
forme équivariante à coefficients généralisésχext

(∫∞
0 i e−itDλ dt

)

∈ A
−∞
G (M), qui

vérifie

χext

(∫ ∞

0
i e−itDλ dt

)

Dλ = χext dans A
−∞
G (M). (3.4)
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Démonstration. Considérons, pourf ∈ C
∞(g) à support compact etm ∈ M,

l’égalité
〈

χext

(∫ a

0
i e−itDλ(X) dt

)

, f (X)dX

〉

m

=
∑

2k6dim M

(−i)k−1(dλm)
kχext|m

∫ a

0
tk f̂ (−t 8λ(m))dt,

où f̂ désigne la transformée de Fourier def par rapport à dX. Puisquef̂ est à
décroissance rapide et que la formeχext s’annule au voisinage de{8λ = 0}, la
limite de l’intégraleχext|m

∫ a

0 t
kf̂ (−t 8λ(m))dt lorsquea → +∞, existe pour tout

m ∈ M, et définit une forme surM.
On constate que, pour touta > 0, χext (

∫ a

0 i e−itDλ dt)Dλ = χext (1 − e−iaDλ).
En utilisant les mêmes arguments que précédemment, on vérifie que

lim
a→+∞

χext e−iaDλ = 0 dansA−∞
G (M),

ce qui démontre l’égalité (3.4). 2

Considérons un voisinage ouvertU de C. Les formes différentielles à support
compact dansU sont de manière canonique des formes différentielles surM.
On a donc une applicationIU: A−∞

G,cpt(U) → A
−∞
G (M) qui induit le morphisme

IU: H
−∞
G,cpt(U) → H

−∞
G (M).

HYPOTHÈSE 3.2.L’ensembleC est une partie compacte deM.

Soitχo ∈ C
∞(M)G égale à 1 au voisinage deC. Considérons la forme équivari-

antepλ ∈ A
−∞
G (M) suivante:

pλ := χo + dχo

(∫ ∞

0
i e−itDλ dt

)

λ. (3.5)

Elle est bien définie car dχo = 0 au voisinage deC, et par définition on a
pλ = lima→∞ paλ avec

paλ = χo + dχo

(∫ a

0
i e−itDλ dt

)

λ

= χo e−iaDλ + D

(

χo

(∫ a

0
i e−itDλ dt

)

λ

)

. (3.6)

PROPOSITION 3.3.(1) La forme équivariantepλ est fermée, etpλ = 1M dans
H

−∞
G (M), où1M désigne la fonction constante égale à1 surM. Plus précisément,

pλ − 1M = D

(

(χo − 1)

(∫ ∞

0
i e−itDλ dt

)

λ

)

.
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(2) Supposons la fonctionχo à support compact dansU (ce qui est possible
d’après l’Hypothèse3.2). La formepλ est alors à support compact dansU, et sa
classe de cohomologie dansH

−∞
G,cpt(U) ne dépend pas du choix de la fonctionχo.

Démonstration. Les points (1) et (2) se démontrent de la même manière; toute-
fois pour le premier point l’Hypothèse 3.2 n’est pas utilisée.

Considérons deux fonctionsχo et χ ′
o, G-invariantes, égales à 1 au voisi-

nage deC, et pλ, p′
λ les formes équivariantes qui leur sont associées. La fonc-

tion χo − χ ′
o est nulle au voisinage deC, ainsi, d’après le Lemme 3.1(χo −

χ ′
o)
(∫∞

0 i e−itDλ dt
)

λ ∈ A
−∞
G (M) et

D

(

(χo − χ ′
o)

(∫ ∞

0
i e−itDλ dt

)

λ

)

= d(χo − χ ′
o)

(∫ ∞

0
i e−itDλ dt

)

λ + (χo − χ ′
o)

(∫ ∞

0
i e−itDλ dt

)

D(λ)

= pλ − p′
λ.

Le point (1) est démontré en prenantχ ′
o = 1M . Pour le point (2), nous choisissons

des fonctionsχo et χ ′
o à support compact dansU. Les formespλ et p′

λ sont dans
A

−∞
G,cpt(U) et leur différence est égale à la différentielle d’une forme de

A
−∞
G,cpt(U). 2

Pour la suite de cette section, on désigne parχo une fonctionG-invariante à sup-
port compact dans un voisinageU de C, et on notepλ ∈ A

−∞
G,cpt(U) la forme

équivariante associée. Au moyen de la formepλ nous définissons l’application de
localisation

2: A∞
G (M) → A

−∞
G,cpt(U)

η 7→ η pλ.
(3.7)

Comme la formepλ est paire et fermée, le morphisme2 commute avec la
différentielle D et induit donc un morphisme en cohomologie noté encore
2: H∞

G (M) → H
−∞
G,cpt(U).

Remarque3.4. L’égalitépλ = 1M + D(a) aveca ∈ A
−∞
G (M) (démontrée à

la Proposition 3.3) montre que pour toute formeη ∈ A
∞
G (M) fermée et à support

compact dansU on aηpλ = η+D(ηa) avecηa ∈ A
−∞
G,cpt(U), c’est à dire2(η) =

η dansH−∞
G,cpt(U).
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THÉORÈME 3.5.Le diagramme suivant

H
∞
G (M)

2- H
−∞
G,cpt(U)

Q
Q

Q
Q

Q
I

s
H

−∞
G (M)

IU
?

(3.8)

est commutatif, oùI : H∞
G (M) → H

−∞
G (M) est le morphisme naturel.

Démonstration. La commutativité du diagramme précédent vient du fait que la
classe de la formepλ est égale à la classe de 1M dansH−∞

G (M): on aIU(pλ) =
I (1M), ce qui impliqueIU(ηpλ) = I (η) pour toute classeη ∈ H

∞
G (M). 2

Au moyen d’hypothèses supplémentaires surλ, nous allons préciser le diagramme
(3.8).

HYPOTHÈSE 3.6. L’ensembleC est une sous-variété compacte deM telle que
les fibres du fibré normalNC deC dansM soientG-orientées.

Dans ce cas, quitte à restreindreU, on peut supposer l’existence d’un voisi-
nageG-invariantV de la section nulle dansNC , et d’un isomorphismeG-invariant
ψ : V → U, tel queψ(m,0) = m pourm ∈ C. L’isomorphismeψ détermine un
isomorphisme au niveau des formes équivariantesψ∗: A−∞

G,cpt(U) → A
−∞
G,cpt(V).

Les fibres deNC étant orientées, l’application
∫

NC/C
d’intégration le long des

fibres
∫

NC/C
: A−∞

G,cpt(NC) → A
−∞
G (C) induit un isomorphisme en cohomologie

(cf. Proposition 2.2). En particulier, sis: C → NC est la section nulle, pour toutes
formesα ∈ A

∞
G (NC) etβ ∈ A

−∞
G,cpt(NC), fermées, on a dansH−∞

G (C) l’égalité

∫

NC/C

αβ = s∗(α)
∫

NC/C

β. (3.9)

Notons3 =
∫

NC/C
◦ψ∗ ◦ 2 le morphisme deA∞

G (M) dansA−∞
G (C). Il com-

mute avec la dérivation, et on notera encore3: H∞
G (M) → H

−∞
G (C) le mor-

phisme deC∞(g)G-modules.
Soit iC : C → M l’inclusion canonique eti∗

C
: H∞

G (M) → H
∞
G (C) le mor-

phisme d’algèbres associé. L’espaceH
−∞
G (C) est munie d’une structure deH∞

G (M)-
module à gauche en posant pourα ∈ H

∞
G (M) etβ ∈ H

−∞
G (C): α×β := i∗

C
(α)∧β.

Considérons la classe de Thom équivariante Thomo(NC) ∈ H
∞
G,cpt(NC) asso-

ciée à l’orientationo des fibresNC , et à support dansV. Nous noterons encore
Thomo(NC) la classe(ψ−1)∗(Thomo(NC)) ∈ H

∞
G,cpt(U). Cette classe réalise le

morphisme ‘image directe’(iC)∗: H−∞
G (C) → H

−∞
G (M), η 7→ IU(ηThomo(NC)).
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Nous pouvons préciser le diagramme (3.8) par le

THÉORÈME 3.7. (1)Le diagramme suivant

H
∞
G (M)

3- H
−∞
G (C)

Q
Q

Q
Q

Q
I

s
H

−∞
G (M)

?

(iC )∗ (3.10)

est commutatif.
(2) Le morphisme3: H

∞
G (M) → H

−∞
G (C) est un morphisme deH∞

G (M)-
module, ou dit autrement

3(η) = i∗
C
(η)3(1M) (3.11)

pour toutη ∈ H
∞
G (M). La classe3(1M) ∈ H

−∞
G (C) vérifie

1C = Eulo(NC)3(1M). (3.12)

où Eulo(NC) est la classe d’Euler équivariante duG-fibré vectoriel orienté
NC → C.

Démonstration. Le diagramme (3.10) est une modification du diagramme (3.8)
au moyen de l’isomorphisme

∫

NC/C
◦ψ∗: H−∞

G,cpt(U) → H
−∞
G (C): la commuta-

tivité du premier entraine celle du second. L’isomorphisme de Thom

H
−∞
G (C) → H

−∞
G,cpt(U)

η 7→ η.Thomo(NC)

est l’inverse du précédent isomorphisme. On voit finalement queIU ◦ (
∫

NC/C
◦

ψ∗)−1 = (iC)∗. Le point (1) est ainsi démontré.
L’égalité (3.9) donne immédiatement (3.11). Appliquons l’égalité (3.11) à la

classe de Thom. Cette classe étant à support compact, on sait d’après la Remarque
3.4 que2(Thomo(NC)) = Thomo(NC), ce qui entraine

∫

NC/C

Thomo(NC) = i∗
C
(Thomo(NC))3(1M).

L’égalité (3.12) est démontrée car par définition
∫

NC/C
Thomo(NC) = 1C et

i∗
C
(Thomo(NC)) = Eulo(NC). 2

Remarque3.8. Pour ce théorème, on peut remplacer l’hypothèse decompacité
de la sous-variétéC par celle de l’existence d’unvoisinage tubulaireG-invariant
deC dansM.
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Remarque3.9. L’égalité 1C = Eulo(NC)3(1M) peut être triviale dans certain
cas. Par exemple, si la classe d’Euler est nulle sur une composante connexeCi de
C, ceci implique que la classe 1Ci

= 0 dansH−∞
G (Ci), ou dit autrement que le

morphisme canoniqueH∞
G (Ci) → H

−∞
G (Ci) est nul.

COROLLAIRE 3.10. Supposons la variétéM orientée. Les orientations deM
et des fibres deNC déterminent une orientation deC. Au moyen du diagramme
(3.10), on voit que pour toute forme ferméeη ∈ A

∞
G (M) à support compact, on a

l’égalité de fonctions généraliséesG-invariantes surg suivante
∫

M

η =
∫

M

(iC)∗(3(η)) =
∫

C

3(η) =
∫

C

i∗
C
(η)3(1M).

3.2. CALCUL DE LA FORME 3(1M )

Considérons deux 1-formesλ0 etλ1,G-invariantes surM, telles queC = {8λ0 =
0} = {8λ1 = 0}, avecC compact. SoientU un voisinage deC etχ ∈ C

∞(M)G à
support compact dansU, égale à 1 au voisinage deC. Notonspλ0, pλ1 les formes
équivariantes associées à ces données (cf. égalité (3.5)).

PROPOSITION 3.11.Supposons qu’il existe une applicationf:M → g telle que
les fonctions〈8λ0, f 〉 et 〈8λ1, f 〉 soientstrictement positivessur M − C. Alors
pλ0 = pλ1 dansH

−∞
G,cpt(U). Les localisations définies au moyen deλ0 et λ1 sont

donc identiques.

Démonstration. Posons pouru ∈ [0,1], λu := uλ1 + (1 − u)λ0: on
a 8λu = u8λ1 + (1 − u)8λ0. La fonction f permet de s’assurer que pour tout
u ∈ [0,1], {8λu = 0} = C. On peut donc définir les formespλu := χ +
dχ
(
∫∞

0 i e−itDλu dt
)

λu et on vérifie que

∂pλu

∂u
= dχ

(∫ ∞

0
t e−itDλu dt

)

D(λ1 − λ0)λu +

+dχ
(∫ ∞

0
i e−itDλu dt

)

(λ1 − λ0)

= D

(

dχ

(∫ ∞

0
t e−itDλu dt

)

λ0λ1

)

, (3.13)

puisque d’une partD
(

−dχ(
∫∞

0 t e−itDλu dt)(λ1 − λ0)λu
)

= dχ(
∫∞

0 t e−itDλu

dt)D(λ1−λ0)λu −dχ(
∫∞

0 t e−itDλu dt)Dλu(λ1−λ0), d’autre partdχ(
∫∞

0 t e−itDλu

dt)Dλu = −dχ(
∫∞

0 i e−itDλu dt) et−(λ1 − λ0)λu = λ0λ1.
En intégrant l’égalité (3.13) sur[0,1], on trouvepλ1 − pλ0 = D(δ), avecδ ∈

A
−∞
G,cpt(U). 2
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Dans les Sections 5 et 6, nous modifions la formeλ au voisinage de la sous-variété
C en une formeλmod, de telle façon que les conditions de la Proposition 3.11 soient
vérifiées. La localisation effectuée avecλmod est donc identique à celle effectuée
avecλ, mais a l’avantage de simplifier le calcul de la forme3(1M).

Plaçons nous dans les conditions du Théorème 3.7. Par définition du morphisme
3, la forme3(1M) ∈ H

−∞
G (C) est définie par l’égalité:3(1M) =

∫

NC/C
pλ.

D’après (3.6) on a3(1M) = lima→+∞3a, avec poura > 0

3a =
∫

NC/C

χ e−iaDλ′ + D

(∫ a

0
i

(∫

NC/C

χ e−itDλ′
λ′
)

dt

)

,

où la fonctionχ est à support compact, égale à 1 au voisinage de la section nulle,
etλ′ est une 1-forme surNC égale àψ∗(λ) sur le support deχ .

Dans les Sections 5 et 6, nous verrons qu’après modification deλ en λmod

les formes
∫

NC/C
χ e−itDλ′

λ′ sont nulles pour tout t > 0. On aura alors une
expression simple de la forme à coefficients généralisés3(1M): 3(1M) =
lima→+∞

∫

NC/C
χ e−iaDλ′

.

3.3. EXEMPLES

Exemple1. Considérons un groupe de LieG compact agissant sur une variété com-
pacteM. Soientβ ∈ g etG(β) le sous-groupe deG stabilisateur deβ. Munissons
la variétéM d’une métrique riemannienne(., .)M G-invariante.

Considérons la 1-formeλβ := (βM, .)M , oùβM désigne le champ de vecteurs
surM engendré parβ. On a doncλ ∈ A

1(M)G(β), et on vérifie que{8λβ = 0} =
Mβ, oùMβ désigne la sous-variété des points où le champ de vecteursβM s’annule.
Nous verrons à la Section 5 que dans ce cas le Théorème 3.7 est une généralisation
de la formule d’Atiyah–Bott et Berline–Vergne dans le cadre donné par Bismut [6].

Exemple2. Considérons l’action hamiltonienne d’un groupe de Lie compactG

sur une variété symplectique(M,�). On noteµ:M → g∗ l’application moment
associée. On munit l’espace vectorielg∗ d’un produit scalaireG-invariant. SoitH
le champ de vecteurs hamiltonien associée a la fonction‖µ‖2.

Considérons en suivant Witten [25] la 1-formeG-invarianteλ := (H , .)M , où
(., .)M désigne une métrique riemannienneG-invariante surM. On a alors{8λ =
0} = {H = 0} = Cr(‖µ‖2).

Pour effectuer la localisation dans ce cas une difficulté demeure: les points
critiques de‖µ‖2 ne forment généralement pasune sous-variété deM. Dans la
Section 6, nous pourrons effectuer la localisation lorsque l’on se restreint à l’action
d’un tore sur une variété symplectique compacte.

Voici un exemple d’action hamiltonienne d’un groupe compactnon-abélienoù
les points critiques de‖µ‖2 forment une sous-variété.
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Considérons un groupe de Lie réel semi-simpleG de centre fini, etK un sous-
groupe compact maximal. SoitM une orbite coadjointe elliptique deG munie de
la structure symplectique canonique (l’action deK surM est alors hamiltonienne).
Notonsµ:M → k∗ l’application moment et considérons le produit scalaireK-
invariant surk défini comme la restriction de la forme de Killing deg. Nous avons
Cr(‖µ‖2) = M ∩ k∗, et ce dernier ensemble est uneK-orbite.

SoitFM la transformée de Fourier de laG-orbiteM: c’est une fonction généra-
lisée G-invariante surg qui admet une restriction àk qui s’écrit FM |k(X) =
∫

M
ei�k (X), où�k est la 2-forme symplectique équivariante [11]. Duflo et Vergne

montrent que la fonction généraliséeFM |k s’exprime comme l’intégrale surM ∩ k∗

d’une formeK-équivariante à coefficients généralisés. Sii:M ∩ k∗ → M est
l’inclusion canonique, on aFM |k(X) =

∫

M∩k∗ i∗(ei�k )3, avec3 ∈ H
−∞
K (M ∩ k∗)

qui est un inverse de la classe d’Euler équivariante du fibré normal deM ∩ k∗ dans
M.

En fait, ce calcul correspond exactement à une formule intégrale provenant de
la localisation dans le cadre symplectique. Le Corollaire 3.10 permet de retrouver
l’expression deFM |k donnée par Duflo et Vergne (avec quelques modifications car
le support de la forme ei�k n’est pas compact).

4. Inversion de la classe d’Euler équivariante

SoitE → M un fibré vectoriel réel muni d’une action d’un groupe de Lie compact
G, d’algèbre de lieg. La variétéM est supposée compacte et connexe et le fibréE

G-orienté.
On fait l’hypothèse suivante:

HYPOTHÈSE 4.1.Il existe un élémentβ ∈ g tel que{v ∈ E | βE |v = 0} = M.

On noteG(β) le sous-groupe deG stabilisateur deβ etg(β) son algèbre de Lie.
Nous introduisons dans cette section la classeG(β)-équivariante Eul−1

β (E) qui
est un inverse, au sens généralisé, de la classe d’Euler équivariante Eulo(E). En
fait, l’inversion se fait directement au niveau des formes équivariantes (sans passer
à la cohomologie).

Supposons que le groupeG est un tore tel queEG = M. Nous montrons al-
ors (Proposition 4.8) que la transformée de Fourier de Eul−1

β (E) est une mesure
localement polynomiale, supportée par le demi-plan{ξ ∈ g∗, 〈ξ, β〉 > 0}, et à
valeurs dans les classes caractéristiques du fibréE .

Nous verrons dans les Sections 5 et 6 comment cette classe intervient naturelle-
ment dans les formules de localisation en cohomologie équivariante.

4.1. INVERSION DE LA FORME D’ EULER ÉQUIVARIANTE

On se fixe pour la suite un produit scalaire(., .) sur les fibres et une connexion
euclidienne∇E , tous deuxG-invariants. Pour simplifier les notations on note de la
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même façon laformed’Euler équivariante définie au moyen de la connexion∇E ,
et laclassed’Euler équivariante: Eulo(E)(X).

Dans le reste de cette section, on désignera parAdec.rap.(E) la sous-algèbre de
A(E) des formes qui sont à décroissance rapide dans la direction des fibres.

La forme Eulo(E)(X) est une forme différentielle équivariante surM dont la
composante de degré 0 est égale à det1/2

o ((−1)/(2π)µE (X)). Considérons l’ouvert
UM ⊂ g défini par:

UM = {X ∈ g ; ∀m ∈ M det(µE(X))m 6= 0}. (4.14)

L’applicationX 7→ Eulo(E)(X)−1 est définie et de classeC∞ surUM , à valeurs
dansA(M). On se propose d’expliciter cette inversion au moyen d’une intégration
le long des fibres deE .

Soit Uβ la composante connexe deUM ∩ g(β) contenantβ. Pour toutX ∈
Uβ , l’endomorphismeµE (X) commute avecµE (β) et la forme quadratiquey →
(µE(β).y, µE (X).y) est définie positive sur les fibres deE .

La connexion∇E détermine une décomposition de l’espace tangentTE =
V E ⊕ HE en espace tangent vertical et espace tangent horizontal. Le fibréV E

est isomorphe au fibrép∗
E , image réciproque du fibréE à travers la projection

p: E → M: pour tout élémentv deE , VvE est canoniquement isomorphe àEp(v).
La connexion∇E se relève en une connexion∇p∗

E sur le fibrép∗
E .

Soit y la section tautologique du fibrép∗
E → E . La projectionV : TE → V E

déterminée au moyen de la décompositionTE = V E ⊕ HE vérifie l’équation:
∀ Z ∈ TE, ZV = ∇p∗

E

Z y. Pour toutX ∈ g, la partie verticale du champ de vecteurs
XE vérifie l’équation:XE(y)

V = −µE (X)m.y, pour touty ∈ Em.

Pour ‘inverser’ la forme d’Euler surUβ , nous avons besoin de la formule inté-
grale suivante.

SoitV un espace euclidien orienté. On considèreA,B ∈ so(V ) etR ∈ so(V )⊗
a où a est une algèbre commutative nilpotente:an = 0 pour ‘n’ assez grand. On
suppose de plus queB etR commutent avecA et quey → (Ay,By) est définie
positive. L’espaceV est donc de dimension paire et le calcul d’une gaussienne
donne

∫

V

e−(Ay,(B+R)y) dy = (π)
dimV

2

det1/2o (A) det1/2o (B + R)
, (4.15)

où dy correspond à la mesure euclidienne surV .

DÉFINITION 4.2. On désigne parθβ la 1-formeG(β)-invariante surE suivante:
pour tout champ de vecteursZ surE , θβ(Z) = (βE , Z

V ).

L’expression

θβ = −(µE (β).y,∇p∗
Ey) (4.16)



FORMULES DE LOCALISATION EN COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE 261

permet de voir que la formeθβ a une dépendance quadratique le long de la fibre.
Comme la 1-formeθβ estG(β)-invariante, la formeDθβ ∈ A

∞
G(β)(M) est une

forme équivariante fermée surE définie par l’équation:

Dθβ(X) = −(µE (β)(∇p∗
Ey),∇p∗

Ey)−
−(µE (β).y, µE (X).y + RE .y), X ∈ g(β),

où RE = (∇E)2 est la courbure du fibréE . Dans ces formules les ‘fonctions’
µE (β).y, µE (X).y sont des éléments deA0(E, p∗

E) tandis que les ‘formes’
µE (β)(∇p∗

Ey), ∇p∗
Ey appartiennent àA1(E, p∗

E) etRE .y ∈ A
2(E, p∗

E).

L’équation (4.15) nous permet d’avoir, surUβ , une formule intégrale pour
l’inverse de la classe d’Euler.

PROPOSITION 4.3.Pour toutX ∈ Uβ , la formeeDθβ (X) ∈ Adec.rap.(E) et
∫

E/M

eDθβ (X) = 1

Eulo(E)(X)
. (4.17)

Démonstration. Pour toutX dansUβ , la fonction−(µE(β).y, µE (X).y) est,
au niveau des fibres deE , une forme quadratique définie négative. Comme la forme
edθβ possède un comportement polynomial sur les fibres, on voit que la forme
eDθβ (X) = edθβe−(µE (β).y,µE (X).y) appartient àAdec.rap.(E).

Au voisinage d’un pointm deM, on peut trouver une trivialisation deE , or-
thonormée, dans laquelle∇E = d + 2 et telle que la 1-forme de connexion2
s’annule enm. Dans ce cas, poury dansEm:

Dθβ(X)(y) = −(µE (β).dy, dy)− (µE(β).y, µE (X).y + RE .y).

Après avoir exponentié le termeDθβ(X)(y), on ne garde (pour l’intégration sur la
fibre) que la composante

(

eDθβ (X)(y)
)

max de degrémaximum sur les fibres:

∀y ∈ Em,
(

eDθβ (X)(y)
)

max

= (−2)p det1/2o (µE (β))e−(µE (β).y,µE (X).y+RE .y) dy1 · · · dy2p,

où dy1 · · · dy2p représente la forme volume euclidienne sur la fibreEm. En utilisant
l’égalité (4.15), on trouve:

(∫

E/M

eDθβ (X)

)

m

= (−2)p det1/2o (µE (β))

∫

Em

e−(µE (β).y,µE (X).y+RE .y) dy1 · · · dy2p

= (−2π)p

det1/2o (µE (X)+ RE)m
. 2
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Remarque. 4.4. On vérifie aisément que, pour tout nombre complexez, la forme
ezDθβθβ n’a pas de composantes de degré maximum dans la direction des fibres:
(

ezDθβθβ
)

max = 0.

4.2. INVERSION DE LA FORME D’EULER ÉQUIVARIANTE DANSA
−∞
G(β)

(M)

Nous reprenons les notations de la section précédente. Dans les sous-sections qui
suivent la compacité deM n’est pas requise (sauf pour le Corollaire 4.7). La forme
d’Euler qui initialement est une formeG-équivariante, est ici restreinte au groupe
G(β): Eulo(E) ∈ A

∞
G(β)(M), et nous déterminons un inverse de cette forme dans

A
−∞
G(β)(M).

DÉFINITION 4.5. On note Eul−1
β (E) la forme de A

−∞
G(β)(M) définie par

Eul−1
β (E) =

∫

E/M
e−iDθβ .

La forme équivariante Eul−1
β (E) vérifie:∀φ(X)dX ∈ m(g(β))

〈Eul−1
β (E), φ(X)dX〉 =

∫

E/M

e−idθβ

(∫

g(β)

eiθβ (XE )φ(X)dX

)

.

En explicitant, on voit que

〈Eul−1
β (E), φ(X)dX〉 =

∫

E/M

e−idθβ (y)φ̂

(

−
l
∑

k=1

ak(y)Ek

)

, (4.18)

où les fonctionsak(y) = (µE (β).y, µE (Ek).y), y ∈ E sont définies après le choix
d’une base(E1, . . . , El) deg(β) telle que dX = dX1 . . .dXl , et oùφ̂ désigne la
transformée de Fourier deφ surg(β) par rapport à la mesure dX.

Si β = 6iβiE
i , on voit que6i|ai(y)| > c.(µE (β).y, µE (β).y) avec c =

(supi(|βi |))−1. Cette minoration assure la convergence de l’intégrale (4.18).

De manière générale, on a les relations de commutations suivantes sur
Adec.rap(E): dM ◦

∫

E/M
=
∫

E/M
◦ dE et pour toutX deg(β), c(XM)◦

∫

E/M
=
∫

E/M
◦

c(XE). La forme Eul−1
β (E) estD-fermée carD(Eul−1

β (E)) =
∫

E/M
D(e−iDθβ ) =

0.
Pour étudier cette forme généralisée, on considère les applications paramétrées

pars > 0:

ψs: g(β) → A(M)

X 7→
∫

E/M

e−iDθβ (X+isβ ).
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La convergence est assurée par le terme enβ:

−iDθβ(X + isβ) = i
(

µE (β)(∇p∗
Ey),∇p∗

Ey
)

−
−
(

µE (β).y , sµE (β).y − i(RE + µE (X)).y
)

.

Chaque formeψs ∈ A
∞
G(β)(M) ⊂ A

−∞
G(β)(M), et on vérifie facilement que

lims→0+ ψs = Eul−1
β (E) en tant qu’applications généralisées surg(β). D’autre part,

un calcul identique à celui de la Proposition 4.3 donne:

∀ X ∈ g(β), ψs(X) = (2π i)p

det1/2o (sµE (β)− i(µE (X)+ RE))

= 1

Eulo(E)(X + isβ)
.

PROPOSITION 4.6.Soit Eul−1
β (E) la forme équivariante fermée deA−∞

G(β)(M)

introduite à la Définition 4.5. Elle vérifie

Eul−1
β (E)(X) = lim

s→0+

1

Eulo(E)(X + isβ)
,

ce qui impliqueEulo(E) .Eul−1
β (E) = 1M, où on désigne encore parEul0(E) la

restriction de la forme d’EulerG-équivariante à une formeG(β)-équivariante, et
1M est la fonction constante égale à1 surM.

Nous avons remarqué au début de cette section que la forme Eulo(E) ∈ A
∞
G (M)

est inversible sur l’ouvertUM lorsque la variétéM est compacte. On obtient
donc le

COROLLAIRE 4.7. SupposonsM compacte. La forme équivarianteEul−1
β (E) est

C
∞ sur l’ouvertUM ∩ g(β) et

∀X ∈ UM ∩ g(β), Eul−1
β (E)(X) = 1

Eulo(E)(X)
.

Supposons maintenant que le groupeG = T est un tore tel queET = M. Dans
ce cas, (même dans le cas deM non compacte) l’ouvertUM est dense danst et la
forme Eul−1

β (E) est égale, surUM , à une fraction rationnelle à valeurs dansA(M).

Considérons l’exemple du fibré trivialE = M×C. L’action du toreT est triviale
surM et définie surE par un poidsα ∈ t∗: eX. v := ei〈α,X〉v, pourX ∈ t et v ∈ C.
L’orientation ‘o’ est celle deC et on choisitβ ∈ t tel que〈α, β〉 6= 0. Dans ce cas,
on a Eulo(E)(X) = −1

2π 〈α,X〉 et

Eul−1
β (E)(X) = −2π lim

s→0+

1

〈α,X + isβ〉 .
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On polariseα en posantα+ = εβα, avec〈α+, β〉 > 0 etεβ ∈ {1,−1}. On vérifie
que pour touts > 0 etX ∈ t, on a

∫ ∞

0
ei〈α+,X+isβ〉 t dt = i

〈α+, X + isβ〉 .

En passant à la limite surs, on obtient l’égalité de fonctions généralisées

Eul−1
β (E)(X) = (2π i)εβ

∫ ∞

0
ei〈α+,X〉 t dt.

Cette égalité donne après transformation de Fourier, l’égalité de mesures surt∗

F (Eul−1
β (E)) = (2π i)εβ Hα+, (4.19)

oùHα+ est la mesure de Heaviside associée àα+.

La section suivante est consacrée à une généralisation de l’égalité (4.19) (cf.
Proposition 4.8). Nous montrons en particulier que la forme équivariante Eul−1

β (E)

possède une transformée de Fourier tempérée qui, lorsque l’action deT surE est
effective, est une mesure polynomiale par morceaux.

4.3. ETUDE DE Eul−1
β (E) LORSQUEE

T = M

On suppose dans cette section qu’un toreT , d’algèbre de Liet, agit sur le fibré
E → M de telle façon queET = M (etM n’est pas supposée compacte). Soit
β ∈ t tel queE(βE ) = M. Dans ce cas, la forme Eul−1

β (E) est un élément de
A

−∞
T (M).
Voici les différentes notations que l’on utilise dans cette section. On note

A
−∞
temp(t,M) les fonctions généralisées et tempérées surt à valeurs dansA(M).

Les distributions tempérées surt∗ à valeurs dansA(M) constituent l’ensemble
M

−∞
temp(t

∗,M). On noteraC∞
d.r(t

∗) l’espace de Schwartz des fonctions à décrois-
sance rapide surt∗.

On désigne parF : A−∞
temp(t,M) → M

−∞
temp(t

∗,M) la transformation de Fourier
qui, à toute fonction généralisée et tempéréeφ, associe la distribution tempérée
F (φ) telle que

∫

t∗ ei(ξ,X)
F (φ)(ξ) = φ(X).

Par exemple, pour une formeη ∈ C
∞(t,A(M)) à support compact surt, nous

avons pour toutm ∈ M et ξ ∈ t∗

F (ηm)(ξ) =
(∫

t

e−i(ξ,X)ηm(X)dX

)
dξ

(2π)dimT
,

où dξ et dX sont des mesures euclidiennes duales surt∗ et t.

Cette section est consacrée au calcul de la distribution tempéréeF (Eul−1
β (E))

surt∗.
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A tout vecteurα ∈ t∗, α 6= 0, on associe la mesure de Heaviside,Hα, définie
par:

∀φ ∈ C
∞
d.r(t

∗), 〈Hα, φ〉 =
∫ +∞

0
φ(uα)du.

Rappelons quelques propriétés générales de ces mesures. Le produit de convo-
lutionHα1 ∗ · · · ∗Hαp est défini si les vecteursα1, . . . , αp appartiennent àun même
demi-espace. Dans ce cas, il s’écrit

∀φ ∈ C
∞
d.r(t

∗), 〈Hα1 ∗ · · · ∗Hαp , φ〉

=
∫ +∞

0
· · ·
∫ +∞

0
φ

(
p
∑

i=1

uiαi

)

du1 . . .dup.

On voit par exemple que:

∀φ ∈ C
∞
d.r(t

∗), 〈Hα ∗ · · · ∗Hα
︸ ︷︷ ︸

k+1 fois

, φ〉 =
∫ +∞

0

uk

k! φ(uα)du. (4.20)

Lorsque les vecteursα1, . . . , αp engendrentt∗, on aHα1 ∗ · · · ∗ Hαp(ξ) =
P(ξ)dξ1 . . . dξr , avecP une fonction surt∗ supportée par le cône{6iuiαi, ui > 0}:
cette fonction est continue et localement polynomiale sur ce cône [13].

Soit {Ei, i = 1 . . . r} une base det et {Ei, i = 1 . . . r} sa base duale. La distri-
bution tempéréeF (Eul−1

β (E)) surt∗ à valeur dansA(M) est définie par l’équation:
pour toute fonctionφ ∈ C

∞
d.r(t

∗)

〈F (Eul−1
β (E)), φ〉m

=
∫

y∈Em

e−i dθβ (y)φ

(
r
∑

i=1

(µE (β).y, µE (Ei).y)Ei

)

. (4.21)

Soient{±α1, . . . ,±αp} les poids distincts deT dans la fibre deE : on les pola-
rise en posantα+

k (β) > 0, ∀k = 1, . . . , p. On définit une structure complexeJ
sur les fibres deE en posantJ := µE (β)−1(−µE(β)2)1/2. Dans ce cas, le fibréE
se met sous la forme:E = ⊕p

k=1Eα+
k

avec

Eα+
k

= {v ∈ E | µE (X).v = α+
k (X)Jv, ∀X ∈ t}.

Les sous-fibrésEα+
k

sontT -invariants etJ -stables, ils sont donc de rang pair et

orientés. La 2-formeRE laisse ‘stable’ chacun des sous-fibrésEα+
k
: on noteR+

k la

forme deA(M, so(Eα+
k
)) définie comme la restriction deRE àEα+

k
.
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En posanty = 6
p

k=1yk avec yk ∈ Eα+
k

on trouve(µE(β).y, µE (Ei).y) =
6
p

k=1α
+
k (β)α

+
k (E

i)‖yk‖2 et

r
∑

i=1

(µE(β).y, µE (Ei).y)Ei =
p
∑

k=1

α+
k (β)‖yk‖2α+

k .

Pour calculer l’intégrale (4.21) en un pointm, on considère une trivialisation de
E au voisinage dem, orthonormée, dans laquelle on peut écrire∇E = d + 2. On
la choisit de façon à ce que la 1-forme de connexion2 s’annule enm.

SurEm on a l’égalité

dθβ = −
p
∑

k=1

(

(µE (β).dyk, dyk)+ (µE (β).yk, R
E .yk)

)

.

On exponentie la forme−i dθβ , le terme de degré maximal sur la fibre s’écrit

∀y ∈ Em, (e−i dθβ(y))max

= (2i)ndet1/2o (µE (β))

p
∏

k=1

(ei(µE (β).yk,R
E .yk) dρk),

où 2n est le rang deE etdρk désigne la forme volume euclidienne surEk |m.

On peut récrire pour toutφ ∈ C
∞
d.r(t

∗)

〈F (Eul−1
β (E)), φ〉m

= (2i)ndet1/2o (µE (β))×

×
∫

y∈Em

φ

(
p
∑

k=1

α+
k (β)‖yk‖2α+

k

)
p
∏

k=1

(eiα+
k (β)(J.yk,R

+
k .yk) dρk). (4.22)

On noteSm(Eα+
k
) la sphère dansEα+

k |m des vecteurs de norme 1. Considérons,

pourk = 1, . . . , p, le changement de variable

ψk: R
+ × Sm(Eα+

k
) → Eα+

k |m

(z, vk) 7→ (α+
k (β))

−1/2√z vk
dans l’intégrale (4.22). On aψ∗

k (dρk)(z,v) = 1
2(α

+
k (β))

−nkznk−1dz ∧ dσk(v) où dσk
est la forme volume surSm(Eα+

k
) et 2nk est le rang du fibréEα+

k
. Ces changements

de variables permettent d’obtenir l’expression

〈F (Eul−1
β (E)), φ〉

= (2i)
rgE

2 εβ

∫

(R+)p
P1(t1) . . . Pp(tp)φ

(
p
∑

k=1

tkα
+
k

)

dt1 . . .dtp,
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où εβ est le signe de det1/2
o (µE(β)) etPk le polynôme surR à valeurs dansA(M)

défini par l’équation

Pk(t) = 1
2 t

nk−1

∫

S(E
α
+
k
)

ei t (J.v,R+
k .v) dσk(v).

Calcul du polynômePk pour k ∈ {1, . . . , p}
Pour trouver une expression simple du polynômePk, on calcule de deux façons

la fonctionκ(s) :=
∫

R
+ Pk(t)e−stdt définie pour touts > 0.

En écrivantPk(t) = 6iai t
i , on obtient pours > 0

κ(s) =
∑

i

ai

∫

R
+
t ie−st dt =

∑

i

ai

si+1
i!. (4.23)

D’autre part

κ(s) = 1

2

∫

R
+×S(E

α
+
k
)

tnk−1e−st+it (J.v,R+
k .v) dt dσk(v),

et en effectuant le changement de variabley = √
tv on trouve, en utilisant (4.15)

κ(s) =
∫

E
α+
k

e−s(y,y)+i(J.y,R+
k .y) dy

=
∫

E
α+
k

e−(J.y,(sJ−iR+
k ).y) dy

= πnk

det1/2o (J )det1/2o (sJ − iR+
k )
.

SoitV un espace vectoriel euclidien orienté muni d’une structure complexeJ .
Soit End(VJ ) les endomorphismesC-linéaires deV : ce sont ceux qui commutent
avecJ . Pours toutA ∈ so(V )∩ End(VJ ), on a det1/2o (J )det1/2o (A) = detCVJ (−JA).

Finalement

κ(s) = πnk

detC
E
α+
k

(s − R+
k )
.

On note queR+
k est un endomorphisme hermitien deEα+

k
et un résultat classique

donne

1

detC
E
α
+
k

(s − R+
k )

= 1

snk

∑

i6dimM/2

1

si
TrSi(E

α
+
k
)

(

(R+
k )

⊗i) . (4.24)
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Dans cette formule, TrSi(E
α+
k
) est l’opérateur ‘trace’ sur les endomorphismes com-

plexes du fibré Si(Eα+
k
), ce dernier étant composé des vecteurs de degréi de l’algèbre

symétrique S(Eα+
k
).

En comparant les expressions (4.23) et (4.24) on obtient

Pk(t) = πnk

dimM
2∑

i=0

TrSi(E
α
+
k
)

(

(R+
k )

⊗i) tnk−1+i

(nk − 1 + i)! .

En utilisant l’égalité (4.20), on trouve

F (Eul−1
β (E))

= (2π i)
rgE

2 εβ
∑

I=(i1,...,ip)
TrSI (E)

(

(R+)⊗I
)

×

×(Hα+
1
)i1+n1 ∗ (Hα+

2
)i2+n2 ∗ · · · ∗ (Hα+

p
)ip+np ,

avec pourI = (i1, . . . , ip)

SI (E) := Si1(Eα+
1
)⊗ · · · ⊗ Sil (Eα+

p
),

(R+)⊗I := (R+
1 )

⊗i1 ⊗ · · · ⊗ (R+
p )

⊗ip .

Si l’action deT sur E est effective les poidsα+
1 , . . . , α

+
p engendrentt∗. Dans

ce cas, les mesures(Hα+
1
)i1+n1 ∗ · · · ∗ (Hα+

p
)ip+np sont localement polynomiales et

supportées par le côneR+α+
1 + · · · + R

+α+
p . On a démontré la

PROPOSITION 4.8.Soit E → M un fibré euclidien orienté sur une variétéM
connexe. SoitT un tore qui agit sur ce fibré en préservant la structure euclidienne.
On suppose queET = M et on se donne un élémentβ ∈ t tel queE(βE ) = M. Soit
Eul−1

β (E) ∈ A
−∞
T (M) la formeT -équivariante fermée à coefficients généralisés

introduite à la Définition 4.5. On polarise les poids{±α1, . . . ,±αp} de l’action
de T sur les fibres deE en posant:α+

i (β) > 0 ∀i = 1, . . . , p. On noteCβ :=
R

+α+
1 + · · · + R

+α+
p .

La mesure tempéréeF (Eul−1
β (E)) vérifie

F (Eul−1
β (E))

= (2π i)
rgE

2 εβ
∑

I=(i1,...,ip)
TrSI (E)

(

(R+)⊗I
)

×

×(Hα+
1
)i1+n1 ∗ · · · ∗ (Hα+

p
)ip+np , (4.25)
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où εβ est le signe dedet1/2o (µE (β)) et 2nk est le rang du fibréEα+
k
. La mesure

F (Eul−1
β (E)) estnulleen dehors du côneCβ et, si l’action deT surM est effective,

c’est une mesurecontinue, localement polynomialedeCβ dansA(M).

5. Formule d’Atiyah–Bott et Berline–Vergne

5.1. FORMULE DE LOCALISATION

Considérons un groupe de LieG compact et connexe agissant sur une variété
compacteM. Soientβ ∈ g etG(β) le sous-groupe deG stabilisateur deβ. Soit
Mβ est la sous-variété des points où le champ de vecteursβM s’annule. SiF
est une composante connexe deMβ , et NF son fibré normal dansM, la forme
Eul−1

β (NF ) ∈ H
−∞
G(β)(F ) est bien définie.

THÉORÈME 5.1.DécomposonsMβ en somme de composantes connexesF . Nous
avons le diagramme commutatif suivant

H
∞
G(β)(M)

3β - H
−∞
G(β)(M

β) = ⊕FH
−∞
G(β)(F )

H
H

H
H

H
H

H
H

H
H

H

I

j
H

−∞
G(β)(M)

?

(iβ)∗ (5.26)

où iβ = ⊕F iF : Mβ → M est l’inclusion, et3β(η) = ⊕F i
∗
F (η)Eul−1

β (NF ).

Le reste de cette sous-section est consacrée à la démonstration de ce théorème
qui est une réalisation du procédé de localisation expliqué à la Section 3 en utilisant
la formeλβ := (βM, .)M (voir l’exemple 1 de la sous-section 3.3). En fait, pour
simplifier ce calcul nous allons modifier la formeλβ au voisinage deMβ en une
1-formeλmod et appliquer le procédé de localisation avec cette 1-forme. Il nous
restera ensuite à montrer que3β(1M) = 6FEul−1

β (NF ).

Modification deλβ . On se place sur un voisinage tubulaireUF d’une composante
connexeF deMβ . On peut supposer l’existence d’un voisinageWF de la section
nulle dans le fibré normalNF et d’un isomorphismeG(β)-invariant,ψF , deWF

surUF , tel queψF (m,0) = m pourm ∈ F.
On reprend les notations de la sous-section 4.1. On fixe sur le fibré normalNF

un produit scalaireG(β)-invariant et on noteθβF := (βNF ,
V ) la 1-forme surNF

associée.

On se propose maintenant de modifier la forme de localisationλβ enλmod sans
changer l’endroit où les formes équivariantes fermées sont localisées.

Les ouvertsUF ont été définis précédemment. Quitte à les restreindre, on peut
supposer qu’ils sont disjoints.
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SoitU ′
F le voisinage deF dansM défini par:U ′

F = ψF (
1
2WF ) où le terme1

2
représente une contraction de facteur1

2 sur les fibres deNF .

Au moyen de l’ouvertUext = M − ∪FU ′
F , on réalise une partition de l’unité

{(UF , χF )F , (Uext, χext)} de la variétéM. Pour toute composante connexeF , les
fonctionsχF sont positives, à support dansUF ,G(β)-invariantes et égales à 1 sur
U ′
F . La fonctionχext est positive, à support dansUext,G(β)-invariante et elle vérifie

l’équation:
∑

F

χF + χext = 1. (5.27)

On peut maintenant définir la formeλmod et montrer qu’elle localise encore les
formesG(β)-équivariantes fermées surMβ .

PROPOSITION 5.2.Considérons la formeλmod définie par l’équation

λmod := χextλβ +
∑

F⊂Mβ

χF (ψ
−1
F )∗(θβF ),

où la somme est prise sur les composantes connexesF deMβ . La formeλmod est
G(β)-invariante et détermine la même localisation que la formeλβ : en particulier
{8λmod = 0} = Mβ .

Démonstration. SoitF une composante connexe deMβ : la forme(ψ−1
F )∗(θβF )

est définie sur l’ouvertUF , tandis que la fonctionχF a son support dansUF . Les
formesχF (ψ

−1
F )∗(θβF ) sont donc définies etG(β)-invariantes surM.

Considérons la fonctionf : M → g(β) constante, égale àβ. Montrons queλβ ,
λmod et f vérifient les hypothèses de la Proposition 3.11 notre proposition sera
démontrée.

On voit tout d’abord que〈8λβ , β〉 = ‖βM‖2 est strictement positive surM−Mβ

et queMβ ⊂ {8λmod = 0}.
D’autre part, la fonction〈8λmod, β〉 se décompose en somme de fonctions

positives

〈8λmod, β〉 = χext‖βM‖2 +
∑

F⊂Mβ

χF‖βNF ‖2 ◦ ψ−1
F . (5.28)

Supposons〈8λmod, β〉 nulle enm, alors

χext(m)‖βM‖2(m) = 0,

χF (m)‖βNF ‖2 ◦ ψ−1
F (m) = 0 pour toutF ⊂ Mβ .

Considérons la première égalité:

– Soit‖βM‖2(m) = 0, ce qui impliquem ∈ Mβ .
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– Soitχext(m) = 0. Il existe donc, d’après (5.27), une composante connexeF

deMβ telle queχF (m) 6= 0. Ceci entrainem ∈ UF et‖βNF ‖2 ◦ψ−1
F (m) = 0.

Cette dernière égalité impliquem ∈ F : dans tous les casm ∈ Mβ .

On a donc démontré que l’ application8λmod est nulle surMβ , et que la fonction
〈8λmod, β〉 est strictement positive surM −Mβ . 2

Nous effectuons maintenant la localisation avec la formeλmod. On a montré
dans la Section 3 comment cette forme définit un morphisme3β : H∞

G(β)(M) →
H

−∞
G(β)(M

β). Il nous reste à calculer3β(1M). Nous avons3β(1M) = 6F3F et
3F = lima→+∞3a

F avec

3a
F =

∫

NF /F

χF e−iaDθ
β
F + iD

(∫ a

0

(∫

NF /F

χFe−itDθ
β
F θ

β

F

)

dt

)

.

La Remarque 4.4 montre que
∫

NF /F
χFe−itDθ

β
F θ

β

F = 0 pour toutt ∈ R, et donc que

3a
F =

∫

NF /F
χF e−iaDθ

β
F pour touta ∈ R. Considérons la contractionδa, a > 0 sur

NF définie par

δa(m, v) =
(

m,
v√
a

)

pour m ∈ F et v ∈ NF |m.

La forme θβF a une dépendance quadratique dans les fibres:a (δa)
∗(θβF ) = θ

β

F .

En effectuant le changement de variableδa dans l’intégrale
∫

NF /F
χF e−iaDθ

β
F , on

trouve
∫

NF /F

χF e−iaDθ
β
F =

∫

NF /F

χF ◦ δa e−iDθ
β
F

et donc que

lim
a→+∞

∫

NF /F

χF e−iaDθ
β
F =

∫

NF /F

e−iDθ
β
F ,

carχF = 1 au voisinage de la section nulle.

Finalement nous avons3F =
∫

NF /F
e−iDθ

β
F . La forme3F est égale à l’inverse

de la classe d’Euler, Eul−1
β (NF ), définie à la sous-section 4.2.

5.2. POLYNÔMES DE DUISTERMAAT–HECKMAN

Considérons l’action hamiltonienne d’un toreT sur une variété symplectique com-
pacte(M,�). On noteµ:M → t∗ l’application moment, et�t(X) := �+ 〈µ,X〉
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la forme symplectique équivariante associée. Soit dmL := �n/n! la mesure de
Liouville surM (avec dimM = 2n). L’image directeµ∗(dmL) de la mesure dmL
par l’application moment vérifie

µ∗(dmL) = 1

in
F

(∫

M

ei�t

)

,

oùF est la transformée de Fourier.
Dans [10], Duistermaat et Heckman montrent que la mesureµ∗(dmL) se met

sous la formeµ∗(dmL) = f (ξ)dξ , oùf est une fonction localement polynomiale
supportée parµ(M).

Soit β ∈ t tel queMβ = MT . Appliquons le Corollaire 3.10, associé au
Théorème 5.1, au calcul de la fonction

∫

M
ei�t (X). Nous obtenons

∫

M

ei�t (X) =
∑

F⊂MT

ei〈µ(F ),X〉
∫

F

ei�F Eul−1
β (NF )(X), (5.29)

où�F est la 2-forme symplectique induite par� sur la sous-variétéF .
Prenons la transformée de Fourier de l’égalité (5.29):

µ∗(dmL) = 1

in

∑

F⊂MT

δµ(F ) ∗
(∫

F

ei�F F (Eul−1
β (NF ))

)

,

où δµ(F ) désigne la mesure de Dirac enµ(F) ∈ t∗ et ‘∗’ est le produit de convolu-
tion.

Nous gardons les notations de la sous-section 4.3. En appliquant la Proposition
4.8 à chaque fibréNF , nous obtenons une expression de la mesure
µ∗(dmL) similaire à celle donnée par Canas da Silva et Guillemin dans [8] (voir le
Théorème 2).

PROPOSITION 5.3.La mesureµ∗(dmL) admet la décomposition

µ∗(dmL) = (2π)
dimM

2

∑

F,I

c
β

F,I δµ(F ) ∗ (Hα+
1,F
)i1+n1 ∗ · · ·

∗(Hα+
pF ,F

)
ip
F

+np
F , (5.30)

où les constantescβF,I ∈ C vérifient

c
β

F,I =
ǫFβ

(2π i)
dimF

2

∫

F

ei�F TrSI (NF )

(

(R+
F )

⊗I ) .

Dans la première égalité, la somme est prise sur les composantes connexesF

de MT , et ensuite sur les multi-indicesI = (i1, . . . , ip
F
) ∈ N

p
F . On note
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α+
1,F , . . . , α

+
pF ,F

les poids distincts pour l’action deT surNF , ‘polarisés’ au moyen
deβ, et 2nk le rang du fibréNF,α+

k,F
. Dans la deuxième égalité, le termeǫFβ est le

signe dedet1/2o (µNF (β)).

Remarque. La somme dans l’égalité 5.30 est finie puisquecβF,I = 0 si 2|I | >
dim F (avec|I | = 6kik).

Remarquons que chaque termeδµ(F ) ∗ (Hα+
1,F
)i1+n1 ∗· · · ∗ (Hα+

p,F
)
ip
F

+np
F est une

mesure ‘localement polynomiale’ supportée par le côneµ(F) + R
+α+

1,F + · · · +
R

+α+
pF ,F

.
Lorsque l’ensembleMT des points fixes est fini, on retrouve l’expression

µ∗(dmL) = (2π)
dimM

2

∑

F

ǫFβ δµ(F ) ∗ (Hα+
1,F
)n1 ∗ · · · ∗ (Hα+

pF ,F
)npF

obtenue dans [13].

6. Localisation dans le cas d’une action hamiltonienne d’un tore

Soit(M,�) une variété symplectique compacte connexe munie de l’action hamilto-
nienne d’un toreT . On notet l’algèbre de Lie deT et t∗ l’espace vectoriel dual.
Soitµ:M → t∗ l’application moment associée à cette action. C’est une application
T -équivariante déterminée (à une constante près) par l’équation

d〈µ,X〉 = c(XM)�, ∀ X ∈ t, (6.31)

où 〈·, ·〉 correspond aux crochets de dualité entret∗ et t. L’action deT sur t∗ étant
triviale les applicationsµε := µ− ε, ε ∈ t∗ sont encore des applications moment.

Pour toute fonctionC∞, f :M → R, on notera Cr(f ) = {m ∈ M,dfm = 0}
l’ensemble de ses points critiques.

Nous faisons le choix d’un produit scalaire surt∗ et suivant l’idée de Witten
[25], on applique le procédé de localisation avec la formeλε définie ci-dessous.

DÉFINITION 6.1. Soitε ∈ t∗. On désigne parλε la 1-formeT -invariante suivante
λε = (H ε, ·)M , oùH

ε est le champ de vecteurs hamiltonien de la fonction1
2‖µε‖2

et (·, ·)M est une métrique riemannienneT -invariante surM.

Considérons une base orthonorméeEi, i = 1, . . . , r de t, et notonsEi, i =
1, . . . , r la base duale. Nous avons

H
ε =

r
∑

i=1

〈µε, Ei〉EiM et 8λε =
r
∑

i=1

(H ε, EiM)MEi . (6.32)

Commej−1(µε) = 6r
i=1〈µε, Ei〉Ei , on voit que le champ de vecteursH

ε véri-
fie ‖H ε‖2

M = 〈8λε , j
−1(µε)〉. Ainsi pour toutm ∈ M, 8λε(m) = 0 entraine
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‖H ε‖M(m) = 0. L’égalité de droite dans l’équation (6.32) montre, réciproque-
ment, que siH ε

m = 0 alors8λε(m) = 0.
CommeH ε

m = 0 ⇔ d(‖µε‖2)m = 0, on constate que{8λε = 0} = Cr(‖µε‖2).
On constate donc que la 1-formeλε va localiser les formes équivariantes sur

Cr(‖µε‖2). Pour faciliter le calcul de cette localisation nous modifionsλε en une
1-formeλmod et effectuons le calcul avec cette nouvelle 1-forme.

Nous montrons dans le premier paragraphe que pourε ∈ t∗ générique, les
points critiques de‖µε‖2 forment une sous-variété (non-connexe) lisse deM. Nous
effectuons le calcul de la localisation aux paragraphes suivants.

6.1. POINTS CRITIQUES

Dans une première partie nous rappelons la structure des points critiques de la
fonction moment [1, 15], et définissons un ensemble d’indicesB qui nous permet
ensuite, en suivant Kirwan [18], de définir une partition des points critiques de
‖µε‖2.

Finalement, nous montrons l’existence d’un ouvertW densede t∗ tel que pour
tout ε dansW , les points critiques de la fonction‖µε‖2 forment une sous-variété
fermée deM.

6.1.1. Les points critiques de la fonction moment

Généralement, pour une fonction différentiablef :M → N , un pointm ∈ M est
dit critique si l’application tangenteTmf : TmM → Tf (m)N n’est pas surjective.
Dans le cas de l’application moment,Tmµ n’est pas surjective s’il existeX ∈
t − {0} tel que〈Tmµ,X〉 = 0: d’après l’égalité (6.31) c’est le cas siXM(m) = 0.
Ainsi l’élémentm ∈ M est un point critique de la fonctionµ si et seulement si
le stabilisateur dem, Stab(m), contient un sous-tore deT de dimension 1. Par
exemple, lorsque l’action du tore n’est pas effective, tous les points deM sont des
points critiques deµ.

Nous donnons, dans le cas de l’application moment, une définition modifiée.
Le sous-groupeSM := ∩m∈MStab(m) est appelé stabilisateur générique. SisM est
l’algèbre de Lie deSM , on constate d’après (6.31) queµ envoieM dans un sous-
espace affineAM qui a pour direction vectorielle(sM)⊥ := {ξ ∈ t∗| 〈ξ,X〉 =
0, ∀X ∈ sM}. L’action deT sur la variétéM est dite quasi-effective siSM est fini.

DÉFINITION 6.2. Les points critiques de l’application moment sont, par défini-
tion, les points critiques (pour l’ancienne définition) de l’application moment re-
streinteµ:M → AM : ce sont les pointsm ∈ M tels que le groupe Stab(m)/SM
n’est pas fini.

Voici les notations utilisées par la suite:
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• pour A ⊂ t∗, on note Aff(A) (resp. conv(A)) le sous-espace affine det∗

engendré parA (resp. l’enveloppe convexe deA) et
→
A désigne la direction

vectorielle de ce sous-espace affine.

• pourA ⊂ t∗, on note(
→
A)

⊥ (ou plus simplementA⊥) l’ensemble des vecteurs

det orthogonauxà
→
A.

• pourP ⊂ t∗, TP est le sous-tore deT engendré par Exp(P⊥).

L’ensemble des valeurs critiques de la fonctionµ est (par définition) l’image
des points critiques: c’est donc la réunion∪SM⊂T ′µ(MT ′

) où l’union est prise sur
tous les sous-toresT ′ deT tels queT ′/SM n’est pas fini.

Soit a une valeur régulière deµ. Dans ce cas, pour toutm ∈ µ−1(a) le groupe
Stab(m)/SM est fini:µ−1(a) est une sous-variété deM sur laquelle le groupeT /SM
agit localement librement.

Pour obtenir une description plus précise des points critiques nous avons besoin
du théorème de convexité d’Atiyah–Guillemin–Sternberg [1, 15].

THÉORÈME 6.3 (Atiyah–Guillemin–Sternberg).Soit (N,�N ) une variété sym-
plectique compacte et connexe, munie de l’action hamiltonienne d’un toreG. Soit
µ:N → Lie(G)∗ l’application moment. Alors

(1) L’image de l’application moment,µ(N), est égale à l’enveloppe convexe du
sous-ensemble{µ(F), F composante connexe de NG}.

(2) Pour touta ∈ Lie(G)∗, la fibreµ−1(a) est connexe.

Notons que l’application moment est constante sur chaque composante connexe
deMT , ainsiµ(MT ) est un ensemble fini de points det∗.

Soit T ′ un sous-tore deT contenantSM et tel queT ′/SM ne soit pas fini.
Chaque composante connexeZ deMT ′

est une sous-variété symplectique deM
qui est munie de la 2-forme symplectique restreinte�|Z et de la restrictionµ|Z
de l’application momentµ. En appliquant le Théorème 6.3 à(Z,�|Z) on voit
queµ(Z) est un polytope convexeP de t∗ égal à l’enveloppe convexe de{µ(F ),
F composante connexe deZT }. SoitX ∈ t, on a les égalités suivantes:

{Exp(s.X); s ∈ R} agit trivialement surZ ⇔ 〈µ,X〉 est constant surZ ⇔
X ∈ P⊥.

Ces équivalences permettent de voir que l’algèbre de Lie deT ′ est incluse dans
P⊥ et que l’algèbre de Lie deTP est égale àP⊥: on a doncZ ⊂ MTP ⊂ MT ′

.
On en conclut queZ est une composante connexe deMTP sur laquelleT /TP agit
quasi-effectivement, ou dit autrement, le stabilisateur générique deZ est un sous-
groupe deT dont la composante connexe (de l’élément neutre) est égale àTP .
Notons que dimP = dim t − dim tP < dim t − dim(Lie(SM)) = dim(µ(M)).
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DÉFINITION 6.4. On noteB ′ l’ensemble défini par

B
′ = {P polytope convexe det∗ | ∃Z composante

connexe deMTP avecµ(Z) = P }.

D’après le Théorème 6.3, chaque élément deB
′ est une enveloppe convexe de

points deµ(MT ). La compacité deM impose queMT soit une réunionfinie de
sous-variétés deM. L’ensembleB ′ correspond donc à une collectionfiniede poly-
topes det∗. On remarque, en particulier, queB

′ ne possède qu’un seul polytope de
dimension maximale, c’est à direµ(M).

On notet∗reg l’ensemble des points det∗, réguliers pour l’application moment.
On vient de montrer l’égalité suivante:

t∗reg = t∗ −
⋃

P∈B′
P 6=µ(M)

P. (6.33)

PROPOSITION 6.5. (1)SoitP ∈ B
′ et Z une composante connexe deMTP telle

queµ(Z) = P ; alors T /TP agit quasi-effectivement surZ.
(2) SiP ∈ B

′, l’algèbre de Lie deTP est égale àP⊥.
(3) L’ensembleB ′ contient toutes les faces du polytopeµ(M). De manière

générale, siP est un polytope deB ′ alors les faces deP sont encore dansB ′.

Démonstration de(1) et (2). Cela a été démontré auparavant.

Démonstration de(3). Soit P une face du polytopeµ(M). Dans ce cas
l’ensembleµ−1(P ) est une composante connexe deMTP . Pour s’en assurer, con-
sidérons le côneC := {X ∈ t | 〈ξ − ξ ′, X〉 > 0,∀ξ ∈ P, ∀ξ ′ ∈ µ(M)}. On
voit que pour tout pointβ dans l’intérieur du côneC la fonction〈µ, β〉 prend son
maximum surµ−1(P ): on a doncµ−1(P ) ⊂ Mβ etµ−1(P ) = 〈µ, β〉−1(sβ) avec
sβ = supM〈µ, β〉. Ceci permet de voir queµ−1(P ) est une composante connexe de
Mβ (cf. [7]). CommeC engendreP⊥, on conclut queµ−1(P ) est une composante
connexe deMTP .

Dans le cas général d’un polytopeP ∈ B
′, on procède de la même façon avec

la sous-variété symplectiqueZ deM telle queµ(Z) = P . SoitP ′ une face deP .
On montre alors queZ′ = (µ|Z)−1(P ′) est une composante connexe deMTP ′ telle
queµ(Z′) = P ′, et donc queP ′ ∈ B

′. 2

Dans la prochaine section nous étudions pour quelles valeurs deε ∈ t∗ les points
critiques de la fonction‖µε‖2 forment une sous-variété deM.
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6.1.2. Les points critiques de la fonction‖µε‖2

Le produit scalaire surt∗ induit un isomorphisme linéairej : t → t∗. Dans la suite
de cette section nous considéronsdeux formes d’orthogonalité: l’orthogonalité is-
sue dela dualité entret et t∗ et la j-orthogonalité définie au moyen du produit
scalaire.

DÉFINITION 6.6. Pourε ∈ t∗ et A un sous-espace affine det∗, β(ε,A) est le
projeté orthogonal deε surA.

Introduisons un ensembleB qui sera par la suite l’ensemble des indices d’une
partition de l’ensemble Cr(‖µε‖2).

DÉFINITION 6.7. On noteraB la collection de sous-espaces affines det∗ donnée
parB := {Aff (P ), P ∈ B

′}.
Pour tout1 deB, nous noteronsT1 le sous-tore deT engendré par Exp(1⊥).

On sait d’après le point (2) de la Proposition 6.5 queT1 = Exp(1⊥).

L’ensembleB nous renseigne sur les types d’orbites deM sous l’action de
T . Soit T1 un sous-groupe fermé deT etMT1 := {m ∈ M | Stab(m) = T1} ⊂
MT1. Si Z est une composante connexe deMT1 telle queZ ∩ MT1 6= ∅, le stabi-
lisateur générique deZ est égal àT1. L’image µ(Z) est un polytope deB ′ et

1 := Aff (µ(Z)) est un sous-espace affine deB qui vérifie (
→
1)⊥ = Lie(T1),

c’est à dire que le sous-toreT1 est égal à la composante connexe (de l’élément
neutre) du sous-groupeT1.

Le champ de vecteurs hamiltonienH
ε associé à la fonction12‖µε‖2 vérifie:

H
ε
m =

(

j−1(µ(m)− ε)
)

|M (m), m ∈ M.
Voici une première description des points critiques de‖µε‖2:

Cr(‖µε‖2) = M(H ε) =
⋃

β∈t∗
M(j−1(β − ε)) ∩ µ−1(β). (6.34)

Démonstration: on ad(‖µε‖2)m = �(H ε
m, .) et doncm ∈ Cr(‖µε‖2) si et

seulement sij−1(µ(m) − ε)|M(m) = 0, c’est à direm ∈ M(j−1(β − ε)) avec
β = µ(m). 2

Dans la proposition suivante, nous rappelons le résultat de Kirwan [18] qui montre
que l’union dans l’égalité (6.34) est en fait finie, mais nous indexons différemment
les composantes de Cr(‖µε‖2).

PROPOSITION 6.8 (Kirwan).Pour toutε ∈ t∗, on a

Cr(‖µε‖2) =
⋃

1∈B

MT1 ∩ µ−1(β(ε,1)).
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Démonstration de l’inclusion ‘⊂’ . On utilise l’égalité (6.34). Soientm ∈
M(j−1(β−ε))∩µ−1(β) etZβ la composante connexe deM(j−1(β−ε)) contenant
m. CommeZβ est une sous-variété symplectique deM, le Théorème 6.3 assure que
µ(Zβ) = P est un polytope convexe. De plus, pour tout vecteurX deP⊥, m 7→
〈µ(m),X〉 est constant surZβ ; ce qui impliqueZβ ⊂ MTP ⊂ M(j−1(β − ε)).
On voit alors queZβ est en fait une composante connexe deMTP . Ceci montre
queP ∈ B

′, et notons1 := Aff (P ) le sous-espace affine deB associé. Comme
le vecteurβ − ε estj -orthogonal à1 et β ∈ 1, on aβ = β(ε,1) et finalement
m ∈ MT1 ∩ µ−1(β(ε,1)).

Démonstration de l’inclusion ‘⊃’ . Elle est évidente puisqueMT1 ⊂ M(j−1(β−
ε)) pourβ = β(ε,1). 2

On suppose maintenant que le produit scalaire(·, ·) est fixé et on cherche les valeurs
deε pour lesquelles les sous-ensemblesMT1 ∩µ−1(β(ε,1)), 1 ∈ B forment une
collection de sous-variétés disjointes deM.

On noteB ′
1 := {P ∈ B

′, P ⊂ 1 et dimP < dim1}. Soient1reg l’ouvert de
1 défini par

1reg = 1−
⋃

P∈B ′
1

P, (6.35)

etMT1
red = MT1 ∩ µ−1(1) la réunion des composantes connexesZ deMT1 telles

queµ(Z) ⊂ 1.
Pour queMT1 ∩µ−1(β(ε,1)) = M

T1
red ∩µ−1(β(ε,1)) soit une sous-variété de

M, il suffit queβ(ε,1) soit une valeur régulière de l’application moment restreinte
àMT1

red: µ|MT1
red

:MT1
red → 1.

Sim ∈ M
T1
red est un point singulier deµ|MT1

red
, alorsm ∈ MT ′

avecT1 ⊂ T ′ et

dim(T1) < dim(T ′). Dans ce casµ(m) ∈ P oùP est un polytope deB ′ contenu
dans1, et de dimension strictement inférieure, autrement ditµ(m) 6∈ 1reg. Ainsi,
si β ∈ 1reg, l’image réciproqueµ−1

|MT1
red

(β) = MT1 ∩ µ−1(β) est une sous-variété

(non nécessairement connexe) deM sur laquelle le groupeT /T1 agit localement
librement.

Remarquons que l’égalité (6.35) coincide, dans le cas d’une action quasi-
effective, avec l’égalité (6.33) en prenant1 = t∗.

Pour tout1 ∈ B, notonsW1 l’ouvert det∗ défini par l’égalitéW1 = 1reg +
j (t1).

PROPOSITION 6.9.

(1) Pour toutε ∈ W1,M
T1 ∩ µ−1(β(ε,1)) est une sous-variété (peut-être vide)

deM sur laquelle le groupeT /T1 agit localement librement.
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(2) L’ouvert W := ∩1∈B W1 est densedans t∗ et pour toutε ∈ W les sous-
variétésCε1 := MT1 ∩ µ−1(β(ε,1)), 1 ∈ B, forment une partition de
Cr(‖µε‖2).

Démonstration. (1) Par définition, siε ∈ W1 alorsβ(ε,1) appartient à1reg et
doncMT1 ∩ µ−1(β(ε,1)) est une sous-varitété deM.

(2) Pour chaque1 ∈ B l’ouvertW1 est dense dans1: l’ensembleB étant fini,
l’ouvertW est dense danst∗.

Fixonsε ∈ W . Soient11,12 ∈ B etm ∈ Cε11
∩Cε12

. Les groupes Stab(m)/T11

et Stab(m)/T12 sont tous les deux finis, ce qui donne Lie(T11) = Lie(Stab(m))
= Lie(T12) et par suiteT11 = T12. Commeβ(ε,11) = β(ε,12) ∈ 11 ∩12 on a
pour finir11 = 12. Les sous-variétésCε1,1 ∈ B sont donc disjointes. 2

6.1.3. Exemple

SoitM une orbite coadjointe de dimension 6 deSU(3), et T le tore maximal de
SU(3). On identifiet∗ à R

2 (muni de sa structure euclidienne usuelle), et on note
µ:M → R

2 l’application moment associée à l’action deT surM. L’image de
l’application moment est un hexagone (voir Figure 1) où les sommetA,B,C,D,

E,F sont l’image parµ des points fixesMT .

Figure 1. Figure 2.

On vérifie queB ′ = {faces deµ(M)} ∪ {[AD], [BE], [FC]}. Ici B ∼= B
′ car

les polytopes deB ′ engendrent des sous-espaces affines distincts.
Dans la Figure 2, l’ouvertW défini à la Proposition 6.9 est le complémentaire

des droites (en traits pleins) et des segments (en traits pointillés).
Considérons, comme dans la Figure 3,e = ε ∈ W . Pour1 ∈ {(AB), (CD),

(EF)}, les composantesCε1 sont vides car les projectionsβ(ε,1) ne sont pas dans
l’image deµ. Pour1 = t∗, on aCεt∗ = µ−1(ε), et sim ∈ {A,B,C,D,E,F },
Cε{m} = µ−1(m) est un point deMT . Pour les autres1 ∈ B, on a représenté sur la
Figure 3 les projectionsβ(ε,1) (notées en faitb(e,1)).
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Figure 3.

Dans cet exemple, on peut vérifier que lesV -variétésMε
1 := Cε1

/

(T /T1) sont

pour tout1 6= t∗, soit vides, soit réduites à un point.

6.2. MODIFICATION DE LA FORME λε

Nous fixons pour le reste de cette section un élémentε ∈ W .
Pour effectuer la localisation nous allons procéder de la même façon qu’à la

Section 5. Nous modifions la formeλε au voisinage de chaqueCε1 et formons une
nouvelle 1-formeλmod qui localisera encore les formes équivariantes fermées sur
Cr(‖µε‖2).

Pour chaque1 ∈ B, nous faisons le choix d’un supplémentaire det1 danst

que l’on notet/t1, tel que l’on ait une décompositionT = T1 × T /T1 où T /T1
désigne le sous-tore deT d’algèbre de Liet/t1.

On sait, d’après la Proposition 6.9, que le groupeT /T1 agit localement lib-
rement surCε1. En conséquence on peut choisir la structure riemannienne deM

de telle façon que, pour toutE ∈ t/t1, la fonctionm → (EM, EM)M(m) soit
constante au voisinage deCε1, égale à‖E‖2

t .

Dans la suite de cette partie on se place sur un voisinage tubulaireU1 deCε1
dansM.

SoitN(Cε1 ⊂ M) le fibré normal deCε1 dansM. Il se décompose en la somme
de deux fibrés:N1

1 ⊕N2
1 avec

N1
1 := Fibré normal deCε1 dansMT1,
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N2
1 := Fibré normal deMT1 dansM, restreint àCε1.

On peut supposer (quitte à modifierU1) qu’il existe un difféomorphismeT -
invariant, notéψ1

1, d’un voisinageW ′
1 de la section nulle deN(Cε1 ⊂ M) sur

l’ouvert U1 deM tel que

ψ1
1(m,0) = m pour m ∈ Cε1,

Tψ1
1|Cε1

= Id l’isomorphisme canoniqueTW
′
1|Cε1

→ TM|Cε1 .
(6.36)

Ensuite, nous remarquons que le fibréN1
1 est trivial au dessus deCε1. Au moyen

de l’application moment, nous réalisons l’isomorphisme de fibré

ψ2
1:N2

1 × N1
1 → N2

1×
→
1

(m,w, v) 7→ (m,w,Tµm(v)),
(6.37)

où
→
1 est la direction vectorielle du sous espace affine1 det∗.

On noteN1 = N2
1×

→
1, le fibré euclidien surCε1 où le produit scalaire sur

les fibres deN2
1 est induit par la métrique surM, tandis que sur

→
1 nous avons le

produit scalaire provenant du produit scalaire det∗.
On poseW1 = ψ2

1(W
′
1) et on noteψ1 := ψ1

1 ◦ (ψ2
1)

−1 l’isomorphismeT -
invariant du voisinage ouvertW1 deCε1 dansN1 sur le voisinage tubulaireU1:

ψ1: W1 ⊂ N1
∼→ U1 ⊂ M. (6.38)

Nous allons définir surN1 une 1-formeT -invarianteλ1 que nous relèverons, à
travers l’isomorphismeψ1, en une 1-forme surU1. Nous avons besoin du

LEMME 6.10. Soientε ∈ W et1 ∈ B. L’isomorphismej : t → t∗ permet de
définir le vecteurβ1 = j−1(β(ε,1) − ε) de t1. Le champ de vecteurs surN2

1

engendré parβ1 s’annule exactement surCε1, c’est à dire

Cε1 = MT1 ∩ µ−1(β(ε,1)) = M(β1|M) ∩ µ−1(β(ε,1)).

Démonstration. Supposons le contraire:N2
1(β1|N2

1
) 6= Cε1. Cela signifie qu’au

voisinage deCε1 nous avons l’inclusionstricteMT1 ⊂ M(β1|M). Il existe donc
une composante connexeZ deMT1 telle queµ(Z) = P,Aff (P ) = 1 et une
composante connexeZ′ deM(β1|M) qui contient strictementZ. On voit alors que
P ⊂ P ′ = µ(Z′) oùP ′ est un polytope deB ′ de dimensionstrictementsupérieure
à celle deP : sinonZ

′ serait dansMT1 et donc égal àZ, ce qui est exclu.
Le paramètreε est choisi dansW , ce qui implique à fortioriε ∈ W1′, Aff (P ′) =

1′: cette hypothèse impose queβ(ε,1′) 6∈ P1 pour tout polytopeP1 ⊂ P ′ de
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dimension strictement inférieure àP ′. Nous aboutissons donc à une contradiction
puisqueβ(ε,1′) = β(ε,1) ∈ P . 2

Le groupeT /T1 agit localement librement sur le fibré vectorielN2
1 → Cε1: con-

sidérons, sur ce fibré, une connexion euclidienneT -invariante∇N2
1 qui estT /T1-

horizontale:∀ Y ∈ t/t1, µ
N2
1(Y ) = 0.

On rappelle que cette connexion donne une décomposition de l’espace tan-
gentTN2

1 en sous-espace verticalVN2
1 et sous-espace horizontalHN2

1: TN2
1 =

VN2
1 ⊕HN2

1. Cet décomposition induit une projectionV : TN2
1 → VN2

1.

DÉFINITION 6.11. Soit (·, ·)o la structure euclidienne sur le fibré vectorielN2
1.

On noteθβ1 la 1-forme T -invariante etT /T1-basique deA(N2
1) définie par

θβ1(Z) := (β1|N2
1
, ZV )o pour tout champ de vecteursZ surN2

1.

La forme θβ1 est bien définie car le champ de vecteursβ1|N2
1

est vertical.

Cette forme estT -invariante car le champ de vecteursβ1|N2
1
, la projectionV et le

produit scalaire(·, ·)o sontT -invariants. De plus, elle estT /T1-basique car pour
toutY ∈ t/t1 nous avons:

θβ1(YN2
1
)(m,w) =

(

µN
2
1(β1)|m.w,µ

N2
1(Y )|m.w

)

0
= 0.

Dans cette égalité on se sert du fait que pourX ∈ t, la partie verticale du champ de
vecteursXN2

1
en(m,w) ∈ N2

1 est égale à−µN2
1(X)|m.w ∈ N2

1|m.

L’espace quotientMε
1 := Cε1

/

(T /T1) possède une structure deV -variété

[22]. SoitF 1, . . . , F r2 une base orthonormée det/t1. La structure riemannienne
surM permet de définir une 1-forme de connexionσ1 ∈ A

1(Cε1) ⊗ t/t1 sur le
V -fibré principalCε1 → M

ε
1, comme restriction de

r2∑

i=1

(F iM, · )MF i ∈ A
1(M)⊗ t/t1

sur la sous-variétéCε1. On décompose la connexionσ1 := 616k6r2σk ⊗ F k avec

σk ∈ A
1(Cε1)

T , et on définit une 1-formeγ1 surCε1×
→
1 en posant pour(m, ξ) ∈

Cε1×
→
1,

γ1(m,ξ) =
r2∑

k=1

σk |m〈ξ, F k〉. (6.39)

Les projectionsN1 → Cε1×
→
1 et N1 → N2

1 définissent les injections

A(Cε1×
→
1) →֒ A(N1) etA(N2

1) →֒ A(N1).
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Les formesθβ1 et γ1 introduites dans la Définition 6.11 et l’équation (6.39)
appartiennent àA1(N1), et permettent de définir surN1 la formeλ1 ∈ A

1(N1):

DÉFINITION 6.12. On noteλ1 la 1-formeT -invariante surN1 définie parλ1 =
θβ1 + γ1. C’est à dire:

∀ (m,w, ξ) ∈ N2
1×

→
1, λ1(m,w,ξ) = θβ1(m,w) + 〈ξ, σ1|m〉.

L’application8λ1 admet la décomposition8λ1 = 8θβ +8γ1 , avec

∀ (m,w, ξ) ∈ N2
1×

→
1, 8γ1(m,w, ξ) = ξ

et

〈8θβ , X〉(m,w, ξ) =
(

µN
2
1(β1)|m.w,µ

N2
1(X)|m.w

)

0

pourX ∈ t.
L’application moment se relève à traversψ1 (cf. (6.38)) en une application

µ1 = µ ◦ (ψ1)−1 définie surW1.
La proposition suivante est le point essentiel dans la modification de la forme

λε.

PROPOSITION 6.13.Il existe une constanteA > 0 telle que

〈8λ1, j
−1(µ1 − ε)〉(m,w, ξ) > A(‖ξ‖2 + ‖w‖2

0) (6.40)

pour tout (m,w, ξ) suffisamment proche deCε1. Cette minoration assure que la
fonction〈8λ1, j

−1(µ1 − ε)〉 est positive sur un voisinage deCε1 dansW1.
Dans la suite de cette section, nous supposerons− quitte à restreindreU1 et

W1 − que la minoration(6.40)est vérifiée sur tout l’ouvertW1.
Démonstration. Effectuons le développement limité au premier ordre de

l’applicationµ1 au voisinage dem ∈ Cε1: commeTψ1
1|Cε1

= Id on aTµ1|m =
Tµm ◦ T(ψ2

1)
−1
m pour toutm ∈ Cε1. On voit donc que

µ1(m,w, ξ) = µ(m)+ Tµm(w)+ Tµm ◦ (Tµm)−1(ξ)+ O(‖w‖2
0 + ‖ξ‖2)

= β(ε,1) + ξ + O(‖w‖2
0 + ‖ξ‖2) .

Dans la deuxième égalité on se sert du fait que〈Tµm(w),X〉 = �m(XM, w) = 0
carN2

1 est�-orthogonal àTCε1.
On a alorsj−1(µ1 − ε)(m,w, ξ) = β1 + j−1(ξ) + O(‖w‖2

0 + ‖ξ‖2), ce qui
impose, sachant que8λ1 est nulle surCε1,

〈8λ1, j
−1(µ1 − ε)〉(m,w, ξ)

= 〈8λ1, β1〉(m,w, ξ)+ 〈8λ1, j
−1(ξ)〉(m,w, ξ)+ O(‖w‖2

0 + ‖ξ‖2).
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On vérifie ensuite que

〈8λ1, β1〉(m,w, ξ) = 〈8θβ , β1〉(m,w, ξ) = ‖µN2
1(β1)|m.w‖2

0,

et que〈8λ1, j
−1(ξ)〉(m,w, ξ) = ‖ξ‖2 + O(‖w‖2

0 + ‖ξ‖2).
On obtient finalement

〈8λ1, j
−1(µ1 − ε)〉(m,w, ξ)

= ‖µN2
1(β1)|m.w‖2

0 + ‖ξ‖2 + O(‖w‖2
0 + ‖ξ‖2).

Le Lemme 6.10 affirme que le champ de vecteurs surN2
1 engendré par

β1 s’annule exactement surCε1. En conséquence l’endomorphismeµN
2
1(β1)

est inversible en tout point deCε1, et on a alors une minoration de la forme
‖µN2

1(β1)|m.w‖2
0 > A′‖w‖2

0 où A′ > 0, qui est valable pour toutm ∈ Cε1 et
w ∈ N2

1|m. 2

On se propose maintenant de modifier la forme de localisationλε en λmod sans
changer l’endroit où les formes équivariantes fermées sont localisées.

Les ouvertsU1, 1 ∈ B, ont été définis précédemment. Quitte à les restreindre,
on peut supposer qu’ils sont disjoints.

SoitU ′
1 le voisinage deCε1 dansM défini par:U ′

1 = ψ1(
1
2W1) où le terme1

2
représente une contraction de facteur1

2 sur les fibres deN1.

Au moyen de l’ouvertUext = M−∪1∈BU
′
1 , on réalise une partition de l’unité

{(U1, χ1)1∈B, (Uext, χext)} de la variétéM. Pour tout1 ∈ B, les fonctionsχ1
sont positives, à support dansU1, T -invariantes et égales à 1 surU ′

1. La fonction
χext est positive, à support dansUext, T -invariante et elle vérifie l’équation:

∑

1∈B

χ1 + χext = 1. (6.41)

On peut maintenant définir la formeλmod et montrer qu’elle localise encore les
formes équivariantes fermées sur Cr(‖µε‖2).

PROPOSITION 6.14.Considérons la formeλmod définie par l’équation

λmod := χextλ
ε +

∑

1∈B

χ1(ψ
−1
1 )∗(λ1).

C’est une formeT -invariante qui effectue la même localisation queλ: en par-
ticulier {8λmod = 0} = Cr(‖µε‖2).

Démonstration. Soit 1 ∈ B. Si Cε1 = ∅, le terme correspondant à1 dans
λmod est nul. Dans le cas contraire, la forme(ψ−1

1 )∗(λ1) est définie sur l’ouvertU1
tandis que la fonctionχ1 a son support dansU1. Les formesχ1(ψ

−1
1 )∗(λ1) sont

donc définies surM etT -invariantes.
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Considérons la fonctionf : M → t égale àj−1(µε) et montrons que les hypo-
thèses de la Proposition 3.11 sont vérifiées avec les formesλε, λmod et la fonction
f . Notre proposition sera alors démontrée.

On remarque tout d’abord que〈8λ, j
−1(µε)〉 = ‖H ε‖2 est strictement positive

en dehors de Cr(‖µε‖2). Soitm ∈ Cr(‖µε‖2), il existe alors1 ∈ B tel quem ∈
Cε1. L’application8λmod est nulle enm puisqu’au voisinage deCε1 la formeλmod

est égale à(ψ−1
1 )∗(λ1) et enm nous avonsλ1|m = 0. L’inclusion Cr(‖µε‖2) ⊂

{8λmod = 0} est démontrée.
La fonction〈8λmod, j

−1(µε)〉 se décompose, d’après la Proposition 6.13, en une
somme de fonctionspositives

〈8λmod, j
−1(µε)〉 = χext‖H ε‖2 +

∑

1∈B

χ1〈8λ1, j
−1(µ1 − ε)〉 ◦ ψ−1

1 .

Supposons que〈8λmod, j
−1(µε)〉 est nulle enm, alors

χext(m)‖H ε
m‖2 = 0,

χ1(m)〈8λ1, j
−1(µ1 − ε)〉 ◦ ψ−1

1 (m) = 0, ∀1 ∈ B.

Considérons la première égalité:

– SoitH ε
m = 0, ce qui impliqued(‖µε‖2)m = 0.

– Soitχext(m) = 0. D’après (6.41), il existe alors1 ∈ B avecχ1(m) 6= 0.

Ceci entraine quem ∈ U1 et 〈8λ1, j
−1(µ1 − ε)〉 ◦ ψ−1

1 (m) = 0. D’après la
Proposition 6.13, cette dernière égalité implique quem ∈ Cε1. Dans tous les cas
m ∈ Cr(‖µε‖2).

On a finalement démontré que8λmod est nulle sur Cr(‖µε‖2) et que〈8λmod,

j−1(µε)〉 est strictement positive en dehors de Cr(‖µε‖2). 2

Dans la prochaine sous-section nous effectuons la localisation sur Cr(‖µε‖2) au
moyen de la formeλmod.

6.3. CALCUL DE LA LOCALISATION AVEC λmod

Considérons, pour chaque1 ∈ B, des fonctionsχ ′
1 ∈ C

∞(M)T telles que le
support deχ ′

1 soit inclus dans l’ouvertU ′
1 défini précedemment, et égales à 1 au

voisinage deCε1. SiCε1 = ∅ alorsU ′
1 = ∅ et la fonctionχ ′

1 est nulle.
Procédons de la même manière qu’à la Section 3. On définit au moyen de la

1-formeλmod l’application de localisation

2 : A
∞
T (M) → ⊕1A

−∞
T (U ′

1),

η 7→ ⊕121(η),

avec

21(η) :=
(

χ ′
1 + dχ ′

1

(∫ ∞

0
i e−itDλmoddt

)

λmod

)

η.



286 PAUL-EMILE PARADAN

Au moyen des isomorphismesψ1 on se ramène sur les voisinagesW1 de la section
nulle dansN1. L’intégration sur les fibres de chaqueN1 donne au niveau de la
cohomologie un morphisme

3:H∞
T (M) → ⊕1H

−∞
T (Cε1),

η 7→ ⊕1i
∗
1(η)31.

On a vu à la sous-section 3.2 que31 = lima→+∞3a
1, avec

3a
1 =

∫

N1/C
ε
1

χ ′′
1e−iaDλ1 + iD

(
∫ a

0

(∫

N1/C
ε
1

χ ′′
1e−itDλ1λ1

)

dt

)

,

avecψ∗
1(χ

′
1) = χ ′′

1. Dans cette dernière identité on se sert du fait queψ∗
1(λmod|U ′

1
) =

λ1.
Pour conclure on a besoin du lemme suivant.

LEMME 6.15.

(1)
∫

N1/C
ε
1

χ ′′
1e−itDλ1λ1 = 0, ∀ t ∈ R.

(2) lima→+∞

∫

N1/C
ε
1

χ ′′
1e−iaDλ1 =

∫

N1/C
ε
1

e−i Dλ1 .

Démonstration1. En utilisant la décompositionλ1 = θβ1 + γ1 on obtient
∫

N1/C
ε
1

χ ′′
1e−itDλ1λ1

=
∫

N2
1/C

ε
1

e−itDθβ1

(∫

E1
χ ′′
1e−itDγ1γ1

)

︸ ︷︷ ︸

1

+

+
∫

E1
e−itDγ1

(
∫

N1/C
ε
1

χ ′′
1e−itDθβ1 θβ1

)

︸ ︷︷ ︸

2

.

Le terme 2 est nul d’après la Remarque 4.4. De la même façon, la forme e−itDγ1γ1
ne possède pas de composante de degré maximum dans la direction deE1: le terme
1 est donc nul. 2

Démonstration2. Considérons la contractionδa, a > 0, effectuée au niveau des
fibres deN1 → Cε1, définie par

δa:N2
1 × E1 → N2

1 × E1,

(m,w, ξ) 7→
(

m,
w√
a
,
ξ

a

)

.
(6.42)
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La formeλ1 a une dépendance linéaire par rapport àξ ∈ E1, et une dépendance
quadratique sur les fibres deN2

1. On a doncaδ∗
a(λ1) = λ1.On vérifie aussi que

aδ∗
a(λ1(XN1)) = λ1(XN1), X ∈ t. Ainsi, en effectuant le changement de variable

‘δa ’ dans l’intégrale
∫

N1/C
ε
1
χ ′′
1e−iaDλ1 on trouve

∫

N1/C
ε
1

χ ′′
1e−iaDλ1 =

∫

N1/C
ε
1

χ ′′
1 ◦ δa e−iDλ1 .

Comme la fonctionχ ′′
1 est égale à 1 au voisinage de la section nulle nous avons

lima→+∞ χ ′′
1 ◦ δa = 1. En utilisant un argument ‘à la Lebesgue’ on conclut

finalement que la forme
∫

N1/C
ε
1
χ ′′
1 e−iaDλ1 converge vers la forme à coeffi-

cients généralisés
∫

N1/C
ε
1

e−i Dλ1 . 2

THÉORÈME 6.16.Nous avons le diagramme commutatif suivant

H
∞
T (M)

3- ⊕1H
−∞
T (Cε1)

Q
Q

Q
Q

QI s
H

−∞
T (M)

?
i∗ (6.43)

où i = ⊕1i1: ∪1Cε1 → M est l’inclusion. Le morphisme3 est défini par3(η) =
⊕1∈B i

∗
1(η)31, avec, pour tout1 ∈ B,31 =

∫

N1/C
ε
1

e−i Dλ1 .

6.4. ETUDE DE LA FORME31

L’espace quotientMε
1 := Cε1

/

T /T1 possède une structure deV -variété [17].

On rappelle que les formes différentielles deM
ε
1 sont définies comme les élé-

mentsT /T1-basiques de l’algèbreA(Cε1). Ces éléments forment une sous-algèbre
A(Mε

1) qui est stable par rapport à la différentiation extérieure. On noteraH(Mε
1)

la cohomologie associée.
La V -variétéM

ε
1 possède une 2-forme symplectique induite par la 2-forme�

[24]; elle est ainsi orientée. On a donc une opération d’intégration surH(Mε
1) que

l’on notera
∫

M
ε
1
.

Pour chaque composante connexeF deCε1, on appelle stabilisateur générique
deF le sous groupeS1(F ) := ∩m∈FStab(m). On rappelle qu’il existe un ouvert
dense deF sur lequel Stab(m) = S1(F ). Soit |S1(F )| le cardinal deS1(F ).
L’applicationF → |S1(F )| détermine une fonction localement constante surM

ε
1

que l’on note|S1|.
La structure riemannienne a été choisie de telle manière que pour toutF ∈ t/t1,

(FM, FM)M = ‖F‖2
t surCε1. La 1-forme de connexionσ1 = ∑r2

k=1 σk ⊗ F k sur le
V -fibré principalCε1 → M

ε
1 a déjà été définie.
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Nous choisissons une orientation deCε1, notée o(Cε1), qui est donnée par la
relation

o(Cε1) = o(Mε
1) ∧ σr2 ∧ · · · ∧ σ1. (6.44)

Dans la suite de cette section on note{F1, . . . , Fr2} la base deE1 ∼= (t/t1)
∗

duale de{F 1, . . . , F r2}. Le volume vol(T /T1) est calculé avec la mesure de Haar
compatible avec la forme volumeF1 ∧ · · · ∧ Fr2. Ainsi, pour toutη ∈ A(Mε

1), on
a la relation

∫

M
ε
1

1

|S1| η := 1

vol(T /T1)

∫

Cε1

η ∧ σr2 ∧ · · · ∧ σ1. (6.45)

On remarque que la forme différentielleσr2 ∧ . . . ∧ σ1/Vol(T /T1), bien que définie
au moyen de la base{F 1, . . . , F r2}, ne dépend que de la connexionσ1 et de
l’orientation deCε1.

Puisque le groupeT agit trivialement surMε
1, on a

A
−∞
T1
(Mε

1) := Hom(m(t1),A(M
ε
1)) et A

∞
T1
(Mε

1) := C
∞(t1,A(M

ε
1)),

et de la même façonA−∞
T/T1

(Mε
1) etA∞

T/T1
(Mε

1).
On désigne parS(t/t1) l’algèbre symétrique surt/t1. Pour tout élémentP ∈

S(t/t1), on noteP((∂/∂X2)|0) l’application

P

(
∂

∂X2

∣
∣
∣
∣
0

)

:C∞(t) → C
∞(t1) (6.46)

définie pourf ∈ C
∞(t) par

(

P

(
∂

∂X2

∣
∣
∣
∣
0

)

f

)

(X1) =
(

P

(
∂

∂X2

)

f

)

(X1 + X2)|X2=0.

L’application (6.46) peut être étendue aux formes équivariantes:

P

(
∂

∂X2

∣
∣
∣
∣
0

)

:A∞
T (C

ε
1) → A

∞
T1
(Cε1).

Soitω1 := dσ1 la courbure du fibré principalCε1 → M
ε
1: ω1 ∈ A

2(Mε
1) ⊗

t/t1 . Dans ce cadre, l’élément eω1 ∈ S(t/t1)⊗ A
pair(Mε

1) définit une opération

eω1((∂/∂X2)|0):A∞
T (C

ε
1) → A

∞
T1
(Cε1)

que l’on notera aussi

η(X1 + ω1) := 〈eω1((∂/∂X2)|0), η(X1 +X2)〉, ∀η ∈ A
∞
T (C

ε
1).
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Au moyen de la connexionσ1, nous définissons une projection sur les éléments
horizontaux deA(Cε1): [ ]hor: A(Cε1) → A(Cε1)hor.

L’application de Chern–WeilW1:A∞
T (C

ε
1) → A

∞
T1
(Mε

1) est déterminée par

∀η ∈ A
∞
T (C

ε
1), W1(η) := [η(X1 + ω1)]hor .

Cette application commute avec les différentielles et définit un isomorphisme
au niveau de la cohomologie [12] (que l’on note encoreW1).

DÉFINITION 6.17. On notek1 le morphisme de Kirwan deH∞
T (M) dans

H
∞
T1
(Mε

1) qui correspond à la composée de l’opération de restrictioni∗1:
H

∞
T (M) → H

∞
T (C

ε
1) et de l’isomorphisme de Chern–WeilW1:H∞

T (C
ε
1)

∼−→
H

∞
T1
(Mε

1).

L’espace vectorielt se décompose, pour chaque1 ∈ B, en la somme des
sous-espaces vectorielst1 et t/t1. Cette décomposition permet d’associer à chaque
couple de fonctions surt1 et t/t1 une fonction det. On notera♦ l’opération

C
−∞(t1)× C

−∞(t/t1) → C
−∞(t),

(f, g) 7→ f♦g.

Elle est définie par la relation:∀φ(X)dX ∈ m(t)

〈f♦g, φ(X)dX〉 := 〈f, 〈g, φ(X1 +X2),dX1〉 dX2〉

avecX1 ∈ t1 , X2 ∈ t/t1 et la mesure de Lebesgue dX que l’on décompose
(de manière non canonique) en un produit dX = dX1dX2 de deux mesures de
Lebesgue surt1 et t/t1.

Ce ‘produit’ peut être défini de la même façon sur les formes à coefficients
généralisés:

A
−∞
T1
(Cε1)× A

−∞
T/T1

(Cε1) → A
−∞
T (Cε1),

(η, ν) 7→ η♦ν.
(6.47)

Nous allons maintenant donner une nouvelle expression de la fonction général-
isée31. On rappelle que

31 =
∫

N1/C
ε
1

e−iDλ1,

avec la formeT -invarianteλ1 = θβ1 + γ1.
La forme θβ1 a été définie au moyen d’une connexionT /T1-horizontale:

θβ1(XN1) = 0 pour toutX ∈ t/t1, tandis que la formeγ1 vérifie γ1(XN1) = 0
pour toutX ∈ t1. On voit donc queDλ1(m,w,ξ)(X1 + X2) = Dθβ1 (m,w)(X1) +
Dγ1(m,ξ)(X2) pour(X1, X2) ∈ t1 × t/t1,m ∈ Cε1, ξ ∈ E1, etw ∈ N2

1|m.
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On peut donc écrire31 sous la forme

31(X1 +X2) =
(
∫

N2
1/C

ε
1

e−iDθβ1

)

(X1)♦

(∫

E1
e−iDγ1

)

(X2), (6.48)

avec(X1, X2) ∈ t1 × t/t1. La formeX1 →
∫

N2
1/C

ε
1

e−iDθβ1 (X1) est la restriction

à T1 de la forme Eul−1
β1
(N2

1) ∈ A
−∞
T (Cε1). D’après le Lemme 6.10 le champ de

vecteurs surN2
1 engendré parβ1 s’annule exactement surCε1. La forme Eul−1

β1
(N2

1)

est donc bien définie puisque l’Hypothèse 4.1 est vérifiée.
D’autre part, on constate que pourY ∈ t/t1

c(YCε1)Eul−1
β1
(N2

1) = −i

∫

N2
1/C

ε
1

c(YN2
1
)(dθβ1)e−iDθβ1 = 0.

La forme Eul−1
β1
(N2

1) appartient donc àA−∞
T (Mε

1).

DÉFINITION 6.18. On note Eul−1
β1
(E1) ∈ A

−∞
T1
(Mε

1) la restriction de la forme

Eul−1
β1
(N2

1) àT1.

Remarque. La notationE1 est celle duV -fibré vectorielN2
1/(T /T1) → M

ε
1.

Les formes
∫

E1 e−iDγ1 associées à une action libre ont été introduites par Kumar
et Vergne dans [19], Proposition 79. Dans le cas présent, on a besoin de connaitre
l’orientation deE1.

Le fibré vectorielN1
1 est le fibré normal deCε1 dansMT1 : il est orienté par la

forme symplectique�. Nous avons, grâce à la trivialisation (6.37), identifiéN1
1 à

Cε1× E1. L’orientation, o(Cε1), deCε1 a été définie au moyen d’une baseF 1, . . . , F r2

det/t1 par l’égalité (6.44). Par un calcul soigneux, on vérifie que

o(N1
1)

∼= o(Cε1) ∧ dF 1 ∧ · · · ∧ dF r2. (6.49)

Nous pouvons donc intégrer surE1 qui est orienté par dF 1 ∧ · · · ∧ dF r2.

DÉFINITION 6.19. Soitω1 la courbure duV -fibré principalCε1 → M
ε
1. Cette

donnée détermine la forme équivarianteδ(X2 −ω1) ∈ A
−∞
T/T1

(Mε
1) par la formule

〈δ(X2 − ω1), φ(X2)dX2〉 = φ(ω1)vol(T /T1,dX2),

pour toute fonctionφ ∈ C
∞(t/t1). Dans cette expression dX2 est une mesure

euclidienne surt/t1 et vol(T /T1,dX2) est le volume du groupeT /T1 pour la
mesure de Haar compatible avec dX2.

Les formes du typeδ(X2−ω1) sont aussi introduites par Kumar et Vergne dans
[19, 23], sans utiliser la forme linéaire dX2 → vol(T /T1,dX2). L’égalité

∫

E1
e−iDγ1(X2) = (2π i)dim1δ(X2 − ω1) ∧ σr2 ∧ · · · ∧ σ1

vol(T /T1)
(6.50)
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découle de la Proposition 80 de [19].

PROPOSITION 6.20. (1)Nous avons l’égalité suivante dansA
−∞
T (Cε1):

31(X) = (2π i)dim1Eul−1
β1
(E1)(X1)♦δ(X2 − ω1) ∧ σr2 ∧ · · · ∧ σ1

vol(T /T1)
.

(2) Pour toute formeη ∈ A
∞
T (C

ε
1)

(i∗1(η) ∧31)(X)

= (2π i)dim1
(

k1(η)Eul−1
β1
(E1)

)

(X1)♦δ(X2 − ω1) ∧ σr2 ∧ · · · ∧ σ1

vol(T /T1)
.

Démonstration. Le point (1) découle des égalités (6.48) et (6.50). Pour dé-
montrer le deuxième point, il suffit de voir queη(X)∧(1t1♦δ(X2−ω1)) = η(X1+
ω1)♦δ(X2 −ω1), et que pour toute formeα ∈ A(Cε1) qui estT /T1-invariante, on
aα ∧ σr2 ∧ · · · ∧ σ1 = [α]hor ∧ σr2 ∧ · · · ∧ σ1. 2

Le Théorème 91 de [19] montre que l’application

m1:H−∞
T1
(Mε

1) → H
−∞
T (Cε1)

définit parm1(α)(X) = (2π i)dim1α(X1)♦δ(X2 − ω1)5kσk/vol(T /T1), est un
isomorphisme, et on voit que pour toutη ∈ H

∞
T (M)

i∗1(η)31 = m1(k1(η)Eul−1
β1
(E1)).

En modifiant le diagramme (6.43) avec les isomorphismesm1, on obtient le

THÉORÈME 6.21.Notons3′ = ⊕1m
−1
1 ◦ 3 et j = ⊕1i∗ ◦ m1. Nous avons le

diagramme commutatif suivant qui précise(6.43):

H
∞
T (M)

3′
- ⊕1H

−∞
T1
(Mε

1)
Q

Q
Q

Q
QI s

H
−∞
T (M)

?
j (6.51)

avec3′(η) = ⊕1k1(η)Eul−1
β1
(E1) pour toutη ∈ H

∞
T (M).

La variétéM est orientée par sa forme symplectique. L’intégration surM des
formes équivariantes définit un morphismeH

−∞
T (M) → C

−∞(t). En utilisant la
formule d’intégration (6.45) on obtient finalement l’expression suivante de

∫

M
η.

THÉORÈME 6.22.Soientε ∈ W et η ∈ A
∞
T (M) une forme fermée. Nous avons

dansC−∞(t) l’égalité
∫

M

η =
∑

1∈B

I ε1(η),
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où I ε1(η) est la fonction généralisée de supportt1 définie par

I ε1(η)(X1 +X2)

= (2π i)dim1
∫

M
ε
1

1

|S1|k1(η)(X1)Eul−1
β1
(E1)(X1)♦δ(X2 − ω1).

Dans cette formule les variablesX1 etX2 sont danst1 et t/t1.
Pour toute formeη ∈ H

∞
T (M) à décroissance rapide surt, nous avons

∫

M×t

η(X)dX =
∑

1∈B

(2π i)dim1×

×
(
∫

M
ε
1×t1

1

|S1|k1(η)(X1)Eul−1
β1
(E1)(X1)dX1

)

vol(T /T1,dX2).

Exemple1. Si1 = {p} est un sommet du polytopeµ(M), alorsCε1 = F =
µ−1(p) est une composante connexe deMT . Nous avons

X ∈ t, I ε{p}(η)(X) =
∫

F

i∗F (η)(X)Eul−1
βp
(NF )(X),

oùNF est le fibré normal deF dansM etβp = j−1(p − ε).
Exemple2. Si1 = t∗, alorsCε1 = µ−1(ε) etMε

1 correspond à la variété réduite
Mε := µ−1(ε)/T . D’après le Théorème 6.3 elle est connexe; ainsi|Sε| désigne un
entier non nul. Nous avons

X ∈ t, I εt∗(η)(X) = (2π i)dimT

|Sε|

∫

Mε

kε(η)δ(X − ωε),

oùkε:H∞
T (M) → H(Mε) correspond à l’application de Kirwan.
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