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Théormes de Riemann—Roch pour les champs de
Delighe—Mumford

(Riemann—Roch theorems for Deligne—Mumford stacks)

B. TOEN
Laboratoire Emile Picard, UniversitPaul Sabatier, 118, route de Narbonne, 31062 Toulouse
Cedex, France. e-mail:toen@picard.ups-tise.fr

(Received: September 1997)

Résune. On se propose deedélopper un cadre cohomologique pour les champs de Deligne—
Mumford, adapt’a des formules de type Hirzebruch—Riemann—Roch. €imida cet effet la ‘co-
homologiea coefficients dans les regméntations’, ainsi qu'un carace de Chern, et orediontre un
théoeme de Grothendieck—Riemann—Roch pour la transformation de Riemann—Rochessoci”

Abstract. We develop a cohomology theory for Deligne—Mumford stacks, adapted to Hirzebruch—
Riemann—Roch formulas. For this, we define the ‘cohomology with coefficients in the representa-
tions’ and a Chern character, and we prove a Grothendieck—Riemann—Roch formula for the associ-
ated Riemann—Roch transformation.

Mathematics Subject Classifications1991): 14C40.

Key words: Deligne—Mumford stacks, Riemann—Roch theorems, cohomology theory.

1. Introduction

Lorsque l'onétudie les espaces de modules, il est pequent de rencontrer des
espaces de modules fins. Ceci emigaén particulier que certaines constructions
naturelles (les objets universels par exemple) n’existent pas. Mais, si I'on se place
dans le cadre plusegéral des champs afpriques, ces constructions deviennent
possibles. Il reste alos en€tudier les propgafés. Pour cela, il semble naturel de
cherchera’ savoir si les thbEmes classiques de legiétrie algbrique restent
valables lorsque I'on passe des ed##s aux champs. Nous nous proposons ici,
d’analyser le cas du éoeme de Grothendieck—Riemann—Roch.

Enoncer un tel thbEme rEcessite une #orie cohomologique recevant un ca-
racere de Chern, et nous verrons que la principale dificéiide dans saefinition.

Sur ce sujet il existe actuellement de nombreussfinitions de groupes de
Chow d’'un champ algbrique [5, 8, 18, 24]. Pour toutes cesdhies la projection
naturelle d’'un champ (au sens de Deligne et Mumford [4]) sur son espace de mod-
ulesp: F — M, veérifie p,: A(F)q =~ A(M)q. Nous verrons (voir la remarque
suivant 4.3) que cette propt# interdit une formule d’Hirzebruch—Riemann—Roch
a valeurs dand (F)g.
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Notre point de dpart est donc de trouver une nouvelididition de la cohomo-
logie d’'un champ. Pour cela, nous proposonstutiier les spectres dg-théorie
des champs aériques, afin de etluire leurs comportements cohomologiques
(leurs ‘motifs’). La d&finition s’imposera alors d’elle emie. On retrouve ainsi une
idée de Carlos Simpson, consistantonsi@érer des ‘cycles dont les coefficients
sont des re@sentations’.

Le texte est dCoupE en trois parties et un appendice.

Dans le premier chapitre on rappelle quelgquesuitats et notations concernant
la cohomologie gréralige, et les champs abfiques.

Le second chapitre est consaar’etude du spectre dé-théorie de la caforie
des faisceaux cahiénts sur un champ abfique. On s’irgfessera particiirement
a deux prol#mes.

Le premier concerne la descente d&ldahéorie rationnelle. Nousathontrons
a ce sujet troisasultats

— Le théoeme de descentetdle, qui permet de travailler localement sur les
espaces de modules.

— Un résultat de descente homologique analoguwelui dEmontg dans [9]. |l
permet par exemple deefihir des images directes &nthéorie €tale, et de
montrer que la projection naturelle sur I'espace de modples — M
induit, une€quivalence faible

p«t H(Fet, G ® Q) = G(M) ® Q.

— Enfin nous éfinissons une notion d’'enveloppe de Chow rationnelle, qui per-
mettra par la suite de nous ramener au cas de gerbes triviales.

Le second proldme est la description des algesG..(F), lorsqueF est lisse.
Nous &gmontrerons un isomorphisme fonctoriel@éu.,)-algebres

G (F) @ Qioe) = H " ((IF)et, G ® Q1))

ou I est le champ des ramifications @e Notons que cet isomorphisme est une
géreéralisation de la description de k-théorieéquivariante donge par A. Vistoli
dans [24].

A la suite de cet isomorphisme, nousfitiirons la cohomologia coefficients
dans les re@dentations par

Heo(F, %) := H*((Ir)er, I'(%),

ou I' est une thorie cohomologique au sens de Gillet [7]. Oefidit alors un
caracere de Chern et une classe de Todd, guifiént la formule de Grothendieck—
Riemann—-Roch

Ch(£.(x)).Td(F") = f.(Ch(x).Td(F)),
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pour un morphisme propr¢é: F — F’ de champs akgpriques lisses. Comme
dans le cas des sehnas, on disposera aussi d'une extension au cas des champs
avec singulares.

Dans I'appendice on donne une preuve d’uadtiime de descente pour la co-
homologiea coefficients dans les gfidisceaux simpliciaux. C’est uesiltat que
nous utilisons implicitement tout au long du texte.

2. Conventions et notations

On noteraA la caggorie simpliciale standard, 8 ns celle des ensembles sim-
pliciaux. A l'aide de la constructioX — Sing(] X |), on supposera qu'ils sont
tous fibrants.

De méme Sp désigne la caforie des spectres [12, 1-1], et on supposera que
pour tout spectree, toutes les composantds,; sont des ensembles simpliciaux
fibrants.

2.1. COHOMOLOGIE GENERALISEE
2.1.1. Préfaisceaux simpliciaux

Soit C un site. On dsigne parSPr(C) la caggorie des mfaisceaux sucC a
valeurs dansSEns. D'aprés [12, 2-32], c’est une agorie de modles fernge
simpliciale. Les termes fibration, cofibrationesjuivalence faible, feroneférence
a cette structure. S et G sont deux objets d§ Pr(C), on notera Hom(F, G)
'ensemble simplicial des morphismes fleversG dansS Pr(C). Le préfaisceau
simplicial constant est netx.

On dira gu'un morphism& — G est une eSolution injective, si c’est une
cofibration triviale, et siG est un pefaisceau simplicial fibrant. Tout gidisceau
simplicial admet uneeadolution injective, et elle est essentiellement unique. En
géréral nous noterong — H F une telle €solution. On note alor (X, F) =
HF(X) pour chaqueX € C, et H(C, F) := Hom(x, F). Si de plus(F, x)
est poin&, on poseHd ™ (C, F) = m,(H(C, F), x). Nous dirons quer est un
préfaisceau simplicial flasque, si pour chaque okjjet C, le morphismeF'(X) —

H F(X) est uneequivalence faible.

SoitU — X un morphisme couvrant dars, le nerf deU sur X est I'objet

simplicial deC défini par

NU/X): AP — C
[p] —> UXXUXX"'XxU

p+1 fois

les faces et egrérescencesgtant donees par les projections et les diagonales.
Pour chaque morphisme couvratit — X, et F un pefaisceau simplicial, on
dispose alors d’'um\-diagramme

FINU/X)): [pl > F(U xx U xx -+ xx U)
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La cohomologie deCech deF pour le recouvrement/ — X est 'ensemble
simplicial

H(U/X, F) := Holimy FIN (U/ X)),

ou Holim est le foncteur de limite directe homotopiquexdt dans [3, Chap. XI].

Nous dirons alors qué& vérifie la proprétt de Mayer-Vietoris, si pour chaque
objet X € C, et chaque recouvremebt — X, le morphisme naturef (X) —
H(U/X, F) est uneequivalence faible. Le #6€me de descente cohomologique
(voir 5.11) nous dit qu'un mfaisceau fibranterifie cette propet, et donc un
préfaisceau flasque aussi.

2.1.2. Préfaisceaux en spectres

OnnoteraSpSpr(C) la caBgorie des mfaisceaux en spectres sur un gitdd’apres
[12, 2-34], c’est une cagorie de modles fernge. On dispose donc de notions de
fibration, cofibration eequivalence faible. SF et G sont deux pefaisceaux en
spectres on note Hop(F, G) le spectre des morphismes devers G. Comme
précdemment, lesasolutions injectives seront m®SF — HF,etH(X, F) =
HF(X). Si F estun pefaisceau simplicial, on noteF son spectre de suspension.
On d&finit ¥ := Sx*. Si F est un pefaisceau en spectres, on pdg¢C, F) =
Hom, (%, F), et H™"(C, F) = 7, (H(C, F)). On dispose aussi de notions de
cohomologie deCech, de pefaisceaux en spectres flasques, et diwoihe de
descente.

Soit f: F — G un morphisme de pfaisceaux en spectres. La fibre homoto-
pique def est le pefaisceau en spectres FibY est dfini par

Fib(f)p = Holim | Fuy —= G
k

De méme, la cofibre homotopique est

Cof(f)[n := Hocolim | F, N Gin
k
Une suite exacte est la daemde morphismes degfeisceaux en spectres

E—>F—2-¢G
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et d'un diagramme commutatif

E—l fr_%.¢

[

Fib(g) - F —~ G,

ou j est le morphisme naturel, gtuneéquivalence faible. D’'ajs [12, 4-1, 4-4],
c’est aussequivalenta’la donee d’'un diagramme commutatif

E-l-Fr % .g

K

E —— F —% Cof(f),

avecp le morphisme naturel et uneéquivalence faible.
Un morphisme de suites exactes est un diagramme commutatif

E—1-r—2-¢

e

E/ BF/ g;G/

compatible avec les diagrammes ci-dessus.
Toute suite exacte

f g

E—F —QG,

donne une suite exacte longue de cohomologie

H™"(C, F) —%~ H"(C, G) —2> H-"+\(C, E) —X> H—"+1(C, F)

Un morphisme de suites exactes induit un morphisme de suites exactes longues.
Remarquons enfin que le foncteur Holim (resp. Hocolim) commute avec la form-
ation des fibres homotopiques (resp. cofibres homotopigues), et transforment donc
de faon naturelle les suites exactes en suites exactes.

2.2. CHAMPS ALGEBRIQUES

Les @férences pour ce paragraphe sont [4, 17].
Soitp: C — C une catgorie fibEe en groupales sur un sit€. On lui associe
un préfaisceau en groupés surC défini par

Fe: C — Gpd
U — Homq(U,QO),
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ou U est considfé comme cagorie fibEe repesente pat/, et Hony le groupade
des morphismes de egjories fibees suiC. En associand thaque groupdé son
classifiant, on obtient un pfaisceau simpliciaF- surC. Avec ces notationg; est
un champ siFe est flasque comme g@fdisceau simplicial.

De cette faon on a uneequivalence de la 2-cagorie des champs sdr avec
celle des pefaisceaux simpliciaux flasques 1-troequét morphismes flexibles
[21].

SiF — H etG — H sont deux morphismes de champs, on nbte ; G
le produit fibe homotopique. Si les morphismes véfssont clairs, on le notera
F x G.

Soit f: F — G un morphisme de champ, & — G un morphisme avec
U e C. Lafibre def au-dessus d& est note f~3(U) := F x; U. Rappelons
que f est repesentable si toutes les fibrgs1(U) sont repesentables par des
objets deC.

Supposons maintenant q@e = (Sch/k)e, le grand siteefale des sarhas
sépakgs de type fini sur un corgs Un scléma sera un objet de. Un champF sera
algébrique si d’'une part le morphisme diagomal F — F x F est repesentable
et fini, et de plus s'il existe un semaX et un morphismetale et surjectil — F.
Le champ des ramifications d’'un champebgqueF estly ;= F xpyr F. |l est
muni d'un morphismer: I — F qui est (repesentable) fini et non-raméfi'On
dira queF est une gerbe si estétale.

Soit X une varété et H un groupe fini opfant surX. Le champ quotient d&
par H est not [X/H]. Ses sections au-dessus d’'unetiaY sont lesH-torseurs
P surY munis de morphisme# -équivariants verX. Si F = [X/H], alors on a
uneéquivalence canoniqu- ~ [X/H], avecX = {(x,h) € X x H/h.x = x}.
Et donc

Ir >~ ]_[ [X"/Z4]

hec(H)

avecc(H) les classes de conjugaisonsdeet Z,, le centralisateur d& dansH.

Un espace de modules poHr est un espace afriqueM muni d'un morph-
isme proprep: F — M qui est universel vers les espacesehigques, et tel que
p: moF (SpecK) >~ M(SpecK) soit une bijection pour tout corps &gfiguement
clos K. D’aprés [15], tout champ a&frique possde un espace de modules. De
plus, il existe un recouvremeetdleU — M, un sclgmaV, un faisceau constant
de groupes finigf opérant surV, et unegquivalenceFy, := p~1(U) ~ [V/H]. Le
champF est une gerbe si et seulement si on peut preftogli opere trivialement
(on dit alors que H est le groupe de la gerb®). En particulier, siF est gduit,

il existe un sous-champ ouvert dense qui est une gerbe. Les sous-champs ouverts
(resp. fernes Bduits) deF sont tous de la formé”’ = F xy, M’ — F (resp.
F':= (F Xy M')eq — F), avecM’ < M une immersion ouverte (resp. fees).
On notera CodirtF’, F) := Codim(M’, M). On appellera point dé& un point
de M. La gerbe esiduelle d’'un pointSpeck(x) — M, est la gerbe su§peck(x)
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définie parxX := (F xj Speck(x))req. L'ordre d’inertie deF enx est I'ordre du
groupe de la gerbessiduellex.

Soit M' — M un morphisme d’espaces alyiques,M I'espace de modules
deF, F' = F xy M, et M" I'espace de modules dg’. Alors le morphisme
naturelM” — M’ est radiciel [24, 2.1]. Comme nous houseirg$serons aux types
d’homologie rationnelle, on pourra indentifigf” et M’ par ce morphisme.

Le siteétale d'un champ akfriqueF sera not Fe [4, 4.10]. Il est muni d’'un
faisceau d’anneau®y. La caggorie des faisceaux d@r-modules cobfents sera
notée ColiF), et celle des faisceaux d@--modules localement libres de rang fini
(fibrés vectoriels) Vec¢F).

Un morphisme de champs: F — F’ est projectif s'il est homotopa une
composition

F L Proj(s*F) - F/,

ou j est une immersion fere®, etS* F l'algebre synmetrique assoeéa un faisceau
cohérentF surF’.

3. G-théorie des champs de Deligne—Mumford

Dans cette sectiok est un corps qui contient les racines de I'enites champs
algébriques sont des champsethgiques sutSch/k)et.

Si F est un champ alefirique, on dispose des egtries ColiF) et Vec(F). Ce
sont des cajories exactes au sens de Quillen [19, §2]. On peut donc leur associer
les spectres d& -théorie.

DEFINITION3.1. Les spectres dé-théorie et deG-théorie d’'un champ algfrique
F sont dfinis par

K(F) := K(Vect(F)), G(F) := K(Coh(F)).
On pose alors

Km(F) = nm(K(F))’ Gm(F) = nm(G(F))-

La correspondancé +— K(F) (resp.F +— G(F)) est un foncteur de la 2-
caigorie des champs (resp. champs et morphismes plats) vers celles des spectres,
morphismes de spectres et homotopies entre morphismes. Le produit tensoriel
définit une structure d& (F)-module surG(F). Par restriction, on obtient deux
préfaisceaux en spectréset G sur Fe.

DEFINITION 3.2. Les spectres dé-théorie et deG-théorieétale sont dfinis par
Ket(F) := H(Fet, K), Ge(F) = H(Fet, G).
On pose alors

K, et(F) 1= 10 (Ket(F)), Gmetl(F) i= 1tm(Gel( F)).
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Soitp: F — F’ un morphisme propre de dimension cohomologique finie. En
utilisant les arguments de [22, (3.16.1)], on peut construire un morphisme d’'images
directesp,: G(F) — G(F’), qui est strictement fonctoriel pour la composition.

De laméme faon, on dispose d'imagesciproques/*: G(F’) — G(F), pour
les morphismeg: F — F’ deTor-dimension finie.

De méme,G(F) est fonctoriel covariant pour les images directes de morph-
ismes propres repsentables, et contravariant pour les morphismesTate
dimension finie. La covariance pour les morphismes propres aoessairement
repesentables seetlidiée plus loin. Ces images directes etiproques sontdiés
par les formules habituelles de transfert et de projection [19, §7, 2.11, 2.10].

3.1. PROPRETES GENERALES

La proposition suivante montre que les pre@s ¢gnérales de laG-théorie des
champs sont les emfes que celles des srhas.

PROPOSITION 3.3. (1)ifivariance topologique Soit F un champ algbrique,
et j: Feg — F l'immersion canonique de son sous-changuuit, alors j,:
G (Feq) — G(F) est unecquivalence faible.

(2) (localisation) Si j: F’ < F est un sous-champ feée com@mentaire
i: F— F < F,alors il existe une suite exacte fonctorielle
G(F) —L= G(F) —> G(F - F)).

(3) (axiome du fibe projecti) Sip: V — F estun fibe vectoriel de rang + 1,
m: P — F le fibré projectif asso@, etx := Op(1) € K(P) le fibré inversible
canonique, alors le morphisme

V=, G(F) = G(P)
Vi) > Yot (@)X

est uneéquivalence faible.
(4) (homotopie)Soitp: V — F un fibré vectoriel. Alors le morphisme

' G(F) — G(V)

est unetquivalence faible.
Preuve Les preuves sont lesenies que pour le cas des sntds. O

En localisant, on dispose de laame proposition pour le cagadle.

PROPOSITION 3.4. (l)ifvariance topologiqueSoit F un champ algbrique, et
j: Freq — F I'immersion canonique de son sous-chargpuit, alors
Ji o Get(Fred) = Get(F)

est unetquivalence faible.
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(2) (localisation) Si j: F’ < F est un sous-champ feée com@mentaire
i F— F — F,alors il existe une suite exacte fonctorielle

Gel F)) 2> Ge(F) —> Gei(F — F').

(3) (axiome du fibe projectif) Sip: V — F estun fibé vectoriel de rang +1,
m. P — F le fibré projectif assod, etx ;= Op(1) € Ke(P) le fibré inversible
canonique, alors le morphisme

V=) Ge(F) = Gex(P)
V(a;) — Zﬁzgn*(ai).x"

est uneéquivalence faible.
(4) (homotopi¢ Soit p: V — F un fibré vectoriel. Alors le morphisme*;
Ge(F) - Ge(V) est uneequivalence faible.

Pour finir ces gréralités, rappelons lealissage suivant la codimension du
support [8, 7.7].

PROPOSITION 3.5.S0it F un champ algbrique, etCoh(F)?, la catgorie des
faisceaux cobrents surF dont le support est de codimension étipure ouégale
a p. NotonsF® I'ensemble des points de codimensjprians F, et G(F)? :=
K (Coh(F)?). Alors les morphismes naturelgfthissent une suite exacte

G(F)t ——=G(F)! —= V,cpm GK).

3.2. THEOREMES DE DESCENTE

Nous venons de voir que la-théorie des champs atbfiques posdiait beaucoup
de proprétés analogues au cas desestias. Cependant legbeéme de descente
étale de laG-théorie rationnelle est faux enegéral. Nous allons voir qu’'une
géreéralisation plus faible existe tout deeme. Elle nous permettra de nous ramener
souvent au cas des champs quotients par des groupes finis. &lnoatiérons par
la suite un tkoreme de descente homologique. €sultat nous permettra defitiir
les images directes pour @-théorieétale.

Nous adopterons la notation suivanteEsest un pefaisceau en spectres, on
noteraEq: = E ® Q. C'est le pefaisceau localssdeE suivant lesquivalences
faibles rationnelles.

3.2.1. Descentectale

THEOREME 3.6. Soitp: F — M la projection d’un champ algbrique sur son
espace de modules. AlopsGq est flasque SuMet.
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Remarquons que $i est un schima, le tikoEme redonne le d#oEme de des-
centeetale de laG-théorie rationnelle [22, 11.10].

Preuve En utilisant le ‘lemme des cing’, on sait que s'il existe une suite exacte
E——F ——= G SUrMg, F estflasque 97 et E le sont.
Utilisons alors la proposition 3.5. On dispose d’'une suite exactafgur

p*G6+l p*Gg - \/xeF(M(ix)*(px)*GQa

oui,: Speck(x) — M estle morphisme ass@cau pointc, etp,: X — Speck(x)

la projection naturelle. En raisonnant pacuirence descendante suril nous
suffit de montrer que le terme de droite est flasquésiyret donc que pour chaque
pointx de M le préfaisceau(i,).(p,).Gq est flasque sub. Comme les images
directes peservent les mfaisceaux flasques, il suffit de montrer que).Gq est
flasque suKSpeck(x))et. Ainsi on se rarahea ddmontrer le tkoEme dans le cas
ou M = SpecK est le spectre d’'un corps. Comm#&; est alors le site galoisien de
K, le theoeme provient du lemme suivant.

LEMME 3.7. Soit F — SpecK une gerbe sur un corpk, K*” une cbture
séparable deK, et H = Gal(K*? /K). On noteF*’ — SpecK*? la gerbe induite.
Alors le morphisme canonique F*? — F, induit uneéquivalence faible

q*: Go(F) — Go(F")H.

Preuve. On commence paclaircir les notations. Le groupé opére par auto-
morphismes su§pecK*?, et par fonctoriali¢, on a une ogrationH — Autp(F*P).
Donc H opere sur le spectré (F*?)q, que I'on voit alors comme uH -diagramme.
Dans ce cas

G(F*")§ = Holim, G (F*")q

est le spectre des invariants homotopiquegide

CommeH est profini, et qué& (F*?)q est un spectre rationnel, la suite spectrale
de Bousfield—Kan [3, Ch. XI §7]atgrere et donne des isomorphismes canoniques
n,,,(G(FSP)g’) ~ Gm(F"‘P)g. De plus, par continuitdu foncteuiG, on a

G (F)8 =~ Colimgo.x, Gu(F)G

ou K; parcourt les extensions finies galoisienneXde!; = Gal(K;/K), etF; =
F Xspeck SpecK;. Il suffit donc de montrer que le morphisme natutdlF)q —
G(F,-)g" est uneequivalence faible pour tout

Soitp: F; — F la projection, etn; I'ordre de H;, alors la formule de projec-
tion implique que

pxop’=xm;. G(F)g = G(F)q.
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Et de néme

prop.= Y h*~xm: G(F)g — G(F)g.
hEHi

Ainsi, (1/m;) p. est un inverse homotopique g. O

COROLLAIRE 3.8. Soit F un champ al@brique, etp: F — M son espace de
modules.

(1) Pour tout recouvremerétaleU — M, le morphisme naturel
G(F)q — H(WU/M, p.Gg)

est unetquivalence faible.
(2) SoitX — M un reetement galoisien de grougg, etp: Fy ;= FxyX — F
le revetement induit. Alors les morphismes naturels

p*: G(F)q — G(Fx)g
Dy G(Fx)g — G(F)q

sont de€quivalences faibles.
(3) Si F est lisse, alors il existe urgquivalence faible naturelle

H(Me, p+Kq) =~ G(F)q.

Preuve.Les points(1) et (2) proviennent du taéeme de descente (5.11) ap-
pliqué au pefaisceau flasque,. G o surMe, et de la formule de projectiop,.op* =
xo(H) pour le(2).

Pour c&gmontrer(3), il suffit d’apres le tieoeme de émontrer quep,. Ko —
p«Gq est uneequivalence faible de pfaisceaux en spectres sug:. En localisant
sSur Mg, on se rarene au caswF = [X/H] est un champ quotient d’'un setma
lisse X par un groupe finiH. Mais alors on sait que tout faisceau eotnt sur
F admet une @Solution finie par des fibs vectoriels [23, 5.3], et donc que le
morphisme naturek (F) — G(F) est unesguivalence faible. O

3.2.2. Descente homologique

Nous allons maintenantettiontrer un esultat de descente de d&théorie étale.
Il va nous permettre étendre la dfinition des images directes aux morphismes
propres quelconques. Laatmode de construction estee de [9].

Soit F un champ algbrique, etp: X — F un morphisme propre surjectif,
avecX un sclema. Le nerf deX sur F' est un schima simpliciala faces propres
N(X/F). On peut donc en prendre I'image par le foncteur covar@net ob-
tenir ainsi un spectre simplicial G (N (X/F)). La colimite homotopique de ce
spectre simplicial sera net’

G(X/F) := Hocolimye GIN (X/ F)).
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THEOREME 3.9. SoitX unsclemaetp: X — F un morphisme propre surjectif.
Alors le morphisme naturel

P«i G(X/F)q — Gel(F)q

est uneéquivalence faible.

Preuve En raisonnant paecurrence sur la dimension dieeta I'aide de 3.3, on
peut se restreindra &montrer le teoreme pour un ouvert de Zariski de Ainsi
on se ramhe au caswF est une gerbe suy, telle qu'il existe un regfement
galoisienM’ — M de groupe finiH, et unegquivalence

F':=F xy M ~[V/K],

avecV un scl€ma etk un groupe fini opfant surv. NotonsX’ := X xp F'.
Rappelons que €t est un spectre muni d’'une action d’'un groufie on note
Ef = HolimyE, et Ey := Hocolimy E. De plus, siE est un spectre rationnel,
alors le morphisme naturél” — Ej; est unesquivalence faible.
Considrons alors le diagramme homotopiquement commutatif d’images dir-
ectes suivant

G(X/F)q Ge(F)q

| |

(GX'/F)Qu —= (GeF)Q)n-

Comme les fches verticales sont desjuivalences faibles (d'ags”3.8), on se
ramenea démontrer qu&G (X'/F')o)n — (Gel( F')o)n €St uneequivalence faible.
Mais comme les co-invariants homotopiquesgarvent legquivalences faibles, il
nous suffit de dmontrer le tkoeme pourX’ — F’. En utilisant le netne argument
avec le reetement de group&, V — F’, il suffit de dmontrer le tkoeéme dans
le cas @' F' est un schima.

Comme pecdemment on peut se restreinédren ouvert gierique deF. On
peut alors supposer que — F pos&de une section ags’'un changement de base
fini F* — F.On peut neine supposer qu&’ — F se factorise en

F/_a>F//L>F

aveca un morphisme radiciel, €t un re\étement galoisien de groug®. Notons
c: X' =XxpF — Fetd: X' .= X xpg F' — F”. On dispose alors du
diagramme homotopiguement commutatif suivant

G(X/F)q—2— G(F)q

T d

G(X///F//)Q dx G(F//)Q

|

G(X'/F)q =~ G(F')o.
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Commeua est radiciel, on sait que,: G(F')q — G(F")q est uneeguivalence
faible. Il en est de mme du morphisme induG(X'/F')q — G(X"/F")q. De
plus, comme le morphism&" — F’ pos®de une sectior;,.: G(X'/F')q —

G (F')q est uneeguivalence faible [9, 4-1 (I)]. Ceci implique que letEme est
vrai pour X” — F”. En prenant les co-invariants homotopiques on obtient un
nouveau diagramme qui commudomotopie @S

G(X/F)q —= G(F)q

| d

(G(X"/F"Q)u -2 (G(F")o)n

De nouveau leséiches verticales sont deguivalences faibles. Ledbiemeétant
vrai pourX”/F”, il est vrai pourX/F. O

Passona la construction des images directeg&théorieétale.

Soit f: F — F’ un morphisme propre. A l'aide de [4, 4.12], choisissons un
sckEmaX et un morphisme propre surjeciif: X — F. On dispose alors d’'un
diagramme de morphismes propres

F———F.

En appliquant le foncteur covariaf@ ) g, on obtient un diagramme de spectres

G(X/F)q
P*l K
Get(F)q Gel(F')q-

D’aprés le tlEoEeme 3.9,p. est uneeguivalence faible. On dispose donc d'un
morphisme bien éfini a homotopie s

fe=qs0(p;Y): Ge(F)g — Ge(F')o.

Sip’: X’ — F estun autre morphisme propre surjectifZet X xr X', alors les
diagrammes homotopiquement commutatifs suivants

G(Z/F)g—— G(X/F)q

(P«
G(X'/F)q 22> Ge(F)q
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G(Z/F)q —=G(X/F)q

(g«

G(X'/F)q —= Ge(Fq,

montrent que le morphismg.: Gel(F)g — Ge(F')g est indpendant homo-
topie pes du choix de: X — F. ll est alors facile de voir qu& — G F) est
un foncteur covariard homotopie p#s pour tous les morphismes propres.

LEMME 3.10. Soit X un sctema etH un groupe fini oprant surX. Alors la
projectionp: X — X/H induit deséquivalences faibles

P« (G(X)Q)uw — G(X/H)q
ps: G(X)§ — G(X/H)q.

Preuve ll suffit de consi@rer le cas o X réduit.

On consiere le diagramme commutatifhiomotopie s

GX)E — (GX)Qn

S P

G(X/H)q.

Comme le groupé? est fini et que I'on esa coefficients rationnels, le morphisme
horizontal est unequivalence faible. Il suffit donc deediontrer la seconde as-
sertion du lemme. Soit: Y < X une immersion fermé équivariante telle que

i: X —Y — X soit dense dan¥, et que l'action deH soit sans points fixes sur
X — Y. On consi@re le morphisme de suites exactes

i*

Gl —L G0l GX -1Vl

p*l p*l p*l

G(Y/H)o —2~ G(X/H)q —% G((X — Y)/H)q.

En raisonnant parecurrence sur la dimension dg on peut se restreindre au cas
ou I'action deH est sans points fixes siir. Le corollaire 3.8 (2) montre alors que
ps: G(X)§ — G(X/H)q est unesquivalence faible. O

COROLLAIRE 3.11. Soitp: F — M la projection d’'un champ algbrique sur
son espace de modules. Alors le morphisme
P« Get(F)g = G(M)q

est unetquivalence faible.
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Preuve.Soit G — G° une Esolution injective de5 sur Fs. On consigére le
morphisme de @faisceaux en spectres sy,

D - p*(G(e)t)Q — Go.

On sait que le membre de droite est flasqueMui(3.6 pour un espace affique).
Le membre de gauchetant I'image directe d'un pfaisceau fibrant, il est flasque.
On peut donc localiser st et se ramener au casl @ = [X/H] est le champ
guotient d’un schma par un groupe firfil .

Prenons le morphisme natuggl X — F, etnotons: X — X/H = M. On
peut alors consiler le diagramme homotopiquement commutatif suivant

G(X/F)q ——= G(M)q

o A

Getl(F)q-

Par le tliEoEme 3.94, est uneeguivalence faible. Il nous suffit donc de montrer
quer, est uneequivalence faible. Orle neN (X/ F) est canoniquement isomorphe
au classifiantB H X de I'action deH sur X. |l existe donc uneduivalence faible
naturelle

(G(X)Q)u — G(X/F)q,
qui rend homotopiquement commutatif le diagramme

(G(X)Qu —= G(X/F)q

|

Get(M)Q-

Le lemme pecédent permet de conclure qugest unesquivalence faible. O

Il esta noter que ces morphismes d’'images directes ne songfiasd’ coeffi-
cients entiers, tout au moins lorsque les morphismes ne sont paseafables. lls
sont I'analogue des images directes de cyclestalgles dfinis dans [25]. Ainsi
le corollaire pecddent est un analogue au fait que les groupes de Chow rationnels
d’'un champ algbrique sont isomorphesceux de son espace de modules.

3.2.3. Enveloppes de Chow

Dans le cas des sehias, on sait qu’une enveloppe de ChewZ — X permet

de retrouver laG-théorie deX [9]. Si maintenant est un champ akjjrique, nous
allons voir qu'il existe une notion d’enveloppe de Chow rationnelle permettant de
calculer laG-théorie rationnelle de”, en fonction de laG-théorie de certaines
gerbes triviales.
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DEFINITION 3.12. Soit F un champ algbriqgue. Un morphisme propre et
repesentable de champs. Fy — F est une enveloppe de Chow rationnelle si,
pour tout pointx de F, le morphisme induit sur la gerbesiduellep™(¥) — ¥,
pos&de une section aps une extension finie dgx).

Remarquons par exemple que le morphisme nafireb [X/H] est une en-
veloppe de Chow rationnelle si et seulementHsiopere sans points fixes sur
X.

Remarquons qu’'un morphisme propre et eseritablep: Fo — F est une
enveloppe de Chow rationnelle si et seulement si pour tout sous-chame ferm”
integre F’ de F, il existe un sous-champ feamintegre F; de Fy au-dessus de
F’, tel que larestrictiorp: Fj — F’ admette giériquement une section &srun
changement de base fini de I'espace de moduleas de

Si F/ — F est un morphisme propre de champs, on dispose de son nerf
N(F'/F), qui est un champ simpliciad faces propres. En appliquant le fonc-
teur covariantG, on en @&duit un spectre simplicial; (N (F’/F)). La colimite
homotopique de ce diagramme seraeedt (F'/ F).

PROPOSITION 3.13Si p: F; — F est une enveloppe de Chow rationnelle,
alors le morphisme naturel

p«: G(Fo/F)q — G(F)q

est uneéquivalence faible.

Preuve.Comme dans la preuve de 3.9, on peut se restreindre awdas-e—
F pos®de une section ags un changement de base de I'espace de modulgs de
par un reetement galoisien. En utilisant 3(8) on se ramehe au caswp pos&de
une section: F — Fp.Onsaitalors que.: G(F)q — G(Fo/F)q estuninverse
homotopique de, [9, 4-1 ()] O

Remarquons que les arguments de la preuve de [9, 4—1)jramtajue la pro-
position se ghéralise au cas des hyper-enveloppes de Chow rationnelles.

3.3. THEOREME DE DEVISSAGE

Dans cette section nous allons montrer que les espad@stloisorie se dcriventa
l'aide de laG-théorie étale du champ des ramifications. Cette description est une
géreéralisation desesultats de Vistoli [24] au cas des champshlifues.

Nous aurons besoin d’'une hypete supmmentaire. Elle assure par exemple
gue les morphismes propres sont tous de dimension cohomologique finie.

HYPOTHESE 3.14.Pour tout champ algbrique F, on supposera que les ordres
d’inertie de tous les points dE sont premiers la caracéristique dek.



THEOREMES DE RIEMANN-ROCH POUR LES CHAMPS DE DELIGNE-MUMFORD 49

Pour ce chapitre, on noteta = Q(its), AVECL le sous-groupe dé* des
racines de l'uni;, que I'on identifieraa un sous-groupe d&* par un plongement
fixe oo <> C*. Si E est un spectrek, désignerak ®z Q(ttoo).

THEOREME 3.15.Soit F un champ algbrique lisse. Alors il existe urégjuivalence
faible de spectres en-algebres

¢r: G(F)p —> GedIp)a.

De plus,¢ commute avec les imagesciproques.
Preuve.Commenons par @éfinir un morphisme: K(Ir) — K(Ir),. SoitV
un fibré vectoriel suz. Fixons-nous une racine de I'uné’dansk.

Soit f: X — Ir une section au-dessus d'un eae.X . Elle est @&termirée par
une sectionr: X — F, et un automorphisme € 71(F(X), s). Le fibré f*V sur
X est alors muni d’'une action de). D'aprés 3.14, cette action est diagonalisable.
On obtient donc uneatomposition canoniqué*Vv ~ f*V& oW, ol f*V© est
le sous-fibe vectoriel def*V sur lequek: opére par multiplication pag.
Donnons-nous maintenant deux sections

f:X—)IF, g:Y—)IF,

donrées respectivement pér, a) et (¢, b), un morphismep: ¥ — X, et une
homotopie.: f o p = g. Le cocycle d&/

Orgn: (po )V =gV,
étant compatible avec les actions(dg et (b), on obtient ainsi un cocycle induit
Oren: (po VO ~ g v,

De cette faon on dfinit un fibié vectorielV ©) sur . De plus, Il est clair que les
foncteursF,: V > V sont exacts. On pose alors

IOZZ;'é-'FC: K(Igp) — K(Ir)a
174 — wag.v@.

C’est un morphisme de spectres en anneaux, qui est de plus fonctoriel pour les
images eciproques. Soit : Ir —> F la projection etan: K(Ir) —> Kel(IF)
le morphisme canonique. Coneions

canopon™: K(F)p — Kef(Ip)a.

En localisant suMg, on obtient un morphisme degdaisceaux en spectres U,
r: pKn — put(Keda,

et par le corollaire 3.8 (3), le morphisme chexdkéfini a homotopie pS)

¢r: G(F)p —> Get(Ip)a-
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Par construction, il est compatible aux produits et aux imaggpnoques. Enfin, il
est clair que lorsqué = [X/H], on obtient le morphisme défini dans [24, 4.1].
Ainsi, ¢ est uneeguivalence faible de pfaisceaux en spectres sUg;, et donc
¢r est uneequivalence faible. O

Remarquons que emie siF n'est pas lisse, il existe toujours un morphisme
¢r: K(F)py — Ket(IF)a,
mais qui n’est plusa priori, uneequivalence faible.

Enfin, si F est une gerbee{/entuellement singdre), il existe encore une
équivalence faible canonique de spectres\emodules

Fi G(F)A —> Get(Ip)a.-

En effet, commer: I — F estétale, on peut appliquer la construction de la
preuve pecddente.

4. Le theoreme de Grothendieck—Riemann—Roch

On continuea supposer qué contient les racines de I'umif’et que les champs
vérifient 3.14.

4.1. COHOMOLOGIE DES CHAMPS ALCIgEBRIQUES

On se place dansSch Q P/ k)et, le site des sarhas quasi-projectifs sér muni de

la topologie€tale. Par la suite tous les grhas sont quasi-projectifs.
Donnons-nous une ¢otie cohomologique avec images directes. C'est lagenn”

de:

— Pour tout entiet, un pEfaisceau en spectresediens'’ (i.e. asso@ par la

construction de Dold-Puppeeun complexe de pfaisceaux atliens) flasque
sur le site pe@ddent, et muni d'un produit

H AH — HIT,

homotopiquement associatif et commutatif. On notera

Hi=\/H

ieZ

le préfaisceau en spectres en anneaux gadsSoe.
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— Pour chaque entigr et chaque s@haX, des spectres abéns™;(X). Pour
chaque morphisme proprg: X — Y de sclemas ireductibles, un morph-
isme de spectres alens

for HUX) —> Mg, (Y),

ou p est la dimension relative dg surY, etd un entier fix, égala 1 ou 2.
On demande que ces images directesesilent en un foncteur

X > H(X) = \/ H/(X),

ieZ

covariant pour les morphismes propres.

— Pour chaque semaX, une structure dé{(X)-module grada’surH’(X). De
plus, sif: X — Y est un morphisme propre, ete H'(X), y € H(Y),
alorson a

f*(f*(y)x) = y. [ (x).
— Pour chaque morphisnatdle f: X — Y, un morphisme de spectresddiehs
£ M) — HiX),

qui fait de’H’ un H-module pour les morphismesales.
— Si

X ——X

q lp
Y

X v

est cantsien aveq propre et étale, alorey* o p, = g, o u*.
— Sij: Y < X estune immersion fere®, eti: U — X 'immersion ouverte
compEmentaire, alors la suite

HY) L H gy (X) S M, ()

est canoniquement une suite exacte.
— Si X estun schima lisse, alors il existe uregjtivalence faible

px: H (X) — Hi(X),

compatible avec les produits et les imagesipfogues.
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Il existe un morphisme de efaisceaux simpliciaux
C1: BG, — M.

et donc un morphisme (flexible [21]) sur les champs agsoci”
C1: Pic— Hijy.

Soitw: P — X le fibré projectif asso&a un fib€ vectoriel de rang + 1,
etx = C1(Op(1)). Alors le morphisme

VIS H(X) —  H(P)
va; = Y M (a).x

est uneequivalence faible.
Avant d'aller plus loin, donnons deux exemples.
La theorie de GerstenNotonsk; le préfaisceau sufSch Q P/ k)et
X > K;(X).

On prend pou#{’ une Esolution injective des pfaisceaux en spectrésK;, i)®
Q.
Soit

R @ Kik(x) — P Kicatk(x)) — -+ ) Kolk(x))

xex© xex@® xeX®

le complexe de Gersten de codimensiote X, concente” en dege’[—i, 0].
On pose

H)(X) = K(R',0) ® Q.

Alors H etH’ vérifient les axiomes ci-dessus [7, 1.4 (ii)], avke= 1.

La cohomologie de De RharBupposong de caraafistique nulle.

Pour un schmaX, on consi@re K (2, 2i) le complexe de De Rham dé
[11], placé en deges [-2i, DimX — 2i]. On prend pouf{’ un mocle fibrant
de K (Q2_, 2i).

Notons ImMX) la caggorie filtrante des immersions feegsX — Y, avecY

lisse. La cohomologie dE a support dans le sous-gghaX est dfinie par

Hy (Y) = Fib(H'(Y) — H' (Y — X)).
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L'homologie d'un sclemaX est alors dfinie par
H; = COIim|m(x)EH;(+2p(Y),

ol p est la codimension dE dansY, et EH' le spectre assce la Esolution
canonique d&2[2i] définie dans [11, 82].

Alors ‘H et’H’ vérifient les conditions ggdentes aved = 2, au dtail pres
que les imagesciproquestales en homologie ne sont fonctorielles que dans
un sens flexible [21]. Elles sonefihies de la fagn suivante.

Soit f: X’ — X un morphismefale. Soitp: Z, — X un hyper-recouvrement
propre dont toutes les composantgssont lisses. Un tel hyper-recouvremnent
existe d'apes [14]. En prenant I'image d&, par le foncteur covarianEH,

on obtient unA-diagramme de spectrdsH (Z,). On note la colimite homo-
topique parEH(Z/ X). Alors le morphisme naturel

pei EH(Z/X) — H'(X)

est uneequivalence faible. On pos€ — X' I'hyper-recouvrement induit sur
X'. Alors on a un morphisme induit sur lésdiagrammes

f*1 EH(Z.) — EM(Z.).

On conclut en prenant la colimite homotopique. Cette construction et la for-
mule de projection permettent aussi dgidir la structure dé+(X)-module
surH'(X).

DEFINITION 4.1. SoitF un champ algbrique lisse. Onefinit la cohomologie et
I'homologie étale deF par

HE(F, i) i= HP™ (Fer, HY),

HE\(F, i) == H" ™ (Fet, H}),

HY(F. %) = @ HL(F.i),  HE(F. =) =D HS(F.i).

i,p i.p

Nous noterons aussi

H(F) = H(Fer H), H'(F) = H(Fer H),

les spectres de cohomologie et d’homologierde

Nous pecisons que l'indice de H;"t(F, x) désigne la codimension, et non la
dimension comme il en est I'usage.
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Pour dfinir les images directes nous aurons besoin ehultat de descente
analoguea’3.9.

PROPOSITION 4.2Soit p: X — F un morphisme propre et surjectif, avet
un scleéma quasi-projectif. Alors le morphisme naturel

H,(X/F)Q —> H/(F)Q

est unetquivalence faible.
Preuve.C’est la méme que pour 3.9. O

Soit f: F/ — F un morphisme propre de champsetiggques. Consitons
un diagramme commutatif

X/
l\\’l\
q
/
F'——F,

ou g est un morphisme propre et surjectif. On dispose alors du diagramme suivant

H(X'/F')q
q*l K
H(F')q H'(F)q.

Commeg, est uneequivalence faible, on peutetinir f.: H'(F')q — H'(F)q
par £, ‘= p. o (¢g.) 1. On obtient ainsi un morphisme biegfitii

pi: HE(F', %)qg — HE(F, %)q.

Sip: F — Speck est le morphisme structural d’'un champ propre, on notera

et
/ ‘= pu: HE(F, %)q —> HE(Speck, ¥)q.
F

La construction de Gillet des classes de Chern [7, 2.2] donne des morphismes de
préfaisceaux simpliciauk; : Kp) — Hjy,. En passard la cohomologie on obtient

des classes de Cheetales

CP't Ko (F) —> HY™"(F, i),

1

vérifiant les propetés ciges dans [7, 2.1]. Sont asseepar les formules habituelles,
le caractre de Chern et les classes de Todd

Ch®: K, etl(F) —> HZ(F, %),

Td®: K, el F) —> HY(F, ).
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Nous possdons de cette fan une tigorie cohomologie-homologietdle pour
les champs akgpriques, erifiant les propets habituelles.

PROPOSITION 4.3.La correspondanceé’ — HS(F, *)q est un foncteur con-
travariant de la2-categorie des champs apriques vers le®-algébres commut-
atives bi-gradées.

La correspondancé — HE(F, x)q est un foncteur covariant de Bxcategorie
des champs afgpriques et morphismes propres vers@eodules. C'est aussi un
foncteur contravariant pour les morphismétales repésentables. De plus, on a
les proprités suivantes:

(1) Pour tout champF, HE(F, *)q est UnHEY(F, x)g-module bi-gradé. Si f:
F' — F est un morphisme propre,c HF(F, x)q ety € H(F, x)q, alors

L (F*(x).y) = x. fu(y).
(2) Siestlisse, il existe un isomorphismeMg(F, *)g-module
pr: HYF, %o ~ HE(F, %)q,

compatible avec les imagegaiproques et les produits.
(3) Sile car suivant est caélsien

avec p propre, et étale repésentable, alorg, o v* = u* o p,.
(4) Sij. F' — F estuneimmersion fei@e, et: U <— F I'immersion com-
mentaire, alors la suite

H'(F)q —=H'(F)q —= H'(U)q
est naturellement exacte.
(5) SiF estunchamp lisse, ¢t: V — F est un fibé vectoriel, alors le morph-
isme naturel

p*i HY(F,x)q — Hg(V, %)q

est un isomorphisme.
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(6) Sip: P(V) — F estla projection d’un fibe projectif assod a un fibie vec-
toriel V de rangr + 1, et six = C$Y(Op (1)) € HL(F, 1), alors le morphisme
naturel

®ij) H(F,%)q — Hg(P,%)g
D Xi = o xhp*(xi)

est un isomorphisme.

Remarqueloici un exemple &5 simple montrant que cettestirieétale ne peut
pas donner de formule de Hirzebruch—Riemann—Roch.

Soit F = [Speck/H] avec H un groupe fini ablien par exemple. Dans ce cas
le fibré tangent est trivial, et la transformation de Riemann—Roch

7 Ko(F) — HE*(F,T'(e))q

est le cara@re de Chern. Elle est donc multiplicative. Le corollairegdent
implique que

Py HE(F,T (o)) =~ H%(Speck, T'(e))q
est un isomorphisme. Supposons que &otieé cohomologiqueaerifie
HY*(Speck, T'(e))c = C.

C'est le cas pour les exemplespétents. Si la formule d’Hirzebruch—Riemann—
Rochétait \érifiée on aurait un diagramme commutatif

Ko(F)c 2~ HI*(F, T (e))c

p*l l“’*

C C.

1d

En identifiantKo(F) avec le groupe de Grothendieck des emaritations deéf
dansk, on aurait pour tout[ H]-moduleV de dimension finie CtV) = Dim(V ).
PrenonsV de dimension 1 non triviale. Alorg” = (0). Sim l'ordre de H, alors
V@ = 1. On aurait donc

Ch(V®") = Ch(V)" = Ch(1) = 1= Ch(V) # 0,

ce qui est absurde.

Pour rengdier a ce probéime nous proposons une nouvellefidition de la
cohomologie d’'un champ, que nous appellerons (voir la remarque suivante) ‘co-
homologiea coefficients dans les reggéntations’. Saefinition est directement
inspirée du tkoEeme 3.15.
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DEFINITION 4.4. Soit F un champ algbrique. On dfinit la cohomologie et
I’'homologie deF a coefficients dans les reggéntations par

HE(F.i) = Hg(Ip,i),  HZP(F.i) = H\(Ip,i).
On notera de mhe

Hrep(F) = H(IF)v H;ep(F) = H,(IF)v

Hy(F. %) = @) HE(F. i), H(F., %) = @D HX(F. i).
i,p

i,p
Si f: F —> F’ est un morphisme de champs,/gt: I —> I le morphisme
induit, on d&finit

* . L] L] If* L[] L]
f50 Hy(F %) = Hy(Ip, %) —> Hy(Ip, %) = Ha(F',%).

rep

De la méme faon si f: F — F’ est propre, on pose

Ifs
foi HIP(F, %)q = HE(Ir, )0 —> HE'(Ip, ¥)o = HI®P(F', %)q.

Sip: F — Speck est la projection d'un champ propre, on notera
/ = p.: H!®™(F,*)q — H]**(Speck, *)q
F

le morphisme induit.

Les proprétés de cette cohomologie sediiisent immdiatement de celles de
la cohomologieetale. Comme d’habitude, pour todtmodule A, nous noterons
Aj POUrA ®z A.

PROPOSITION 4.5La correspondance’ Hg (F, %) estun foncteur con-
travariant de la2-categorie des champs agriques vers lea -algeébres commut-
atives bi-gradées.

La correspondancé — H,P(F, %), estun foncteur covariant de Bcatégorie
des champs afghriques et morphismes propres versAesnodules. C’est aussi un
foncteur contravariant pour les morphismétales repéesentables. De plus, on a
les proprités suivantes

(1) Pour tout champF, H,*°(F, %), est unHy(F, x),-module bi-gradé. Si

f: F' —> F estun morphisme propre,c H,*°(F, ), ety € Hy(F', %)a,
alors

f*(f*(x)y) = x-f*(y)-
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(2) SiF estlisse, il existe un isomorphisme Hg,(F, *) ,-module
pF: Hr.ep(F, *)A = H.rep(Fa *)A,

compatible avec les imagegaiproques et les produits.
(3) Sile cart suivant est caélsien

avecp propre, etu étale repésentable, alorg, o v* = u* o p,.
(4) Sij: F'— F estune immersion fefee, et : U — F 'immersion com#-
mentaire, alors la suite

H:'ep(F/)A j%* H:'ep(F)A l—*> H;ep(U)A

est naturellement exacte.
(5) SiF estunchamp lisse, et: V — F est un fibé vectoriel, alors le morph-
isme naturel

p*: Hr.ep(F’ *)A —> Hr.ep(va *)A
est un isomorphisme.

RemarqueSupposons qué = C, et que I'on prenne la cohomologie de De
Rham. SiF est un champ akirique lisse, on peut lui associer un champ analytique
F. Le thtoeme de comparaison de Grothendieck [10, Thihddnne alors un
isomorphisme d€-algebres

Hr:ep(F) = H.((IF)top, C),

ou (I r)rop €St le site topologique syf)*", etC le faisceau constant de fib@ Soit
. Ir — F la projection, etp: F — M la projection sur I'espace de modules.
On poseR = p, o m,(C); c’est un faisceau e@-algebres suM,,, dont la fibre
au pointx € M estisomorph@ C(H,), la C-algébre des fonctions centrales sur le
groupe d'isotropiefi, dex. Ainsi Hg(F) >~ H*®(Mop, R). Cetisomorphisme ex-
plique le nom de ‘cohomologia Coefficients dans les reggéntations’, en gardant
a l'esprit que lexeléments deC(H,) s'identifienta des reméentations virtuelles
de H, a coefficients complexes.

Remarquons aussi que ces ‘coefficients dans legseptations’ apparaissent
naturellement dans les complexes de Gersten.
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En effet, siF est un champ akfrique, on peut consdér la filtration par la
codimension du support sur le speat€F) [8, 7.7]. On obtient de cette fan une
suite spectrale dont le terni&” est le complexe suivant (pla&h dege’[0, p])

P rk®H-> > P Kid—> P Kol®.
xeF© xeF(P-1 xeF®

Le terme de droite, qui, dans le cas B est un schima, s'identifie aux cycles de
codimensionp de F, s'interpiete naturellement comme des ‘cyckesoefficients
dans les re@sentations des gerbessiduelles’ des points dE.

DEFINITION 4.6. SoitF un champ algbrique. On dfinit le caractte de Chern
par la composition

OF Cht - . _ .
Kn(F)p —— KmetIr)a —— HE "I, i)p = Higs " (F, ).

Avant d’énoncer le thoreme de Riemann—Roch il nous reatefinir la classe
de Todd d’un champ lisse.

Soit F un champ algbrique lisse et : Ir — F la projection canonique. No-
tons\" = Q;_ - le fibré conormal dé - relativemen®a’F, A': Ko(Ir) — Ko(Ir)
lai-emea-opération [6,V, §1], et

A1t Ko(lp) —> Ko(IF)
X = (=D (x).

En utilisant les notations suivant lecth€me 3.15, notons
ap i==cano p (A_.1(N)) € Koel(Ip)a.
LEMME 4.7. L’élemenixr est inversible dans I'anneaklo et(1F) 5 -
Preuve.Soitm le nombre de composantes connexes geet
rk @ Koo (Ip)a — A"

I'application rang. On sait alors qu’'uelément deKo ., (Ir), est inversible si et
seulement si son rang est inversible darfs Comme ceci est local suWl;, on
peut supposer quE est un champ quotient. Le lemme est alors [24, 1.8]. O

DEFINITION 4.8. SoitF un champ algbrique lisse. Onefinit sa classe de Todd
par

Td(F) := Ch'%a . h). Td®(Ty,).
La transformation de Riemann—Roch esfidie par

. K,(F) — Hr;p(F,*)
X —  Chx).Td(F).
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4.2. DEMONSTRATION DU THEOREME

On en arrive au ®0Eme de Grothendieck—Riemann—Roch. Pour pouvoir le
démontrer nous aurons besoin d’hypegkSs supginentaires sur les champs que
I'on consicere.

HYPOTHESE 4.9. Les champs algbriquesF consiceres \erifieront les hypotéses
suivantes

(1) 'espace de module¥ de F est un scma quasi-projectif.
(2) tout faisceau cokrent surF est quotient d'un faisceau localement libre.

Remarquons que hypathe ces sonterifiees dans tous les exemples que I'on
rencontre (champs de modules de courbes, detgardlgliennes...). En effet ces
champs sont construits en prenant des quotients densxd quasi-projectifs par
des actions de groupesduictifs. Et on sait que ces champsifient la seconde hy-
pothése [23, 5.6]. Notons aussi qu'elle emt&” que le morphisme naturel
K.(F) — G.(F) estun isomorphisme quarfdest lisse.

Soit £ un fibré en droite &5 ample suM et £’ = p*L le fibré induit surF.
Alors £ est ample suf. En particulier, les deux hypotses entnaent que tout
morphisme propre repsentable” — F’ est homotope une composition

J

F P(V) -2

F/

ou j est une immersion fere®, etp la projection d'un fibe projectif assoeia un
fibré vectorielV sur F’ [16, 3.3].

PROPOSITION 4.10Soit F un champ algbrique erifiant 4.9, alors il existe une
enveloppe de Chow rationnelle Fo — F, avecFy une gerbe triviale sur un
sckema quasi-projectif e un morphisme fini.

Preuve.Soit X — F un morphisme fini et surjectif, avek un scl&ma
guasi-projectif normal. Un tel morphisme existe degp(25, 2.6]. On conséte
le morphisme induit sur les espaces de modifles M, etFy = F xy X — X
le changement de base. Alors, par construction, le morphiéme F induit une
section de la projectiolry — X, s: X —> Fx. NotonsF} la normalisation de
Fx. On aalors un morphisme fini reggéntabler;, — F, qui verifie la condition
de 3.12 pour les pointsegériques deF. Or Fy, et X sont normaux, efy — X
pos®de une section. On sait alors d'api{25, 2.7] queFy est une gerbe sux,
qui est triviale car elle possle une section.

Il existe alors un sous-espace ouvert deiise> M tel que le morphisme induit
au-dessus d&

qu: (Fx)y — Fy,

pos®de une section aps un changement de base finildeEn pro&dant alors par
récurrence subimF, la proposition est vraie pour le feemtompEmentaire duit
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F' =

F — Fy. Soit F; — F’ un morphisme &fifiant les conditions demaads.

On pose alors

Fo=Fy[ [ R

Ainsi, le morphismey: Fy — F Vérifie bien les conditions de la proposition(J

THEOREME 4.11 (Grothendieck—Riemann—Rocl8oit CH la categorie des
champsF qui \érifient 3.14 et 4.9. Alors, pour tout chanipde CH, il existe un
morphisme de\-algebres

fF: Gm(F)A — H.rep(Fv >k)[\’

vérifiant les conditions suivantes:

(1)
)
@)

(4)

(®)

Le morphisme; commute avec les images directes de morphismes propres
deCH.

Le morphismerr; commute avec les imagegciproques de morphismes
représentablegtales deC’H.

Si F est un champ lisse d&H, alors

tr(x) = Ch(x).Td(F),

pour toutx € K, (F).
SiF estdansH, x € K.(F), ety € G.(F), alors

tr(x.y) = Ch(x).7p (y).

Si F est un schma, alorsry est le morphismeétini dang7, 4.1].

PreuvePour ce qui suit, tous les coefficients seret@ndus’A. Pour simplifier
les notations nous atrirons pas l'indiceA.

Commenons par émontrer(1) dans le cas des champs lisses.

Soit f: F — F’unmorphisme propre de champs lisseS#getif: I —
I le morphisme induit. Pour un chantp, on noterar la projection dels sur

G.

LEMME 4.12. Le diagramme suivant commute

-1
o PF

G (F) —— GyellF)

| |-

G*(F,) T> G*,et(IF)‘

L% Pp
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Preuve.On pro@de en deurtapes.
Etape(a): Le morphismef est repesentable.

D'aprés I'hypottese 4.9, une factorisatioF ——~ p —2~ | ol j est une
immersion fernee etP un fibré projectif assoea un fibe vectorielV sur F’. Par
fonctorialit, il nous suffit donc deathontrer le lemme pour et p.

On sait que

¢poj.=canopomy o j,.
Or, commej est une immersion fere€, le diagramme suivant est esiEn

1j
IF—>IP

F—I.>P.

La formule d’ex@s d'intersection [16, 3.8], donne
7o ju = Lj. oA a(NY) .7},
ou NV est le fibg virtuel conormal d’exes du diagramme casien pecgdent
. 1 1
NY =1%(R1,,p) =, p
Ainsi,
¢po jo= canopolp(ha(NY).7})
= Ij.(can o p(A_1(NY)).can o p om})
= Lj.(Ij*(@p).ap" ¢r)

= ap.lj, 0z .pr.

Ce qui &montre le lemme pour le morphisnje

Pour le cas de la projection: P — F’ d’un fibré projectif assoea un fibg
vectoriel V de ranger + 1, la formule du fibe” projectif implique qu’il suffit de
veérifier que pour tout € Ko(P) on a

Ip.(Ip*(ap)apt.gp(x)) = pr(p.x).

En utilisant une vagt des drapeaux pour, on peut se ramener au cas &
est filtré par des sous-fibs  de quotients successifs de rang 1. De plus, caise
placer sur un torseur affine au-dessugden peut supposer qué est une somme
directe de fibes en droites. Dans ce cas nous disposons de soas-filwjectifs

Ph—> P~ ---P_1— P. =P,
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ou P; est de rang. En raisonnant paecurrence suf, il suffit de traiter le cas de
x =1 e Ko(P). C'esta dire qu’il faut d&montrer que
(Ip)(aptIp*ar) = 1.

Ce cas particulier peut seerifier en utilisant une adaptation de I'argument de
déformation dona’dans [2, App. 3]. En voici les grandetapes.

Comme le fibe'V est diagonalisable, la construction de &atimation donaé
dans [2, App. 3] se recolle localement skii;, et permet de construire un sous-
champ fere’X < P xr P x Al tel que la projection induitg: X — F x AL,
soit un morphisme plat.

De plus, lafibre en 1

Xy =g NF x {1} = P xp P,

est 'immersion diagonal® < P xr P. Lafibre en 0 s’identifi& un sous-champ
de P xr P de laforme

XO = q_l(F X {O}) = Ua+h=rPa XF Pb’

ou P" désigne un sous-fibrprojectif deP de rangn.
Pour un champ akfirique lisse, notons

Ar =aptgr: Ko(F) — KoelIr).

Pour tout sous-champ feed’ de P x P x A' de compEmentairel/, on notera
Ay le morphisme induit sur la fibre des suites exactes suivantes

K()) ——=K(P xp P x Al)—— K (U)

Ayl APXFPxAll lxu

Ket(ly) — Ket(Ipy . pxat) — Ket(Iy).

Remarquons que le lemme 4.12 pour une immersion deraé champs lisses,
permet de conclure que les deuafiditions ci-dessus dg&y coincident si) est
lisse (exactement comme le corollaire [7, Cor. 3.7]séuit du tlEoEme [7, Thm.
3.1)).

Définissons alors

x () = 1q.(Ay(D),

Ougqg: Y — F estla projection induite.
La platitude dey sur X implique quey (X,) est ind&pendante dec Al. Ainsi

Ip.(aptIp*ar) = x (X1) = x(X).

De la méme faon que dans [2, App. 3], on conclut alors pecuirence sur le rang
deV que

Ip*(oz;l.lp*ozF) =1
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Remarquons que leettionstration méédente reste valable dans le castoést
une gerbeventuellement singudire. On dispose ainsi du lemme avécine gerbe
guelconque, ef un morphisme propre repséentable.

Etape(b): Cas gréral.

Remarquons d'abord que lorsqéieet F’ sont des gerbes triviales\éntuelle-
ment singulgres) on a clairement un diagramme commutatif

¢
G(F) —> G (IF)

| |

G*(F/) —¢F/> G*,et(IF’)-

D’aprés 4.10 il existe des enveloppes de Chow rationnelles finies
q. Fop— F, q': Fy— F',

telle que les champs), et F soient des gerbes triviales sur desesols, et qu'il
existe un diagramme homotopiquement commutatif

Soientlq: Ip, — Ipetiq': Iy — Ip les morphismes induits.
Considrons le diagramme suivant

(f0)«

G.(Fo) G.(Fp)
/¢F° as
G.(F) LGP b
‘ ¢["/
¢ G etlIr,) o G*,et(IFé)
1qx ‘ /,/‘16
G et(F) GetlF).

Ifx

Comme le morphisme,: G.(F) —> G.(F) est surjectif, il suffit alors de
montrer que toutes les faces, sauf la face frontale, commutent. Or, il est clair que
les deux faces horizontales commutent. La face du fond commuf& ear sont
des gerbes triviales. Enfin les faceslales commutent d'aps I'étape(a).
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Par dfinition d'une enveloppe de Chow rationnelle, le morphiggely, —
Ir est fini et surjectif. Appliquons éfape(a) au morphisme;. On en @duit un
diagramme commutatif

¢ .
G.(Fo) —% G, et(Ir,)

’“l |1

G.(F) i GietF).

Le thtoeme 3.15 implique que, est surjectif si et seulement &, I'est. Comme
Iy est lisse, la formule de projection implique qlk, est surjectif si le rang de
14q.(1) estinversible dan& ., .(Ir), ce qui est vrai caf g est fini et surjectif. [

LEMME 4.13. Soit f: F — F’ un morphisme propre de champs lisse<@¢
Alors, le diagramme suivant commute

CHY(—).Td®(TF) .
K et(F) - He(F, %)
| !
CheY(—).Td® (T ) .
K. e(F') — Hy(F', %).

Preuve La preuve suit le rafne scema que celle du lemmegnédent.
Etape(a): Le morphismef est repesentable.
On sait qu'il existe une factorisation

F—LpPv)-LsF,

avec j une immersion fermé, etV un fibré vectoriel surF’. Dans ce cas la
démonstration est presque mot pour mot celle de [7, 4.1]. En effet, les seules
propriétés dont on a besoin sont lafdrmation vers le @ie normal et la structure

de laG-théorie d'un fibg projectif.

Etape(b): Cas @réral.

Soit p: X — F’ un morphisme propre etegériquement fini, avecX un
schéma lisse. Un tel morphismeexiste d'apes [4, 4.12] et [14]. Alors les morph-
ismes

p«: Gyet(X) — Gyl F)

sont surjectifs. De plug o p: X — F’ est repesentable. En utilisantdtape(a)
pour p et f o p, on termine la preuve du lemme. O
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Revenons notre morphism¢g : F — F’. Par dfinition,
7r (=) = CHY ;" g (). Td(Ty,).
Ainsi le lemme 4.13, applipid [ f: I —> I, donne
fu(@r (=) = CHP(fularpt pr (). TANTy,).

Une application du lemme 4.12 au second membre donne

fi(tp (=) = ChY it g (fu(—)).Td(T7,,)
= Ch(ap) "L.Td(T},,).CHY (P r (fi(—)))

= TF’(f*(_))-

Indiquons brévement comment oeténdr aux champs singuliers.
Si F est un champ déH, on va construirer comme le compas”

et

G(F) L5 Gellr) —5> HP(F, ).

Soit p: F, —> F une hyper-enveloppe de Chow rationnelle, telle que chaque
F,, soit une gerbe trivial&X,, x BH,,. Chague morphismé&, — F,, défini deux
morphismes

X, = X, H, - H,,

et donc des morphismes d’inductions sur lesehigs de fonctions centrales °
valeurs dang\

A(H,)) — A(Hy,).

On peut donc dfinir un spectre simplicial
G(R): [n] — G(X,) ® A(H,).

Notons que I'on a uneduivalence faible canonique
ap: G(Xn) @ A(Hy) = G(Fy)a,

gui est compatible avec les images directes, et doncegnevalence de spectres
simpliciaux

a: G(R) »> G(F,/F)x.

D’autre part, les espaces de moduléss, de I, sont naturellement isomorphas
X, x ¢(H,), ou c(H,) est I'ensemble des classes de conjugaisons du graype
Ainsi on a une=guivalence faible naturelle

G(X,) ® A(H,) —> G(MIp,).
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De plus, les morphismeg, —> Iy définissent des morphismé$l;, — MIp,
et donc un morphisme de spectres simpliciaux

qs«: G(R) —> G(MIFp)x.

Le diagramme suivant

G(F./F)a = G(R)
p*l lq*
G(F)a G(MIF),,

et la proposition 3.13, appligea p, permettent alors de poser
Vr=gioa "o (p)h Gu(F)x —> Gu(MIp)a.

Sir: Ir —> Iy estla projection ddy sur son espace de modules, afidit le
second par le diagramme commutatif

et

‘L'l N
Guet(IF)n —— H,P(F, %),

Zr*l/ er*

G (IM)n — 7 Hi(IM, %) 4,
ou 17, est dfini dans [7, 4.1].

On \érifie aigment queyr et rf; sont bien @finis, et querr pos€de les
propriétes (2)—(4) du thoéreme. O

4.3. EXEMPLES

Donnons quelques exemples d’applications cwoifrme 4.11.

COROLLAIRE 4.14 (Hirzebruch—-Riemann—Roclgoit 7 un faisceau coérent
sur un champ propre et lisse deCH. Alors on a

x(F,F) = / Ch(F).Td(F).
F
Preuve.On fait F/ = Speckdans 4.11 (1). O

En particulier, siF = O, on trouve une formule pour le genre aritbtigue de
I'espace de module®/

et
X (M, Oy) = / Td(F) =Y / CTEUD.Chia)
F 5 JIr
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ou B parcourt les composantes connexésie Ir et
B 1
ap =cano p(k,l(QIﬁ/D)).

Comme application de cette formule, on donne plusieurs formules de type
Gauss—Bonnet, calculant des cagaistiques d’'Euler topologiques. On suppose
pour les prochains corollaires giesst un sous-corps affiguement clos d€.

Dans le cas 0'F est un champ akfirique de dimension 1, propre, lisse et
gérériguement non-raméi” on peut expliciter la formule de Riemann—Roch, et
retrouver une formule de Gauss—Bonnetmibntee angrieurement et par d’'autres
méthodes, par J. Tapia.

COROLLAIRE 4.15.Soit F est un champ algbrique de dimensior, lisse
irr éductible et propre, appartenna@t CH, et tel queF soit gerériguement un

sckema. On note le genre de I'espace de modulgsg etxy, ... , x, les points de
ramification deF, d’ordres respectifaq, ... ,n,. Alorson a
et - 1
/ CHTp =225 Y
F j=1 j

Preuve. Comme la formule est stable par changement de corps de base
algébriquement clos, on peut supposer gue C.

Soit {; = €™/ e C. Notons f;: X; — F le morphisme naturel. Alors
f7(Tr) estun fibe' vectoriel sutt; >~ B(Z/n;). |l s'identifie a la repgsentation
de dimension 1 d&/n;, qui ak fait correspondre la mutiplication paj‘. Ainsi la
formule de Hirzebruch—-Riemann—Roch appéga’ Oy donne

1 et Jj=
> / CT(Tr) = x(F, Op) — Z—’
F =1

nj

ou
k:nj—l
1
€= Z 1— ¢k
¢
k=1

Or, sionnoteP;(X) =1+ X +---+ X" % ona

_P’(l)_nj(nj—l)_nj—l
TP T w2
De plus,x(F,Ofr) = x(M,Oy) =1 — g. O

Plus gréralement, le lemme 4.13 appligd’la projectionp: F — Speck
d’'un champ lisse et propre d¥+, et au complexe de De Rham de permet de
retrouver la formule de ‘Gauss—Bonne€rgrale.
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COROLLAIRE 4.16. Soit F un champ algbrique, lisse et propre d&H. Notons
My—> My 41— ---—> My=M

une stratification de I'espace de modules, telle gusoit une gerbeF; surM; =
M; — M;, 1, aveckF; irr éductible. Alors

et 1"‘2'1 C o0 C
/ C:t(TF) — Xorb(F) — Z X(( (n))t p: )
F i i

ou n; est I'ordre d'inertie de la gerbé&;, etn = Dim, F'.

En appliquant la formule d’Hirzebruch—Riemann—Roch au complexe de De
Rham deF, on obtient une relation entre caradstique d’Euler topologique et
orbifold.

COROLLAIRE 4.17. Soit M I'espace de modules d’'un champé&igque F, lisse
et propre deC’H. Alors

et
X (Miop(C)) = x”"UF) = / CradTip)-

Ir

Preuvela secondegalig provient du corollaire m&dent. Il reste la prerare.
D’aprés la formule d’Hirzebruch—-Riemann—Roch 4.14, on a

X(Mop) = (F 25) = [ (@) TA(P),
En regardant la suite exacte de &brsurl»

0— Q}F/F — Q) — Q}F — 0,
on obtient

Ch(A_1(2})) = CH'(ar).Ch'(can o p(A_1(Q]))).
Et commeF;(Q}F) = 0 sauf sic = 1, on trouve

Tr(Q}) = TH(Q,) = Chad(Tip)-

On termine alors en appliquant le corollaire@dent. O

Il existe aussi une autre caranstique d’'Euler, ‘la caraetistique d’Euler des
physiciens’. On peut laafinir pour un champ a&riqueF par

X" (F) i=") (=1)'Dim Hig( F),
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ou I'on utilise la cohomologie de De Rham. Cet&fidition est compatible avec la
définition donrge dans [1] pour un quotient par un groupe fini.

En utilisant le corollaire gréédent on dispose alors des relations suivantes entre
les trois caraefistiques d’Euler.

Si F est un champ lisse et propre, on ndfe= I, et/% = F.Onaalors

PSR = X ((IFY(Chiop) = X2 UIE).

Pour finir, remarquons que lafihition du morphisme) donréead la fin de la
preuve du teoEme reste valable si I'on suppose simplement gueerifie 3.14.
On dispose alors d’'un morphisme naturel

Vit Gu(F) — G.(MIF).
Soitr: Ir — My la projection. On dfinit r,e; par le care’ commutatif suivant

.[et

I
GoetlIF)n —= HIP(F, %),

zr*l llr*

Go(Iym)a a0 H,(Ip, %),

ou 7, est dfini dans [9, 8.3]. Ainsi, par composition on a une transformation de
Riemann—Roch

=15 o Yrt Go(F)a —> HI®(F, %),

qui étend celle du théreme 4.11, au cas des champseaiggues ne efifiant que
3.14.

5. Appendice

Dans cet appendice orniiontre le tboreme de descente. La preuve esjfadians
la preuve de [13, Thm. 3—10], mais kestiltat nEtant pas explioi’sous cette forme
nous avons tena én donner uneaonstration compte.

Pour tout I'appendiceC est un site. On utilisera les notations de la section 1,
ainsi que la proposition suivante:

PROPOSITION 5.1. [20, I-1 Cor. 1Boit F un préfaisceau simplicial fibrant, et
f: A — B uneéquivalence faible. Alors le morphisme induit

f*: Homy(B, F) — Hom(A, F)

est unetquivalence faible.
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Si X € C, alors on dispose d'un foncteur imageiproque
j*: SPr(C) — SPr(C/X).
Ce foncteur posxle un adjoint 'gauche
jii SPr(C/X) — SPr(C),

qui est I'extension par le pfaisceau vide. Il estedini par: pourF € SPr(C/X)
etU € C, alors
(HFU)) := U F(U — X).
Home (U, X)
Il est clair quej, préserve les cofibrations ainsi que xguivalences faibles.

LEMME 5.2. SoitC etC’ deux sites et un foncteur
a: SPr(C") — SPr(C)

pos€dant un adjoing gauche
b: SPr(C) — SPr(C"),

qui préserve les cofibrations et légjuivalences faibles, et tel giex) = . Alors
le foncteura transforme objets fibrants en objets fibrants.

Preuve.Soit F un pefaisceau simplicial fibrant sut’, eti: A < B une
cofibration triviale deS Pr(C). Il faut montrer que le morphisme induit

i*: Hom(B, a(F)) - Hom(A, a(F))
est surjectif. Mais par adjonction, on dispose d'un emsmmutatif
Hom(B, a(F)) — Hom(A, a(F))
A I
Hom(b(B), F) — Hom(b(B), F).

Or par hypotleseb(i): b(A) — b(B) est une cofibration triviale d§ Pr(C’),
et donc le morphisme du bas est surjectif. Ce qui impliqgue que celui du haut
aussi. 0

On vient de voir que siF est fibrant surC, alors le pefaisceauj*F (que
I'on noteraFy par la suite) est fibrant s/ X. De plus, commeg* préserve les
cofibrations triviales, on obtient uregjivalence faible canonique

H(C/X, Fx) > F°(X),
pour chaqueasolution injectiveF’ — F°. De cette faon on identifiera toujours
les espaceg°(X) et H(C/ X, Fx), que I'on noteraH (X, F).

DEFINITION 5.3. Un objet simplicialX, deC est un foncteuk,: A” — C, ol
A est la catgorie simpliciale standard. On noteXg pour I'objet X, ([m]).
Si X, est un objet simplicial d€’, le site induit surX, est le site suivant :
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Les objets sont les morphismes@eU — X,, pourm un entier positif.
Un morphisme def: U — X,, versg : V — X, est la doneé d'un
morphismez: [n] — [m] dansA et d’un diagramme commutatif dags

u — V
i lg

Xe
x, = x, .

Un morphisme est couvrant si le morphisme inddit> V est couvrant dans
C.

Ce site est n&C/ X,.

Remarquons que I'on a un foncteur de restriction
Jj*: SPr(C) — SPr(C/X,).

A travers ce foncteur, tout pfaisceau simpliciaF’ sera aussi conss® comme
préfaisceau suk,. Ainsi H(X,, F) désignera (C/X,, j*F).

Soit X un objet deC etU — X un morphisme couvrant. Le nerf du recouvre-
mentU/ X est I'objet simplicial deC défini par

A — C
[m] — U™ =U,U....U,
X X
—
m+1 fois

ol les morphisme& ™ — U™ sont induits par les projections et les diagonales.
On le noteNV (U/ X).

Si F est un pefaisceau simplicial €/ — X un recouvrement d€, on obtient
un A-diagramme (espace cosimplicial) d'ensembles simpliciaux

A — SEns
[m] — FU™).

Rappelons que I'espace de cohomologie(tteh du recouvrement//X &
coefficients dans le pfaisceau simpliciaF est

HU/X, F) := Holimp,jca F(U™).

DEFINITION 5.4. Un espace cosimplicia est un foncteur

Z: A — SEns
[m] — Z([m]).

La catgorie des espaces cosimpliciaux eseratS Ens.
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EXEMPLES

— x est'espace cosimplicial constant.
— l'espace cosimplicia /— est dfini par

[m] = (A/=)([m]) = B(A/[m]),

ou B(I) est I'espace classifiant de la egbriel, et /i est la caggorie des
morphismes dé de but;.

Un espace cosimpliciag peutétre vu comme un pfaisceau simplicial sua
(site trivial). Ainsi, siY et Z sont deux espaces cosimpliciaux, afidit I'espace
des morphismes dg versZ par

Hom. (Y, Z) .= Hom(Y, Z),

ou Y et Z sont considfés comme m@faisceaux SuA.
Avec ces notations, la limite homotopique deest donee par [3, Ch. XI 3-2]

Holim,Z = Hom (A /—, 7).

THEOREME 5.5. Si F est un péfaisceau simplicial Su€, et X, un objet simpli-
cial deC. Alors il existe unéquivalence faible fonctorielle ef

H(X,, F) ~ Holimyjea H(X,,, F).

LEMME 5.6. Si F est un objet fibrant d&§ Pr(C), alors le pefaisceau induitF’
sur le siteC/ X, est flasque.

Preuve.Soit j*: SPr(C) — SPr(C/X,) le morphisme de restriction. On
consicre j*F — F° une Esolution injective su€/X,. Alors, d’apes le lemme
5.2, le morphisme induit sut/ X,,, F — F° est une cofibration triviale d’objets
fibrants. C’est donc uneduivalence d’homotopie. Ainsi, pour tout objgt de
C/X,,, le morphisme induit(U) — F°(U) est uneeguivalence faible. Comme
ceci est vrai pour tout/ et toutm, on en @duit que pour tout objel’ de C/ X,,
F(U) — F°(U) est uneeguivalence faible. O

LEMME 5.7. Le foncteur

SPr(C/X.) — SEns
F — F(X.)

admet un adjoin& gauche n@Z — Z.
Preuve.Soit Z un espace cosimplicial. Orefihit

Z: C/X. — SEns
U = X)) — Z([m)). O
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Preuve du teoreme.Soit F un pefaisceau simplicial su€. En remplaant F
par F° on peut supposer qué est fibrant suiC. Soit F — F° une €solution
injective surC/X,. On sait queH (X,, F) = Hom,(*, F°). Notonsl = (A/-).

LEMME 5.8. Le morphisme canoniqué — = est uneéquivalence faible dans
SPr(C/X,).

Preuve.ll suffit de voir que pour chaque: I'espacel(X,,) est contractile. Or
par cfinition, on al(X,,) = B(A/[m]). Mais le classifiant d’une cagjorie qui
pos®&de un objet final est contractile. O

CommeF* est fibrant, la proposition 5.1 montre que le morphisme naturel

Hom, (%, F°) > Hom, (1, F°)

est uneequivalence faible. Mais, par adjonction, il existe wtpiivalence faible
fonctorielle

Hom, (1, F°) = Holim F°(X.).
On obtient ainsi uneqduivalence naturelle
H(X., F) = Holim, F°(X.).

De plus, par le lemme 5.6, le morphisme natufel— F° est uneequivalence
faible objet par objetComme les limites homotopiquesegervent lesquivalences
faibles, le morphisme induit

Holim F(X,) — Holima F°(X,)

est uneequivalence faible. Enfin, comn¥e est fibrant, et par la remarque suivant
5.2, on obtient un diagramme fonctoriel €n

H(X,, F) = Holim, F°(X,) — HolimyH(X,,, F). O

PROPOSITION 5.9.Si F est un péfaisceau simplicial, alors le morphisme naturel
HX,F)— HNU/X), F)

est unecquivalence faible.

Pour cela on a besoin d’'un lemme que nousemantrerons pas (voir [13, Cor.
2-T7)).

LEMME 5.10. Si F est un faisceau simplicial sur un si@, alors il existe une
résolution injectiveF’ — F°, ol F° est un faisceau d’ensembles simpliciaux.

Preuve de la propositionRemarquons que, si I'on not&S(X) la caggorie
des faisceaux simpliciaux sur le sit& X, alors on dispose d’'unequivalence de
caggories

b: SS(X) —> SSIN(U/X)).
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De plus, siF € SS(X), qui est aussi fibrant commegfaisceau simplicialp(F)
est alors fibrant en tant qu'objet d&?r (N (U/X)). En effet, notons: le foncteur
de faisceautisation.

Soit A — B une cofibration triviale deSPr(N(U/X)), et un diagramme
commutatif sulV'(U/ X)

A — b(F)
\: \
B — .

CommeF est un faisceau on obtient un cagdmmutatif

Homy ) x)(B,b(F)) —  Homyrw/x)(A, b(F))
[ [
Homyrw/xy(a(B), b(F)) — Homy w,x)(a(A), b(F)).

Puis, par lBquivalence de cagjoriesSS(X) — SS(NV(U/X)), un diagramme
commutatif

Homy//x)(B, b(F)) — Homy y/x)(A, b(F))
I I
Homy (a(B), F) — Homy (a(A), F)

I I
Homy (B, F) — Homy (A, F).

Or, le morphisme du bas est surjectif par hygst’

Soit F un préfaisceau simplicial sut. Quittea remplacerF’ par son faisceau
assoaE, on peut supposer queé est un faisceau. En effet le morphisme naturel
F — a(F) est uneequivalence faible, dong eta(F) ont la néme cohomologie.

Soit F < F° une Esolution injective danSPr(C), avecF° un faisceau. Alors
b(F) — b(F°) est encore uneesolution injective. On enatluit donc

HWN(U/X), F) = Hom(x, b(F°)) = Hom,(*, F°) = H(X, F). O

COROLLAIRE 5.11.SiU — X est un recouvrement dé et F' un préfaisceau
simplicial, alors il existe un@quivalence faible fonctorielle ef, X etU

H(X,F)=> HWU/X, H(—, F)).

Preuve.On appligue la proposition 5.9 et legbiéme 5.5. O
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