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Résuḿe. On se propose de d´evelopper un cadre cohomologique pour les champs de Deligne–
Mumford, adapt´e à des formules de type Hirzebruch–Riemann–Roch. On d´efinit à cet effet la ‘co-
homologieà coefficients dans les repr´esentations’, ainsi qu’un caract`ere de Chern, et on d´emontre un
théorème de Grothendieck–Riemann–Roch pour la transformation de Riemann–Roch associ´ee.

Abstract. We develop a cohomology theory for Deligne–Mumford stacks, adapted to Hirzebruch–
Riemann–Roch formulas. For this, we define the ‘cohomology with coefficients in the representa-
tions’ and a Chern character, and we prove a Grothendieck–Riemann–Roch formula for the associ-
ated Riemann–Roch transformation.

Mathematics Subject Classifications (1991):14C40.
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1. Introduction

Lorsque l’onétudie les espaces de modules, il est peu fr´equent de rencontrer des
espaces de modules fins. Ceci entraˆıne en particulier que certaines constructions
naturelles (les objets universels par exemple) n’existent pas. Mais, si l’on se place
dans le cadre plus g´enéral des champs alg´ebriques, ces constructions deviennent
possibles. Il reste alors `a enétudier les propri´etés. Pour cela, il semble naturel de
chercher `a savoir si les th´eorèmes classiques de la g´eométrie algébrique restent
valables lorsque l’on passe des vari´etés aux champs. Nous nous proposons ici,
d’analyser le cas du th´eorème de Grothendieck–Riemann–Roch.

Enoncer un tel th´eorème nécessite une th´eorie cohomologique recevant un ca-
ractère de Chern, et nous verrons que la principale difficult´e réside dans sa d´efinition.

Sur ce sujet il existe actuellement de nombreuses d´efinitions de groupes de
Chow d’un champ alg´ebrique [5, 8, 18, 24]. Pour toutes ces th´eories la projection
naturelle d’un champ (au sens de Deligne et Mumford [4]) sur son espace de mod-
ulesp : F −→ M, vérifiep∗ : A(F)Q ' A(M)Q. Nous verrons (voir la remarque
suivant 4.3) que cette propri´eté interdit une formule d’Hirzebruch–Riemann–Roch
à valeurs dansA(F)Q.
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Notre point de d´epart est donc de trouver une nouvelle d´efinition de la cohomo-
logie d’un champ. Pour cela, nous proposons d’´etudier les spectres deG-théorie
des champs alg´ebriques, afin de d´eduire leurs comportements cohomologiques
(leurs ‘motifs’). La définition s’imposera alors d’elle mˆeme. On retrouve ainsi une
idée de Carlos Simpson, consistant `a considérer des ‘cycles dont les coefficients
sont des repr´esentations’.

Le texte est d´ecoupé en trois parties et un appendice.
Dans le premier chapitre on rappelle quelques r´esultats et notations concernant

la cohomologie g´enéralisée, et les champs alg´ebriques.
Le second chapitre est consacr´e à l’étude du spectre deK-théorie de la cat´egorie

des faisceaux coh´erents sur un champ alg´ebrique. On s’int´eressera particuli`erement
à deux probl`emes.

Le premier concerne la descente de laG-théorie rationnelle. Nous d´emontrons
à ce sujet trois r´esultats

− Le théorème de descente ´etale, qui permet de travailler localement sur les
espaces de modules.

− Un résultat de descente homologique analogue `a celui démontré dans [9]. Il
permet par exemple de d´efinir des images directes enG-théorie étale, et de
montrer que la projection naturelle sur l’espace de modulesp : F −→ M

induit, uneéquivalence faible

p∗ : H(Fet,G⊗Q) ' G(M)⊗Q.

− Enfin nous d´efinissons une notion d’enveloppe de Chow rationnelle, qui per-
mettra par la suite de nous ramener au cas de gerbes triviales.

Le second probl`eme est la description des alg`ebresG∗(F ), lorsqueF est lisse.
Nous démontrerons un isomorphisme fonctoriel deQ(µ∞)-algèbres

G∗(F )⊗Q(µ∞) ' H−∗((IF )et,G⊗Q(µ∞)),

où IF est le champ des ramifications deF . Notons que cet isomorphisme est une
généralisation de la description de laK-théorieéquivariante donn´ee par A. Vistoli
dans [24].

A la suite de cet isomorphisme, nous d´efinirons la cohomologie `a coefficients
dans les repr´esentations par

H •rep(F, ∗) := H •((IF )et, 0(∗)),
où 0 est une th´eorie cohomologique au sens de Gillet [7]. On d´efinit alors un
caractère de Chern et une classe de Todd, qui v´erifient la formule de Grothendieck–
Riemann–Roch

Ch(f∗(x)).Td(F ′) = f∗(Ch(x).Td(F )),
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pour un morphisme propref : F −→ F ′ de champs alg´ebriques lisses. Comme
dans le cas des sch´emas, on disposera aussi d’une extension au cas des champs
avec singularit´es.

Dans l’appendice on donne une preuve d’un th´eorème de descente pour la co-
homologieà coefficients dans les pr´efaisceaux simpliciaux. C’est un r´esultat que
nous utilisons implicitement tout au long du texte.

2. Conventions et notations

On notera1 la catégorie simpliciale standard, etSEns celle des ensembles sim-
pliciaux. A l’aide de la constructionX 7→ Sing(| X |), on supposera qu’ils sont
tous fibrants.

De mêmeSp désigne la cat´egorie des spectres [12, 1-1], et on supposera que
pour tout spectreE, toutes les composantesE[n] sont des ensembles simpliciaux
fibrants.

2.1. COHOMOLOGIE ǴENÉRALISÉE

2.1.1. Préfaisceaux simpliciaux

Soit C un site. On d´esigne parSP r(C) la catégorie des pr´efaisceaux surC à
valeurs dansSEns. D’après [12, 2–32], c’est une cat´egorie de mod`eles fermée
simpliciale. Les termes fibration, cofibration et ´equivalence faible, feront r´eférence
à cette structure. SiF etG sont deux objets deSP r(C), on notera Homs(F,G)
l’ensemble simplicial des morphismes deF versG dansSP r(C). Le préfaisceau
simplicial constant est not´e ∗.

On dira qu’un morphismeF → G est une r´esolution injective, si c’est une
cofibration triviale, et siG est un préfaisceau simplicial fibrant. Tout pr´efaisceau
simplicial admet une r´esolution injective, et elle est essentiellement unique. En
général nous noteronsF → HF une telle résolution. On note alorsH(X,F) :=
HF(X) pour chaqueX ∈ C, et H(C,F) := Homs(∗, F ). Si de plus(F, x)
est pointé, on poseH−m(C, F ) := πm(H(C,F), x). Nous dirons queF est un
préfaisceau simplicial flasque, si pour chaque objetX ∈ C, le morphismeF(X)→
HF(X) est une ´equivalence faible.

Soit U → X un morphisme couvrant dansC, le nerf deU surX est l’objet
simplicial deC défini par

N (U/X) : 1op → C

[p] 7→ U ×X U ×X · · · ×X U︸ ︷︷ ︸
p+1 f ois

les faces et d´egénérescences ´etant donn´ees par les projections et les diagonales.
Pour chaque morphisme couvrantU → X, et F un préfaisceau simplicial, on
dispose alors d’un1-diagramme

F(N (U/X)) : [p] 7→ F(U ×X U ×X · · · ×X U)
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La cohomologie deČech deF pour le recouvrementU → X est l’ensemble
simplicial

Ȟ (U/X,F) := Holim1F(N (U/X)),
où Holim est le foncteur de limite directe homotopique d´ecrit dans [3, Chap. XI].

Nous dirons alors queF vérifie la propriété de Mayer-Vietoris, si pour chaque
objetX ∈ C, et chaque recouvrementU → X, le morphisme naturelF(X) →
Ȟ (U/X,F) est une ´equivalence faible. Le th´eorème de descente cohomologique
(voir 5.11) nous dit qu’un pr´efaisceau fibrant v´erifie cette propri´eté, et donc un
préfaisceau flasque aussi.

2.1.2. Préfaisceaux en spectres

On noteraSpSpr(C) la catégorie des pr´efaisceaux en spectres sur un siteC. D’après
[12, 2-34], c’est une cat´egorie de mod`eles fermée. On dispose donc de notions de
fibration, cofibration et ´equivalence faible. SiF etG sont deux pr´efaisceaux en
spectres on note Homsp(F,G) le spectre des morphismes deF versG. Comme
précédemment, les r´esolutions injectives seront not´eesF → HF , etH(X,F) :=
HF(X). SiF est un préfaisceau simplicial, on noteSF son spectre de suspension.
On définit 6 := S∗. Si F est un préfaisceau en spectres, on poseH(C,F) :=
Homsp(6, F ), etH−m(C, F ) := πm(H(C,F)). On dispose aussi de notions de
cohomologie deČech, de pr´efaisceaux en spectres flasques, et du th´eorème de
descente.

Soit f : F → G un morphisme de pr´efaisceaux en spectres. La fibre homoto-
pique def est le préfaisceau en spectres Fib(f ) est défini par

Fib(f )[n] := Holim


F[n]

f // G[n]

∗

OO


.

De même, la cofibre homotopique est

Cof(f )[n] := Hocolim


F[n]

��

f // G[n]

∗


.

Une suite exacte est la donn´ee de morphismes de pr´efaisceaux en spectres

E
f // F

g // G
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et d’un diagramme commutatif

E
f //

u

��

F
g //

id
��

G

id
��

Fib(g)
j // F

g // G,

où j est le morphisme naturel, etu uneéquivalence faible. D’apr`es [12, 4–1, 4–4],
c’est aussi ´equivalentà la donnée d’un diagramme commutatif

E
f // F

g // G

E

id

OO

f // F

id

OO

p // Cof(f ),

v

OO

avecp le morphisme naturel etv uneéquivalence faible.
Un morphisme de suites exactes est un diagramme commutatif

E
f //

��

F
g //

��

G

��
E′

f ′ // F ′
g′ // G′

compatible avec les diagrammes ci-dessus.
Toute suite exacte

E
f // F

g // G,

donne une suite exacte longue de cohomologie

H−m(C, F )
g∗ // H−m(C,G) δ // H−m+1(C,E)

f∗ // H−m+1(C, F )

Un morphisme de suites exactes induit un morphisme de suites exactes longues.
Remarquons enfin que le foncteur Holim (resp. Hocolim) commute avec la form-
ation des fibres homotopiques (resp. cofibres homotopiques), et transforment donc
de façon naturelle les suites exactes en suites exactes.

2.2. CHAMPS ALGÉBRIQUES

Les références pour ce paragraphe sont [4, 17].
Soitp : C → C une catégorie fibrée en groupo¨ıdes sur un siteC. On lui associe

un préfaisceau en groupo¨ıdes surC défini par

FC : C → Gpd

U 7→ HomC(U, C),
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oùU est consid´eré comme cat´egorie fibrée représentée parU , et HomC le groupo¨ıde
des morphismes de cat´egories fibrées surC. En associant `a chaque groupo¨ıde son
classifiant, on obtient un pr´efaisceau simplicialFC surC. Avec ces notations,C est
un champ siFC est flasque comme pr´efaisceau simplicial.

De cette fac¸on on a une ´equivalence de la 2-cat´egorie des champs surC avec
celle des pr´efaisceaux simpliciaux flasques 1-tronqu´es et morphismes flexibles
[21].

Si F → H etG → H sont deux morphismes de champs, on noteF ×H G
le produit fibré homotopique. Si les morphismes versH sont clairs, on le notera
F ×G.

Soit f : F → G un morphisme de champ, etU → G un morphisme avec
U ∈ C. La fibre def au-dessus deU est notéef −1(U) := F ×G U . Rappelons
que f est représentable si toutes les fibresf −1(U) sont représentables par des
objets deC.

Supposons maintenant queC = (Sch/k)et, le grand site ´etale des sch´emas
séparés de type fini sur un corpsk. Un schéma sera un objet deC. Un champF sera
algébrique si d’une part le morphisme diagonal1 : F → F × F est représentable
et fini, et de plus s’il existe un sch´emaX et un morphisme ´etale et surjectifX→ F .
Le champ des ramifications d’un champ alg´ebriqueF estIF := F ×F×F F . Il est
muni d’un morphismeπ : IF → F qui est (repr´esentable) fini et non-ramifi´e. On
dira queF est une gerbe siπ estétale.

SoitX une variété etH un groupe fini op´erant surX. Le champ quotient deX
parH est noté [X/H ]. Ses sections au-dessus d’un sch´emaY sont lesH -torseurs
P surY munis de morphismesH -équivariants versX. SiF = [X/H ], alors on a
uneéquivalence canoniqueIF ' [X̂/H ], avecX̂ = {(x, h) ∈ X × H/h.x = x}.
Et donc

IF '
∐

h∈c(H)
[Xh/Zh]

avecc(H) les classes de conjugaisons deH , etZh le centralisateur deh dansH .
Un espace de modules pourF , est un espace alg´ebriqueM muni d’un morph-

isme proprep : F → M qui est universel vers les espaces alg´ebriques, et tel que
p : π0F(SpecK) ' M(SpecK) soit une bijection pour tout corps alg´ebriquement
closK. D’après [15], tout champ alg´ebrique poss`ede un espace de modules. De
plus, il existe un recouvrement ´etaleU → M, un schémaV , un faisceau constant
de groupes finisH opérant surV , et uneéquivalenceFU := p−1(U) ' [V/H ]. Le
champF est une gerbe si et seulement si on peut prendreH qui opère trivialement
(on dit alors que ‘H est le groupe de la gerbeF ’). En particulier, siF est réduit,
il existe un sous-champ ouvert dense qui est une gerbe. Les sous-champs ouverts
(resp. ferm´es réduits) deF sont tous de la formeF ′ := F ×M M ′ ↪→ F (resp.
F ′ := (F ×MM ′)red ↪→ F ), avecM ′ ↪→ M une immersion ouverte (resp. ferm´ee).
On notera Codim(F ′, F ) := Codim(M ′,M). On appellera point deF un point
deM. La gerbe r´esiduelle d’un pointSpeck(x) → M, est la gerbe surSpeck(x)
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définie par̃x := (F ×M Speck(x))red. L’ordre d’inertie deF enx est l’ordre du
groupe de la gerbe r´esiduellẽx.

SoitM ′ → M un morphisme d’espaces alg´ebriques,M l’espace de modules
de F , F ′ = F ×M M ′, etM ′′ l’espace de modules deF ′. Alors le morphisme
naturelM ′′ → M ′ est radiciel [24, 2.1]. Comme nous nous int´eresserons aux types
d’homologie rationnelle, on pourra indentifierM ′′ etM ′ par ce morphisme.

Le siteétale d’un champ alg´ebriqueF sera not´e Fet [4, 4.10]. Il est muni d’un
faisceau d’anneauxOF . La catégorie des faisceaux deOF -modules coh´erents sera
notée Coh(F ), et celle des faisceaux deOF -modules localement libres de rang fini
(fibrés vectoriels) Vect(F ).

Un morphisme de champsf : F −→ F ′ est projectif s’il est homotope `a une
composition

F
j−→ Proj (S•F) p−→ F ′,

où j est une immersion ferm´ee, etS•F l’algèbre sym´etrique associ´eeà un faisceau
cohérentF surF ′.

3. GGG-théorie des champs de Deligne–Mumford

Dans cette sectionk est un corps qui contient les racines de l’unit´e. Les champs
algébriques sont des champs alg´ebriques sur(Sch/k)et.

SiF est un champ alg´ebrique, on dispose des cat´egories Coh(F ) et Vect(F ). Ce
sont des cat´egories exactes au sens de Quillen [19, §2]. On peut donc leur associer
les spectres deK-théorie.

DÉFINITION 3.1. Les spectres deK-théorie et deG-théorie d’un champ alg´ebrique
F sont définis par

K(F) := K(Vect(F )), G(F) := K(Coh(F )).

On pose alors

Km(F) := πm(K(F)), Gm(F) := πm(G(F)).
La correspondanceF 7→ K(F) (resp.F 7→ G(F)) est un foncteur de la 2-

catégorie des champs (resp. champs et morphismes plats) vers celles des spectres,
morphismes de spectres et homotopies entre morphismes. Le produit tensoriel
définit une structure deK(F)-module surG(F). Par restriction, on obtient deux
préfaisceaux en spectresK etG surFet.

DÉFINITION 3.2. Les spectres deK-théorie et deG-théorieétale sont d´efinis par

Ket(F ) := H(Fet,K), Get(F ) := H(Fet,G).

On pose alors

Km,et(F ) := πm(Ket(F )), Gm,et(F ) := πm(Get(F )).
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Soitp : F → F ′ un morphisme propre de dimension cohomologique finie. En
utilisant les arguments de [22, (3.16.1)], on peut construire un morphisme d’images
directesp∗ : G(F)→ G(F ′), qui est strictement fonctoriel pour la composition.

De la même fac¸on, on dispose d’images r´eciproquesf ∗ : G(F ′)→ G(F), pour
les morphismesf : F → F ′ deTor-dimension finie.

De même,Get(F ) est fonctoriel covariant pour les images directes de morph-
ismes propres repr´esentables, et contravariant pour les morphismes deTor-
dimension finie. La covariance pour les morphismes propres non n´ecessairement
représentables sera ´etudiée plus loin. Ces images directes et r´eciproques sont li´ees
par les formules habituelles de transfert et de projection [19, §7, 2.11, 2.10].

3.1. PROPRÍETÉS GÉNÉRALES

La proposition suivante montre que les propri´etés générales de laG-théorie des
champs sont les mˆemes que celles des sch´emas.

PROPOSITION 3.3. (1) (invariance topologique) Soit F un champ alǵebrique,
et j : Fred ↪→ F l’immersion canonique de son sous-champ réduit, alors j∗:
G(Fred)→ G(F) est unéequivalence faible.

(2) (localisation) Si j : F ′ ↪→ F est un sous-champ fermé de compĺementaire
i : F − F ′ ↪→ F , alors il existe une suite exacte fonctorielle

G(F ′)
j∗ // G(F)

i∗ // G(F − F ′).
(3) (axiome du fibŕe projectif) Sip : V → F est un fibŕe vectoriel de rangr+1,

π : P → F le fibré projectif assocíe, etx := OP (1) ∈ K(P ) le fibré inversible
canonique, alors le morphisme∨i=r

i=0G(F)→ G(P )

∨(ai) 7→∑i=r
i=0π

∗(ai).xi

est unéequivalence faible.
(4) (homotopie)Soitp : V → F un fibŕe vectoriel. Alors le morphisme

p∗ : G(F)→ G(V )

est unéequivalence faible.
Preuve.Les preuves sont les mˆemes que pour le cas des sch´emas.

En localisant, on dispose de la mˆeme proposition pour le cas ´etale.

PROPOSITION 3.4. (1) (invariance topologique) SoitF un champ alǵebrique, et
j : Fred ↪→ F l’immersion canonique de son sous-champ réduit, alors

j∗ : Get(Fred)→ Get(F )

est unéequivalence faible.
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(2) (localisation) Si j : F ′ ↪→ F est un sous-champ fermé de compĺementaire
i : F − F ′ ↪→ F , alors il existe une suite exacte fonctorielle

Get(F
′)

j∗ // Get(F )
i∗ // Get(F − F ′).

(3) (axiome du fibŕe projectif) Sip : V → F est un fibŕe vectoriel de rangr+1,
π : P → F le fibré projectif assocíe, etx := OP (1) ∈ Ket(P ) le fibré inversible
canonique, alors le morphisme∨i=r

i=0Get(F )→ Get(P )

∨(ai) 7→∑i=r
i=0π

∗(ai).xi

est unéequivalence faible.
(4) (homotopie) Soitp : V → F un fibŕe vectoriel. Alors le morphismep∗:

Get(F )→ Get(V ) est unéequivalence faible.

Pour finir ces g´enéralités, rappelons le d´evissage suivant la codimension du
support [8, 7.7].

PROPOSITION 3.5.SoitF un champ alǵebrique, etCoh(F )p, la cat́egorie des
faisceaux coh́erents surF dont le support est de codimension supérieure ouégale
à p. NotonsF (p) l’ensemble des points de codimensionp dansF , etG(F)p :=
K(Coh(F )p). Alors les morphismes naturels définissent une suite exacte

G(F)p+1 // G(F)p //
∨
x∈F (p) G(̃x).

3.2. THÉORÈMES DE DESCENTE

Nous venons de voir que laG-théorie des champs alg´ebriques poss´edait beaucoup
de propriétés analogues au cas des sch´emas. Cependant le th´eorème de descente
étale de laG-théorie rationnelle est faux en g´enéral. Nous allons voir qu’une
généralisation plus faible existe tout de mˆeme. Elle nous permettra de nous ramener
souvent au cas des champs quotients par des groupes finis. Nous d´emontrerons par
la suite un th´eorème de descente homologique. Ce r´esultat nous permettra de d´efinir
les images directes pour laG-théorieétale.

Nous adopterons la notation suivante: siE est un préfaisceau en spectres, on
noteraEQ : = E ⊗Q. C’est le préfaisceau localis´e deE suivant les ´equivalences
faibles rationnelles.

3.2.1. Descentéetale

THÉORÈME 3.6. Soitp : F → M la projection d’un champ alǵebrique sur son
espace de modules. Alorsp∗GQ est flasque surMet.
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Remarquons que siF est un sch´ema, le th´eorème redonne le th´eorème de des-
centeétale de laG-théorie rationnelle [22, 11.10].

Preuve.En utilisant le ‘lemme des cinq’, on sait que s’il existe une suite exacte
E // F // G surMet, F est flasque siG etE le sont.

Utilisons alors la proposition 3.5. On dispose d’une suite exacte surMet

p∗G
p+1
Q

// p∗G
p

Q
//
∨
x∈F (p)(ix)∗(px)∗GQ,

où ix : Speck(x)→ M est le morphisme associ´e au pointx, etpx : x̃ → Speck(x)

la projection naturelle. En raisonnant par r´ecurrence descendante surp, il nous
suffit de montrer que le terme de droite est flasque surMet, et donc que pour chaque
point x deM le préfaisceau(ix)∗(px)∗GQ est flasque surM. Comme les images
directes pr´eservent les pr´efaisceaux flasques, il suffit de montrer que(px)∗GQ est
flasque sur(Speck(x))et. Ainsi on se ram`eneà démontrer le th´eorème dans le cas
oùM = SpecK est le spectre d’un corps. CommeMet est alors le site galoisien de
K, le théorème provient du lemme suivant.

LEMME 3.7. Soit F → SpecK une gerbe sur un corpsK, Ksp une cl̂oture
séparable deK, etH = Gal(Ksp/K). On noteF sp → SpecKsp la gerbe induite.
Alors le morphisme canoniqueq : F sp → F , induit uneéquivalence faible

q∗ : GQ(F )→ GQ(F
sp)H .

Preuve. On commence par ´eclaircir les notations. Le groupeH opère par auto-
morphismes surSpecKsp, et par fonctorialit´e, on a une op´erationH → AutF (F

sp).
DoncH opère sur le spectreG(F sp)Q, que l’on voit alors comme unH -diagramme.
Dans ce cas

G(F sp)HQ := HolimHG(F
sp)Q

est le spectre des invariants homotopiques deH .
CommeH est profini, et queG(F sp)Q est un spectre rationnel, la suite spectrale

de Bousfield–Kan [3, Ch. XI §7] d´egénère et donne des isomorphismes canoniques
πm(G(F

sp)HQ ) ' Gm(F
sp)HQ . De plus, par continuit´e du foncteurG, on a

Gm(F
sp)HQ ' ColimK↪→KiGm(Fi)

Hi
Q ,

oùKi parcourt les extensions finies galoisiennes deK, Hi = Gal(Ki/K), etFi =
F ×SpecK SpecKi . Il suffit donc de montrer que le morphisme naturelG(F)Q →
G(Fi)

Hi
Q est une ´equivalence faible pour touti.

Soitp : Fi → F la projection, etmi l’ordre deHi, alors la formule de projec-
tion implique que

p∗ ◦ p∗ = ×mi : G(F)Q → G(F)Q.
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Et de même

p∗ ◦ p∗ =
∑
h∈Hi

h∗ ∼ ×mi : G(Fi)HiQ −→ G(Fi)
Hi
Q .

Ainsi, (1/mi)p∗ est un inverse homotopique dep∗.

COROLLAIRE 3.8. SoitF un champ alǵebrique, etp : F → M son espace de
modules.

(1) Pour tout recouvrement́etaleU → M, le morphisme naturel

G(F)Q → Ȟ (U/M,p∗GQ)

est unéequivalence faible.
(2) SoitX→ M un rev̂etement galoisien de groupeH , etp : FX := F×MX→ F

le rev̂etement induit. Alors les morphismes naturels

p∗ : G(F)Q → G(FX)
H
Q

p∗ : G(FX)HQ → G(F)Q

sont deśequivalences faibles.
(3) SiF est lisse, alors il existe unéequivalence faible naturelle

H(Met, p∗KQ) ' G(F)Q.
Preuve.Les points(1) et (2) proviennent du th´eorème de descente (5.11) ap-

pliqué au préfaisceau flasquep∗GQ surMet, et de la formule de projectionp∗◦p∗ =
×o(H) pour le(2).

Pour démontrer(3), il suffit d’après le théorème de d´emontrer quep∗KQ →
p∗GQ est une ´equivalence faible de pr´efaisceaux en spectres surMet. En localisant
surMet, on se ram`ene au cas o`u F = [X/H ] est un champ quotient d’un sch´ema
lisseX par un groupe finiH . Mais alors on sait que tout faisceau coh´erent sur
F admet une r´esolution finie par des fibr´es vectoriels [23, 5.3], et donc que le
morphisme naturelK(F)→ G(F) est une ´equivalence faible.

3.2.2. Descente homologique

Nous allons maintenant d´emontrer un r´esultat de descente de laG-théorie étale.
Il va nous permettre d’´etendre la d´efinition des images directes aux morphismes
propres quelconques. La m´ethode de construction est tir´ee de [9].

Soit F un champ alg´ebrique, etp : X → F un morphisme propre surjectif,
avecX un schéma. Le nerf deX surF est un sch´ema simplicialà faces propres
N (X/F). On peut donc en prendre l’image par le foncteur covariantG, et ob-
tenir ainsi un spectre simplicial not´eG(N (X/F)). La colimite homotopique de ce
spectre simplicial sera not´ee

G(X/F) := Hocolim1opG(N (X/F)).



44 B. TOEN

THÉORÈME 3.9. SoitX un sch́ema etp : X→ F un morphisme propre surjectif.
Alors le morphisme naturel

p∗ : G(X/F)Q → Get(F )Q

est unéequivalence faible.
Preuve.En raisonnant par r´ecurrence sur la dimension deF età l’aide de 3.3, on

peut se restreindre `a démontrer le th´eorème pour un ouvert de Zariski deF . Ainsi
on se ram`ene au cas o`u F est une gerbe surM, telle qu’il existe un revˆetement
galoisienM ′ → M de groupe finiH , et uneéquivalence

F ′ := F ×M M ′ ' [V/K],

avecV un schéma etK un groupe fini op´erant surV . NotonsX′ := X ×F F ′.
Rappelons que siE est un spectre muni d’une action d’un groupeH , on note

EH = HolimHE, etEH := HocolimHE. De plus, siE est un spectre rationnel,
alors le morphisme naturelEH → EH est une ´equivalence faible.

Considérons alors le diagramme homotopiquement commutatif d’images dir-
ectes suivant

G(X/F)Q // Get(F )Q

(G(X′/F ′)Q)H

OO

// (Get(F
′)Q)H .

OO

Comme les fl`eches verticales sont des ´equivalences faibles (d’apr`es 3.8), on se
ramèneà démontrer que(G(X′/F ′)Q)H → (Get(F

′)Q)H est une ´equivalence faible.
Mais comme les co-invariants homotopiques pr´eservent les ´equivalences faibles, il
nous suffit de d´emontrer le th´eorème pourX′ → F ′. En utilisant le mˆeme argument
avec le revˆetement de groupeK, V → F ′, il suffit de démontrer le th´eorème dans
le cas o`u F est un sch´ema.

Comme précédemment on peut se restreindre `a un ouvert g´enérique deF . On
peut alors supposer queX→ F possède une section apr`es un changement de base
fini F ′ → F . On peut mˆeme supposer queF ′ → F se factorise en

F ′
a // F ′′

b // F

aveca un morphisme radiciel, etb un revêtement galoisien de groupeH . Notons
c : X′ := X ×F F ′ → F ′ et d : X′′ := X ×F F ′′ → F ′′. On dispose alors du
diagramme homotopiquement commutatif suivant

G(X/F)Q
p∗ // G(F)Q

G(X′′/F ′′)Q

OO

d∗ // G(F ′′)Q

b∗

OO

G(X′/F ′)Q

OO

c∗ // G(F ′)Q.

a∗

OO



THÉORÈMES DE RIEMANN–ROCH POUR LES CHAMPS DE DELIGNE–MUMFORD 45

Commea est radiciel, on sait quea∗ : G(F ′)Q → G(F ′′)Q est une ´equivalence
faible. Il en est de mˆeme du morphisme induitG(X′/F ′)Q → G(X′′/F ′′)Q. De
plus, comme le morphismeX′ → F ′ possède une section,c∗ : G(X′/F ′)Q →
G(F ′)Q est une ´equivalence faible [9, 4–1 (I)]. Ceci implique que le th´eorème est
vrai pourX′′ → F ′′. En prenant les co-invariants homotopiques on obtient un
nouveau diagramme qui commute `a homotopie pr`es

G(X/F)Q
p∗ // G(F)Q

(G(X′′/F ′′)Q)H

OO

d∗ // (G(F ′′)Q)H

b∗

OO

De nouveau les fl`eches verticales sont des ´equivalences faibles. Le th´eorèmeétant
vrai pourX′′/F ′′, il est vrai pourX/F .

Passons `a la construction des images directes enG-théorieétale.
Soit f : F → F ′ un morphisme propre. A l’aide de [4, 4.12], choisissons un

schémaX et un morphisme propre surjectifp : X → F . On dispose alors d’un
diagramme de morphismes propres

N (X/F)
p

��

q

$$IIIIIIIII

F
f // F ′.

En appliquant le foncteur covariant(Get)Q, on obtient un diagramme de spectres

G(X/F)Q

p∗
��

q∗

&&MMMMMMMMMMM

Get(F )Q Get(F
′)Q.

D’après le théorème 3.9,p∗ est une ´equivalence faible. On dispose donc d’un
morphisme bien d´efini à homotopie pr`es

f∗ = q∗ ◦ (p−1
∗ ) : Get(F )Q → Get(F

′)Q.

Sip′ : X′ → F est un autre morphisme propre surjectif, etZ = X×F X′, alors les
diagrammes homotopiquement commutatifs suivants

G(Z/F)Q //

��

G(X/F)Q

p∗
��

G(X′/F)Q
(p′)∗ // Get(F )Q
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G(Z/F)Q //

��

G(X/F)Q

q∗
��

G(X′/F)Q
(q ′)∗ // Get(F

′)Q,

montrent que le morphismef∗ : Get(F )Q → Get(F
′)Q est indépendant `a homo-

topie près du choix dep : X→ F . Il est alors facile de voir queF → Get(F ) est
un foncteur covariant `a homotopie pr`es pour tous les morphismes propres.

LEMME 3.10. Soit X un sch́ema etH un groupe fini oṕerant surX. Alors la
projectionp : X→ X/H induit deséquivalences faibles

p∗ : (G(X)Q)H → G(X/H)Q

p∗ : G(X)HQ → G(X/H)Q.

Preuve.Il suffit de considérer le cas o`uX réduit.

On considère le diagramme commutatif `a homotopie pr`es

G(X)HQ
//

p∗ &&LLLLLLLLLL
(G(X)Q)H

p∗
��

G(X/H)Q.

Comme le groupeH est fini et que l’on est `a coefficients rationnels, le morphisme
horizontal est une ´equivalence faible. Il suffit donc de d´emontrer la seconde as-
sertion du lemme. Soitj : Y ↪→ X une immersion ferm´eeéquivariante telle que
i : X − Y ↪→ X soit dense dansX, et que l’action deH soit sans points fixes sur
X − Y . On consid`ere le morphisme de suites exactes

G(Y )HQ
j∗ //

p∗
��

G(X)HQ
i∗ //

p∗
��

G(X − Y )HQ
p∗

��
G(Y/H)Q

j∗ // G(X/H)Q
i∗ // G((X − Y )/H)Q.

En raisonnant par r´ecurrence sur la dimension deX, on peut se restreindre au cas
où l’action deH est sans points fixes surX. Le corollaire 3.8 (2) montre alors que
p∗ : G(X)HQ → G(X/H)Q est une ´equivalence faible.

COROLLAIRE 3.11. Soitp : F → M la projection d’un champ alǵebrique sur
son espace de modules. Alors le morphisme

p∗ : Get(F )Q → G(M)Q

est unéequivalence faible.
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Preuve.SoitG → G0 une résolution injective deG surFet. On consid`ere le
morphisme de pr´efaisceaux en spectres surMet

p∗ : p∗(G0
et)Q → GQ.

On sait que le membre de droite est flasque surMet (3.6 pour un espace alg´ebrique).
Le membre de gauche ´etant l’image directe d’un pr´efaisceau fibrant, il est flasque.
On peut donc localiser surMet et se ramener au cas o`u F = [X/H ] est le champ
quotient d’un sch´ema par un groupe finiH .

Prenons le morphisme naturelq : X → F , et notonsr : X → X/H = M. On
peut alors consid´erer le diagramme homotopiquement commutatif suivant

G(X/F)Q
r∗ //

q∗
��

G(M)Q

Get(F )Q.

p∗

88rrrrrrrrrr

Par le théorème 3.9,q∗ est une ´equivalence faible. Il nous suffit donc de montrer
quer∗ est une ´equivalence faible. Or le nerfN (X/F) est canoniquement isomorphe
au classifiantBHX de l’action deH surX. Il existe donc une ´equivalence faible
naturelle

(G(X)Q)H → G(X/F)Q,

qui rend homotopiquement commutatif le diagramme

(G(X)Q)H //

r∗
��

G(X/F)Q
r∗

wwppppppppppp

Get(M)Q.

Le lemme précédent permet de conclure quer∗ est une ´equivalence faible.

Il est à noter que ces morphismes d’images directes ne sont pas d´efinisà coeffi-
cients entiers, tout au moins lorsque les morphismes ne sont pas repr´esentables. Ils
sont l’analogue des images directes de cycles alg´ebriques d´efinis dans [25]. Ainsi
le corollaire précédent est un analogue au fait que les groupes de Chow rationnels
d’un champ alg´ebrique sont isomorphes `a ceux de son espace de modules.

3.2.3. Enveloppes de Chow

Dans le cas des sch´emas, on sait qu’une enveloppe de Chowp : Z → X permet
de retrouver laG-théorie deX [9]. Si maintenantF est un champ alg´ebrique, nous
allons voir qu’il existe une notion d’enveloppe de Chow rationnelle permettant de
calculer laG-théorie rationnelle deF , en fonction de laG-théorie de certaines
gerbes triviales.
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DÉFINITION 3.12. Soit F un champ alg´ebrique. Un morphisme propre et
représentable de champsp : F0 → F est une enveloppe de Chow rationnelle si,
pour tout pointx deF , le morphisme induit sur la gerbe r´esiduellep−1(̃x) −→ x̃,
possède une section apr`es une extension finie dek(x).

Remarquons par exemple que le morphisme naturelX → [X/H ] est une en-
veloppe de Chow rationnelle si et seulement siH opère sans points fixes sur
X.

Remarquons qu’un morphisme propre et repr´esentablep : F0 → F est une
enveloppe de Chow rationnelle si et seulement si pour tout sous-champ ferm´e
intègreF ′ de F , il existe un sous-champ ferm´e intègreF ′0 de F0 au-dessus de
F ′, tel que la restrictionp : F ′0→ F ′ admette g´enériquement une section apr`es un
changement de base fini de l’espace de modules deF ′.

Si F ′ → F est un morphisme propre de champs, on dispose de son nerf
N (F ′/F), qui est un champ simplicial `a faces propres. En appliquant le fonc-
teur covariantG, on en déduit un spectre simplicialG(N (F ′/F)). La colimite
homotopique de ce diagramme sera not´eeG(F ′/F).

PROPOSITION 3.13.Si p : F0 → F est une enveloppe de Chow rationnelle,
alors le morphisme naturel

p∗ : G(F0/F)Q→ G(F)Q

est unéequivalence faible.
Preuve.Comme dans la preuve de 3.9, on peut se restreindre au cas o`u F0 −→

F possède une section apr`es un changement de base de l’espace de modules deF

par un revêtement galoisien. En utilisant 3.8(2) on se ram`ene au cas o`u p possède
une sections : F → F0. On sait alors ques∗ : G(F)Q → G(F0/F)Q est un inverse
homotopique dep∗ [9, 4–1 (I )].

Remarquons que les arguments de la preuve de [9, 4–1] entraˆınent que la pro-
position se g´enéralise au cas des hyper-enveloppes de Chow rationnelles.

3.3. THÉORÈME DE DÉVISSAGE

Dans cette section nous allons montrer que les espaces deG-théorie se d´ecriventà
l’aide de laG-théorieétale du champ des ramifications. Cette description est une
généralisation des r´esultats de Vistoli [24] au cas des champs alg´ebriques.

Nous aurons besoin d’une hypoth`ese suppl´ementaire. Elle assure par exemple
que les morphismes propres sont tous de dimension cohomologique finie.

HYPOTHÈSE 3.14.Pour tout champ alǵebrique F, on supposera que les ordres
d’inertie de tous les points deF sont premiers̀a la caract́eristique dek.
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Pour ce chapitre, on notera3 = Q(µ∞), avecµ∞ le sous-groupe dek∗ des
racines de l’unit´e, que l’on identifiera `a un sous-groupe deC∗ par un plongement
fixéµ∞ ↪→ C∗. SiE est un spectre,E3 désigneraE ⊗Z Q(µ∞).

THÉORÈME 3.15.SoitF un champ alǵebrique lisse. Alors il existe uneéquivalence
faible de spectres en3-algèbres

φF : G(F)3
'−→ Get(IF )3.

De plus,φ commute avec les images réciproques.
Preuve.Commenc¸ons par d´efinir un morphismeρ : K(IF )→ K(IF )3. SoitV

un fibré vectoriel surIF . Fixons-nousζ une racine de l’unit´e dansk.

Soitf : X→ IF une section au-dessus d’un sch´emaX. Elle est déterminée par
une sections : X → F , et un automorphismea ∈ π1(F (X), s). Le fibré f ∗V sur
X est alors muni d’une action de〈a〉. D’après 3.14, cette action est diagonalisable.
On obtient donc une d´ecomposition canoniquef ∗V ' f ∗V (ζ)⊕W , où f ∗V (ζ) est
le sous-fibré vectoriel def ∗V sur lequela opère par multiplication parζ .

Donnons-nous maintenant deux sections

f : X→ IF , g : Y → IF ,

données respectivement par(s, a) et (t, b), un morphismep : Y → X, et une
homotopieh : f ◦ p⇒ g. Le cocycle deV

θf,g,h : (p ◦ f )∗V ' g∗V,
étant compatible avec les actions de〈a〉 et 〈b〉, on obtient ainsi un cocycle induit

θf,g,h : (p ◦ f )∗V (ζ) ' g∗V (ζ).

De cette fac¸on on définit un fibré vectorielV (ζ) surIF . De plus, Il est clair que les
foncteursFζ : V 7→ V (ζ) sont exacts. On pose alors

ρ =∑ζ ζ.Fζ : K(IF ) −→ K(IF )3
V 7→ ∑

ζ∈µ∞ ζ.V
(ζ).

C’est un morphisme de spectres en anneaux, qui est de plus fonctoriel pour les
images réciproques. Soitπ : IF −→ F la projection etcan : K(IF ) −→ Ket(IF )

le morphisme canonique. Consid´erons

can ◦ ρ ◦ π∗ : K(F)3→ Ket(IF )3.

En localisant surMet, on obtient un morphisme de pr´efaisceaux en spectres surMet

φ′F : p∗K3 −→ p∗π∗(Ket)3,

et par le corollaire 3.8 (3), le morphisme cherch´e (défini à homotopie pr`es)

φF : G(F)3 −→ Get(IF )3.
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Par construction, il est compatible aux produits et aux images r´eciproques. Enfin, il
est clair que lorsqueF = [X/H ], on obtient le morphismeφ défini dans [24, 4.1].
Ainsi, φ′F est une ´equivalence faible de pr´efaisceaux en spectres surMet, et donc
φF est une ´equivalence faible.

Remarquons que mˆeme siF n’est pas lisse, il existe toujours un morphisme

φF : K(F)3 −→ Ket(IF )3,

mais qui n’est plus, `a priori, uneéquivalence faible.
Enfin, si F est une gerbe (´eventuellement singuli`ere), il existe encore une

équivalence faible canonique de spectres en3-modules

φF : G(F)3 −→ Get(IF )3.

En effet, commeπ : IF −→ F est étale, on peut appliquer la construction de la
preuve précédente.

4. Le théorème de Grothendieck–Riemann–Roch

On continue `a supposer quek contient les racines de l’unit´e, et que les champs
vérifient 3.14.

4.1. COHOMOLOGIE DES CHAMPS ALǴEBRIQUES

On se place dans(SchQP/k)et, le site des sch´emas quasi-projectifs surk, muni de
la topologieétale. Par la suite tous les sch´emas sont quasi-projectifs.

Donnons-nous une th´eorie cohomologique avec images directes. C’est la donn´ee
de:

− Pour tout entieri, un préfaisceau en spectres ab´eliensHi (i.e. associ´e par la
construction de Dold-Puppe `a un complexe de pr´efaisceaux ab´eliens) flasque
sur le site pr´ecédent, et muni d’un produit

Hi ∧Hj −→ Hi+j ,

homotopiquement associatif et commutatif. On notera

H :=
∨
i∈Z

Hi

le préfaisceau en spectres en anneaux gradu´es associ´e.
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− Pour chaque entieri, et chaque sch´emaX, des spectres ab´eliensH′i (X). Pour
chaque morphisme propref : X → Y de schémas irréductibles, un morph-
isme de spectres ab´eliens

f∗ : H′i(X) −→ H′i+dp(Y ),

où p est la dimension relative deX surY , et d un entier fixé, égalà 1 ou 2.
On demande que ces images directes s’´etendent en un foncteur

X 7→ H′(X) :=
∨
i∈Z

H′i(X),

covariant pour les morphismes propres.
− Pour chaque sch´emaX, une structure deH(X)-module gradu´e surH′(X). De

plus, sif : X −→ Y est un morphisme propre, etx ∈ H′(X), y ∈ H(Y ),
alors on a

f∗(f ∗(y).x) = y.f∗(x).

− Pour chaque morphisme ´etalef : X→ Y , un morphisme de spectres ab´eliens

f ∗ : H′i(Y ) −→ H′i(X),

qui fait deH′ unH-module pour les morphismes ´etales.
− Si

X′
u //

q

��

X

p

��
X v

// Y

est cartésien avecp propre etu étale, alorsv∗ ◦ p∗ = q∗ ◦ u∗.
− Si j : Y ↪→ X est une immersion ferm´ee, eti : U ↪→ X l’immersion ouverte

complémentaire, alors la suite

H′i(Y )
j∗ // H′i+dp(X)

i∗ // H′i+dp(U)

est canoniquement une suite exacte.
− SiX est un sch´ema lisse, alors il existe une ´equivalence faible

pX : Hi(X) −→ H′i(X),
compatible avec les produits et les images r´eciproques.
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− Il existe un morphisme de pr´efaisceaux simpliciaux

C1 : BGm −→ Hd[0],

et donc un morphisme (flexible [21]) sur les champs associ´es

C1 : Pic−→ Hd[0].

− Soitπ : P −→ X le fibré projectif associ´e à un fibré vectoriel de rangr + 1,
etx = C1(OP (1)). Alors le morphisme∨i=r

i=0H(X) −→ H(P )
∨ai 7→ ∑

i π
∗(ai).x

est une ´equivalence faible.

Avant d’aller plus loin, donnons deux exemples.

− La théorie de Gersten:NotonsKi le préfaisceau sur(SchQP/k)et

X 7→ Ki(X).

On prend pourHi une résolution injective des pr´efaisceaux en spectresK(Ki , i)⊗
Q.
Soit

Ri :
⊕
x∈X(0)

Ki(k(x)) −→
⊕
x∈X(1)

Ki−1(k(x)) −→ · · ·
⊕
x∈X(i)

K0(k(x))

le complexe de Gersten de codimensioni deX, concentr´e en degr´e [−i,0].
On pose

H′i(X) := K(Ri ,0)⊗Q.

AlorsH etH′ vérifient les axiomes ci-dessus [7, 1.4 (ii)], avecd = 1.
− La cohomologie de De Rham:Supposonsk de caract´eristique nulle.

Pour un sch´emaX, on consid`ereK(�X,2i) le complexe de De Rham deX
[11], placé en degr´es [−2i,DimX− 2i]. On prend pourHi un modèle fibrant
deK(�−,2i).
Notons Im(X) la catégorie filtrante des immersions ferm´eesX ↪→ Y , avecY
lisse. La cohomologie deY à support dans le sous-sch´emaX est définie par

HiX(Y ) = Fib
(
Hi(Y ) −→ Hi(Y −X)) .
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L’homologie d’un sch´emaX est alors d´efinie par

H′i = ColimIm(X)EHi+2p
X (Y ),

oùp est la codimension deX dansY , etEHi le spectre associ´e à la résolution
canonique de�[2i] définie dans [11, §2].
AlorsH etH′ vérifient les conditions pr´ecédentes avecd = 2, au détail près
que les images r´eciproques ´etales en homologie ne sont fonctorielles que dans
un sens flexible [21]. Elles sont d´efinies de la fac¸on suivante.
Soitf : X′ → X un morphisme ´etale. Soitp : Z• → X un hyper-recouvrement
propre dont toutes les composantesZn sont lisses. Un tel hyper-recouvremnent
existe d’après [14]. En prenant l’image deZ• par le foncteur covariantEH,
on obtient un1-diagramme de spectresEH(Z•). On note la colimite homo-
topique parEH(Z/X). Alors le morphisme naturel

p∗ : EH(Z/X) −→ H′(X)

est une ´equivalence faible. On poseZ′• → X′ l’hyper-recouvrement induit sur
X′. Alors on a un morphisme induit sur les1-diagrammes

f ∗ : EH(Z′•) −→ EH(Z•).

On conclut en prenant la colimite homotopique. Cette construction et la for-
mule de projection permettent aussi de d´efinir la structure deH(X)-module
surH′(X).

DÉFINITION 4.1. SoitF un champ alg´ebrique lisse. On d´efinit la cohomologie et
l’homologie étale deF par

H
p
et(F, i) := Hp−di(Fet,Hi ),

H et
p (F, i) := Hp−di(Fet,H′i ),

H •et(F, ∗) :=
⊕
i,p

H
p
et(F, i), H et

• (F, ∗) :=
⊕
i,p

H et
p (F, i).

Nous noterons aussi

H(F ) := H(Fet,H), H′(F ) := H(Fet,H′),

les spectres de cohomologie et d’homologie deF .

Nous précisons que l’indicep deH et
p (F, ∗) désigne la codimension, et non la

dimension comme il en est l’usage.
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Pour définir les images directes nous aurons besoin du r´esultat de descente
analogue `a 3.9.

PROPOSITION 4.2.Soitp : X → F un morphisme propre et surjectif, avecX
un sch́ema quasi-projectif. Alors le morphisme naturel

H′(X/F)Q −→ H′(F )Q
est unéequivalence faible.

Preuve.C’est la même que pour 3.9.

Soit f : F ′ −→ F un morphisme propre de champs alg´ebriques. Consid´erons
un diagramme commutatif

X′

q

��

p

  AAAAAAAA

F ′
f

// F,

où q est un morphisme propre et surjectif. On dispose alors du diagramme suivant

H′(X′/F ′)Q
p∗

&&NNNNNNNNNNN

q∗
��

H′(F ′)Q H′(F )Q.

Commeq∗ est une ´equivalence faible, on peut d´efinir f∗ : H′(F ′)Q −→ H′(F )Q
parf∗ := p∗ ◦ (q∗)−1. On obtient ainsi un morphisme bien d´efini

p∗ : H et
• (F

′, ∗)Q → H et
• (F, ∗)Q.

Sip : F −→ Speck est le morphisme structural d’un champ propre, on notera∫ et

F

:= p∗ : H et
• (F, ∗)Q −→ H et

• (Speck, ∗)Q.

La construction de Gillet des classes de Chern [7, 2.2] donne des morphismes de
préfaisceaux simpliciauxCi : K[0] → Hi[0].En passant `a la cohomologie on obtient
des classes de Chern ´etales

Cet
i : Km,et (F ) −→ Hdi−m

et (F, i),

vérifiant les propri´etés citées dans [7, 2.1]. Sont associ´es par les formules habituelles,
le caractère de Chern et les classes de Todd

Chet: K∗,et(F ) −→ H •et(F, ∗),
Tdet: K∗,et(F ) −→ H •et(F, ∗).
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Nous poss´edons de cette fac¸on une théorie cohomologie-homologie ´etale pour
les champs alg´ebriques, v´erifiant les propri´etés habituelles.

PROPOSITION 4.3.La correspondanceF 7→ H •et(F, ∗)Q est un foncteur con-
travariant de la2-cat́egorie des champs algébriques vers lesQ-algèbres commut-
atives bi-gradúees.

La correspondanceF 7→ H et• (F, ∗)Q est un foncteur covariant de la2-cat́egorie
des champs alǵebriques et morphismes propres vers lesQ-modules. C’est aussi un
foncteur contravariant pour les morphismesétales repŕesentables. De plus, on a
les propríet́es suivantes:

(1) Pour tout champF , H et• (F, ∗)Q est unH et• (F, ∗)Q-module bi-gradúe. Sif :
F ′ → F est un morphisme propre,x ∈ H et• (F, ∗)Q ety ∈ H •et(F, ∗)Q, alors

f∗(F ∗(x).y) = x.f∗(y).

(2) Si est lisse, il existe un isomorphisme deH •et(F, ∗)Q-module

pF : H •et(F, ∗)Q ' H et
• (F, ∗)Q,

compatible avec les images réciproques et les produits.
(3) Si le carŕe suivant est cartésien

G′

v

��

q // F ′

u

��
G p

// F,

avec p propre, et úetale repŕesentable, alorsq∗ ◦ v∗ = u∗ ◦ p∗.
(4) Si j : F ′ ↪→ F est une immersion ferḿee, eti : U ↪→ F l’immersion compĺe-

mentaire, alors la suite

H′(F ′)Q
j∗ // H′(F )Q i∗ // H′(U)Q

est naturellement exacte.
(5) SiF est un champ lisse, etp : V → F est un fibŕe vectoriel, alors le morph-

isme naturel

p∗ : H •et(F, ∗)Q → H •et(V , ∗)Q
est un isomorphisme.
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(6) Sip : P(V )→ F est la projection d’un fibŕe projectif assocíe à un fibŕe vec-
toriel V de rangr +1, et six = Cet

1 (OP (1)) ∈ Hd
et(F,1), alors le morphisme

naturel⊗i=r
i=0H

•
et(F, ∗)Q → H •et(P, ∗)Q∑
i xi 7→ ∑

xi.p∗(xi)

est un isomorphisme.

Remarque.Voici un exemple tr`es simple montrant que cette th´eorieétale ne peut
pas donner de formule de Hirzebruch–Riemann–Roch.

SoitF = [Speck/H ] avecH un groupe fini ab´elien par exemple. Dans ce cas
le fibré tangent est trivial, et la transformation de Riemann–Roch

τF : K0(F )→ Hd∗
et (F, 0(•))Q

est le caract`ere de Chern. Elle est donc multiplicative. Le corollaire pr´ecédent
implique que

p∗ : Hd∗
et (F, 0(•)) ' Hd∗

et (Speck, 0(•))Q
est un isomorphisme. Supposons que la th´eorie cohomologique v´erifie

Hd∗
et (Speck, 0(•))C = C.

C’est le cas pour les exemples pr´ecédents. Si la formule d’Hirzebruch–Riemann–
Rochétait vérifiée on aurait un diagramme commutatif

K0(F )C
Ch //

p∗
��

Hd∗
et (F, 0(•))C

op∗
��

C
Id

// C.

En identifiantK0(F ) avec le groupe de Grothendieck des repr´esentations deH
dansk, on aurait pour toutk[H ]-moduleV de dimension finie Ch(V ) = Dim(V H ).
PrenonsV de dimension 1 non triviale. AlorsV H = (0). Sim l’ordre deH , alors
V ⊗m = 1. On aurait donc

Ch(V ⊗m) = Ch(V )m = Ch(1) = 1⇒ Ch(V ) 6= 0,

ce qui est absurde.
Pour remédier à ce problème nous proposons une nouvelle d´efinition de la

cohomologie d’un champ, que nous appellerons (voir la remarque suivante) ‘co-
homologieà coefficients dans les repr´esentations’. Sa d´efinition est directement
inspirée du théorème 3.15.
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DÉFINITION 4.4. SoitF un champ alg´ebrique. On d´efinit la cohomologie et
l’homologie deF à coefficients dans les repr´esentations par

Hp
rep(F, i) := Hp

et(IF , i), H rep
p (F, i) := H et

p (IF , i).

On notera de mˆeme

Hrep(F ) := H(IF ), H′rep(F ) := H′(IF ),

H •rep(F, ∗) :=
⊕
i,p

Hp
rep(F, i), H rep

• (F, ∗) :=
⊕
i,p

H rep
p (F, i).

Si f : F −→ F ′ est un morphisme de champs, etIf : IF −→ IF ′ le morphisme
induit, on définit

f ∗ : H •rep(F, ∗) = H •et(IF , ∗)
If ∗−→ H •et(IF ′, ∗) = H •rep(F

′, ∗).
De la même fac¸on sif : F −→ F ′ est propre, on pose

f∗ : H rep
• (F, ∗)Q = H et

• (IF , ∗)Q If∗−→ H et
• (IF ′, ∗)Q = H rep

• (F
′, ∗)Q.

Sip : F −→ Speck est la projection d’un champ propre, on notera∫
F

= p∗ : H rep
• (F, ∗)Q −→ H rep

• (Speck, ∗)Q

le morphisme induit.

Les propriétés de cette cohomologie se d´eduisent imm´ediatement de celles de
la cohomologie ´etale. Comme d’habitude, pour toutZ-moduleA, nous noterons
A3 pourA⊗Z 3.

PROPOSITION 4.5.La correspondanceF 7→ H •rep(F, ∗)3 est un foncteur con-
travariant de la2-cat́egorie des champs algébriques vers les3-algèbres commut-
atives bi-gradúees.

La correspondanceF 7→ H
rep• (F, ∗)3 est un foncteur covariant de la2-cat́egorie

des champs alǵebriques et morphismes propres vers les3-modules. C’est aussi un
foncteur contravariant pour les morphismesétales repŕesentables. De plus, on a
les propríet́es suivantes:

(1) Pour tout champF , H rep
• (F, ∗)3 est unH •rep(F, ∗)3-module bi-gradúe. Si

f : F ′ −→ F est un morphisme propre,x ∈ H rep• (F, ∗)3 ety ∈ H •rep(F
′, ∗)3,

alors

f∗(f ∗(x).y) = x.f∗(y).
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(2) SiF est lisse, il existe un isomorphisme deH •rep(F, ∗)3-module

pF : H •rep(F, ∗)3 ' H rep
• (F, ∗)3,

compatible avec les images réciproques et les produits.
(3) Si le carŕe suivant est cartésien

G′
q //

v

��

F ′

u

��
G p

// F,

avecp propre, etu étale repŕesentable, alorsq∗ ◦ v∗ = u∗ ◦ p∗.
(4) Sij : F ′ ↪→ F est une immersion ferḿee, eti : U ↪→ F l’immersion compĺe-

mentaire, alors la suite

H′rep(F
′)3

j∗ // H′rep(F )3
i∗ // H′rep(U)3

est naturellement exacte.
(5) SiF est un champ lisse, etp : V → F est un fibŕe vectoriel, alors le morph-

isme naturel

p∗ : H •rep(F, ∗)3 −→ H •rep(V , ∗)3
est un isomorphisme.

Remarque.Supposons quek = C, et que l’on prenne la cohomologie de De
Rham. SiF est un champ alg´ebrique lisse, on peut lui associer un champ analytique
Fan. Le théorème de comparaison de Grothendieck [10, Thm. 1′] donne alors un
isomorphisme deC-algèbres

H •rep(F ) ' H •((IF )top,C),

où (IF )top est le site topologique sur(IF )an, etC le faisceau constant de fibreC. Soit
π : IF → F la projection, etp : F → M la projection sur l’espace de modules.
On poseR = p∗ ◦ π∗(C); c’est un faisceau enC-algèbres surMtop, dont la fibre
au pointx ∈ M est isomorphe `aC(Hx), la C-algèbre des fonctions centrales sur le
groupe d’isotropieHx dex. Ainsi H •rep(F ) ' H •(Mtop, R). Cet isomorphisme ex-
plique le nom de ‘cohomologie `a coefficients dans les repr´esentations’, en gardant
à l’esprit que les ´eléments deC(Hx) s’identifient à des repr´esentations virtuelles
deHx à coefficients complexes.

Remarquons aussi que ces ‘coefficients dans les repr´esentations’ apparaissent
naturellement dans les complexes de Gersten.
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En effet, siF est un champ alg´ebrique, on peut consid´erer la filtration par la
codimension du support sur le spectreG(F) [8, 7.7]. On obtient de cette fac¸on une
suite spectrale dont le termeE•,p1 est le complexe suivant (plac´e en degr´e [0,p])⊕

x∈F (0)
Kp(x̃)→ · · · →

⊕
x∈F (p−1)

K1(x̃)→
⊕
x∈F (p)

K0(x̃).

Le terme de droite, qui, dans le cas o`u F est un sch´ema, s’identifie aux cycles de
codimensionp deF , s’interprète naturellement comme des ‘cycles `a coefficients
dans les repr´esentations des gerbes r´esiduelles’ des points deF .

DÉFINITION 4.6. SoitF un champ alg´ebrique. On d´efinit le caract`ere de Chern
par la composition

Km(F)3
φF // Km,et(IF )3

Chet
// Hd∗−m

et (IF , i)3 = Hd∗−m
rep (F, i)3.

Avant d’énoncer le th´eorème de Riemann–Roch il nous reste `a définir la classe
de Todd d’un champ lisse.

SoitF un champ alg´ebrique lisse etπ : IF → F la projection canonique. No-
tonsN ∨ = �1

IF /F
le fibré conormal deIF relativement `aF , λi : K0(IF )→ K0(IF )

la i-èmeλ-opération [6,V , §1], et

λ−1 : K0(IF ) −→ K0(IF )

x 7→ ∑
i (−1)iλi(x).

En utilisant les notations suivant le th´eorème 3.15, notons

αF := can ◦ ρ (λ−1(N ∨)
) ∈ K0,et(IF )3.

LEMME 4.7. L’ élémentαF est inversible dans l’anneauK0,et(IF )3.
Preuve.Soitm le nombre de composantes connexes deIF , et

rk : K0,et (IF )3→ 3m

l’application rang. On sait alors qu’un ´elément deK0,et (IF )3 est inversible si et
seulement si son rang est inversible dans3m. Comme ceci est local surMet, on
peut supposer queF est un champ quotient. Le lemme est alors [24, 1.8].

DÉFINITION 4.8. SoitF un champ alg´ebrique lisse. On d´efinit sa classe de Todd
par

Td(F ) := Chet(α−1
F ).Tdet(TIF ).

La transformation de Riemann–Roch est d´efinie par

τF : Km(F) −→ H •rep(F, ∗)
x 7→ Ch(x).Td(F ).
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4.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME

On en arrive au th´eorème de Grothendieck–Riemann–Roch. Pour pouvoir le
démontrer nous aurons besoin d’hypoth`eses suppl´ementaires sur les champs que
l’on considère.

HYPOTHÈSE 4.9.Les champs alǵebriquesF consid́erés v́erifieront les hypoth̀eses
suivantes

(1) l’espace de modulesM deF est un sch́ema quasi-projectif.
(2) tout faisceau coh́erent surF est quotient d’un faisceau localement libre.

Remarquons que hypoth`ese ces sont v´erifiées dans tous les exemples que l’on
rencontre (champs de modules de courbes, de vari´etés abéliennes...). En effet ces
champs sont construits en prenant des quotients de sch´emas quasi-projectifs par
des actions de groupes r´eductifs. Et on sait que ces champs v´erifient la seconde hy-
pothèse [23, 5.6]. Notons aussi qu’elle entraˆıne que le morphisme naturel
K∗(F ) −→ G∗(F ) est un isomorphisme quandF est lisse.

SoitL un fibré en droite tr`es ample surM etL′ = p∗L le fibré induit surF .
Alors L′ est ample surF . En particulier, les deux hypoth`eses entraˆınent que tout
morphisme propre repr´esentableF → F ′ est homotope `a une composition

F
j // P(V )

p // F ′,

où j est une immersion ferm´ee, etp la projection d’un fibré projectif associ´e à un
fibré vectorielV surF ′ [16, 3.3].

PROPOSITION 4.10.SoitF un champ alǵebrique v́erifiant 4.9, alors il existe une
enveloppe de Chow rationnelleq : F0 −→ F , avecF0 une gerbe triviale sur un
sch́ema quasi-projectif etq un morphisme fini.

Preuve.Soit X −→ F un morphisme fini et surjectif, avecX un schéma
quasi-projectif normal. Un tel morphisme existe d’apr`es [25, 2.6]. On consid`ere
le morphisme induit sur les espaces de modulesX→ M, etFX = F ×M X→ X

le changement de base. Alors, par construction, le morphismeX → F induit une
section de la projectionFX −→ X, s : X −→ FX. NotonsF ′X la normalisation de
FX. On a alors un morphisme fini repr´esentableF ′X −→ F, qui vérifie la condition
de 3.12 pour les points g´enériques deF . OrF ′X etX sont normaux, etF ′X −→ X

possède une section. On sait alors d’apr`es [25, 2.7] queF ′X est une gerbe surX,
qui est triviale car elle poss`ede une section.

Il existe alors un sous-espace ouvert denseU ↪→ M tel que le morphisme induit
au-dessus deU

qU : (FX)U −→ FU,

possède une section apr`es un changement de base fini deU . En procédant alors par
récurrence surDimF , la proposition est vraie pour le ferm´e complémentaire r´eduit
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F ′ = F − FU . SoitF ′0 −→ F ′ un morphisme v´erifiant les conditions demand´ees.
On pose alors

F0 = F ′X
∐

F ′0.

Ainsi, le morphismeq : F0 −→ F vérifie bien les conditions de la proposition.

THÉORÈME 4.11 (Grothendieck–Riemann–Roch).Soit CH la cat́egorie des
champsF qui vérifient 3.14 et 4.9. Alors, pour tout champF deCH, il existe un
morphisme de3-algèbres

τF : Gm(F)3 −→ H rep
• (F, ∗)3,

vérifiant les conditions suivantes:

(1) Le morphismeτF commute avec les images directes de morphismes propres
deCH.

(2) Le morphismeτF commute avec les images réciproques de morphismes
représentableśetales deCH.

(3) SiF est un champ lisse deCH, alors

τF (x) = Ch(x).Td(F ),

pour toutx ∈ K∗(F ).
(4) SiF est dansCH, x ∈ K∗(F ), ety ∈ G∗(F ), alors

τF (x.y) = Ch(x).τF (y).

(5) SiF est un sch́ema, alorsτF est le morphisme d́efini dans[7, 4.1].

Preuve.Pour ce qui suit, tous les coefficients seront ´etendus `a3. Pour simplifier
les notations nous n’´ecrirons pas l’indice3.

Commenc¸ons par d´emontrer(1) dans le cas des champs lisses.
Soitf : F −→ F ′ un morphisme propre de champs lisses deCH, etIf : IF −→

IF ′ le morphisme induit. Pour un champG, on noteraπG la projection deIG sur
G.

LEMME 4.12. Le diagramme suivant commute

G∗(F )

f∗
��

α−1
F .φF // G∗,et(IF )

If∗
��

G∗(F ′)
α−1
F ′ .φF ′

// G∗,et (IF ).
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Preuve.On procède en deux ´etapes.

Etape(a): Le morphismef est représentable.

D’aprés l’hypothèse 4.9, une factorisationF
j // P

p // F ′ , où j est une
immersion ferm´ee etP un fibré projectif associ´e à un fibré vectorielV surF ′. Par
fonctorialité, il nous suffit donc de d´emontrer le lemme pourj etp.

On sait que

φP ◦ j∗ = can ◦ ρ ◦ π∗P ◦ j∗.
Or, commej est une immersion ferm´ee, le diagramme suivant est cart´esien

IF
Ij //

πF

��

IP

πP

��
F

j
// P.

La formule d’excès d’intersection [16, 3.8], donne

π∗P ◦ j∗ = Ij∗ ◦ λ−1(N ∨).π∗F ,

oùN ∨ est le fibré virtuel conormal d’exc`es du diagramme cart´esien précédent

N ∨ = Ij ∗(�1
IP /P

)−�1
IF /F

.

Ainsi,

φP ◦ j∗ = can ◦ ρ ◦ Ij∗(λ−1(N ∨).π∗F )
= Ij∗(can ◦ ρ(λ−1(N ∨)).can ◦ ρ ◦ π∗F )
= Ij∗(Ij ∗(αP ).α−1

F .φF )

= αP .Ij∗ ◦ α−1
F .φF .

Ce qui démontre le lemme pour le morphismej .
Pour le cas de la projectionp : P −→ F ′ d’un fibré projectif associ´e à un fibré

vectorielV de ranger + 1, la formule du fibr´e projectif implique qu’il suffit de
vérifier que pour toutx ∈ K0(P ) on a

Ip∗(Ip∗(αF )α−1
P .φP (x)) = φF (p∗x).

En utilisant une vari´eté des drapeaux pourV , on peut se ramener au cas o`u V
est filtré par des sous-fibr´es de quotients successifs de rang 1. De plus, quitte `a se
placer sur un torseur affine au-dessus deF , on peut supposer queV est une somme
directe de fibr´es en droites. Dans ce cas nous disposons de sous-fibr´es projectifs

P0 ↪→ P1 ↪→ · · ·Pr−1 ↪→ Pr = P,
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où Pi est de rangi. En raisonnant par r´ecurrence suri, il suffit de traiter le cas de
x = 1 ∈ K0(P ). C’està dire qu’il faut démontrer que

(Ip)∗(α−1
P .Ip

∗αF ) = 1.

Ce cas particulier peut se v´erifier en utilisant une adaptation de l’argument de
déformation donn´e dans [2, App. 3]. En voici les grandes ´etapes.

Comme le fibréV est diagonalisable, la construction de la d´eformation donn´ee
dans [2, App. 3] se recolle localement surFet, et permet de construire un sous-
champ ferm´eX ↪→ P ×F P × A1 tel que la projection induiteq : X → F × A1,

soit un morphisme plat.
De plus, la fibre en 1

X1 := q−1(F × {1} ↪→ P ×F P,
est l’immersion diagonaleP ↪→ P ×F P. La fibre en 0 s’identifie `a un sous-champ
deP ×F P de la forme

X0 := q−1(F × {0}) = ∪a+b=rP a ×F P b,
où Pn désigne un sous-fibr´e projectif deP de rangn.

Pour un champ alg´ebrique lisse, notons

λF = α−1
F .φF : K0(F )→ K0,et(IF ).

Pour tout sous-champ ferm´eY deP ×F P × A1 de complémentaireU , on notera
λY le morphisme induit sur la fibre des suites exactes suivantes

K(Y) //

λY
��

K(P ×F P × A1) //

λP×F P×A1

��

K(U)

λU

��
Ket(IY) // Ket(IP×F P×A1) // Ket(IU).

Remarquons que le lemme 4.12 pour une immersion ferm´ee de champs lisses,
permet de conclure que les deux d´efinitions ci-dessus deλY coı̈ncident siY est
lisse (exactement comme le corollaire [7, Cor. 3.7] se d´eduit du théorème [7, Thm.
3.1]).

Définissons alors

χ(Y) := Iq∗(λY(1)),
où q : Y → F est la projection induite.

La platitude deq surX implique queχ(Xt ) est indépendante det ∈ A1. Ainsi

Ip∗(α−1
P .Ip

∗αF ) = χ(X1) = χ(X0).

De la même fac¸on que dans [2, App. 3], on conclut alors par r´ecurrence sur le rang
deV que

Ip∗(α−1
P .Ip

∗αF ) = 1.
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Remarquons que la d´emonstration pr´ecédente reste valable dans le cas o`u F est
une gerbe ´eventuellement singuli`ere. On dispose ainsi du lemme avecF une gerbe
quelconque, etf un morphisme propre repr´esentable.

Etape(b): Cas général.

Remarquons d’abord que lorsqueF etF ′ sont des gerbes triviales (´eventuelle-
ment singulières) on a clairement un diagramme commutatif

G∗(F )
φF //

f∗
��

G∗,et (IF )

If∗
��

G∗(F ′) φF ′
// G∗,et (IF ′).

D’aprés 4.10 il existe des enveloppes de Chow rationnelles finies

q : F0 −→ F, q ′ : F ′0 −→ F ′,

telle que les champsF0 etF ′0 soient des gerbes triviales sur des sch´emas, et qu’il
existe un diagramme homotopiquement commutatif

F0

q

��

f0 // F ′0
q ′
��

F
f

// F ′.

SoientIq : IF0 −→ IF et Iq ′ : IF ′0 −→ IF ′ les morphismes induits.
Considérons le diagramme suivant

G∗(F0)

φF0

��

(f0)∗ //

q∗xxqqqqqqqqqqq
G∗(F ′0)

φF ′0

��

q ′∗xxqqqqqqqqqqq

G∗(F )

φF

��

f∗ // G∗(F ′)

φF ′

��

G∗,et(IF0) (If0)∗
//

Iq∗xxqqqqqqqqqq
G∗,et(IF ′0)

Iq ′0xxqqqqqqqqqq

G∗,et(IF )
If∗

// G∗,et(IF ′).

Comme le morphismeq∗ : G∗(F ) −→ G∗(F ) est surjectif, il suffit alors de
montrer que toutes les faces, sauf la face frontale, commutent. Or, il est clair que
les deux faces horizontales commutent. La face du fond commute carF0 etF ′0 sont
des gerbes triviales. Enfin les faces lat´erales commutent d’apr`es l’étape(a).
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Par définition d’une enveloppe de Chow rationnelle, le morphismeIq : IF0 −→
IF est fini et surjectif. Appliquons l’´etape(a) au morphismeq. On en déduit un
diagramme commutatif

G∗(F0)
φF0 //

q∗
��

G∗,et(IF0)

Iq∗
��

G∗(F )
φF

// G∗,et(IF ).

Le théorème 3.15 implique queq∗ est surjectif si et seulement siIq∗ l’est. Comme
IF est lisse, la formule de projection implique queIq∗ est surjectif si le rang de
Iq∗(1) est inversible dansGet,∗(IF ), ce qui est vrai carIq est fini et surjectif.

LEMME 4.13. Soitf : F −→ F ′ un morphisme propre de champs lisses deCH.
Alors, le diagramme suivant commute

K∗,et(F )

f∗
��

Chet(−).Tdet(TF ) // H •et(F, ∗)
f∗
��

K∗,et(F
′)

Chet(−).Tdet(TF ′ ) // H •et(F
′, ∗).

Preuve.La preuve suit le mˆeme sch´ema que celle du lemme pr´ecédent.

Etape(a): Le morphismef est représentable.

On sait qu’il existe une factorisation

F
j // P(V )

p // F ′,

avec j une immersion ferm´ee, etV un fibré vectoriel surF ′. Dans ce cas la
démonstration est presque mot pour mot celle de [7, 4.1]. En effet, les seules
propriétés dont on a besoin sont la d´eformation vers le cˆone normal et la structure
de laG-théorie d’un fibré projectif.

Etape(b): Cas général.

Soit p : X → F ′ un morphisme propre et g´enériquement fini, avecX un
schéma lisse. Un tel morphismep existe d’après [4, 4.12] et [14]. Alors les morph-
ismes

p∗ : G∗,et(X) −→ G∗,et(F )

sont surjectifs. De plusf ◦ p : X → F ′ est représentable. En utilisant l’´etape(a)
pourp etf ◦ p, on termine la preuve du lemme.
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Revenons `a notre morphismef : F −→ F ′. Par définition,

τF (−) = Chet(α−1
F .φF (−)).Tdet(TIF ).

Ainsi le lemme 4.13, appliqu´e à If : IF −→ IF ′, donne

f∗(τF (−)) = Chet(f∗(α−1
F .φF (−))).Tdet(TIF ′ ).

Une application du lemme 4.12 au second membre donne

f∗(τF (−)) = Chet(α−1
F ′ .φF ′(f∗(−))).Tdet(TIF ′ )= Chet(αF ′)
−1.Tdet(TIF ′ ).Chet(φF (f∗(−)))

= τF ′(f∗(−)).
Indiquons brièvement comment on ´etendτ aux champs singuliers.

SiF est un champ deCH, on va construireτF comme le compos´e

G(F)
ψF−→ Get(IF )

τet
IF−→ H rep

• (F, ∗).
Soit p : F• −→ F une hyper-enveloppe de Chow rationnelle, telle que chaque
Fm soit une gerbe trivialeXm × BHm. Chaque morphismeFn → Fm défini deux
morphismes

Xn→ Xm, Hn→ Hm,

et donc des morphismes d’inductions sur les alg`ebres de fonctions centrales `a
valeurs dans3

3(Hn)→ 3(Hm).

On peut donc d´efinir un spectre simplicial

G(R) : [n]→ G(Xn)⊗3(Hn).
Notons que l’on a une ´equivalence faible canonique

an : G(Xn)⊗3(Hn)→ G(Fn)3,

qui est compatible avec les images directes, et donc une ´equivalence de spectres
simpliciaux

a : G(R)→ G(F•/F)3.

D’autre part, les espaces de modulesMIFn deIFn sont naturellement isomorphes `a
Xn × c(Hn), où c(Hn) est l’ensemble des classes de conjugaisons du groupeHn.
Ainsi on a une ´equivalence faible naturelle

G(Xn)⊗3(Hn) '−→ G(MIFn)3.
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De plus, les morphismesIFn −→ IF définissent des morphismesMIFn −→ MIF ,
et donc un morphisme de spectres simpliciaux

q∗ : G(R) −→ G(MIF )3.

Le diagramme suivant

G(F•/F)3
p∗

��

G(R)
a

oo

q∗
��

G(F)3 G(MIF )3,

et la proposition 3.13, appliqu´eeàp, permettent alors de poser

ψF = q∗ ◦ a−1 ◦ (p∗)−1 : G∗(F )3 −→ G∗(MIF )3.

Si r : IF −→ IM est la projection deIF sur son espace de modules, on d´efinit le
second par le diagramme commutatif

G∗,et(IF )3
τet
IF //

or∗
��

H
rep• (F, ∗)3

or∗
��

G∗(IM)3 τIM
// H•(IM, ∗)3,

où τIM est défini dans [7, 4.1].
On vérifie aisément queψF et τ et

IF
sont bien d´efinis, et queτF possède les

propriétés (2)–(4) du th´eorème.

4.3. EXEMPLES

Donnons quelques exemples d’applications du th´eorème 4.11.

COROLLAIRE 4.14 (Hirzebruch–Riemann–Roch).SoitF un faisceau coh́erent
sur un champ propre et lisseF deCH. Alors on a

χ(F,F) =
∫
F

Ch(F).Td(F ).

Preuve.On faitF ′ = Speckdans 4.11 (1).

En particulier, siF = OF , on trouve une formule pour le genre arithm´etique de
l’espace de modulesM

χ(M,OM) =
∫
F

Td(F ) =
∑
β

∫ et

I
β
F

Tdet(I
β

F ).Ch(αβF )
−1,
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où β parcourt les composantes connexesI
β

F deIF et

α
β

F = can ◦ ρ(λ−1(�
1
I
β
F /D

)).

Comme application de cette formule, on donne plusieurs formules de type
Gauss–Bonnet, calculant des caract´eristiques d’Euler topologiques. On suppose
pour les prochains corollaires quek est un sous-corps alg´ebriquement clos deC.

Dans le cas o`u F est un champ alg´ebrique de dimension 1, propre, lisse et
génériquement non-ramifi´e, on peut expliciter la formule de Riemann–Roch, et
retrouver une formule de Gauss–Bonnet, d´emontrée antérieurement et par d’autres
méthodes, par J. Tapia.

COROLLAIRE 4.15. Soit F est un champ alǵebrique de dimension1, lisse
irr éductible et propre, appartennantà CH, et tel queF soit ǵeńeriquement un
sch́ema. On noteg le genre de l’espace de modulesM, etx1, . . . , xr les points de
ramification deF , d’ordres respectifsn1, . . . , nr . Alors on a∫ et

F

Cet
1 (TF ) = 2− 2g −

i=r∑
j=1

nj − 1

nj
.

Preuve. Comme la formule est stable par changement de corps de base
algébriquement clos, on peut supposer quek = C.

Soit ζj = e2iπ/nj ∈ C. Notonsfj : x̃j → F le morphisme naturel. Alors
f ∗j (TF ) est un fibré vectoriel sur̃xj ' B(Z/nj). Il s’identifie à la représentation
de dimension 1 deZ/nj , qui àk fait correspondre la mutiplication parζ kj . Ainsi la
formule de Hirzebruch–Riemann–Roch appliqu´eeàOF donne

1

2

∫ et

F

Cet
1 (TF ) = χ(F,OF )−

j=r∑
j=1

ej

nj
,

où

ej =
k=nj−1∑
k=1

1

1− ζ−k .

Or, si on notePj(X) = 1+X + · · · +Xnj−1, on a

ej = P ′(1)
P (1)

= nj (nj − 1)

2nj
= nj − 1

2
.

De plus,χ(F,OF ) = χ(M,OM) = 1− g.

Plus généralement, le lemme 4.13 appliqu´e à la projectionp : F −→ Speck

d’un champ lisse et propre deCH, et au complexe de De Rham deF , permet de
retrouver la formule de ‘Gauss–Bonnet’ g´enérale.
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COROLLAIRE 4.16. SoitF un champ alǵebrique, lisse et propre deCH. Notons

Md ↪→ Md−1 ↪→ · · · ↪→ M0 = M
une stratification de l’espace de modules, telle queF soit une gerbeFi sur M̃i :=
Mi −Mi+1, avecFi irr éductible. Alors∫ et

F

Cet
n (TF ) = χorb(F ) :=

∑
i

χ((M̃i(C))top,C)
ni

où ni est l’ordre d’inertie de la gerbeFi , etn = DimkF .

En appliquant la formule d’Hirzebruch–Riemann–Roch au complexe de De
Rham deF , on obtient une relation entre caract´eristique d’Euler topologique et
orbifold.

COROLLAIRE 4.17. Soit M l’espace de modules d’un champ algébrique F, lisse
et propre deCH. Alors

χ(Mtop(C)) = χorb(IF ) =
∫ et

IF

Cet
max(TIF ).

Preuve.La seconde ´egalité provient du corollaire pr´ecédent. Il reste la premi`ere.
D’après la formule d’Hirzebruch–Riemann–Roch 4.14, on a

χ(Mtop) = χ(F,�•F ) =
∫
F

Ch(λ−1(�
1
F )).Td(F ).

En regardant la suite exacte de fibr´es surIF

0−→ �1
IF /F
−→ π∗F�

1
F −→ �1

IF
−→ 0,

on obtient

Ch(λ−1(�
1
F )) = Chet(αF ).Chet(can ◦ ρ(λ−1(�

1
IF
))).

Et commeFζ (�1
IF
) = 0 sauf siζ = 1, on trouve

τF (�
•
F ) = τ et

IF
(�•IF ) = Cet

max(TIF ).

On termine alors en appliquant le corollaire pr´ecédent.

Il existe aussi une autre caract´eristique d’Euler, ‘la caract´eristique d’Euler des
physiciens’. On peut la d´efinir pour un champ alg´ebriqueF par

χphy(F ) :=
∑
i

(−1)iDimkH
i
rep(F ),
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où l’on utilise la cohomologie de De Rham. Cette d´efinition est compatible avec la
définition donnée dans [1] pour un quotient par un groupe fini.

En utilisant le corollaire pr´ecédent on dispose alors des relations suivantes entre
les trois caract´eristiques d’Euler.

SiF est un champ lisse et propre, on noteI nF = IIn−1
F

, etI 0
F = F . On a alors

χphys(I nF ) = χ((I n+1
F )(C)top) = χorb(I n+2

F ).

Pour finir, remarquons que la d´efinition du morphismeψ donnéeà la fin de la
preuve du th´eorème reste valable si l’on suppose simplement queF vérifie 3.14.
On dispose alors d’un morphisme naturel

ψF : G∗(F ) −→ G∗(MIF ).

Soit r : IF −→ MIF la projection. On d´efinit τ et
IF

par le carré commutatif suivant

G0,et(IF )3
τet
IF //

or∗
��

H
rep• (F, ∗)3

or∗
��

G0(IM)3 τIM

// H•(IM, ∗)3,

où τIM est défini dans [9, 8.3]. Ainsi, par composition on a une transformation de
Riemann–Roch

τF = τ et
IF
◦ ψF : G0(F )3 −→ H rep

• (F, ∗)3,
qui étend celle du th´eorème 4.11, au cas des champs alg´ebriques ne v´erifiant que
3.14.

5. Appendice

Dans cet appendice on d´emontre le th´eorème de descente. La preuve est d´ejà dans
la preuve de [13, Thm. 3–10], mais le r´esultat n’étant pas explicit´e sous cette forme
nous avons tenu `a en donner une d´emonstration compl`ete.

Pour tout l’appendice,C est un site. On utilisera les notations de la section 1,
ainsi que la proposition suivante:

PROPOSITION 5.1. [20, I–1 Cor. 1].SoitF un pŕefaisceau simplicial fibrant, et
f : A→ B uneéquivalence faible. Alors le morphisme induit

f ∗ : Homs(B, F )→ Homs(A, F )

est unéequivalence faible.
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SiX ∈ C, alors on dispose d’un foncteur image r´eciproque

j ∗ : SP r(C)→ SP r(C/X).

Ce foncteur poss`ede un adjoint `a gauche

j! : SP r(C/X)→ SP r(C),

qui est l’extension par le pr´efaisceau vide. Il est d´efini par: pourF ∈ SP r(C/X)
etU ∈ C, alors

(j!F(U)) :=
∐

HomC(U,X)

F (U → X).

Il est clair quej! préserve les cofibrations ainsi que les ´equivalences faibles.

LEMME 5.2. SoitC etC ′ deux sites et un foncteur

a : SP r(C ′)→ SP r(C)

posśedant un adjoint̀a gauche

b : SP r(C)→ SP r(C ′),

qui préserve les cofibrations et leséquivalences faibles, et tel queb(∗) = ∗. Alors
le foncteura transforme objets fibrants en objets fibrants.

Preuve.Soit F un préfaisceau simplicial fibrant surC ′, et i : A ↪→ B une
cofibration triviale deSP r(C). Il faut montrer que le morphisme induit

i∗ : Hom(B, a(F ))→ Hom(A, a(F ))

est surjectif. Mais par adjonction, on dispose d’un carr´e commutatif

Hom(B, a(F )) → Hom(A, a(F ))
o ↓ ↓ o

Hom(b(B), F ) → Hom(b(B), F ).

Or par hypoth`eseb(i) : b(A) → b(B) est une cofibration triviale deSP r(C ′),
et donc le morphisme du bas est surjectif. Ce qui implique que celui du haut
aussi.

On vient de voir que siF est fibrant surC, alors le préfaisceauj ∗F (que
l’on noteraFX par la suite) est fibrant surC/X. De plus, commej ∗ préserve les
cofibrations triviales, on obtient une ´equivalence faible canonique

H(C/X,FX)
'→ F ◦(X),

pour chaque r´esolution injectiveF ↪→ F ◦. De cette fac¸on on identifiera toujours
les espacesF ◦(X) etH(C/X,FX), que l’on noteraH(X,F).

DÉFINITION 5.3. Un objet simplicialX• deC est un foncteurX• : 1op → C, où
1 est la cat´egorie simpliciale standard. On noteraXm pour l’objetX•([m]).

SiX• est un objet simplicial deC, le site induit surX• est le site suivant :
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− Les objets sont les morphismes deC, U → Xm pourm un entier positif.
− Un morphisme def : U → Xm vers g : V → Xn est la donn´ee d’un

morphismea : [n]→ [m] dans1 et d’un diagramme commutatif dansC

U → V

f ↓ ↓ g
Xm

X•(a)→ Xn.

− Un morphisme est couvrant si le morphisme induitU → V est couvrant dans
C.

Ce site est not´eC/X•.

Remarquons que l’on a un foncteur de restriction

j ∗ : SP r(C)→ SP r(C/X•).

A travers ce foncteur, tout pr´efaisceau simplicialF sera aussi consid´eré comme
préfaisceau surX•. AinsiH(X•, F ) désigneraH(C/X•, j ∗F).

SoitX un objet deC etU → X un morphisme couvrant. Le nerf du recouvre-
mentU/X est l’objet simplicial deC défini par

1 → C

[m] 7→ U(m) = U×
X
U . . .×

X
U,︸ ︷︷ ︸

m+1 f ois

où les morphismesU(m) → U(n) sont induits par les projections et les diagonales.
On le noteN (U/X).

SiF est un préfaisceau simplicial etU → X un recouvrement deC, on obtient
un1-diagramme (espace cosimplicial) d’ensembles simpliciaux

1 → SEns

[m] 7→ F(U(m)).

Rappelons que l’espace de cohomologie deČech du recouvrementU/X à
coefficients dans le pr´efaisceau simplicialF est

Ȟ (U/X,F) := Holim[m]∈1F(U(m)).

DÉFINITION 5.4. Un espace cosimplicialZ est un foncteur

Z : 1 → SEns

[m] 7→ Z([m]).

La catégorie des espaces cosimpliciaux est not´eeCSEns.
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EXEMPLES

− ∗ est l’espace cosimplicial constant.
− l’espace cosimplicial1/− est défini par

[m] 7→ (1/−)([m]) = B(1/[m]),

où B(I) est l’espace classifiant de la cat´egorieI , et I/i est la cat´egorie des
morphismes deI de buti.

Un espace cosimplicialZ peutêtre vu comme un pr´efaisceau simplicial sur1
(site trivial). Ainsi, siY etZ sont deux espaces cosimpliciaux, on d´efinit l’espace
des morphismes deY versZ par

Homcs(Y, Z) := Homs(Y, Z),

où Y etZ sont consid´erés comme pr´efaisceaux sur1.
Avec ces notations, la limite homotopique deZ est donn´ee par [3, Ch. XI 3–2]

Holim1Z = Homcs(1/−, Z).

THÉORÈME 5.5. SiF est un pŕefaisceau simplicial surC, etX• un objet simpli-
cial deC. Alors il existe unéequivalence faible fonctorielle enF

H(X•, F ) ' Holim[m]∈1H(Xm, F ).

LEMME 5.6. Si F est un objet fibrant deSP r(C), alors le pŕefaisceau induitF
sur le siteC/X• est flasque.

Preuve.Soit j ∗ : SP r(C) → SP r(C/X•) le morphisme de restriction. On
considèrej ∗F → F ◦ une résolution injective surC/X•. Alors, d’après le lemme
5.2, le morphisme induit surC/Xm, F → F ◦ est une cofibration triviale d’objets
fibrants. C’est donc une ´equivalence d’homotopie. Ainsi, pour tout objetU de
C/Xm, le morphisme induitF(U) → F ◦(U) est une ´equivalence faible. Comme
ceci est vrai pour toutU et toutm, on en déduit que pour tout objetU deC/X•,
F(U)→ F ◦(U) est une ´equivalence faible.

LEMME 5.7. Le foncteur

SP r(C/X•) → SEns

F 7→ F(X•)

admet un adjoint̀a gauche not́eZ 7→ Z̃.
Preuve.SoitZ un espace cosimplicial. On d´efinit

Z̃ : C/X• → SEns

(U → Xm) 7→ Z([m]).
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Preuve du th́eor̀eme.SoitF un préfaisceau simplicial surC. En remplac¸antF
parF ◦ on peut supposer queF est fibrant surC. Soit F ↪→ F ◦ une résolution
injective surC/X•. On sait queH(X•, F ) = Homs(∗, F ◦). Notons1= (1̃/−).
LEMME 5.8. Le morphisme canonique1 → ∗ est uneéquivalence faible dans
SP r(C/X•).

Preuve.Il suffit de voir que pour chaquem l’espace1(Xm) est contractile. Or
par définition, on a1(Xm) = B(1/[m]). Mais le classifiant d’une cat´egorie qui
possède un objet final est contractile.

CommeF ◦ est fibrant, la proposition 5.1 montre que le morphisme naturel

Homs(∗, F ◦) '→ Homs(1, F ◦)

est une ´equivalence faible. Mais, par adjonction, il existe une ´equivalence faible
fonctorielle

Homs(1, F ◦)
'→ Holim1F

◦(X•).

On obtient ainsi une ´equivalence naturelle

H(X•, F )
'→ Holim1F

◦(X•).

De plus, par le lemme 5.6, le morphisme naturelF → F ◦ est une ´equivalence
faibleobjet par objet. Comme les limites homotopiques pr´eservent les ´equivalences
faibles, le morphisme induit

Holim1F(X•)→ Holim1F
◦(X•)

est une ´equivalence faible. Enfin, commeF est fibrant, et par la remarque suivant
5.2, on obtient un diagramme fonctoriel enF

H(X•, F )
'→ Holim1F

◦(X•)
'← Holim1H(Xm, F ).

PROPOSITION 5.9.SiF est un pŕefaisceau simplicial, alors le morphisme naturel

H(X,F)→ H(N (U/X), F )
est unéequivalence faible.

Pour cela on a besoin d’un lemme que nous ne d´emontrerons pas (voir [13, Cor.
2–7]).

LEMME 5.10. Si F est un faisceau simplicial sur un siteC, alors il existe une
résolution injectiveF ↪→ F ◦, où F ◦ est un faisceau d’ensembles simpliciaux.

Preuve de la proposition.Remarquons que, si l’on noteSS(X) la catégorie
des faisceaux simpliciaux sur le siteC/X, alors on dispose d’une ´equivalence de
catégories

b : SS(X)→ SS(N (U/X)).
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De plus, siF ∈ SS(X), qui est aussi fibrant comme pr´efaisceau simplicial,b(F )
est alors fibrant en tant qu’objet deSP r(N (U/X)). En effet, notonsa le foncteur
de faisceautisation.

Soit A ↪→ B une cofibration triviale deSP r(N (U/X)), et un diagramme
commutatif surN (U/X)

A → b(F )

↓ ↓
B → ∗.

CommeF est un faisceau on obtient un carr´e commutatif

HomN (U/X)(B, b(F )) → HomN (U/X)(A, b(F ))
‖ ‖

HomN (U/X)(a(B), b(F )) → HomN (U/X)(a(A), b(F )).

Puis, par l’équivalence de cat´egoriesSS(X) → SS(N (U/X)), un diagramme
commutatif

HomN (U/X)(B, b(F )) → HomN (U/X)(A, b(F ))
‖ ‖

HomX(a(B), F ) → HomX(a(A), F )

‖ ‖
HomX(B, F ) → HomX(A, F ).

Or, le morphisme du bas est surjectif par hypoth`ese.
SoitF un préfaisceau simplicial surC. Quitte à remplacerF par son faisceau

associé, on peut supposer queF est un faisceau. En effet le morphisme naturel
F → a(F ) est une ´equivalence faible, doncF eta(F ) ont la même cohomologie.

SoitF ↪→ F ◦ une résolution injective dansSP r(C), avecF ◦ un faisceau. Alors
b(F )→ b(F ◦) est encore une r´esolution injective. On en d´eduit donc

H(N (U/X), F ) = Homs(∗, b(F ◦)) = Homs(∗, F ◦) = H(X,F).

COROLLAIRE 5.11. SiU → X est un recouvrement deC et F un pŕefaisceau
simplicial, alors il existe unéequivalence faible fonctorielle enF ,X etU

H(X,F)
'→ Ȟ (U/X,H(−, F )).

Preuve.On applique la proposition 5.9 et le th´eorème 5.5.
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