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Transformation quadratique
d’un processus Gaussien
et application a la dynamique stochastique

par

Christian SOIZE

RESUME. — L’objet de ce travail est la dynamique stochastique des structures élas-
tiques & comportement linéaire, soumises au vent aléatoire, en tenant compte des termes
non linéaires de la fluctuation du champ de vitesse du vent. La fluctuation de la vitesse
du vent est modélisée par un champ stochastique gaussien (V,,) indexé en temps et

en espace.
Les fluctuations d’'une observation du systéme & un instant ¢ sont données par

D, = j (Vimta(m)Ve,+b(m))du(t, t', m),
RxS

ou dy est la mesure associée a la transformation dynamique du systéme et a (m) et b (m)
sont des fonctions déterministes.
Cette approche nécessite le calcul de la loi conjointe des variables aléatoires associées
au processus (V.,) et a la variable de Wishart correspondante en dimension infinie.
Les principes de la méthode sont donnés :
1° pour la détermination de la loi de D, en explicitant sa fonction caractéristique;
2° pour la détermination de son taux de passage par un niveau donné en explicitant
la transformée de Fourier de la loi conjointe de D, et dD,/dt.

ABSTRACT. — The studied subject in this paper is the stochastic dynamics of elastic
structures with linear behaviour, subjected to random wind loading, taking into account
the non-linear terms of velocity field fluctuation.

The fluctuation of wind velocity is a gaussian stochastic field (V,,) indexed in time
and in space. The fluctuations of one observation of the system at the time ¢ is

D, =f (Vem+a(m) Ve, +b(m)du(t, t', m),
R xS

where dyu is the measure associated with the dynamic transformation of the system
and a (m), b (m) are deterministic functions.



This approach demands to calculate the conjugate law of the random variable asso-
ciated with the process (V,») and of the corresponding Wishart’s variable.

The principles of the method are given :

1° for the determination of the D, law, expliciting its caracteristic function;

2° for the determination of its crossing rate of a given level, expliciting the Fourier’s
transformation of the conjugate law of D, and dD,/dr.

1. Introduction

Dans la couche limite planétaire, le vent est un écoulement d’air turbulent
3 structure de couche limite. Généralement, les constructions sont soumises
aux effets du vent et le constructeur doit connaitre les efforts engendrés
dans la structure pour la dimensionner.

Ainsi, depuis une quinzaine d’années de nombreuses études théoriques
et expérimentales ont été réalisées pour connaitre mieux la structure fine
du vent au voisinage du sol. A. G. Davenport [2] a été le premier 4 ajuster
un modéle du champ de vitesse du vent en tenant compte de la complexité
du phénomene, et a I’appliquer pour déterminer les effets du vent sur les
structures élastiques.

Sans entrer dans le détail, nous allons rappeller les caractéristiques prin-
cipales du champ de vitesse du vent.

Entre le niveau du sol et quelques centaines de métres de hauteur et sur
une courte période de temps Ty de I'ordre de 10 mn & 1 h, le champ de
vitesse du vent ¥ (¢, m), en un point m de l’espace, se décompose en
¥ (t, m) =¥ (m)+v (s, m), ou ¥ (m) est le champ moyen et v (r, m)
la fluctuation due a la turbulence qui est traitée statistiquement. v (z, m) est
modélisé par un champ stochastique (V,,), gaussien, centré, du second
ordre, indexé en temps et en espace, stationnaire en temps.

La loi de ¥ (m) est connue en fonction de la rugosité du site et d'un vent
moyen de référence ¥y qui est le parametre & court terme. Pour une rugosité
donnée et un 7 fixé, le champ stochastique (V,,,) est complétement décrit;
on connait les expressions de sa fonction de densité spectrale et de sa
cohérence, ce qui permet de connaitre sa fonction de densité interspectrale.
Ceci est suffisant pour décrire ce champ stochastique qui est gaussien, centré
et stationnaire en temps. Le paramétre a court terme ¥'p est en fait une
variable aléatoire et il est nécessaire de connaitre sa distribution & long terme
pour faire des calculs sur une longue période de temps.

Sous les effets de la fluctuation de la vitesse du vent, la structure est
excitée dynamiquement. On est donc conduit, pour un ¥"; donné, a déter-



miner d'une part la réponse moyenne statique sous l’effet du champ de
pression moyen et d’autre part, la réponse dynamique autour de la réponse
moyenne, due a la fluctuation du champ de pression, ce dernier point étant
un probléme de dynamique stochastique.

Nous avons étudié dans [9] la dynamique stochastique des structures
élastiques & comportement linéaire soumises au vent aléatoire gaussien,
en linéarisant le champ de pression en fonction du champ de vitesse.
Ici, nous étudions la dynamique stochastique des structures de méme type,
en tenant compte des termes non linéaires de la fluctuation du champ de
pression. La méthode est trés différente, car la transformation du champ
de vitesse en champ de pression étant non linéaire, la fluctuation du champ
de force extérieure appliqué a la structure n’est plus gaussienne et par
conséquent il en est de méme d’un processus observation.

Les fluctuations du champ de pression sont alors proportionnelles au
processus centré

Z,, = Vrzm +a(m) Vg, +b(m),

ol a (m) et b(m) sont des fonctions continues et déterministes. Compte
tenu de la linéarité du systéme mécanique, les fluctuations d’une obser-
vation du systéme (contrainte, déplacement, etc.) sont reliées aux processus
d’entrée par

Dt =J~ Zr'm dj.!, (ts t’, m):
RXS

ol S est un domaine borné de variation de m, p la mesure associée & la
transformation dynamique par le systéme mécanique du processus d’entrée.
Une telle approche du probléme nous oblige a calculer la loi conjointe
de la variable aléatoire associée au processus (V,,) et de la variable de
Wishart correspondante. -

Dans le paragraphe 1, nous posons le probléme mécanique. Pour le
résoudre, nous avons été conduits a développer une méthode qui est exposée
dans le deuxiéme paragraphe de ce travail. Enfin, dans un troisiéme para-
graphe nous ferons un retour & la mécanique. Nous donnons également
le principe de calcul de la loi de D,, en explicitant sa fonction caractéris-
tique, et de son taux de passage par un niveau donné, en établissant I’expres-
sion de la transformée de Fourier de la loi conjointe de D, et de dD,/dt.

Nous remercions Paul Krée pour 1’aide précieuse qu’il nous a apportée
sur le plan théorique.



2. Le probléme mécanique

2.1. ANALYSE DETERMINISTE DU PROBLEME

On considére une construction soumise aux effets du vent.

La résistance de la construction est assurée par une structure repérée
dans un systéme d’axes orthonormés OX'Y'Z’. On suppose la structure
élastique, & comportement linéaire, modélisée par un systéme & n degrés de
liberté. Les vibrations linéaires de la structure sont régies par l’équation
matricielle

(1 My+Cy+Ky=g(t),

ou M, C, K sont les matrices carrées (nxn) symétriques réelles de masse,
d’amortissement et de rigidité, et ou y et g désignent les matrices colonnes
(nx1) des déplacements des nceuds et des efforts extérieurs appliqués aux
nceuds.

Les axes OX"Y'Z’ sont choisis de telle maniére que OX’ soit perpendi- -
culaire a la face au vent et OZ’ vertical ascendant. Ceci suppose que la
direction du vent moyen sur T, est dirigée suivant OX".

Les seuls efforts extérieurs appliqués a la structure sont ceux du vent,
On étudie les vibrations dans le plan paralléle a la direction du vent moyen.
Chaque nceud i de la face au vent reprend les efforts de la surface S; qui lui
est associée. On ne considére que les efforts horizontaux suivant OX’; on
néglige le couple créé par ces forces si le centre de gravité de S; ne coincide
pas avec le nceud i. Les efforts de trainée sont pris en compte par le coefficient
de trainée globale Cj. Les déplacements de la structure sont faibles et la
vitesse de déplacement de cette derniére est faible devant la vitesse du vent.
En outre, on néglige I’effet de masse inertielle. On a [9] :

gi(t) = 6,-'[ %paco(m)"lfz(t, m)dm,
54

avec §; = | si le nceud i appartient a la face au vent et si i correspond 4
'indice d’une force suivant OX’, 8, = 0 dans les autres cas, ol p, est la
masse volumique de I'air, m un point générique de la surface S;, ¥ (m, 1)
la composante suivant OX’ de la vitesse du vent en un point mz et a 'instant ¢
et ol S = (JS; avec S surface totale de la face au vent et S;n 8; = &

si i # j, i et j appartenant a la surface au vent.



Comme nous 1’avons dit dans Iintroduction, le champ de vitesse se
décompose ([2], [9]) en

¥ (t, m) =f(m)+n(t, m).

Soit o3 (m) la variance du champ stochastique (V,,) modélisant v (¢, m)
et soit b (m) la fonction continue définie sur S telle que b (m) = —a2 (m).
Dans la décomposition qui suit on introduit b (m) afin de centrer le champ
stochastique (Z,,) modélisant z (¢, m) :

P2ty m) = z(m)+2(t, m),
avec
z(m) =¥"2(m)—b(m),
z(t, m) = v* (t, m)+2¥ (m)v(t, m)+b(m).

On considére naturellement la décomposition g = g+f avec

gi= ai;[ 1pa Cp(m)z(m)dm,

ik S 2 R

fi= SiJ lipa Cp(m)z(t, m)dm.
Si

La solution de (1) se décompose alors en y = y+x avec y la solution de
Ky = g que I'on résout classiquement par analyse statique déterministe de
la structure et x solution de

Mx+Cx+Kx =/

En général, la matrice d’amortissement structural C n’est pas connue
numeériquement et on préfére introduire un taux d’amortissement critique
pour chaque mode de vibration. L’analyse modale permet d’expliciter la
solution matriciellement

x(t)=Jr H(t—t)f(t)ar,

avec )
H(t—t)=®h(t—1)D",



® la matrice des modes de vibration du systéme non amorti et normé en
masse : ®"M ® = I, 4 (¢) la matrice diagonale des réponses impulsion-
nelles : 4;; (1) = 8;; 4, (¢) o
—Ejuw,t
e )
h;(t) =*251n(,/1—§fwjt),
"y \/ 1-5;

w; est tel que [@TK @]; = §;; w} et &, désigne le taux d’amortissement
critique du j-iéme mode de vibration. L’expression de h; (t) donnée ci-
dessus n’est valable que si & ;< 1. Deplus, h; (1) =0si¢t < 0.

Dans cette formulation, on conserve les n modes de vibration; dans la
pratique, on ne gardera que les premiers. On s’intéresse a la fluctuation d
d’une observation scalaire qui peut étre un déplacement, un effort, une
contrainte, etc. On définit un opérateur d’observation B qui est une forme
linéaire continue sur R". On note matriciellement d () = Bx (1), d’out

@) () = BT H(-1)f(t)dr.

Remarquons que d’un point de vue numérique, 1’état de 4 4 I’instant ¢
n’est pas fonction de tout I’historique, car la structure filtre. La réponse
impulsionnelle décroit exponentiellement et au bout d’une durée T apreés
une impulsion, ’effet devient négligeable. On peut calculer facilement T
et I’état a I’instant ¢ n’est fonction que de I’historique sur (t—T, ). En
général, on peut prendre T trés inférieur a T,. L’expression (2) devient
alors

t n n .I.
3) d@) = > 8| X BH;(t—1)-p,Colm)z(t, m)dmadt.
=T j=1 " Js; i=1 2

La dérivée a.f(t) de d(¢) a l'instant ¢ s’écrit, compte tenu du fait que

H{©0)=0:

@) é(r)=1§f‘ H(t—1)/(t)dr
s

avec H () = dH (u)/du.
Soit s un point de RxS tel que s = (¢, m). On définit les fonctions
continues a (s) et & (s) sur Sx R telles que

s—a(s) =27 (m) et s — b(s) = —oi (m).



On peut alors écrire :

(5) z(s) = v*(s)+a(s)v(s)+ b(s)
et les relations (3) et (4) définissent des mesures p (7, 5) et p (2, s) telles que
(6) d(t) =j z(s)du(t, s),
RxS
@) d(1) =f 2(s)dii ¢, s),
RxS

pour un T fixé strictement positif.

f et & sont identiquement nulles pour tout s n’appartenant pas a
(t—T, £)xS.

Du point de vue déterministe, on a donc pour données un champ de
vitesse v (¢, m) défini sur R xS, une transformation non linéaire donnant
les efforts appliqués aux nceuds : £, (¢) ... f, (f), puis une transformation
mécanique linéaire qui filtre des efforts pour donner les déplacements
aux neeuds x; (¢f) ... x,(¢). Enfin, une transformation linéaire donne

Iobservation d(r) [et sa dérivée temporelle d (t)]. Supposons pour le
moment que : v(f, m) e C (RxS), ot C(R x8S)est I'ensemble des fonctions
continues définies sur RxS; alors la composition de ces trois transfor-
mations donne une transformation non linéaire « telle que

CRxS)>C),  v(t, m)—d(t).

ol d(t) est donné par la formule (6).

2.2. LE PROBLEME PROBABILISTE

S est un compact métrisable de R?. Soit C (R x S) I’ensemble des fonctions
continues définies sur RxS, muni de la topologie de la convergence
compacte et de la tribu borélienne. Le champ gaussien (V,) défini sur R x S
est centré, du second ordre, stationnaire en temps et presque sfirement,
ses trajectoires sont continues sur Rx S (voir la démonstration en annexe).
II définit donc une probabilité gaussienne 2 sur C (R x S), invariante par
translation temporelle. L’espace Q = C (R x S) est donc muni d’une proba-
bilit¢ de Radon invariante par translation temporelle et « on tire au hasard
les trajectoires de la vitesse du vent dans Q suivant la loi 2 ». Rappelons
que la transformée de Fourier i d’une probabilité de Radon p sur un espace



localement convexe séparé X définit une application injective : p — ji de X
dans son dual X'. D’autre part, I’application o de C(RxS) dans C(R)
(défini au paragraphe 2.1) est continue.

Dans ces conditions, C (R) peut étre muni de la topologie de convergence
compacte et de la tribu borélienne. On connait la transformée de Fourier 2
de la probabilité 2 et nous cherchons la transformée de Fourier W de la
probabilité¢ W = o (2) sur C (R). Alors le processus (D,) est complétement
décrit, puisque ’on peut prendre Q = C(R) muni de la probabilité W.

Pour s fixé, v (s) et z (s) sont des variables aléatoires que nous notons -
V, et Z,. De méme pour ¢ fixé, d(t) et d-(r) sont des variables aléatoires
notées D, et f),.

3. Transformation quadratique d’un processus gaussien

3.1. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

Soit S un compact métrisable, C (R x S) I’espace des fonctions continues
définies sur RxS. On munit C (RxS) de Ia topologie de la convergence
uniforme compacte et de la tribu borélienne. On note M (R x S) son dual
topologique.

Soit (V,), un champ gaussien indexé sur Rx S, réel, du second ordre,
centré, de loi de probabilité 2 sur C(RxS) invariante par translation
temporelle.

On cherche la loi de probabilité du champ (Z,), indexé sur R xS et tel
que

Z, = Vf+a(s)Vs+b(s),

ol a(s) et b(s) sont des fonctions continues, bornées, déterministes,
définies sur R xS.

A la loi 2 est associé 1’opérateur de covariance C de M (RxS) dans
C (RxS). L’opérateur C est symétrique; il est supposé injectif.

S Y, et p,eM(RxS),
@ | Chn=e _f j V, Vi dity (5) i (5,
RxSJRXS

ou & désigne 1’espérance mathématique.



L’expression (8) définit un produit scalaire sur M (RxS) et soit X le
complété de cet espace préhilbertien séparé, X étant identifi¢ a son dual.
En [8] L. Schwartz a montré que la transposée j* de I'injection canonique j.
de M (R x S) dans X envoie X dans C (R x S). Cette injection canonique j’
de X dans C (R x S) est continue et transforme la probabilité cylindrique
gaussienne canonique centrée v sur X en 2 : 2 = j'(v).

De plus, C = j' = rej, avec r l'isomorphisme de Riesz de X sur son
dual X :

Soit E un espace vectoriel réel et E’ sont dual. Onnote EQ Eet EQ E
la deuxiéme puissance tensorielle ordinaire et symétrique de E. Soient E
et F deux espaces de Banach. Le produit tensoriel projectif complété noté
E ® F est I'espace de Banach complété de E ® F pour la norme © qui
est telle que

n

ulle=int £ sl avee w= % x @

i i=1

Le « inf » est pris sur toutes les suites finies { x,y, } pour ie {1,n}
dans ExF. Siu = x ®y, alors : ||u]|, = [| x| ”y“

Pour les définitions et propriétés relatives aux processus linéaires et aux
probabilités cylindriques, voir [6].

3.2. TRANSFORMEE DE FOURIER DE LA LOI DE (Z)

Nous commencerons par la démonstration du théoréme suivant :

THEOREME. — Soit p 'application identique de C (RxS). Alors la trans-

formée de Fourier U de la loi conjointe des variables aléatoires p @ p
et p @ valeurs dans C,,p (R*xSx8) et C(RxS) s’écrit: ¥ xe M (RxS)
et V6 eM,, (R*xSx8),

©) U, x)=det(1+2i6€)'”2exp{-—- %(C(l+2iGC)'1x, x)},

oit det (1 +2i8 C) est le déterminant de Fredholm de 0 C au point —21.



Démonstration. — Soit R un processus linéaire quelconque de X dans
L% (Q), de la classe d’isonomie de v. On définit 1’application bilinéaire
continue :

XxX->L'(Q), u,v—Ru.Ruv

Cette application se factorise, compte tenu de la propriété universelle du
produit tensoriel symétrique, par l'application bilinéaire notée R © R
de X ® X dans L' (Q). Vu la propriété universelle de la topologie m, cette
application se prolonge a X é} X.

Le processus linéaire R < j sur M (R x §) est décomposé par la variable
aléatoire p, p étant I’application identique de C (R x S) puisque nous avons
pris @ = C(RxS).

D’autre part, notons w la probabilité cylindrique sur X © X associée

au processus linéaire R © R continu, défini sur X © X a valeurs dans L ()]
(en fait, w est la probabilité cylindrique de Wishart, canonique a un degré
de liberté et relative a X, ¢f. la note de J. L. Soler [11]). Compte tenu du
fait que la transformation non linéaire ¢ — ¢ ® @ est continue de C (Rx S)
dans C,,,, (R*xSx8), I'image de w par I'injection canonique i’ de X © X
dans C,,, (R*xSxS) est une vraie probabilitd. M,,, (R*xSxS) et
Covis (R?x S xS) sont en dualité. La transposée i de i’ est une injection

de M,,, (R*xSxS) dans X © X et le processus linéaire (R @ R) o= (i)
basé sur M, (R?xSx%S) est décomposé par la variable aléatoire p ® p.
On considére le schéma
xoxxX2Le,, R xSxS)x C(RxS)

L' Q)2 X O Xx XM, (R? xS x S)x M(RxS)

Le processus linéaire U basé sur M, (R* xS x 8)x M (R x S) qui appa-
rait sur le schéma ci-dessus est défini par

M., (R2xSx S)x M(RxS) - L! (Q)
0 x  =ROR)({)O)+(Rej)(x)
et dont la transformée de Fourier s’écrit :
U@, x)=&{exp{—i {ROR)(I)O)+R=j)(x)}}}.

Comme le processus R o est décomposé par la variable aléatoire p et
(R ©® R) = (i) par la variable aléatoire p ® p, on a

U0, x)=&{exp{—i{(6, p@p)+(x, p)}} }.



Notons que la transformée de Fourier U de U est continue. Pour calculer
explicitement ﬁ', on suppose que 6 € M (RxS) ® M (R x 8), puis on fait un
prolongement continu pour 6 € Mg, (R*xSxS).

Soit X; un sous-espace de dimension finie de M (RxS) et tel que
0 e X; O X;. La restriction / de j a X; est un isomorphisme

X s M(RxS)
[ b
X —X,
En transposant, on obtient un isomorphisme de X; dans C (R x S)/X;
olt X} est I'orthogonal de X; dans C (RxS) :

.

XAJ'

Ly

X,— C(Rx8)/X; ~X;

> C(Rx8S)

Soit { e, ... e, } une base orthonormée de X; de dimension g. Alors, on
peut construire une base orthornormée de X; © X, de la maniére suivante :

l €. ® e si k=],

gOe; =
(€ (\}(Ek®ej+ej®ek) si k<],
A2

La restriction des processus linéaires Rej et (R © R) ¢ (i) aux sous-
espaces de dimension finie X; et X; © X, est respectivement décomposée
par les variables aléatoires p; et p; ® p; ayant pour composante sur la base :
$8 s w8y ) 5 B s P

D’autre part, on a I’opérateur de covariance C; de X; dans X tel que

X, 5 C(Rx S)/XE = X,

| 1 Je

X X;

i i

On note C, la matrice associée a 1’opérateur C;. Ses composantes sont
{Cq}kj = (Cek! ej) = (g{(eic’ p)(ej# p)} o g{pfp{}‘
En décomposant 0 sur la base e, © ¢;, on obtient :

0=7 06 e =Zekkek®ek+\/§ ¥ Bjec © ey,
k,j Kk k<j



d’ol

0, p®p)= gﬁu(p’?)zﬂkz B, P; pi = (©p;, py).
<j

En notant © la matrice d’élément ©,; = 6.
Soit x; le vecteur de composante x;, ..., x{, sur la base ¢/; on a

U@, x) =f @) Y2 (det C,)" /2
R4

xexP{_i{(epf: pi)+(xi’pi)}_%(cq—l Pis pi)}dpi:

avec dp; =dp}x...xdpL

Notons que la matrice [2/ ©+C_ '] symétrique, non réelle, n’est pas
diagonalisable dans le cas général. Pour effectuer I'intégration sur RY,
nous utilisons les étapes de calcul suivantes :

C, est définie positive symétrique. Il en est de méme de C, L qui sécrit
par la décomposition de Chowlesky : C; ! = LL", avec L la matrice réelle
triangulaire (T en exposant signifie la transposition matricielle et -T la
transposition de I'inverse); d’oll

([2i©+C Y] pi, p)=([2iL™*OL™"+I] L p,, L7 p)),
q

I désigné la matrice unité. On fait le changement de base p; = L™y qui
donne

6(9, x) =f (2m)"%*(det C,)~/*(det L)~
R4a
xexp{-—i(x,-, L™t p)— %([2:‘L‘1-®L”T+I]y, y)}dy. -

La matrice L™! ©@ L™T est symétrique réelle. Il existe une matrice unitaire
¥ qui la diagonalise. On fait le nouveau changement de base y = ¥ ¢
et on obtient :

U@, x) = f (2m)"¥?(det C,)"V/* (det L)~?
R4

xexp{—i(p, t)~—%([1+2iA]t, r)}dt,



avec p=WTL7'x; et Ay =8,;%; ol A; sont Jes valeurs propres de
L' ©L™". On peut alors intégrer, s’assurer de la convergence et tous
calculs faits, on obtient :

fJ(B, X) =det(I+2i®Cq)"”2exp{—- %(CQ[I+2i®Cq]_’x‘-, x,-)}.
Par conséquent, pour tout 6e M (RxS) @ M (RxS) et xe M (RxS) :
I}(B, x) = det(1+2iBC)”’2exp{—%(C(1+2i9C)_1x, x)},

qui se prolonge par continuité a 6e M, (R*xSxS). D’autre part,
IAJ(S, x) est continue et le terme en exponentielle du membre de droite
de l'expression ci-dessus est continu. Par conséquent, det(1+2i6 C)
est continue et on peut lui donner un sens. Néanmoins, on peut linterpréter
comme le déterminant de Fredholm de 1'élément u = 6 - C au point —2 i
(¢f. A. Grothendieck [3]).

COROLLAIRE. — Pour tout | appartenant @ M (R x S) on définit I'opérateur
i de C,yp, (R*xSxS) dans R tel que

~

VoeC,,(R*xSx8): ofs, S')Hj o (s, s)du(s).
RxS

Alors la transformée de Fourier é de la loi Q du champ stochastique
Z,=Vi+a(s)V,+b(s) sécrit : Y pe M (RxS);

(10) | Q(w) = det (1+2ipC)~1/2

xexp{ui(p, b)—%(C(1+2iﬁC)*1ua, pa)}.

Le théoréme précédent donne la transformée de la loi conjointe de p®p
et p. Pour déterminer la loi de (Z,) qui fait intervenir p* et non pas p ® p,
nous devons faire intervenir I’opérateur de restriction 4 la diagonale que
nous noterons A. '

L’opérateur A est continu de Cjy,, (R* xS xS) dans C (RxS) et tel que
Cyym(R2X S X S)— C(R xS),
0 (s, sV 9(s, 5),

M, (R?X S X S) < M (R xS).



L’opérateur A’ transposé de A est tel que

YueM(RxS) et 9eCy,(R*xSxS),

(A'p, ) = (1, Ap) 2ngs¢(s’ s)du(s).
On pose A’ p = 1 qui est tel que

Con®2xSxS) DR, o, s‘)HLxsm(s, ) du ).
Soit A I'application linéaire continue de C,,,, (R?xSx8)xC (RxS)
dans C(RxS) défini par
Coym(R¥x SxS)x C(RXS)—>C(RxS)
?®o0, Y PAG®9)+ya

La variable aléatoire Q = A(p ® p, p)+b a pour transformée de
Fourier :

VREM®RxS), Q) =e ™A,

ol U est donnée par (9) et olt A’ est 'opérateur transposé de A, linéaire
continu de M (RxS) dans M, (R*xSxS)xM (RxS), ce qui donne :
YpeM(RxS), i

Q) = det(1+2iﬁC)‘”2exp{—i(u, b)—é(C(1+2iﬁC)_1ua, p.a)}

et ce qui achéve la démonstration du corollaire.

4. Retour au probléme mécanique et conclusions

Nous avons établi dans le deuxiéme paragraphe la transformée de
Fourier é de la loi Q du champ stochastique (Z,). Le processus stochastique
(D,), stationnaire, est complétement décrit par sa loi de probabilité W
sur C(R) invariante par translation temporelle et dont la transformée
de Fourier W est sur M (R). On peut exprimer facilement W en fonction
de (3 Néanmoins, ne voulant pas faire d’autres transformations tempo-
relles sur le processus (D,), nous nous intéresserons a la loi de la variable



aléatoire Dy pour un instant ¢+ = T donné quelconque puisque (D,) est
stationnaire. De méme, nous chercherons la loi conjointe des variables

aléatoires Dy et Dy qui permet de calculer le taux de passage par un niveau
donné. ' .

4.1. Lol CONJOINTE DES VARIABLES ALEATOIRES D; ET D

Soit P cette loi conjointe. Les formules (6) et (7) définissent une appli-
cation linéaire continue p de C (R x S) dans R? telle que

Z,—» [-)T i
Dy
La transformée de Fourier P de P est telle que
vy = (ﬁ:)ekz, P(3)=Q(B »),

ou P’ est 'opérateur transposé de B, linéaire continu de R* dans M (Rx S)

et (AQ donné par (10). Un calcul simple montre que B’y = y, p+y, | et par
conséquent ¥V ye R? :

(11) P(y) = det(1+2iMC)~ 1/ |
xexp{—i(M, b)—%(C(l+2iI¢1C)‘1Ma, Ma)}, e

avec

-~

M=y p+y,p et M=y pt+y,

On obtient la loi P par transformée de Fourier inverse de P ).

4.2, Lol DE LA VARIABLE ALEATOIRE D

La transformée de Fourier de la loi de la variable aléatoire Dy se déduit
facilement de la relation (11) en faisant y, = 0. On obtient alors :

f  Vy,eR,

5 I M1
(12) P(yy) =det(1+2iy, nC)

' 1 Ry
xexp{—lyl(u, b)—in(C(1+2ty1uC) ’ua,ua)}.

La loi P de Dy s’obtient alors par transformée de Fourier inverse.



4.3. TAUX DE PASSAGE PAR UN NIVEAU DONNE DU PROCESSUS (D)),

Le processus (D,), a ses trajectoires presque slirement continues sur R
et est stationnaire. Soit N (a, T;) le nombre de passages croissant par le
niveau ¢ pendant le temps T,. Alors, en supposant que

+m. . N
L yp(a, y)dy <+

avec p (y, ») la densité de la loi conjointe des variables aléatoires D et bT.
On a [7] :

T, + o0 _ : N
&{N(a, Tl)}=L dtL yp(a, y)dy,

soit
+ o0

a{Nw,Tl)}ﬂlj st 55

0

Plusieurs techniques numériques peuvent étre envisagées pour calculer
& {N (a, Ty) }. Nous en citerons deux :

— la premiére consiste & déterminer directement p (y, ) par transforma-
tion de Fourier inverse de p (y,, y,) donnée par la relation (11) et & intégrer
ensuite un y;

— la deuxiéme consiste a4 exprimer directement & { N(a, T;) } en
fonction de p (yy, ;). Cette méthode nécessite I’emploi des techniques
développées par P. Krée et P. Met [4] et qui font intervenir les transformées
de Laplace.

4.4, CONCLUSIONS

Les développements que nous avons faits donnent une expression analy-
tique de la transformée de Fourier de la loi de (D,) et de la loi conjointe de

(D,) et (D,). On peut ainsi calculer numériquement la loi & court terme de
la fluctuation d'une observation d’une structure élastique soumise aux
vents aléatoires, en considérant les termes non linéaires du champ de pression
et les effets dynamiques.

De la connaissance du taux de passage a court terme par un niveau donné
du processus (D,), on peut par exemple déterminer la loi de valeur extréme
a court terme des fluctuations d’une observation et en déduire ainsi la



valeur extréme la plus probable d’une observation sur une période_de:temps
donné pour une vitesse moyenne donnée du vent de référence, valeur:qui
est particuliérement intéressante pour le dimensionnement de la structure.

Néanmoins, il reste le probléme de la meilleure approximation numé-
rique des transformées de Fourier des lois pour pouvoir réaliser effectivement
les calculs numériques. Comme nous I’avons dit dans I’'ntroduction, cette
question sera traitée ultérieurement.

ANNEXE

Soit (V,) un processus gaussien indexé sur Rx S, ou S est un compact
de R? Soient s = (1, , z) et s’ = (¢+71, y+Y, z+Z) € RxS. La fonction
d’autocorrélation du processus gaussien centré (V) stationnaire en temps
modélisant Ja fluctuation de la vitesse longitudinale du vent s’écrit ([2], [9]) :

RV (S,: S) = é’(vs,, Vs)

+w
=f cos2nntxk, n(1+k,n?)~*?
0

xexp{-—kan\/Yz+Zz}dn

avec ky, k,, k3 > 0. La variance o7 de (V,) est donnée par
+c0
ol = ,[ k,n(1+k;n?)~*3dn,
1]

D’aprés [12] et [13], une condition suffisante pour qu’il existe une version
séparable de (V,) ayant ses trajectoires presque sirement continues sur
R xS est que

K

(13) g|vs,_v:|2<ILOgJ]Sr—S”|1+5 avec 6>0 et K < o,

LeEMME. — Introduisons sur Rx S la distance
||s'=s| = @n® e +k3 Y2+ K3 222,
Alors
Yn>0, [[s'=sll<n = &|Ve=V,[*<C||s'—s|?

oit C est une constante positive finie.



L’inégalité (*3) est donc vérifiée puisque

K
| Log||s'—s]|[***

C||s’—s[|""3<

et par conséquent (V,) a ses trajectoires presque siirement continues sur
RxS.

Démonstration du lemme. — Un calcul simple montre que dans le cas
présent

E(Vy—=V) =2[cs—Ry(s, 5)]
Posons
p=ky/Y*+Z2=2int avec i=\/__1
et notons Z (z) et # (z) respectivement la partie réelle et imaginaire du
nombre complexe z.
On a

+ o0
Ry (s, s)=@{J e_""kln(1+k2n2)_4’3dn}.
0

Une intégration par partie donne

Ry(s', s) =ov—ov 2{p1(p)},
avec
+w
I(p)=J- e P"F(n)dn et F(n)=(1+k, nz)_l"s,
(1]

d’ou
EV,—V): =2022{pI(p)}.
Nous allons chercher un équivalent de I(p) quand |p | — 0.
Remarquons que Z (p) = 0, £ (p) = 0 mais que p # 0.
Soit : N> 1. Pour n > N, F(n) = An"? +e(mn™>" avec € (n) — 0
et F(n) ~ An~%° quand n— oo et A = k; /%,

On écrit :

+ o
I(p) =J Ae ™n"*3dn
0

+ o

N
+'[ e " [F(m)—An~*Pldn+ J. e Pe(n)n" > dn.

0 N



.

Le module de chacune des deuyx derniéres intégrales est majoré par une
constante indépendante de p.

Pour la premiére intégrale on distingue le cas ou & p > 0 et celui pour
lequel #Z p = 0. On en déduit que

Vp>0 si [p|<p,  E(Ve=V):<C|p[”?,

d’olt le résultat énoncé dans le lemme.
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