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DYNAMIQUE STOCHASTIQUE DES STRUCTURES ELANCEES
SOUMISES AUX CHARGES DE VENTY

par
C. SOIZE

On étudie la dynamique stochastique des structures élastiques sché-
matisées par une poutre console soumise anx charges de vent. On se
limite, dans cette étude, aux déplacements dans le plan paralléle a la
direction moyenne du vent. On considére les structures qui ne sont
pas susceptibles d’instabilité aérodynamique ou de phénomeénes auto-
entretenus. La structure du vent au voisinage du sol est considérée
comme celle d'un écoulement d’air turbulent a structure de couche
limite. La turbulence est traitée statistiquement.

On a traité les problémes numériques liés aux calculs des fonctions
de répartition des valeurs extrémes des observations sur une longue
période donnée et on a explicité un certain nombre d’expressions, afin
de permettre une meilleure compréhension mécanique des phénomé-
nes. On a introduit un cadre fonctionnel qui permet, a partir des appro-
ximations numériques déterministes, d’expliciter clairement I'appro-

ximation stochastique et d’étudier la convergence.

I. — MODELISATION DU VENT
AU VOISINAGE DU SOL
ET HYPOTHESES UTILISEES

Soit T la période sur laquelle on moyenne la vitesse
du vent (T doit étre pris entre 10 minutes et 1 heure,
pour les raisons qui sont données dans [1]). On choisit
I’axe OX d’un repére orthonormé OXYZ suivant cette
direction moyenne. L’axe OZ est vertical. Si I'on né-
glige le changement de direction de la vitesse moyenne
entre le sol et la hauteur de gradient (il y a environ
10° entre 10 m et 200 m), la vitesse moyenne n’est
plus fonction que de la cote Z. Des mesures effectuées
au voisinage du sol [2] montrent que les écarts types
des composantes suivant OY et OZ des fluctuations
du champ de vitesse autour de la moyenne pendant T
sont petits devant 1’écart type de la composante
suivant OX. Dans notre modéle, on ne gardera que
la composante des fluctuations suivant OX. Le champ
de vitesse en un point M (X, Y, Z) de l'espace n’a
qu'une composante suivant OX et s’écrit :

V(M,8) =V (Z) +v (M0 (1)

V (Z) est le profil de la vitesse moyenne,
v (M, ) est le terme de fluctuation da a la turbulence
au point M.

Dans la suite, on considére que la face de la struc-
ture au vent est dans le plan YOZ, ou que les varia-
tions géométriques de cette face suivant 'axe OX
(qui est placé perpendiculairement) sont faibles par
rapport a 'échelle spatiale longitudinale de la tur-
bulence pour la composante v. Par conséquent, pour
la description de la turbulence, tout point M sera
supposé appartenir au plan YOZ.

I.1. — Profil de la vitesse moyenne

Nous utiliserons la loi empirique proposée par
Davenport [1], [3], qui s'éerit :

y@ (Z )

Vz, 7

v =z @

expression dans laquelle :
Vz, est la vitesse moyenne a la cote de référence
Z, (10 m en général) dans le site considéré,

E (Z) est la vitesse moyenne a la cote Z,

est un nombre réel positif sans dimension, qui
est fonction de la rugosité du site (x = 0,16
pour une région plane et dégagée, x = 0,28

et «



pour une région boisée ou suburbaine, x = 0,40
pour une région a forte densité de constructions
et d’obstacles de hauteurs différentes).

1.2, — Propriétés de la turbulence

Compte tenu des hypothéses que nous avons prises
sur le champ de vitesse, dans I'étude statistique de
la turbulence, il ne reste qu’une composante pour le
tenseur de corrélation et le tenseur de spectre.

Pendant le temps T et dans 'hypothése d'une tur-
bulence quasi-homogéne, on considére le processus
stochastique v (M, f) comme stationnaire, du second
ordre, centré et Gaussien (voir, par exemple, Vic-
KERY et DAVENPORT [4]).

e Pour l'écart quadratique moyen s, de la compo-
sante longitudinale v (M, t), nous utiliserons la relation
établie par DAVENPORT [5]

o2y = 6,0 KV, = constante (3)

avec K coefficient de trainée moyen du sol, fonction
de la rugosité. (K = 0,005 pour a = 0,16, K = 0,015
4 0,02 pour = = 0,27 2 0,31, K = 0,05 pour & = 0,40).

L’intensité de la turbulence a la cote Z s’écrit alors :

1i(Z) = l—“—(z) — 6K (%)1

e Pour la fonction spectrale Sy11 (M, n) de la compo-
sante longitudinale v au point M, définie pour la plage
de fréquence [0, 4 ], nous utiliserons I'expression

de Mikio Hixo [6]

nS.ui (M, n) X '

T = 0.4751 [ TEE X2)3/6 (4)

i . nf B YA Z \=
avec nla fréquence, X = —EZ:, £y = O_,027§1§X32r(z—r)

(6K)32Z, (Z \»

e La fonction de densité spectrale transversale
Sei1 (M, M', n) pour deux points situés dans le plan
YOZ et distants de r = [(Z—Z') + (y —y)?
est liée a la fonection d’autocorrélation transversale
par la relation :

J-50
S.,H(M,M’,n)—zf Ront (M, M, 7) e=%msdz (5)
—a0

Dans le cas général, cette fonction est complexe.
Sa partie réelle, notée Cy,, est la fonction de densité
spectrale coincidante et la partie imaginaire, notée
(— Quyy) est la fonction quadratique de densité spec-
trale. Le carré de son module est lié a la fonction de
cohérence v%, (M. M', n) par la relation :

|Se11 (M, M, n)]2 = v%1 (M, M, n) Seit (L’L n)
Sa1 (M, n)  (6)

Nous utiliserons comme expression du carré de

la fonction de cohérence :
cnr

VWITT) =¢ V(Z) (7

avec Z > 7' par convention et ¢ une constante fonction
de la rugosité.

Cette formulation est proche de celles proposées
par DavEnporT et Harrrs. Néanmoins, elle en est
différente et on trouvera sa justification dans [7].

e Le processus étant centré, la fonection de corré-
lation transversale s’écrit
‘ ’ R (M, M, <)
frll (P'L M H T) =~ Rt (M:. J_\'I, O) R.o U_“i'1 M', 0) (8)

Comme nous avons pris la variance %, indépendante
du point M:, on a o2y = Bin (M:, ‘_\L O) = Rin (M:',
M, 0) et le coefficient de corrélation transversale
g’éerit 3
R.un (M, M', O)

3
[+l

cort (M, M) = g1 (M, M', O) = (9)

Nous utiliserons Uexpression de WyaTT et Raz-
NAHAN 8] :
_Vt_-ff'z;(?;zl’z .
peit (M, M') =e [ Lo ) S L,Z) (10)
avec Z > Z' par convention, L,* et L.Z deux scalaires
intégraux d’échelle spatiale de la turbulence qui ont
pour expression :

7\ 0,25 ,
Loy = 42 (%) et L,2=|37Z

1.3. — Relation entre champ de vitesse et champ de
pression

La pression instantanée résultante P, (M, t) g’exer-
cant sur un élément dS, au point M de la surface au
vent, s'éerit, pour étudier les vibrations paralléles
4 la direction moyenne du vent :

P, (M, ) dS — 5 caCoV? (Z) dS
+ 2aCpV (Z) v (M, 1) dS

| (11)
avec ¢q la masse volumique de l'air, Cp le coefficient
de trainée. Une justification est donnée dans [7].
Elle est fondée sur les hypothéses suivantes :

— Le régime pulsatoire du sillage de la construction
est supposé indépendant des caractéristiques
dynamiques du vent incident.

__ Les termes d’excitation due a ces tourbillons sont
inclus dans le coefficient de trainée.

— Pour les constructions envisagées, on s’affranchit
du terme dii 4 ’accélération du fluide si le coeffi-
cient de masse inertielle C,, vérifie une certaine
expression qui lie principalement C . la dimension
du solide dans la direction du vent moyen, le
coefficient de trainée, la vitesse moyenne. Cette
relation est vérifiée dans les cas habituels d’aprés
Bearman [9].

o\ 2
— Enfin, on suppose (%) suffisamment petit pour

utiliser une théorie linéaire.



II. — STRUCTURE ELANCEE
SOUMISE AUX CHARGES DE VENT

La structure élancée est schématisée par une poutre
verticale de fibre moyenne OZ, a plan moyen XOZ,
de hauteur h, parfaitement encastrée a l'origine. Les
efforts extérieurs I (Z, t) sont les forces de vent pa-
ralléles a 'axe OX et appliqués dans le plan moyen.
On ne s’intéresse ici qu’aux vibrations linéaires de
flexion dans le plan XOZ. On pose Z = zh. La défor-
mation X (z,t) dela fibre moyenne a la cote ze I =]0.1]
est régie par I'équation aux dérivées partielles :

s (5) X (3 1) + ¢ (3) X (2 1) + (EL(2) X (5, 1))
=F (5,1) zel

associée aux conditions initiales : X (z, 0) = X (2, 0)
= 0 et aux conditions aux limites : X (0,1) = X' (0, 1)
=X"(1,t) = (EIX") (1,¢) = 0.

Avee : teJ = (0, T); ¢ (z), ¢ (2), EI (3), F (3, t) res-
pectivement la masse linéique, I'amortissement, la
raideur, la densité d’effort extérieur appliquée; g, ¢
et EI ayant des bornes supérieures et inférieures
strictement positives. On prend les notations usuelles
de dérivation, le« point» indique la dérivée par rapport
au temps et le « prime » la dérivée par rapport a z.

Compte tenu de la décomposition (11) du champ de
pression, F et X se décomposent en :

(12)

(13)

Le calcul de la réponse moyenne X (z) (sur la pé-

riode J) de cette poutre soumise a un effort moyen
statique F (z) est trés classique. La fluctuation u (z, 1)

est solution de :

c@ Ut +e@Eul) + (Bl u (1)

. =f(zt) zel;tel]
u iz 0) =up uw(z0) =u =0 (14)
w(0,0) = (0,0) = w” (L,t) = (ETw"Y (1,1) = 0

La relation qui lie v a f est linéaire. Le processus
stochastique f (z, t) est donc aussi centré, stationnaire,
du second ordre et Gaussien sur la période de temps J.
Le probléme est de construire la solution stochastique
u (3, t) qui vérifie (14). Pour cela, nous allons étudier
le modele déterministe et construire une approxi-
mation déterministe. Puis, nous construirons I'appro-
ximation stochastique sur le méme modéle que l'ap-
proximation déterministe. Il faudra, aprés, montrer
(ue cette approximation stochastique ainsi construite
converge bien vers la solution stochastique du pro-

bléme (14).

II.1. — Etude d’un modéle déterministe

On étudie la solution du probléme (14) en supposant
momentanément f(z,t) déterministe. Nous allons
introduire un cadre fonctionnel qui nous permettra

de résoudre rapidement les problémes de convergence
et d’unicité. Soit L2 (I) = H D'espace des classes des

fonctions u de carré sommable sur I et tel que : |u/p =
2

°1 172
( ‘ uﬂdz)) . Le produit scalaire associé sur H s’écrit :
o 0
ol
(u, v) = | wvdz
Jo
Soient u' et u'’ les dérivées premiéres et secondes
de u au sens des distributions sur I et H? (I) I'espace
fonctionnel (SoBoLEV d’ordre 2) sur I défini par :

H2(I) ={u, v, u'eH}
et muni de la norme :
. e 1 ‘ 241)2
Hullgep = (ol + w2 + wG)Y

On définit le sous-espace V de H? tel que :

V ={veH*(I); v (0) =1 (0) =0}

On identifie H et son dual. On note V' le dual de V
et 'on montre que l'on a les inclusions V=« He V'
avec V séparable, réflexif, dense dans H et injection
continue de V dans H. Compte tenu de ces inclusions,
si feV' et ve V', on note encore (f; v) le produit scalaire,

On pose :
el 12
e 2
"u"V_(Juu dz)

On montre alors que, sur V, les normes | u||gay
et |lu|ly sont équivalentes. Enfin, si X est un espace
de HiiBerT, on désignera par L2 (0, T: X) I'espace
des classes de fonctions f mesurables de (0, T) & va-

leurs dans X et tel que l'on ait :

U}m&@m<w

a) EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DETER-
MINISTE

Soit A l'opérateur linéaire continu de V dans V/,
associé a la forme bilinéaire :

"1
a(u,v) = (Au, v) = Ju EI (z) u'v"dz

La forme bilinéaire ainsi définie est symétrique,
1

continue et coercive sur V car a (1, u) > Ag | u'%d:
> Ax |[ulf}- )
Ak est tel que : 0 < Ax < EI (3) pour ze [0,1].
Compte tenu de ces derniéres propriétés et mo-
yennant les hypothéses supplémentaires suivantes :
EI (z) indéfiniment différentiable sur T et A elliptique

dans I, Dinterprétation du probléme stationnaire
associé a (14)

YveV; a(u,v) =(f,v) pour f donné dans V'



permet d’écrire le probléme d’évolution (14) sous la
forme équivalente

o (2) u(zt) + c(2) u(zt) + Au (s, 1) ‘
=f(mt)zel; te] |
avec les données de CavcmY :

u (2, 0) = uo (2); u (s 0) = uy (3)

(15)

Au probléme (15) on ajoute les hypothéses sur les
données :
fel?(0,T; H); u,eV et y;eH (16)
Le probléme (15) (16) est voisin de celui traité dans
[10], pour lequel ¢ et ¢ sont constantes. Al'aide d'une
démonstration similaire, on montre l'existence et
Punicité de la solution u telle que :

uel?(0, T; V) | (17)
uel? (0, T; H) |

Nous ne donnerons pas la démonstration, mais
notus rappellerons les grandes lignes, car nous nous
servirons des résultats pour construire l’approxima-
tion numérique.

e Dans une premiére partie, on fait des calculs
formels sur la forme variationnelle du probléme :

YveV; (p;, v) -+ (C!:l, v) +a(u,v) = (fiv) (18)

pour obtenir des estimations a priori de |u |12,I et ||u] {;.

e Dans une deuxitme partie, a1’aide des estimations
a priori, on montre l'existence d’une solution par la
méthode de GALERKIN.

— dans un premier temps, on montre Iexistence
d’une solution approchée de la maniére suivante :
V est séparable, réflexif. Il existe une base {W;}
dans V, telle que le sous espace V,, de V engendré
par {W,, W,,... Wy} soit dense dans V. On dit que
Um (2, t) est solution approchée du probléme (15)
(16) si, pour tout i€ {1, m}, on a :

(PUms Wi) + (ctim, W) + a (um, Wi) = (f, Wi) (19)

On cherche une solution de la forme

= ) gm(t) Ws(z) et nous posons :
j=1

gim (0) = Eims &im (0) = nim pour ie{l, m)

alors :

m
lim z Eim Wi = u, dans V
m—>00 ;]

m
et lim Z Nim Wi — u, dans H.

En substituant 'expression de la solution approchée
up dans (19), on obtient un systéme d’équations diffé-
rentielles linéaires & coefficients constants que l'on

représente matriciellement dans la base canonique

de R™ :
gMg-{-C -I—Kg:]:"{; \

avec :

S DI(] — Mji = (PWI’ WJ') J (20)
Cij = Cj'i = (Cwis Wi)
K‘ij — Kﬁ = (EI g: W}{)

\ F:‘ = (f, W'i) |

Ce systéme admet une solution unique et sa réso-
lution permet de construire une solution approchée
de (15) (16).

— Dans un deuxiéme temps, on montre, a 'aide des
estimations a priori, que cette solution approchée
converge vers la solution du probléme (15) (16)
quand m — 0.

e Dans une troisiéme partie on montre l'unicité.

b) CONSTRUCTION PRATIQUE DE LA SOLUTION APPRO-
CHEE

Pour obtenir une solution approchée un,, il suffit
de résoudre le systéme (20) d’ordre m, en prenant pour
les W; des fonctions qui répondent aux conditions.
Pour cela, on prend les fonctions propres de I'opérateur
d*® o s . s 5
goi associé aux conditions aux limites homogénes :

DO0)=2"(0)=0" (1) =0 (1) =0

(en toute rigueur, il n’est pas nécessaire d’inclure les
conditions ®" (1) = @' (1) = 0, car il suffit que les
fonctions ®€V. Le choix est fait pour augmenter la
rapidité de convergence).

Ce probléme est classique et conduit aux fonctions :

sin k; — shk;
cos k; + chki)
(sin kiz — shkiz)

Wi (z) = cos kiz — chkiz + (
(21)

avec : k; solution de : 1 + cos kchk = 0.

Ces fonctions forment une base compléte et sont
orthogonales au sens de H : (W;, W;) = 3;;. Elles
répondent aux conditions générales :

— les W; appartiennent 3 V, car W; dans H? )
et W;(0) =W’ (0) =0,

— les W, sont indépendants et denses dans V,

— les W; forment une base de V.

(22)

Remarquons que nous aurions pu prendre n’importe
quelles fonctions vérifiant (22), par exemple W; = z/+1,
mais, a part W,, les autres fonctions sont éloignées
des modes propres de déformation du systéme réel.
Dans les applications ¢ (z) et EI (z) varient suffisam-
ment peu pour que les modes propres soient voisins
du systéme a paramétre mécanique constant. En
prenant pour W; I'expression (22), on obtient alors
une convergence rapide.

La résolution de (20) est classique et nous opérons
de la maniére suivante : M et K sont deux matrices
symétriques, définies, positives. Il existe un change-



ment de base g = ®y qui diagonalise simultanément
M et K. Dans le cadre des applications, on ne connait
pas, en général, 'amortissement C. Par contre, on
connait mieux le taux d’amortissement critique pour
chaque mode propre de vibrations. Par conséquent,
nous considérons l'équation

Mg +Kg=F

et nous introduisons dans les équations découplées,
pour chaque mode, un amortissement C; égal a une
fraction de 'amortissement critique du mode i. On
pose

gi () = X, ©Wy(z)
j=1
qui est le 7€ mode normal.
La solution approchée d’ordre m du probléme (15)
(16) s’écrit

(23

i (t) gi (z) avec =; solution de :

M + eni + wine = (f, qi) (24)
i (0) = nois ni(0) =0
¢) SCHEMA DE LA SOLUTION DETERMINISTE
OD pose
B=12(0,T;H); G={uel?(0,T;V); ueB}

Soit Z = L2 (0, T; R*) l'espace des observations
(contraintes, sollicitations, déplacements, etc...). Le
vecteur observation aeZ est lié a ue G par un opérateur
linéaire continu 3ef (G; Z).

Dot le schéma :

LN
fou=8()>a=5)

Nous avons vu que l'approximation numérique
consiste 4 construire la suite d’opérateurs ™ linéaires,
continus, de rang fini, qui converge simplement vers §.

D’oi1 le schéma :

BS Gn3z (26)
f — um = gn (f) — gm — S(U.m)

(25)

II.2. — Solution stochastique

Soit (Q, J, P) l'espace probabilisé dans lequel Q
représente le hasard, 5 la tribu des événements et
P une probabilité sur (0, 7). On définit un processus
linéaire Y du second ordre, basé sur un espace vecto-
riel topologique B’, et relatif 3 O, comme une appli-
cation linéaire de B’, dans I'espace des variables aléa-
toires du second ordre sur Q.

Dans la suite, on se limite au cas des processus
décomposés par une variable aléatoire ¢, c’est-a-dire
que I'on a :

L2 (Q)

Q5B

T

LB
YE = Zog

Du point de vue probabiliste, ceci revient a rempla-
cer B par et a travailler sur B muni de la mesure
de probabilité = ¢ (P).

a) LEs DONNEES DU PROBLEME STOCHASTIQUE

La relation qui lie v a f s’écrit :

bz)
izt = fo eaCpn(z) V(z) v (Y, 2, 1) dY  (27)

avec

b (z) la largeur de la face au vent a la cote z,
¢as_Cp, V, v les grandeurs définis en 1.

Cette relation est linéaire. Compte tenu des hypo-
théses sur v, on en déduit que f; est un processus sto-
chasthue continu, du second ordre, stationnaire,
centré et Gaussien. Comme le processus v, est entiére-
ment décrit par les expressions (2) a (10), on peut aisé-
ment construire les fonctions équivalentes pour f
Comme nous nous intéressons 4 la solution stationnaire,
les conditions initiales n’interviennent pas.

Pour montrer 'existence, I'unicité et la convergence
de Tapproximation stochastique, on représente f
par un processus linéaire Y basé sur B'. A T'aide de
la théorie des processus linéaires et du théoréme de
Fubini, on montre que les trajectoires sont presque
strement dans L2 Par conséquent, 'application
e : w— (t — fi) appartient a L?* (2, B). Cette app]i-
cation décompose le processus linéaire Y qui est repré-
senté sur B par la mesure de probabilité ¢ image de
P par . Concrétement, on remplace Q par B et on
tire au hasard dans B les trajectoires suivant la loi p
Ceci explique aussi pourquoi les trajectoires sont des
éléments de L2 (I; H). Y est de type 2, de moyenne
nulle, ses opérateurs de covariance Ay et de corréla-
tion sont confondues.

b) EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION STOCHAS-
TIQUE

La solution est représentée par v de type 2 sur Z. On
a le schéma :
B&G 2
= .k s
2 o g f ’
12 (Q) «B « G « Z
L’application 80f est un isomorphisme de Z sur B’

On en déduit immédiatement D'existence et l'unicité
de la solution stochastique et 'on a :

v = (30B) ()
A, = (30B) Ap (308)

(28)

¢) CONSTRUCTION DE L’APPROXIMATION STOCHASTIQUE

La construction de 1'approximation de la solution
stochastique consiste & prendre le méme modeéle que
celui de 'approximation déterministe. On a alors :

vm = (8of™) (u) (29)
Aym = (80B™) Ap (80p™)



Mais il faut alors montrer que cette solution appro-
chée converge bien vers la solution stochastique (28).

d) CONVERGENCE DE L’'APPROXIMATION STOCHASTIQUE
(29) VERS LA SOLUTION EXACTE (28)

La théorie que nous avons utilisée permet de conclu-
re immédiatement. Il suflit d’appliquer le lemme de
convergence de P. KreE [11] qui assure la convergence
de 'approximation stochastique (29) vers la solution
stochastique (28).

¢) CONSTRUCTION EFFECTIVE DE L APPROXIMATION
STOCHASTIQUE

On est ramené au cas classique des processus vecto-
riels de dimension finie. Le processus vectoriel d’en-
trées J ™ a pour i"* composante J " = (f, ¢q;). Le
schéma (26) peut étre décomposé de la maniére sui-

vante :
f=Fm=mm(f)
Fm - qm = Je (ji‘m)

JC est tel que, pour chaque composante: n; = hg*J'
h; étant la réponse impulsionnelle du jeme ﬁItre
linéaire (24)

7]'"’ — am = A (v..]m) 1 (qu.qm)

L’opérateur 3 permet de calculer des grandeurs
mécaniques et cinématiques (accélération). La
représentation matricielle de A peut s’écrire :
I |
oy B8 o %
=l
Py ()
!; diFN |

avec @, et @, deux opérateurs linéaires dans le but.
Dot :
3 ) i@,m — A @) Je @) T:qm

Les opérateurs J€ et A sont déterministes, réels,
linéaires, continus. Les processus vectoriels n,7 et a,m
sont continus, réels, stationnaires, du second ordre
et gaussiens. On a alors la relation classique qui lie
les mesures spectrales de F;m et @™ :

s (n) = AHy (n) HAT
a T

- ' 5 q)l
avec : A = @R oy

H est la matrice diagonale dont les éléments dia-
gonaux H; sont les transformées de Fourier des
réponses impulsionnelles h; (ce sont les fonctions de
transfert) et qui ont pour expression :

H; (") == n\2
ot [t () o2 ()]
avec 2 t & fraction d
v TN =g ar. Ot ¢ = ——7———— = Iraction
TRV M T YT e, i

I'amortissement critique.

densités.
spectrale

Les mesures spectrales admettent des
La relation entre les matrices de densité
s'éerit

— = sz T
Su(n) = A (n) H(n) Sx(n) H (n) A (n)

Nous utiliserons les expressions de S5 (n) et S, (n)
définies pour les fréquences (0, - o). La variance
de la i#m¢ observation a; est donnée par :

(30)

o, e [Tmsm-,- (n) dn (31)
n

o

La partie réelle de I'élément ij de la matrice S5
g'éerit [7] :

Ré (Sgi; (n)) =
b(z)

LG

+ ¥yt

d)‘d)"dsd;’

M(zmn)y(E,n) e % l (—

avec: :}_( )_\h z* si 2>z et in(:’) sl 2<%
Mz 1) = ¢aC(z) Vaz'qiz) | Sen(z, m)
Pour le cas particulier ot b (z) = b (:') = b. on

peut transformer cette intégrale quadruple en inté-
grale triple.

11 est intéressant de faire apparaitre la contribution
des différents medes de vibration ainsi que les corré-
lations entre modes. L’élément ij de la matrice S,

s’écrit, d’aprés (30)
P P
* i wE h
SGU = X Ccu_, R Z ij (32)
a=1 Bom=1
<=8
avec P le nombre de modes considérés, C.; la contri-

aij
bution du mode « et C; la contribution des corré-
lations entre les modes =, 8 et 3, .

Pour le caleul des variances de 1'observation a;,
on a :

= A& |1 28}11 avec S, réel (33)
i 2~&(IA Ré (H,H,S ;)

1l reste a appliquer (31) pour calculer les variances
et faire apparaitre les différentes contributions. Le
graphe de Sy (n) a allure suivante :

N Sa_::(wJ
g
I
I 1
I i
| ]
H 1 = >
o1 m m, % My mn



L’intégration en fréquence est délicate. Il est né-
cessaire de faire apparaitre les domaines [0, n,,],
[1o1, 1q], [195 1y5]s [0, 5], ete... aprés avoir déterminé
les valeurs nyy, ny, ny,. ny, et d’appliquer sur chaque
segment la méthode de Gauss. Cette méthode est
précise, mais elle est assez longue. Une approximation
consiste a dire que. pour les basses fréquences
ne [0, n,], la réponse est quasistatique. On écrit
alors, pour l'observation a;

(34)

2 a 2
Tai = OQai + 6Dai
2 . . . .
dans laquelle s5,; est la contribution quasistatique
1 Qa - 1 q
pour les basses fréquences et op,; la contribution dyna-

mique pour les modes de vibrations. Dans cette mé-
thode, il v a une part d'imprécision car 'on ne connait
pas exactement la part contributive de GZQ,,,-. Ainsi,
plus la fréquence fondamentale de la structure est
basse, plus on obtient une surestimation de o.; Le

L’approximation consiste alors A écrire :
.

P ~
hai = 3 (R (1))* Sz (na) || [Hx (1) Pl .

a=1 J O

P
+ Y 2Aix(na) Ag(na)

ap=d "+ =
e | Re (Hy(n) Ha(n) Srap(na)) dn
Pour les systémes faiblement amortis, £ < 0,1, on
confond les fréquences propres du systéme non amorti
et les fréquences du systéme amorti.
D’autre part, on néglige le produit des parties ima-
ginaires et, compte tenu des relations :

[ . g 1
J 0 Hy () * dn = 4%, wh,

o i —= 27ng )
Ré b Lo H; (n) Hg n) dn Wt Fab

avec ny < ng par convention

) () =

et :

+
A
w

—————

Kl =
I n ! N L g 2 | g3 nx\® - g |
[(n—ﬂ) T 4:.«:.5(;5) —2(1 —2(8%+ &%) (f) + 43x3p (n—:) T 1]

calcul de op,; ne fait intervenir que les corrélations
spatiales. L'opérateur @ est défini par :

g = [1(1 — 0)
¥ i _ 714 2 R ;
Fhu=s(n) =] | ‘gra 0 —0F 0.0 dyas

(35)
La matrice des variances et covariances des obser-

vations s’écrit :

R, (0) = 3R, (0) 3T (36)

La fonction d’autocorrélation au point 0 de u R,(0)
s'explicite facilement en fonction de Ry (z, z/, 0) et
I'on a :

Re(z2,0) =

b(z) b{:’) T 2 = /

[ ﬂ £2Co(z) Cn(z') V(z) V(z)) o2 pori(y, Y, ') dy'dy
i (37)

avec go11 (¥, 2. v',2) donné par l'expression (10).
On calcule alors simplement les variances quasista-
tiques données par :

aai = Raii (0)

J O

(38)

Nous n’expliciterons pas ici ce calcul simple.

Le calcul de la contribution dynamique Gha; COnsiste
a écrire que le spectre d’entrée du systéme est constant
sur la bande passante du filtre. Les relations (31),
(32) et (33) donnent :

Bl e

Uii:ZJ

a=1

P

: |

+ X
o B=1
a<f3

(Aix (n))? [Hy (n) 2 Sgrax (n) dn +...

0

4o

2A0x(n) Ajg(n) Ré (Ha(n) Hy(n) Sgap(n))dn

w

d’oit
P P
ohai = 2. Cai + Gt (39)
=l xfi=1
a<<f
avec :
e g - i
a = gz, (Aix ()2 Sgax (na) /
- (40)
=5 4 TNy - S " \
Col' = ez, %2 Atz (na) Asg () RE (Sgap (n2))

Liapplication des formules (34), (36), (37). (38),
(39), (40) donne une méthode rapide de calcul des
variances sans avoir a effectuer des intégrations numé-
riques en fréquence.

III. — CALCUL NUMERIQUE
DES FONCTIONS DE REPARTITION

On cherche a4 exprimer la fonction de répartition
des valeurs extrémes positives d'une observation a;
que l'on notera () sur une longue période de temps 6
(que Ton prend égale a 50 ans, en général, pour les
problémes de sécurité).

La décomposition de la vitesse du vent V =V 4+ v

entraine, sur les observations, la décomposition
Q =1Q 4 ¢. Sur T et pour V fixé, dans un site donné,
la fonction aléatoire ¢ est entiérement décrite et nous
savons calculer les paramétres de la loi de probabilité
conditionnelle du maximum de ¢ (que 'on note gmax)
a I'aide des résultats établis dans II. L’expression



de la probabilité des dépassements d’un haut niveau
positif Q* de Q sur la période 6 s’écrit [7] [13] :
P[Q>Q*] =
+o0
[, P lgone> (@ —koV2ur| V2] f(Var) dVa
(41)
avee :
ko > 0.

® f(Vz) la densité de la loi de valeurs extrémes du

vent moyen de référence sur 6. On prend une loi
de valeur extréme type I qui s’écrit, pour les grandes
valeurs de y positives :

P[Vze <y] =Exp (—Exp (—ea (y — 1))

e ko tel que Q = koViz,

Les paramétres a et U doivent étre ajustés par des
méthodes statistiques.

e Compte tenu des hypothéses suivantes :
— le processus gq; est gaussien, stationnaire, centré
sur T,

— la suite des instants d’atteinte d’un haut niveau
g tend a devenir Poissonnienne.

La loi conditionnelle des valeurs extrémes positives
s'écrit [12] :

P [gmax > (Q* — kq¥V?2)) V]

*—koV3z,)?7 |
=1—Exp.§-—vqTExp. [—u ;

262,
(43)
avec o%¢ la variance qui est fonction de Vz,
1 [+
et g J n®S, (n) dn (44)
6g 0

L’intégration de (41) en Vz, nécessite, pour chaque
Vz, et Q* fixés, de faire un calcul complet de dyna-

mique stochastique. ce qui entraine des calculs lourds
et volumineux.

DavenroRT [13] donne une expression approchée
de l'intégrale (41); malheureusement, son expression
ne semble pas utilisable numériquement. Nous utili-
serons une autre méthode développée dans [7] et
dont nous allons rappeler les principaux résultats.

La fonction de répartition de gmax est étroiteT et
caractérisée par un module W qui est I’abscisse du
point d’inflexion. On approche alors la double expo-
nentielle de la loi conditionnelle (43) de gmax par Iex-
pression :

Exp [— Exp (b (Vz: — W))]

L’ajustement se fait autour du point W. L’appro-
ximation doit &tre valable quel que soit Vz et pour

Q* fixé. Si l'on fait Vz, = W, on en déduit que W
doit étre solution, pour Q* donné, de I’équation :

koW + o (W) J2Log vg (W) T —Q* =0 (45)

Le paramétre b (Q*) associé est donné par la re-
lation :

: s
"‘Q"’=:ﬁ;[vq (V) Te L@ ] [ Vo = w

On montre alors que le calcul de (41) se raméne
au calcul de I'intégrale suivante, effectué par la mé-
thode de Gauss-LAGUERRE :

gv) = ‘
1— Exp[— Exp | b(Q")(U—W (0*) — Log ){]\
(46)

On montre [7] que 'on a une bonne approximation

de :

PlQ=Q* ]:f:we*”g(v)dv )

kow?® + o4 (w) V? Log vg (w) T

par un polynome a w4+ a,w? + azw?

et de vg (w) par b, + byw + baw® avec ay, ay, ag, by,
b,, b, des constantes indépendantes du niveau Q¥.
11 suffit donc de faire seulement trois calculs complets
de dynamiques stochastiques, par les méthodes ex-
posées en 11, pour déterminer les 6 constantes ay, a,,
ag, by, by, b, Ensuite, des calculs élémentaires per-
mettent de calculer (46) pour chaque niveau Q* choisi,

IV. — APPLICATION NUMERIQUE

On considére une cheminée de 110 métres de haut,
de 17 métres de largeur & la base et de 7 métres au
sommet. Elle est placée dans un site rugueux « = 0,35.
L’ajustement statistique des vitesses moyennes ho-
raires de référence sur une loi de valeur extréme type
I pour une période 6 de 25 ans conduit aux valeurs
suivantes : a = 0,666 et U = 15 m /s. On étudie uni-
quement les vibrations de flexion dans un plan pa-
ralléle a la direction moyenne du vent. La largeur,
la masse linéique, la raideur et le coefficient de trainée
varient linéairement de la base au sommet. Pour
I’analyse stochastique, on considére seulement la
contribution des deux premiers modes de vibration.

1

10 1,3 10°

110

9 1012

-7 70 80 - [ ET
(T/m) (Wxam?)




L’amortissement qui a été pris représente 3 9, de
I’amortissement critique pour chaque mode de vi-
bration. L’écart type de la fluctuation de la vitesse
du vent de référence a la cote Z, = 10 métres vaut
7,10 m /s pour la vitesse moyenne de référence Vz, —
15,8 m/s dans le site considéré (x = 0,35). Le
coefficient C qui apparait dans la fonction de cohé-
rence est pris égal a 6. L'analyse demandée est du
type quasistatique avec deux modes de vibrations
(dans cette analyse, la contribution quasistatique et les
contributions dvnamigues sont calculées séparément).

La fréquence fondamentale de flexion est 0,28 Hertz
et la premiére harmonique 1,31 Hertz.

Nous commentons les résultats pour le moment
fléchissant i la base. Le programme de caleul donne :
Pour Vz; = 15,8 m/s (moyenne sur une heure)

op = 7,1 m/s.

Réponses moyennes : M =2407
Ecart type quasistatique com = 890
Ecarts types contribution dynamique
oph =1274 T X m.

o)

o= 88 T x m.

T x m.
T % m.

— Mode numéro 1
— Mode numéro 2

— Corrélation entre les modes 1 et 2 :
ohnsy = (—) 9,3 T X m.

Remarque : Le signe (—) indique une contribution
négative de la variance.
Gust Factor : gy = 3,838,
Valeur extréme de la période T = 3 600 s.

M, =8386 T xm

Remarque : Le calcul de la valeur extréme est fait
a partir de Texpression

T | N 2 1 1)2 7 1 22
Me =M + gu X [GQ}I e 553;1 -+ G(m-l — abar ] J

Si I'on n’avait pas tenu compte de la contribution
dynamique, on aurait eu

Moy = M-\ guoqu = 2407 +3,8x890 =5789 T xm

En supposant que le « gust factor » soit inchargé,
le coefficient d’amplification dynamique est, dans ce
cas :

M, 8 386 1.459
At =m e = B
M S0

Enfin, nous donnons ci-dessous la fonction de répar-

tition pour le moment fléchissant a la base :

lP[M 2M

95 Pluz1,6 u,] = 0,27 107°
el 1,6 1] = 0,25 207%
0,1 |
7 1,94, 1,4M,1,60, 1,80, U

CONCLUSION

Le programme de calcul qui a été établi a partir
des développements précédents permet d’apprécier
la contribution des différents modes de vibrations
par rapport a la contribution quasistatique. De plus,
la connaissance de la loi de probabilité de dépasse-
ment des hauts niveaux de réponse sur une longue
période de temps permet d’envisager la combinaison
de l'action vent avec d’autres actions. On remarque
que, dans 'exemple traité et pour le moment fléchis-
sant a la base, la contribution des modes supérieurs
est négligeable et le coefficient d’amplification dyna-
mique est important.
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