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Nous avons effectué une analyse théorique de stabilité linéaire pour le pro-
bleme du jet granulaire tombant, c’est-a-dire un jet de poudres en chute dans
Pair (par exemple apres la sortie d’un trou au fond d’un réservoir), pour lequel
on observe expérimentalement un élargissement de la section radiale moyenne
et des instabilités qui s’amplifient (figure 1) [1]. Malgré I'importance de ce su-
jet pour ses applications industrielles (risques pour la santé en cas de respira-
tion quotidienne, dangers d’explosion et pertes financieres liés a 1’émission de
poussiéres), la littérature correspondante est assez rare (figure 2) [2] et les si-
mulations numériques n’arrivent pas a bien reproduire la réalité (figure 3) [3],
donc il faut se rapporter plutot aux cas beaucoup plus étudiés des lits fluidisés
[4] ou des jets fluides tombants [5].

Nous avons utilisé le modele & deux fluides [6], dans lequel les phases dis-
persée (dénotée avec un indice p : particules solides monodisperses) et continue
(indice g : fluide, notamment air) sont décrites de fagon eulérienne. Puisque
les deux phases ont masses volumiques constantes (pp > pg), on peut expri-
mer leurs évolutions spatio—temporelles au moyen de leurs fractions volumiques
ap(x,t) et ap(x,t) (qui satisfont ap + ap = 1, avec une valeur d’intérét phy-
sique 10% < ap < 50%) et de leurs champs de vitesse up(x,t) et up(x,t); a
ces quantités il faut aussi rajouter le champ de pression p(x,t). Les équations
de continuité et de Navier—Stokes pour chaque phase sont :

O (OCFPF) + 0 - (anFuF) =0
Ot (appp) + 0 - (apppup) =0

a

QfFpF (8tup +ur - Bup) = 7O¢F8p + oapprg — PT'OP (U,F — ’u,p) (1)
o

appp (Otup + up - Oup) = —apdp + apppg + 1:—,013 (up —up) .

Le dernier terme des deux derniéres équations décrit la trainée visqueuse entre
les deux phases et apparait conséquemment avec le signe inversé dans les deux



FIGURE 1 — Résultat expérimental de [1].

FIGURE 2 — Résultat expérimental de [2].
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FIGURE 3 — Résultat numérique de [3].



équations. Il est essentiel de noter que nous avons modelisé la trainée de facon
linéaire dans la vitesse rélative (up — up), mais non-linéaire dans les fractions
volumiques. En effet, nous avons

1 18
o % avecn = 1,7et Rep < 1, (2)
T ap deP

ce qui vient des relations bien connues

1 SpFCD — 24 Oépdp
= aF1’7|'u,F—uP| s CD:Riep , Rep= . |uF—uP|

T 4ppdp

en fonction de la viscosité cinématique vp et du diameétre des particules dp.
L’hypothese simplificatrice de force de trainée linéaire en vitesse relative consiste
a négliger les termes correctifs (d’ordre plus élévé en Rep, le nombre de Reynolds
particulaire, qui est assumé petit) dans expression du coefficient de trainée Cp.

L’objectif de ce travail étant d’analyser la stabilité de perturbations initia-
lement faibles par rapport a un état de référence bien connu, pour ce dernier
(dont les quantités sont dénotées avec une barre) nous avons assumé une si-
tuation complémentaire & celle d’un lit fluidisé [4]. Notamment, dans cet état
de référence, le fluide (et non pas les particules) est au repos, tandis que les
particules (et non pas le fluide) sont en mouvement vertical vers le bas (et non
pas vers le haut). Si on dénote avec un prime les fluctuations et avec e, = g/g
le vecteur unitaire vers le bas, on peut donc écrire

/ — / —
urp =0+ up, up = upeyz+up (up >0),
couplé avec
— ! — /
app=app+opp, p=p+p,

et avec les relations ap + ap = 1, o + o/ = 0. A noter que cette écriture
comporte aussi un développement du taux de relaxation (2),

Oé/
- 1)=L£ .
(n+1)2F

~

S
S

Les équations pour 1'état de référence (&p p, up,p) sont donc similaires & (1)
mais montrent des simplifications :

Oarp =0
89(0_zpﬂp) =0 ~
a
0=—-ardp+ arpprg + PpP’[Lpeg
«@
appp (Oyup + upOyup) eg = —apdp + apppg — prP Upeg

(0y indique la dérivation spatiale verticale, notamment le long de e,). Le systeme
peut étre partiellement résolu et implique que la pression satisfasse une balance

quasi-hydrostatique,
_ apppup
op = (ng + . ) €g,
apT



que les fractions volumiques soient indépendantes du temps, et que cette in-
dépendance temporelle subsiste aussi pour le champ de vitesse si 1’émission
du jet (dont les quantités correspondantes sont dénotées avec un indice |g) est
stationnaire, car on a aptp = (apip)|o. Dans ce cas-1a, on obtient

Dyiip — <1 _ PF) 9 18pprp (1 B (@Pﬁp)o>_n_2 . (3)

pp) ap  ppdp up

Nous passons maintenant a ’analyse des perturbations. Avec le but de trou-

ver une premiere solution simple, nous imposons deux hypothéses simplifica-
trices.
(i) Pour l'état de référence (3), qui est déja indépendant du temps, nous né-
gligeons aussi toute dépendance spatiale, c’est-a-dire que toutes les dérivées
spatiales de up et de ap p sont assumées petites (les variations spatiales de ces
quantités doivent donc avoir lieu sur des échelles beaucoup plus grandes que
celles qui interviennent dans le probléme). Dans ce cas-1a, on peut écrire les
fluctuations comme

(O/F,Pa ulF,Pap/)(mv t) = (a},Pa ’U'*F,Pvp*)ei(k.miwt) . (4)

Pour k et w réels, cela représente une onde d’amplitude fixée qui se propage avec
la vitesse w/k dans la direction de k. Dans un premier temps, nous allons étudier
le cas de k réel mais w complexe, donc la partie imaginaire de ce dernier (si
positive) représente le taux de croissance de la perturbation. Ensuite, on tiendra
compte aussi des possibles amplifications spatiales en prenant k complexe.

(ii) Selon [4], la direction la plus instable est la verticale, donc nous assumons :

* _ * _
Up p = Up p€y , k=ke,.

En combinaison avec I'hypothese précédente, cela implique que ik + 0 = deg,
avec 6 = ik 4 04 ~ ik.

En remplacant (4) dans (1) et en négligeant les termes non-linéaires (qui
couplent deux fluctuations), on obtient :

0=iwxap+ (0ar) X uh+0xup+0xp*

0= (—iw+dup) X ap + 0 x uf + (dap) x up + 0 x p*

0= 'OP_UP {1 + (n+2)(iépil X ap + (iwppdp — pP_aP) X U
T _ aR T
F2E2P up —ikap x p* (5)

apl a
0= [(pp—pF)g+(n+1)pPPP} x ap — PE2E s,
apT T

1
+ppap (—iw + = +5l_tp> X up + ikap x p* .
T

Le systeme (5) est linéaire en les inconnues (ap,u} p,p*) et homogene. Cela
signifie qu’une solution non-triviale peut exister seulement si le déterminant de



la matrice 4 x 4 des coefficients est nul. En imposant ce déterminant égal & zero,
au dela d’une solution k& = 0 sans intérét (absence de structure spatiale des
fluctuations), on obtient une équation du deuxiéme degré en w :

0= @de(pF5@P + ppéo‘zp)w2 + [2ppc_kpdp(5ﬂpi — prkP

k} w+darp x  (6)
X plU 1

X {50713 {(pP —pr)arg+ (n+ 2)pPaPuP] — ppOapdup ( + 5¢F5ﬂp) } .
QT T

Dans nos hypotheses, (6) implique la relation de dispersion

11
W= 2aF{r + 2a%upki (7)

ﬁ:\/<:2 - 8&}ﬂ%k2> +4 {[(n +3)ar — (n+1)] difp - 6/11,9} ki} .

A partir de (7), il faut étudier la partie imaginaire Im(w) en fonction de k. Pour
k > 0, ainsi que pour k négatif et suffisamment grand, elle est toujours positive,
ce qui signifie que dans nos approximations les ondes qui voyagent vers le bas
sont toujours instables ainsi que celles qui vont vers le haut avec une longueur
d’onde suffisamment petite. Selon les valeurs des autres parametres, on peut
aussi rencontrer un intervalle [keyit; 0] olt Im(w) < 0; on obtient

VR

2

kcrit = -
262437’
FYP

R = —[ga%7 + nip — (n + 3)arip|[gast + (n + 2)up — (n + 3)arip] ,

ce qui signifie que (pour les valeurs intéressantes des autres parameétres) cet
intervalle existe seulement pour une zone de valeurs du chargement volumique.
En figure 4, dans le plan ap, up (avec les ordonnées en m/s en échelle logarith-
mique, et 7 = 1073 s), on dessine le contour R = 0; seulement la zone entre les
deux contours correspond & R > 0. Donc, si par exemple ap = 0,1 m/s, la racine
existe seulement pour 36% < ar < 81% (19% < ap < 64%) : dans ce cas-la
il y a des k négatifs suffisamment petits qui donnent lieu a des perturbations
stables, au cas contraire la seule solution de Im(w) = 0 est k = 0.
Sur la figure 5, Im(w) est tracée en fonction de k pour trois valeurs différentes
de up : en effectuant une adimensionnalisation correcte des axes, les courbes
se confondent presque 1'une & I’autre. De la méme fagon, en figure 6 on montre
trois valeurs différentes de 7. A noter que, dans les deux figures, U'intervalle de
stabilité [keit; 0] (< Im(w) < 0) se réduirait & un seul point (I'origine) si par
exemple ap = 99% ou = 35%. Par contre, le cas représenté up = 0,1 m/s et
7 = 103 s implique une longueur d’onde “critique” At = 27 [kerit = 517 pm
vers le haut.

Nous revenons maintenant sur nos hypotheses (i),(ii) et essayons de com-
prendre comment on peut les généraliser. En ce qui concerne (i), tenir compte
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FIGURE 4 — Contour de R = 0 dans le plan ap—up. A noter que, si on augmente

le valeur de 7 = 1072 s (en augmentant dp, avec ar fixé), les deux contours
sont décalés vers le haut.

FIGURE 5 — Partie imaginaire de w en fonction de k pour trois valeurs différentes
de tp. Les axes sont adimensionnés en multipliant par 7up les abscisses et par T
les ordonnées. Les trois courbes correspondent a @p = 0,01 (inférieure épaisse),
0,1 (moyenne pointillée) et 1 m/s (supérieure mince). Ici on a fixé ap = 63% et
7=10"3s.



de la dépendance spatiale de ’état de référence semble un objectif tres difficile
a4 obtenir : on devrait alors remplacer la forme sinusoidale (4) par une fonc-
tion spatiale générique, ce qui impliquerait un probleme différentiel et non plus
algébrique.

Par contre, il est intéressant de considérer k = k,. + ik; complexe. Cela engendre
une modification de la relation de dispersion (7) et notamment de Im(w), ce que
nous n’écrivons pas ici pour des raisons de simplicité. On note alors que, ce qui
était un intervalle de stabilité [kcit; 0] dans le cas réél, devient maintenant dans
le plan k,—k; un demi-cercle avec la base appuyée sur ’axe des ordonnées, plus
l’axe méme. En figure 7, nous montrons donc le contour Im(w) = 0 en fixant les
valeurs usuelles des autres parametres. On peut conclure que les seules ondes
stables sont celles qui voyagent vers le haut avec une longueur d’onde et une
échelle spatiale d’amplification suffisamment grandes.

En revenant sur ’hypothese (ii), on peut considérer aussi des fluctuations trans-
versales le long d’un vecteur unitaire horizontal quelconque e :

* * s
uF7P:UF’P69+UF7Pel B k:kLEL

(et donc il faut introduire 6, = ik, + 0, ~ ik, pour écrire ik + @ = de, +
d1e.). Le systéme (5) change de la fagon suivante : la premiere et la deuxiéme
équation montrent le terme supplémentaire +(5 ar) x ur et +(5 ap) X up
respectivement, et il faut aussi considérer les deux équations suivantes :

0=0xap+0xup+0xup—ikiar xp"

—i—(iwppdp— pp_ap) Xuf—i— pP_aP xu};
T
0=0xap+0xup+0xupb+iktap x p*

a . 1 _
_prP xu#“rppdp (—1w+7__+§J_up) X’LLILD .

On obtient donc une matrice 6 x 6, dont il est facile d’écrire le déterminant.
Toutefois ’équation résultante est du quatrieme degré en w et on n’arrive pas a
trouver une relation de dispersion analytique.
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