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Troisieme coefficient du viriel du gaz de Bose unitaire

Yvan Castin! and Félix Werner
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! Laboratoire Kastler Brossel, Ecole Normale Supérieure,
CNRS et UPMC, 24 rue Lhomond, 75231 Paris, France

Nous entendons par gaz de Bose unitaire un systéeme composé de bosons sans spin interagissant
dans I'onde s par un potentiel de longueur de diffusion infinie et de portée (réelle ou effective) presque
négligeable, systeme pour l'instant abstrait mais dont la tentative de réalisation avec des atomes
froids est en cours. A partir de la solution analytique connue du probléme a trois corps dans un
pieége harmonique, et de méthodes précédemment développées pour des fermions, nous déterminons
le troisieme cumulant b3, puis le troisieme coefficient du viriel as de ce gaz, dans le cas spatialement
homogene, en fonction de sa température et du parameétre a trois corps R; caractérisant D'effet
Efimov. Un point marquant est qu’en convertissant des séries en des intégrales (par une méthode
des résidus inverse), puis en utilisant un petit parameétre inattendu, 'angle de masse v = /6 des
trois bosons, on peut pousser ’estimation complétement analytique de b3 et de a3 jusqu’a une erreur

en pratique négligeable.

PACS numbers: 67.85.-d

I. INTRODUCTION

Le domaine des gaz quantiques a pris, depuis une di-
zaine d’années, un tournant décisif, celui des interactions
fortes, grace a la possibilité de donner a la longueur de
diffusion dans l'onde s des valeurs arbitrairement grandes
(en valeur absolue) par la technique des résonances de
Feshbach magnétiques [1, 2]. Ceci ouvre I’étude d’un ob-
jet fascinant, le gaz unitaire, dans lequel les interactions
entre particules ont une longueur de diffusion infinie dans
l'onde s et une portée négligeable. L’amplitude de diffu-
sion a deux corps dans I'onde s atteint alors le module
maximal autorisé par ["unitarité de la matrice 5, et le gaz
est en interaction maximale.

Pour les gaz de fermions de spin 1/2, la réalisation et
la caractérisation expérimentales du régime d’interaction
forte ont été un plein succes [3, 4], culminant récemment
avec la mesure de I’équation d’état du gaz unitaire, aussi
bien & haute qu’a basse température T' [5—7]. Dans le cas
non polarisé de spin, ceci a permis une comparaison tres
fine avec les approches théoriques, elles-mémes poussées
dans leurs retranchements. A température nulle, en pra-
tique T/Tr < 1, ot TF est la température de Fermi, les
mesures ont confirmé la précision des plus récents cal-
culs variationnels & surface nodale fixée, pour ce qui est
du nombre universel £ = u/(kpTrF), p étant le potentiel
chimique du gaz [8]. Pour la transition de phase super-
fluide, les expériences confirment la classe d’universalité
attendue et trouvent une valeur de la température cri-
tique T, qui corrige légerement le résultat des premiers
calculs de Monte-Carlo quantique [9] et confirme celui des
plus récents [10]. Au-dessus de T, les mesures du MIT
sont en accord remarquable avec la méthode de Monte-
Carlo diagrammatique [11]. Finalement, dans le régime
non dégénéré T > Tr, les expériences a 'ENS ont pu
confirmer la valeur du troisieme coefficient du viriel ag du
gaz spatialement homogene, déja déduite théoriquement
[13] de la solution analytique du probléme & trois corps
dans un piege harmonique [14] et reproduite depuis par

une méthode diagrammatique [15]; ces expériences de-
vancent méme la théorie en obtenant la valeur de ay4,
non encore extraite théoriquement de facon fiable du
probleme & quatre corps [16].

En ce qui concerne les gaz de bosons sans spin en
interaction forte, les études expérimentales sont moins
avancées, & cause de leffet Efimov [17] : Pattraction effec-
tive a trois corps prédite par Efimov, et a l'origine des ses
fameux trimeres faiblement liés dont on a désormais une
signature expérimentale [18], exalte les pertes d’atomes
dans les gaz, dues aux collisions a trois corps avec forma-
tion trés exothermique de dimeres fortement liés. Dans
la limite unitaire, on ne peut pour 'instant préparer un
gaz de Bose stable et a 1’équilibre thermique que dans
le régime non dégénéré pA® < 1 [19], ou p est la den-
sité du gaz et A = (27h?/mkpT)/? la longueur d’onde
thermique de de Broglie : le taux de collision élastique
a deux corps, en %p)\, I’emporte alors sur le taux de
pertes & trois corps, en 2 pA* [20] [51]. Il existe heureuse-
ment quelques pistes a explorer pour réduire les pertes,
comme la mise a profit dans un réseau optique de l'effet
Zénon quantique qu’elles induisent [22] ou simplement
l'utilisation de résonances de Feshbach étroites [23, 24].

D’un point de vue théorique, I’étude du gaz de Bose
unitaire en est elle-méme a ses prémices. La plupart des
travaux ne prennent pas en compte de maniére exacte les
corrélations a trois corps et plus [25-27]; ils ne peuvent
donc rendre compte quantitativement du fait que les in-
teractions entre bosons a résonance mettent en jeu le pa-
rametre a trois corps Ry, une longueur donnant 1’échelle
d’énergie globale dans le spectre des triméres d’Efimov
(que ne peut ici fournir la longueur de diffusion puis-
qu’elle est infinie). Aussi les différentes phases quantiques
sous lesquelles le systeme de Bose unitaire pourrait exis-
ter a I’équilibre thermique, en fonction de la température,
restent-elles encore a explorer. A température nulle,
I’ajout d’une interaction de cceur dur & trois corps, qui
permet d’ajuster la valeur de R; et empéche aussi l'ef-
fondrement du systéme sur lui-méme, a conduit a mon-



trer, par des calculs numériques limités a une dizaine de
particules, que les bosons forment un état 1ié a N corps,
dont I’énergie semble varier linéairement en N [28], ce qui
suggere une phase a densité plafonnée a grand N, par
exemple une phase liquide. A haute température (plus
précisément & basse densité pA\* — 0), Pangle d’attaque
naturel est celui du développement du viriel [29], dont
nous rappelons ici la forme pour le gaz spatialement ho-
mogene [30] :

DX S oy 1)

kT =

ou P est la pression du gaz. Le coefficient a,, constitue
précisément le ni®™° coefficient du viriel. En pratique, il
sera plus commode de déterminer les coefficients b,, du
développement du grand potentiel 2 en puissances de la
fugacité z = eP*, le potentiel chimique p tendant vers
—00 :

V n
Q= —FkBTanz , (2)

n>1

V étant le volume du systeme et § = 1/(kgT). Comme
— B9 est le logarithme de la fonction de partition grand
canonique, il est naturel de baptiser le coefficient b,, n'®™®
cumulant. La connaissance de tous les cumulants jusqu’a
Pordre n inclus permet de déterminer tous les coefficients
du viriel jusqu’au méme ordre. On noteraquea; = by =1
par construction ; les expressions d’ordre supérieur utiles
ici se déduisent simplement des relations thermodyna-
miques 2 = —PV et N = -0, [30] :

ag = —b2 et az = 4[)% — 2b3. (3)

Au contraire du cas fermionique, le cumulant b3 et le
coefficient du viriel a3 des bosons & la limite unitaire
ne sont pas de purs nombres, mais ce sont des fonc-
tions du parametre a trois corps qui n’ont pas encore été
explicitement déterminées. Depuis les études fondatrices
[31], il existe certes des expressions formelles de b3 dans
le cas quantique général, mettant en jeu les équations
de Faddeev [32], la matrice S [33], des diagrammes de
Mayer [34], un opérateur d’Ursell [30, 35]. La forme la
plus opérationnelle semble étre celle de [32] écrite en
termes d’une amplitude de diffusion & trois corps [36],
mais son évaluation pour le gaz de Bose unitaire est, a
notre connaissance, purement numérique, et pour trois
valeurs différentes de R, seulement [36]. Ici, nous mon-
trons au contraire que bz peut étre obtenu analytique-
ment, a partir de la solution du probleme a trois bosons
harmoniquement piégés [12, 14].

Dans la premiere étape de la résolution, on considere le
sys-teme a 1’équilibre thermique dans le potentiel harmo-
nique U(r) = $mw?r?, w étant donc la pulsation d’oscil-
lation libre, et 'on exprime le troisieme cumulant Bs(w)
du gaz piégé, défini par le développement (5) & venir,
en termes des fonctions de partition des problemes a n
corps piégés, 1 < n < 3. En physique théorique, un

“régularisateur harmonique” formel a ainsi déja été in-
troduit pour obtenir les second [37] et troisieme [38, 39]
coefficients du viriel d’un gaz d’anyons. La méme tech-
nique a ensuite été utilisée dans le cas des atomes froids
fermioniques [13], pour tirer parti du fait que le probleme
a trois corps est soluble dans la limite unitaire; notons
qu’il ne s’agit alors plus seulement d’un artifice de calcul
puisque ce piégegage est réalisable expérimentalement.

Dans la seconde étape, on fait tendre la raideur du
piege vers zéro. Comme le montre I’application de I'ap-
proximation de densité locale [13], en fait exacte dans
cette limite, les cumulants b,, du gaz homogene sont alors
donnés par [13, 37]

by o
W:ilgloBs(w):Bs(O ). (4)
Dans [13], cette limite est évaluée purement numérique-
ment pour les fermions. Nous nous attacherons ici & mon-
trer qu’il est en fait possible d’aller beaucoup plus loin
analytiquement.

II. EXPRESSION DE AB3; EN TERMES DE
FONCTIONS DE PARTITION CANONIQUES

Lorsque le potentiel chimique p — —oo a température
fixée, ce qui correspond a une limite de faible densité, le
grand potentiel du gaz de Bose unitaire piégé admet le
développement

Q= —kpTZ Y  Bnz" (5)

n>1

ou Zy est la fonction de partition canonique & N parti-
cules, z = exp(fpu) est la fugacité, et B, (w) est le nitme
cumulant du gaz piégé. Par construction, Bi(w) = 1. On
a aussi, par définition, Q = —kpTIn(1+ Y v, Zn2Y).
En identifiant ordre par ordre en z, comme par exemple
dans [13], on trouve

Zy 1 Zs3

1
By=22—2-7, et Bs==—7y+-22 6
2= 7 Tgf4 o Bs= g mlat gl (6)

En réalité, on souhaite calculer ’écart au gaz parfait,

AB, = B, — B® (7)

ot BY (w) est le ni*™¢ cumulant du gaz parfait piégé. On
introduit de méme AZy = Zn — Z](\?), ou 'on notera que
AZ; = 0. Comme il y a de plus séparabilité du centre
de masse dans un piege harmonique, aussi bien pour le
gaz parfait que pour le gaz unitaire, et que le spectre
du centre de masse est le méme que celui du probleme a
un corps, on se ramene a des fonctions de partition du
mouvement relatif & n corps, repérées par le sigle “rel” :

AZy
7z
AZ3
Z

AB, = = Az (8)

AB3 = — AZy = AZF — AZs. (9)



Il reste a utiliser les expressions du spectre du mouvement
relatif, connues & la limite unitaire jusqu’a n = 3 [12, 14].

A. Cas N=2

Comme les interactions modifient le spectre du mou-
vement relatif seulement dans le secteur de moment
cinétique | = 0, et qu’a la limite unitaire, leur effet se
résume a un décalage vers le bas de fw du spectre non

perturbé El( )On (2n + 3/2)hw [40], on trouve
AZrel 1 —z(2n+3/2) 67I/2 AB
ey s,
n>0
(10)
ou l'on a posé r = Phw. On en déduit, en utilisant
’équation (8) et Z; = [e=%/2/(1 — e *)]3, que
A e*QI
Zoy = . 11
2 (1—e"7)2(1 —e27) (11)

On en déduit aussi le second cumulant du gaz de Bose

unitaire spatialement homogene, en calculant B(O)( ) =
;(W) puis en prenant la limite w — 0 et en utili-

sant (4) :

ba

1
93/2 94

1
:§+24. (12)

B. Cas N=3

Comme il a été montré dans [14], le probleme a
trois bosons piégé admet une classe particuliere d’états
propres, qualifiés dans la suite d’états laughliniens, dont
la fonction d’onde s’annule lorsqu’il y a au moins deux
particules au méme point. Ces états ont donc des énergies
indépendantes de la longueur de diffusion a et ne contri-
buent pas a AZs. Il reste donc a sommer sur les états
propres non laughliniens pour le cas sans interaction
(a = 0) et pour la limite unitaire (1/a = 0).

Dans le cas a = 0, en utilisant comme dans [13] I'an-
satz d’Efimov pour la fonction d’onde & trois corps [52],
on trouve les énergies propres non laughliniennes du mou-
vement relatif :

EO _

rel —

(u 1(072 +1+2¢)hiw de dégénérescence 2141, (13)

ou l,n, q décrivent ’ensemble des entiers naturels, [ quan-
tifiant le moment cinétique et g I’excitation du mode hy-
perradial [41] Les u(®) > 0 sont les racines de la fonction
s 1/ F( £4+1):

ul®) =142+ 2n. (14)
En réalité, il ne faut garder dans le spectre (13) que les

racines physiques, pour lesquelles I'ansatz d’Efimov n’est
pas identiquement nul. Les deux racines non physiques

3

connues sont u(® =4 pour I = 0, et u(®) =3 pour | = 1.
Mais ceci ne jouera pas de role dans la suite.

Dans le cas 1/a = 0, on utilise l'ansatz d’Efi-
mov comme dans [14], que 'on soumet aux conditions
au contact de Wigner-Bethe-Peierls, ce qui conduit a
léquation transcendante A;(s) = 0, avec [42]

lF(l+12+s)F(l+12—s)
7r1/21“(l+§)
¥ oF, <l+;+svl+;s

Ay(s) = cosv — (—sinv)

l+§ sin 1/> (15)

ou o F est la fonction hypergéométrique de Gauss, et I'on
a introduit, selon 'habitude, 'angle de masse, qui vaut
pour trois bosons

1 =«
v = arcsin - = —. 16
En pratique, on utilisera aussi la représentation établie
dans [43] pour les fermions et aisément transposée au cas
bosonique, en termes des polynémes de Legendre P,(X) :

Au(s) Lpair o .2 /d@Pl s'1n9 cos(s6) (17)
sinv g sinv ) cos(sm/2)"

limpair 2 (" sinf\ sin(sh)
A = do P, ——(1
1(s) cosv+ sinu/o ! (sinu> sin(s7‘r/2)( 8)

qui permet d’écrire explicitement A;(s) avec la fonction
sinus et des fractions rationnelles en s.

C. Voie efimovienne

Dans le secteur de moment cinétique nul, I = 0, A;(s)
admet une et une seule racine ugo € iRT [14], notée
habituellement

U070:SOZ’L.|SO|, |80| = 1,006237825 (19)
Cette racine donne naissance a la voie efimovienne, dans
laquelle les énergies propres e;(w) du mouvement relatif
sont solutions d’une équation transcendante [12, 14] que
l’on peut récrire comme dans [21] pour rendre explicite et
univoque la dépendance en le nombre quantique ¢ € N :

ImlnF(1+SO

—eq/(ﬁw)) N @m(?hw

2 2 "\E ) +ar=0.

(20)
la fonction InT'(z) étant prise avec sa détermination stan-
dard (ligne de coupure sur R™). Dans la limite w — 0 &
q fixé, ceci reproduit la suite géométrique des trimeres
d’Efimov :

eq(w) = €,(0F) = —e7 2/ Il g, (21)

ce qui montre que E; = Qexp[| n ImInI'(1 +
s0)]h%/(mR?), R, étant le parametre & trois corps sui-

vant la convention de [14]. Dans une limite stricte de



portée nulle, g décrirait Z et le spectre serait non borné
inférieurement, ce qui interdirait 1’équilibre thermique
du systéme. Cependant, comme I’a noté Efimov [17],
dans tout modele donné d’interaction de portée b non
nulle, y compris dans la réalité expérimentale, la forme
géométrique (21) du spectre n’est valable que pour les
trimeres ayant une énergie de liaison tres petite devant
h?/(mb?), d’éventuels autres états trimeres plus pro-
fondément liés étant hors de la limite unitaire et non
universels. Ici, le nombre quantique ¢ = 0 correspond
donc simplement au premier état qui atteint (presque) la
limite unitaire. Pour qu’une interaction puisse prétendre,
a ’équilibre thermique, permettre la réalisation du gaz
de Bose unitaire, il est nécessaire que ¢ = 0 corres-
ponde au vrai trimeére fondamental, ce qui est bien le
cas pour le modele de [28] et pour la résonance de Fesh-
bach étroite [447471 : dans ces deux situations, on a en
effet By ~ e=27/I0lp2 /(mb?) < h%/(mb?) et le spectre
des trimeres peut étre considéré comme entiérement efi-
movien, comme il est supposé dans ce travail.

D. Voies universelles

Les racines réelles positives (ug,n)n>1 de Ag(s), et les
racines (ugn)n>0 de Aj(s) pour I > 0, qui sont toutes
réelles [14] et que l'on choisit donc positives, donnent
naissance aux états universels, c’est-a-dire non efimo-
viens, avec des énergies propres du mouvement relatif
indépendantes de R; :

Erel = (uin+142¢)hiw de dégénérescence 2]+ 1, (22)

ott (I,n) décrit donc N?*, et q décrit N, 'étoile indiquant
Pexclusion de ’élément nul, ici (0,0). On notera la simi-
litude avec le cas sans interaction (13), le nombre quan-
tique ¢ ayant la méme origine physique [14]. Comme dans
le cas sans interaction, il faut éliminer du spectre (22) les
racines non physiques, qui donnent un ansatz d’Efimov
identiquement nul. Cependant, ces racines non physiques
sont exactement les mémes dans les deux cas [53], ce qui
nous autorise a les inclure formellement dans les fonc-
tions de partition Z3 et Zéo), leurs contributions (non
physiques) se compensant exactement dans AZs3. En re-
groupant les contributions des systemes avec et sans in-
teraction de mémes nombres quantiques, nous obtenons
finalement :

AZrel Z [efﬁeq(u}) o e—m(u(0)+1+2q):|
q>0

+ Z Z 2[+1 [ —z(ui,n+1+2q) _

(I,n)eN2* ¢>0

7I(u(0) +1+2q)i|

(23)

E. De commodes réarrangements

Afin de sérier les probléemes dans le passage a la limite
w — 0, il est commode de décomposer (23) en la somme

d’une contribution purement efimovienne S(w) et d’une
contribution purement universelle o(w), & des restes ad-
ditifs pres R(w) et p(w). On étudiera dans la suite la série

efimovienne
w) = Z {e—ﬂeq(w) _

q=0

e (24)

qui reproduit la premieére somme de (23) au reste pres

—3x

1 _
R(w)= ) [e70r — e iinte0)] = 1=2n . (25)
q>0

On va voir aussi qu’il est doublement astucieux d’intro-
duire la série universelle

Z Z (2041) |:_I(ul’"+1+2q)—e_z(vl,n'f‘l'i‘QQ) ’

(1,n)ENZ* ¢>0
(26)
ou l'on a posé

Vin = l + 1+ 2n. (27)

D’abord, comme mis & profit numériquement dans [13],
v, N'est autre que I'équivalent de u;, a grand [ ou n
introduit dans I’équation (17) de la référence [14] [54], ce
qui assure une rapide convergence de la série . Ensuite,
comme il est apparent sur la forme (15), les (vin)n>0
sont les poles positifs de la fonction A(s) ; 'écriture (26)
évoque donc le théoréme des résidus, ce que nous exploi-
terons bientot. Comme v, = ul(og — 1, o reproduit la
seconde somme de (23) au reste pres

Z Z (21+1) { —x (v, n+1+2q) _

(1,n)EN2* ¢>0

z(u(o) +1+2q)

28
Par la méthode des fonctions génératrices, il v(ienz
Sso@i+l)e™ = (1-24) L = (14e72)/(1—e72)2
Ceci, habilement joint aux égalités (11) et (25), conduit
a p(w) = AZy + 1 — R(w), et (9) se réduit & lécriture
limpide

AB3(w) = S(w) + o(w) + 1. (29)

Cette équation (29) est I’équivalent bosonique des expres-
sions fermioniques (56,58) de la référence [13], dont elle
differe essentiellement par la contribution S(w) de la voie
efimovienne.

III. TRANSFORMATIONS ANALYTIQUES ET
LIMITE w — 0

La quantité physique la plus pertinente étant le
troisieme cumulant du gaz spatialement homogene, il
nous faut maintenant, en vertu de (4), faire tendre la
raideur du piege vers zéro. Un calcul explicite pour le
gaz parfait piégé donne

_ _ 3
(0) 1 e *(l—e®) 1
%<W§(—f;37‘ oz B0



Dans le cas unitaire, la méthode de la référence [21] per-
met de déterminer exactement S(0%); de plus, comme
nous allons le voir, la sommation sur n dans I’équation
(26) et le passage a la limite * — 0 peuvent étre ef-
fectuées analytiquement, et les intégrales résultantes dans
o(0%), trés simples & évaluer numériquement, peuvent
aussi étre utilement approchées en prenant I'angle de
masse v comme petit parametre.

A. Travail sur la contribution efimovienne S(w)

Un nombre positif A arbitraire mais > 1 étant choisi,
nous partageons comme dans [21] les termes de la série
(26) en trois classes, S = S; + S2 + Ss.

Dans la classe numéro 1, dite quasi-liée, contenant les
états tels que e,(w) < —Afw, les trois bosons occupent
une zone de P'espace petite devant la taille [A/(mw)]"/?
du fondamental de D'oscillateur harmonique, si bien que
le spectre est proche de celui de I'espace libre (21) :

1+ s 2 hw
eq(w) = eq(() ) 1-— | O| (6
q

- (0+))2+...] (31)

Comme ¢€,(0") est une suite géométrique, le remplace-
ment de €,(w) par €,(0") dans S; conduit & une erreur
d’ordre celle commise sur le dernier terme, en x/A, qui
tend donc vers zéro. Pour la méme raison, 'indice maxi-
mal ¢; dans cette classe croit seulement logarithmique-

o] . sy
ment, en 2 In[E;/(2hw)], ce qui autorise a remplacer
chaque terme e~29% par 1, 'erreur commise sur S; ten-

dant 1& aussi vers zéro, comme xg7. On garde donc

q1
S=Y [e—ﬂfq@*) — 1] + (D). (32)

q=0

La classe numéro 2 est celle des états intermédiaires,
leg(w)] < Ahw. Comme l'espacement entre les eg(w)
est d’ordre fiw au moins [55], cette classe comporte un
nombre fini O(A) de termes, chaque terme tendant vers
zéro avec w, si bien que Sy = o(1).

La classe numéro 3, celle des états tels que A < ¢;(w),
reconstruit les états de diffusion efimoviens de l'espace
libre lorsque w — 0. On dispose pour cette classe d’'un
développement a grand g,

% = 2g+ A(egw)) + O(1/q) (33)

ou la fonction de D'énergie A(e), sans dimension, est
donnée par ’équation (C6) de [21]. Dans chaque terme de
S, on effectue donc I’approximation e =297 ~ e~F¢[] 4
xA(eq)], et 'on remplace la somme sur g par une intégrale
sur ’énergie, en utilisant la quasi-équidistance des ni-
veaux €411 — €4 = 2hw(l + O(hw/e,)] [48], si bien que

1 [T
Ss = —3 /Ahw de e PBA(e) + o(1). (34)

En regroupant les trois classes et en explicitant A(e)
comme dans [21], on obtient finalement pour w — 0 :

S(0t) = {Z {efﬁﬁ?(oﬂ - 1} } + %{% In(e"BE})

q=0

= Yool Re D (iplso ) (BE) I} (35)

p>1

ou~y =0,577215... est la constante d’Euler, et 1’énergie
des trimeres dans l'espace libre €,(07) est donnée par
(21). Notons que la contribution de ces états liés
Zq>0 e=Bea(07) gt divergente, et qu’il est donc nécessaire
de la regrouper avec celle du continuum pour obtenir le
contre-terme —1 assurant la convergence de la somme
dans (35); dans le cas du deuxieme coefficient du viriel
d’un plasma, les états liés (& deux corps cette fois) ont
un spectre hydrogénoide, et il faut le contre-terme plus
élaboré —(1+f¢,4) pour faire converger la somme [49] [56].

B. Travail sur la contribution universelle o(w)

Isolons dans la définition (26) de o(w) la contribution
du moment cinétique [ et effectuons la somme sur ¢, pour
obtenir

I+ 3
o= g oy, avec o] = o 2 g (e_”””’"fe_”””’").
shx
n>d; 0

1>0

(36)
Or la fonction A;(s) admet une racine simple [57] en uy,
et un podle simple [58] en vy, ce qui fait que sa dérivée
logarithmique admet un podle en ces deux points, avec un
résidu égal a +1 et —1, respectivement. Par application
inverse du théoreme des résidus, on trouve donc pour
>0 que

I+ 1 dz Aj(z)
1>0 2 atadieel —xz
oiw) = shx /C 2im Al(z)e (87)

ol l'intégrale de chemin est prise sur le contour C' ve-
nant de z = +oo 4 in (n > 0), longeant axe réel par
au-dessus, le traversant pres de l'origine puis tendant
vers z = +00 — i1 en longeant ’axe réel par en dessous.
Ce contour enserre en effet toutes les racines positives
(U,n)n>0 et tous les pdles positifs (vyp)n>0 de la fonc-
tion A;(z). Comme A;(2) (I > 0) n’a pas d’autres racines
ou poles dans le demi-plan Rez > 0, on peut déplier C'
autour de l'origine et le rabattre sur ’axe imaginaire pur
z=1S":

>0 L5 [T A(S)
o(w) = 7TSh$/O dSAl(iS)zsm(xS) (38)

ou Iimparité de Aj(iS)/A;(2S) justifie I'omission de la
contribution en cos(x.S) et permet de limiter intégrale &
S > 0. Prendre la limite * — 0 est alors élémentaire,



et une simple intégration par parties conduit au joli
résultat :

a(0%) 2 —21; L /Om dSn (M) (39)

™ CcCosvVv

D’apres la forme (17,18), la fonction A;(iS)/ cosv tend
exponentiellement vers 1 a I'infini, si bien que I'intégrale
dans (39) est rapidement convergente.

Le cas [ = 0 nécessite un petit ajustement du raison-
nement précédent. D’une part, le pole vy de la fonc-
tion Ag(s) ne contribue pas & o(w), puisque le couple
(I,m) = (0,0) est dans la voie efimovienne. D’autre part,
Pexistence des zéros efimoviens +i|sg| de Ag(s) empéche
le rabattement du contour C' sur l'axe imaginaire pur.
Ces deux problemes sont résolus en considérant la fonc-

2 .2
tion %Ao(s) plutdt que la fonction Ag(s) elle-méme :
le préfacteur rationnel supprime les pdles £vg o et les
zéros +sg sans compromettre 1'utile invariance par pa-

rité. Dans la limite w — 0, ceci conduit &[59]

1 [tee SZ 41 Ao(iS)
Yy —
%0(07) = 27r/0 dSln(SQ—|so|2 cosv ) (40)

A partir de Iécriture (17,18) des fonctions A;(s = iS), on
obtient en quelques minutes, avec les outils d’intégration
numérique des logiciels de calcul formel, la valeur du
terme constant dans AB3(07) :

1+0(07)=1-0,364037...=0,635962 ... (41)

On constate que (0;(07));>1 forme une suite alternée de
module (rapidement) décroissant, ’erreur commise dans
une troncature sur ! étant donc bornée par la valeur ab-
solue du premier terme négligé. Analytiquement, on peut
d’ailleurs obtenir le bel équivalent [60]

N2 (—tan L)
o~ (L)) 42
o1(0 )l—>oo (w) cos ¥ (cosv)3/2’ (42)

ou v est angle de masse (16).

C. Une évaluation entiéerement analytique

L’intéressante propriété de décroissance rapide de
01(0T) avec le moment cinétique, & défaut d’explica-
tion physique, peut étre comprise par le fait que, pour
[ >0, les écarts & 1 de A;(iS)/ cosv tendent vers zéro en
—(—v)!, comme il est apparent sur I’écriture (15) :

MGS) o). (43)

Ccos Vv v—0

a1(5)

Comme v = 7/6, on trouve déja pour [ = 1 que la valeur
maximale de |§;(S5)|, atteinte en S = 0 et ~ 0,273, est
petite. Ceci donne I'idée de traiter chaque §; (pour [ > 0)
comme un infiniment petit d’ordre [. Le développement
en série de In[l 4 6;(S)] en puissances de §; dans (39)

est convergent et génere un développement convergent

de o;(0T) :

-1 [ dS
a1(0%) = Yo", oo™ = (21+1)(T) /]R SRCICI
n>1

(44)
L’intégrale correspondante peut étre calculée en principe
analytiquement par la méthode des résidus, pour 0 < v <
/2, qui conduit & des séries exprimables en termes des
fonctions de Bose ga(2) = > ;5; 2 /k®, encore appelées
polylogarithmes, mais ceci devient rapidement fastidieux
a grand [ ou n. Nous nous limitons donc aux infiniment
petits d’ordre 3 inclus. Pour n < 2, il est en fait plus
simple de calculer directement la somme sur tousles > 1

(n) (n)

de 0;, notée ;... Nous retenons finalement

o(0%) m 0p(07) + ot + ot + 0P (45)

Les deuxieme et troisieme termes de l'approximation
(45) peuvent étre exprimés simplement pour v quel-
conque [61] :

1 th(si
X _—
weosv (1l +sinv) mwcosvsiny
@ v A[£¢(3) =ReC3 —vIm Cy],
01:00 =5 3 - N 2 \47)
72 sin v cos? v (wsinv cosv)
avec ¢ la fonction de Riemann et Cp = go(e?™) —

5= 9a(e*™). Pour v = /6, on a plus simplement Re C5 =

%Q(i’)) et ImCy = ‘?—E[w’(%) —1/1"(\%)], ol ¢ est 1a fonction
digamma et ¢’ sa dérivée premiere. Par concision, nous
donnons la valeur du dernier terme de (45) seulement

pour v =7/6 :

(3) 64 < 17D3
o)’ =

14((3)  403((5) 2>

733 \ 432 3 27
16 (17D; 322¢(3)
ikl Dy — —
97r2( e TP 3 50
32 (5D 112((3) 8
et Z_2n3), 48
+3W§(9 B L5 ams).

avec Dy, = w(k)(%) - w(k)(g), PR étant la dérivée kieme
de la fonction digamma, voir relation 8.363(8) de la
référence [50].

Il reste a approcher analytiquement le premier terme
de (45), soit la contribution universelle & moment
cinétique nul o0¢(0%) donnée par (40). Comme le
développement en série du logarithme autour de 1 est
inadapté a ce cas, on effectue un développement direct
au second ordre en puissances de 'angle de masse [62] :
d’apres (17),

Ao(iS) 2 4 51+ 5%/4

=1 GGy 37 ey T OV (49)

cosv
Ceci permet d’abord d’approcher la racine efimovienne
8u2

37r\/5(1 +62/4) + O(v*) (50)

|so| =0 +




ou 6 = %argchQ = 0,838401..., d'une facon qui repro-
duit (pour v = 7/6) sa valeur exacte (19) & un pour mille
pres. Ensuite, apres quelques applications du théoreme
des résidus, on obtient ’approximation désirée jusqu’a
Pordre 3 inclus :

1+ 62 202
oo(07) ~ — — ——0(1+6%/4). 51
(0 =~ = ). G
Pour v = w/6, notre approximation analytique (45)
conduit alors a
1+0(0%)~1-0,364613...=0,635386... (52)

qui reproduit la valeur exacte (41) & un pour mille
pres. Cette précision semble en pratique bien suffisante,
compte tenu de lincertitude actuelle des mesures de
Iéquation d’état des gaz atomiques froids [5-7] et du fait
que b3 est le coefficient d’un terme qui doit rester petit
dans un développement & basse densité.

IV. CONCLUSION

Nous avons montré qu’il est possible de déterminer de
fagon entierement analytique le troisieme cumulant bg
du gaz de Bose unitaire spatialement homogene, de pa-
rametre a trois corps R; et de longueur d’onde thermique
de de Broglie A, en ce sens que le résultat [63]

bs = 3V3[S(07) + C] avec C'=0,648... (53)

est somme dune fonction S(0T) de A/R; donnée
exactement par l'équation (35), et d’une constante
C dont une originale représentation intégrale, non
contente d’en trivialiser 1’évaluation numérique, auto-
rise le développement perturbatif & un ordre arbitraire,
poussé ici jusqu’a trois, avec langle de masse v = 7/6
comme petit parametre. Ceci donne acces au troisieme
coefficient du viriel az du gaz de Bose unitaire, par com-
binaison des relations (3) et (12).

Comme le montre la figure, notre résultat a physique-
ment I'intérét de couvrir la transition entre deux régimes
extrémes, celui de basse température, kT < Ey, ou bs
est dominé par la contribution du trimere fondamental
d’énergie —F :

bs ~ 3v/3 PPt (54)

avec Ey o< h?/(mR3), et le régime kpT > E;, ol les
trimeres sont presque completement dissociés :

bs ~ 3\/§|S—O| In(eY+27C/Isol gy, (55)
m
L’approximation exponentielle (54) est en accord avec

lexpression (193) de la référence [31], déduite tres sim-
plement de la condition d’équilibre chimique du gaz.

k,T/E,

FIGURE 1: Troisitme cumulant b3 du gaz de Bose unitaire
spatialement homogene : b3 est multiplié par e PPt puis
représenté en fonction de la température T par un trait
continu. Les lignes tiretées a gauche et a droite correspondent
respectivement aux approximations (54) et (55), multipliées
elles aussi par e 5. (—E}) est I’énergie du trimere (efimo-
vien) fondamental, et 8 =1/(ksT).

L’approximation logarithmique (55) peut, elle aussi, &
un facteur constant pres a 'intérieur du logarithme, étre
déduite d’un calcul completement différent du notre, ce-
lui du coefficient de perte a trois corps Lz déduit de la
diffusion inélastique de trois bosons dans ’espace libre
[19], en le combinant & Péquation (25) de [21] qui relie,
par des arguments généraux, 0bs/Jd(In R;) & L3 dans la
limite de faible inélasticité de cette diffusion.

En pratique, dans le régime de température ou
Papproximation logarithmique (55) reproduit bien nos
valeurs de bg, il sera certainement difficile d’assurer que
la limite unitaire est atteinte, c’est-a-dire que les effets
de portée (réelle ou effective) du potentiel d’interaction
sont négligeables. En particulier, il n’est pas garanti que
le changement de signe de b3 a haute température, prédit
par la théorie efimovienne de portée nulle utilisée ici [64],
puisse étre observé sur un modele plus réaliste comme
ceux des références [28, 44-46], ou dans une expérience
d’atomes froids. La réponse a cette question nécessite
I’étude d’un modele spécifique d’interaction, et doit donc
étre réservée a un travail ultérieur.
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© des cing hyperangles et une fonction ¢(«) s’annulant
en 7/2. L’équation de Schrodinger impose alors (4 — s% —
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[59]

(60]

donc —¢" + %np = s%p. Les conditions au contact de

Wigner-Bethe-Peierls pour 1/a = 0 imposent de plus la

condition aux limites ¢’ (0) + 4((:;51;@(% —v) = 0, qui

est essentiellement ’équation transcendante A;(s) = 0
[voir la note [58]]. Si s > 0 en est une racine double,
Y(a) = O,20(a) obéit aux mémes conditions aux li-
mites que p(a), avec —p” + LEDy — 2 + . Alors
U(Q) = (14 Pis + Pa3) 22y ™ (p/p) obéit aux condi-

cos? «
sin 2a

tions au contact de Wigner-Bethe-Peierls pour 1/a = 0,
et & I’équation inhomogene (4 — s? — Ag)¥ = &, dont
le produit scalaire a gauche avec ® conduit & 'absurdité
0 = [d°Q®(R2)[?, par hermiticité du laplacien & condi-
tions au contact fixées.

Pour des valeurs particuliéres de v autres que 7/6, par
exemple v = 7/5, la fonction 2 F; dans (15) s’annule en
S = Vi,n, auquel cas v;,, n’est pas un pole de A;(s). Cepen-
dant, la véritable forme de I’équation transcendante sur
s, donnée dans la note [57] et dont les u;,, doivent étre
solution, est A;(s)/[[(HLE2)I(HL=2)] = 0; on a alors
une racine parfaitement acceptable u; ., = vi n, qui n’est
cependant pas racine de A;(s) et qui a donc été “oubliée”
par la forme (15). Comme ces racines et poles “fantémes”
de A;(s) sont confondus, ils ne contribuent pas & o;(w).

Une variante de cette intégrale apparait dans ’équation
(87) de [43], ce qui établit un lien inattendu entre b3 et la
valeur de R;/R. sur une résonance étroite (de longueur
de Feshbach R.).

Dans (15), on explicite 2 F1 par 'habituelle série, disons

(62]

(63]

(64]

sur k € N, voir la relation 9.100 de la référence [50]. On
prend la limite | — +o00 & y = k/l et 7 = S/I'/? fixés, on
approxime chaque terme par son équivalent de Stirling,
et 'on remplace la somme sur k par une intégrale sur y.
L’intégrand obtenu contient un facteur ') ot u(y) =
2(y+3)In(y+3) = (y+1)In(y +1) —yIny + 2y In(sinv),
ce qui permet de faire usage de la méthode de Laplace

R Nl+1o1/2
et conduit & §(9) ~ SL—_2 -

lcosvcos §
[quantité définie dans (43)], dont le report dans (39)
donne (42).
Ceci résulte entre autres de D'équation (35) de [43]
adaptée au cas bosonique. Dans (46), elle a permis d’ex-
primer al(l) en termes de la fonction de Legendre associée
Qi(X), & écrire sous la forme 8.821(3) de [50] pour pou-
voir sommer sur [. Dans (47), on I’a combinée & I'identité
de Parseval-Plancherel (pour intégrer sur S) et au fait

(tan %) exp(— 372 cosv)

que les polynomes (I + %)1/2Pl (X) forment une base or-
thonormale de l'espace des fonctions La([—1,1]) (pour
sommer sur [).

ce qui est justifié méme sous le signe somme, puisque
Iintégrale sur S dans (40) converge sur une distance
d’ordre unité.

En effet, C = 1+ o(07) 4+ B (01), voir (7), (29), (30)
et (41).

A partir de l'expression compléte (53), on trouve que
bs = 0 pour kT /E: ~ 112, 56.



