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Paquets stables des séries discretes accessibles par
endoscopie tordue; leur parametre de Langlands

C. Moeglin

1 Introduction

Suite aux travaux de J. Arthur en particulier [6], on sait que la classification
de Langlands des représentations tempérées des groupes classiques s’obtient en
utilisant ’endoscopie tordue. Ceci est conforme a la philosophie de Langlands,
I’endoscopie tordue se comprend via la fonctorialité et elle doit donc respecter les
paquets stables de représentations tempérées. Comme 1'un des cotés est le groupe
GL(n) pour lequel la classification de Langlands est connue, 'autre coté s’ex-
prime avec cette classification et on voit avec de ’algebre linéaire élémentaire que
les groupes endoscopiques tordues se séparent suivant qu’ils sont orthogonaux
ou symplectiques et c’est ainsi que [6] obtient la classification de Langlands pour
les groupes symplectiques et orthogonaux (du moins le parametre du paquet et
il faut toute ’endoscopie développée en [6] pour avoir tout le parametre); les
groupes unitaires se distinguent aussi (avec les fonctions L d’Asai) (les méthodes
de [6] sont reprises dans ce cadre par [25]) ; les groupes G'Spin s’obtiennent aussi
de cette fagon (ceci a été expliqué en [4]). Il se peut que d’autres situations avec
des changements de base s’obtiennent aussi ainsi et c’est pour cela que ’on veut
présenter ici les arguments les plus simples et les plus généraux pour arriver a
ce résultat.

La preuve de ce résultat, présentée ici, est essentiellement locale; la seule
partie globale est le fait qu’une identité de caracteres entre représentations el-
liptiques qui est satisfaite pour les fonctions dont les intégrales orbitales sont
nulles sur les éléments non elliptiques se prolonge en une identité de caractere
(sans restriction de support), résultat démontré dans le cas non tordu en [2].
Ce résultat nécessite la formule des traces simple et sa stabilisation : il faut en
effet démontrer qu’une telle identité de caractere se prolonge en une identité de
caractere quitte a y ajouter des représentations induites a partir de sous-groupes
paraboliques propres, c’est la méthode de [2]. Et c’est & cet endroit qu’on utilise
la formule des traces. Ensuite des méthodes locales permettent d’enlever ces
représentations supplémentaires. Cette méthode a été expliquée en [32] (reprise
en [20]) et on I’écrira en toute généralité pour les besoins de la stabilisation de
la formule des traces tordues dans [22]. Un tel résultat est un préliminaire &
toute classification & la Langlands des représentations tempérées ([6] et [25] en
dépendent) ; et le but de cet article est d’exploiter complétement un tel résultat.



On ne peut pas dire que les méthodes ci-dessous soient réellement différentes
de celles de [6] mais elles sont plus axées sur la théorie des représentations et on
obtient donc des conséquences plus fines en théorie des représentations.

On a clairement distingué ce qui peut se démontrer avec le résultat de pro-
longement de l’identité de caractéres expliqué ci-dessus et des propriétés a peu
pres élémentaires de théorie de représentation, de ce qui nécessite I’introduction
du L-groupe et qui est surtout de 'algebre linéaire élémentaire. Le lien entre les
deux est la doubling method (cf. ci-dessous) qui elle n’est pas élémentaire. Plus
précisément, la classification cherchée peut se décomposer en deux étapes.

Dans la premiere partie, on démontre qu’étant donné 7 une série discrete
d’un groupe classique, la projection d'un pseudo coefficient (cuspidal) de 7
sur la partie stable (cf. 2.3) détermine une unique représentation virtuelles du
groupe, 7y, combinaison linéaire uniquement formée de séries discretes, stable
par construction et que le transfert tordu de cette représentation virtuelle est
une représentation irréductible (4 un scalaire pres), 7¢L du groupe GL(n) de
la situation ; c’est le mot irréductible ici qui est important. Le support cuspidal
de cette représentation de GL(n) est I'invariant des paquets stables (cf 4) ; ¢’est
assez agréable car le support cuspidal se controle évidemment tres bien par in-
duction et restriction et qu’il est déterminé par des propriétés de réductibilité
d’induites. On en revient a notre définition des blocs de Jordan, que I’on modifie
légerement & cet endroit par commodité mais on démontre finalement (en 7.2)
que l'on n’a en fait pas changé la définition originelle de [19] et [23]

On montre aussi facilement que si w et 7’ sont des séries discretes du groupe
classique telle que 75 n’est pas orthogonal & 7/, alors s est proportionnel &
7!, et & un scalaire les représentations 7 et 7 6L coincide. Réciproquement
si 79 est une représentation tempérée (elliptique quand on prend en compte
Pautomorphisme de la situation) du groupe GL(n) il existe une unique donnée
endoscopique ellitpique tel que 7% soit un transfert d’une des représentations
7st (& un scalaire preés) obtenue par projection d’une série discréte du groupe
endoscopique sous-jacent (comme précédemment).

On obtient ainsi une classification des combinaisons linéaires stables de séries
discretes a l’aide des groupes GL(n). En utilisant la correspondance de Lan-
glands pour les groupes GL(n), on a donc associé a toute série discrete d’un
groupe classique un morphisme de Wy x SL(2,C) dans le L-groupe de GL(n).

Dans la deuxieme partie de I’article on montre que ce morphisme est a valeurs
dans le L-groupe du groupe classique. Et on a donc ainsi une classification a la
Langlands des paquets stables.

Le lien entre ces deux parties est la doubling method dont Piatetski-Shapiro
a été avec en particulier S. Rallis 'un des concepteurs (rédigé par J. Cogdell
dans [10]. La doubling method s’applique & la théorie des représentations et
permet de relier les points de réductibilité de certaines induites a des propriétés
de fonctions L définies par Shahidi. Et ces fonctions L de Shahidi sont aussi les
fonctions L du groupe Wg grace aux résultats d’Henniart ([16]); la preuve de
[16] est en grande partie globale, elle utilise I’équation fonctionnelle. Et du coté
galoisien la doubling method donne une factorisation des fonctions L qui donne
exactement la dichotomie, orthogonal/symplectique, Asai/Asai tordu.



Les poles des fonctions L gouvernent la factorisation du morphisme de Lan-
glands associé a une représentation d'un groupe général linéaire dans le groupe
dual des groupes considérés ici; c’est évident quand ces fonctions sont des fonc-
tions Sym? ou A2 et c’est aussi le cas par exemple pour les fonctions L d’Asai
(comme cela introduit des signes moins concrets, on refait en détail les calculs).

Et c’est ce qui fait le lien entre la classification purement en terme de
représentations et la construction du morphisme de Langlands associé a un pa-
quet stable de séries discrétres. La premieére partie se termine en 4.8, la deuxieéme
partie d’algebre linéaire (fortement axé sur les groupes unitaires) fait ’'objet du
paragraphe 5 et le lien fourni par la doubling method est le paragraphe 6.

On n’a pas calculé les coefficients dans les formules de transfert alors que [2]
et[6] trace la voie pour le faire et le fait pour les groupes orthogonaux et sym-
plectiques ; White ([31]) et Mok [25] ont étendu ces travaux au cas des groupes
unitaires. La méthode n’est pas locale, il faut mettre la situation locale dans
une situation globale ou on connait les résultats en toutes les places sauf celle
qui nous intéresse. En particulier, il faut connaitre (dans le point de vue de [6])
les résultats aux places archimédiennes, résultats en cours de démonstration
par Mezo; pour les groupes unitaires les résultats nécessaires aux places ar-
chimédiennes sont déja connus grace aux travaux de L. Clozel [9].

Nous ne faisons pas non plus la classification fine de Langlands de toutes les
séries discretes; ceci est uniquement pour ne pas allonger 'article, les méthodes
locales que nous avons développées dans [19], [23], [20] et [21] (partiellement
en collaboration avec M. Tadic) s’appliquent sans probléeme. De méme on s’est
limité au cas des groupes quasi-déployés ce qui n’est pas nécessaire.

Comme on obtient les représentations tempérées comme module de Jacquet
de certaines séries discretes, la classification des séries discretes est suffisante
pour avoir une classification des paquets stables de représentations tempérées;
toutefois le R-groupe joue un role important car on ne peut travailler avec les
séries discrétes sans travailler avec les représentations elliptiques (qui sont des
représentations tempérées, virtuelles défines avec le R-groupe [1]) ; ces R-groupes
ont été calculés en particulier en [14] et [11].

Ce fut un réel honneur pour moi d’étre invitée a participer au colloque
"Legacy of 1. I. Piatetski-Shapiro” ayant eu lieu a I'Université de Yale du 6
au 12 Avril 2012. Je remercie tres chaleureusement les organisateurs de cette
conférence et dédie ce texte a la mémoire de Ilya Piateskii-Shapiro.
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2 Notations et propriétés générales

2.1 Les groupes

Ici F' est un corps p-adique et E est une extension de F' soit égale a F
soit une extension quadratique de F'. On note GL I'un des groupes algébriques



suivant : GL(n, E), GL(n, F) x F* et 0 Pautomorphisme extérieur
0(9,A) := ("g ", Mdet g),

ou il n’y a pas de deuxieme facteur dans le cas GL(n, E) et ou g est le conjugué
degsi E#F.

Dans la suite de cet article on note G une donnée endoscopique elliptique
de la composante non connexe du produit semi-direct de G avec {1,6}. Ce
qui nous intéresse est le groupe sous-jacent a cette donnée que ’on note G, ;
on pourra faire disparaintre l'indice n s’il n’y a pas de confusion possible. Les
groupes G que ’on obtient ainsi, sont quasi-déployés et leur ensemble contient la
liste : Sp(n—1, F) pour n impair, SO(n, F) et SO(n+1, F) avec n pair (toutes
les formes quasi-déployées) , GSpin, (F) (toutes les formes quasi-déployées) et
GSping,+1(F) avec n pair et U(n,E/F). Les groupes de cette liste sont ap-
pelés, les groupes endoscopiques simples. Dans presque tous les cas, le groupe
détermine la donnée endoscopique mais ce n’est pas vrai ni pour Sp(n — 1, F)
ni pour U(n, E/F); le cas de U(n, E/F) est bien connu puisqu’il y a le cas de
ce que 'on appelle improprement le changement de base stable et instable. Le
cas de Sp(n — 1, F) se trouve expliqué dans [6]; il faut tenir compte de lac-
tion du groupe de Galois qui fournit, en plus, un caractere quadratique non
nécessairement trivial.

A cette liste s’ajoute le groupe endoscopique principal pour GL.0 quand
GL = GL(n, F) x F* avec n impair; c’est Sp(n — 1, F) x F*. Et s’ajoute les
groupes endoscopiques qui sont des produits de groupes dans la liste précédente.

Une description précise que nous utiliserons se trouve dans [33] dans le cas
ot GL n’a pas le facteur F* et ce dernier cas est décrit dans [4].

On notera & quelques endroits GSpin3, (F) le groupe non connexe qui est un
revétement du groupe de similitudes orthogonales sur un espace de dimension
2n. C’est naturellement un revétement de O(2n, F).

2.2 Les représentations

On s’intéresse aux représentations de GL qui sont stables sous 6 ; pour sim-
plifier un peu les notations, on fixe un caractere v de F'*, unitaire, et pour toute
représentation m de GL(n, E), on note 7 sa contragrédiente si E = F et son
dual hermitien si E # F. Soit 7 une représentation de GL telle que §.7 ~ 7. On
suppose que la restriction de m & F* (quand ce facteur existe) est le caractere
v. La 0 invariance se traduit donc par :

TQU . (1)

La notion de séries discretes est bien connue, la caractérisation utilisée ici
est le fait que les exposants sont dans une chambre de Weyl obtuse, ouverte
positive. Les représentations tempérées sont celles dont les exposants sont dans
une chambre de Weyl obtuse positive fermée. Les représentations elliptiques ont
été définies par Harish-Chandra mais on utilise la variante de [1] (premiers pa-
ragraphes de cet article). On a besoin de ces notions dans le cas tordu; cela



est fait en général dans [34] 2.12 mais ici nous n’en avons besoin essentielle-
ment pour GL.0. La description se fait alors en termes trés simples : il n’y
a pas de différence entre #-elliptique et 6-discrete, ce sont des représentations
irréductibles f-invariantes induites de représentations de Steinberg toutes non
isomorphes. On dira indifféremment, 6-elliptique ou 6-discrete en préférant la
premiere terminologie.

Tres accessoirement, on aura besoin de la notion de représentation elliptique
pour les groupes O(2n, F') et GSpin, (F) ; on 'utilisera dans un cas trés simple
ou on induit & partir du parabolique maximal de Levi isomorphe & GL(n, F')
ou GL(n, F) x F* une représentation 6 invariante. Quelque soit la parité de
n, 'induite au groupe non connexe se coupe en deux et la différence des deux
représentations est une représentation elliptique pour la composante non neutre
de ces groupes.

R. Herb ([14]) a donné une caractérisation des représentations elliptiques
dans le cas des groupes que nous généraliserons au cadre tordu dans le cadre de
la stabilisation de la formule des traces tordu.

2.3 Les pseudo-coefficients

On appelle fonctions cuspidales sur G une fonction lisse dont les intégrales
orbitales pour les éléments semi-simples réguliers hyperboliques (c¢’est-a-dire in-
clus dans un sous-groupe parabolique propre de G) sont nuls. Et on note I, (G)
I’espace des fonctions cuspidales sur G modulo celles dont toutes les intégrales
orbitales sur des éléments semi-simples réguliers sont nulles. On adopte la méme
notation pour G étant entendu que 1'on considere 14 des fonctions sur la compo-
sante G.0; la notation de parabolique est alors remplacée par la notion d’espace
parabolique ce qui pompeusement désigne les sous-groupes paraboliques #-stable
de G.

En [2] étendu en [34], paragraphe 7, pour inclure le cas tordu, il est montré

que Iﬁsp et Iccigp s’'interpretent comme ’espace des pseudo-coeflicients des

représentations elliptiques de G ou G (pour le cas tordu, [34] 7.2 (1)). On peut
stabiliser chacun de ces espaces ([2] pour le cas non tordu et [35] 4.11 (i) de la
proposition pour le cas tordu), ce qui permet de définir I, gspyst la partie stable
et de le faire aussi pour tous les groupes endoscopiques de G ; quand on réalise

G comme le groupe dans une donnée endoscopique G de GL.6, il faut aussi

tenir compte des automorphismes de cette donnée. On écrit alors Ic%s::t pour
I'image du transfert de Iccfép. Pour GL, on a :
G G, Aut
Icusp = @Qlcusp,sta (1)

ici @ parcourt toutes les données endoscopiques elliptiques de GL.0 et 1'égalité
est donnée par la somme des transferts.
Pour G fixé comme ci-dessus, on écrit la stabilisation de [2]

c  _ H, Aut
Icusp - 69ﬂlcusp,st’ (2)



qui est I'analogue non tordu de (1) et ou H parcourt I’ensemble des données
endoscopiques elliptiques de G y compris G lui-méme.

On dit qu’'une représentation virtuelle combinaison linéaire de représenta-
tions elliptiques, m de G est stable sur les elliptiques si la combinaison linéaire
des pseudo-coefficients dans I Ccpr est en fait un élément de I, Ccprjst ; on identifie
7 a cette combinaison linéaire de pseudo-coefficients et donc a un élément de
Iccisp. Cela est équivalent & dire que la distribution f € Iﬁsp — tro(f) est
stable.

Soit 7 un élément de I, Ccisp vu comme une représentation virutelle ; en utili-
sant (2), on détermine pour toute donnée endoscopique elliptique H de G, une

représentation virtuelle mg 4 telles que pour tout f € I Ccpr, on ait I'égalité :

tro(f) = Ztrﬂist(fﬂ), (3)

ot f& est un transfert de f.

Un résultat clé de [2] est de montrer que si m est dans Iccisp’st, alors la
distribution tr 7w est stable au sens usuel et que, sous les hypotheses de ’égalité
(3), alors cette égalité se prolonge & toute fonction lisse f.

La généralisation de ces propriétés au cas tordu est un préliminaire a tous
les travaux qui établissent les propriétés locales des représentations tempérées
([6],]125]). Généraliser [2] avec les mémes méthodes est slirement possible mais il
faudrait récrire des centaines de pages écrites par Arthur dans le cas non tordu.
En [32] et [20] on a obtenu ces résultats avec une autre méthode. Cela ne couvre
pas tous les cas que ’on a en vu ici mais nous avons maintenant vérifié ([22]) que
cette autre méthode s’étend en toute généralité au cas tordu; on admet ici ce
résultat (qui sera disponible sous forme de prépublication tres prochainement).
GL c IGL

cusp €St éerit suivant la somme directe (1) en

Donc on admet que si 7

76l = @gmg s, on a pour toute fonction lisse f sur GL.0 'égalité des traces

tr ﬂdL(f) = Ztr 7.t (f9).
G

2.4 Séries discretes et paquets stables

Proposition Soit m une série discréte de G vue comme un élément de Igj,sp
(via un pseudo coefficient cuspidal). Alors la projection de w sur Igj,sp,st est non

nulle.

La démonstration de cette proposition est déja dans [20] paragraphe 2 et m’a
été donnée par Waldspurger : on regarde les germes du caractére au voisinage
de lorigine; ils se développent par degré d’homogénéité et le degré formel est
I'un de ces termes. Ce terme est stable et sa projection stable est donc non nulle
et il y a donc un germe de la projection de qui est non nul. D’ou la non nullité
de la projection



Remarque Dans cet article on montre que la proposition est strictement spé-
cifique aux séries discretes, c’est-a-dire que la projection sur Igsp,st d’une repré-
sentation elliptique combinaison linéaire de représentations tempérées dont au-
cune n’est une série discréete est nulle. Une démonstration a priori de ce résultat
simlifierait les démonstrations mais je ne sais pas si une telle propriété est vraie

en dehors des groupes considérés ici.

On appelle paquet stable contenant 7 la représentation virtuelle, somme de
représentations elliptiques, stable et dont 'image dans Iﬁspyst est égale a la
projection du pseudo coefficient de 7.

2.5 Notations pour les modules de Jacquet

Soit 7 une représentation de G, et soit d un entier; on suppose que G,
contient un sous-groupe parabolique de Levi isomorphe & GL(d, E) X Gp_24
et on fixe p une représentation cuspidale unitaire irréductible de GL(d, FE). On
fixe aussi  un nombre réel et on note Jac,| =7 la représentation virtuelle dans
le groupe de Grothendieck de G,,_24 tel que le module de Jacquet de m pour
un parabolique de sous-groupe de Levi isomorphe & GL(d, E) X G,,_24 soit la
somme de p| |* ® Jac, |« 7 et de représentation irréductible de la forme o ® 7 ol
o est une représentation de GL(d, E') non isomorphe & p| |*.

On adopte une notation analogue pour GL, : ici on fixe un espace para-
bolique de GL, ¢’est-d-dire un sous-groupe parabolique, P de GL dont le nor-
malisateur dans GL.0 est non trivial. On fixe alors un espace de Levi, M, M de
cet espace parabolique et on suppose que le sous-groupe de Levi sous-jacent est
isomorphe & GL(d, E) x GLy_o4 % GL(d, E); on fixe les notations en fixant w un
élément de GL qui laisse stable M et conjugue les deux copies de GL(d, E) et
on pose 0 := wf. Alors M = M.0'. Soit 7 une représentation de GL,, prolongée
en 7, & GL,.0; on définit le module de Jacquet de 7; c’est aussi le module
de Jacquet de 7 mais il a une action canonique de 6 et donc de GL(d, E) x
GLy—24.0n—24 X GL(d, E), lespace de Levi. On fixe p une représentation de
GL(d, E), cuspidal unitaire irréductible et on suppose que p ~ p@v (cf 2.1 (1)).

On écrit cette représentation comme la somme d’une représentation, 7,
dont tous les sous-quotients irréductibles comme représentation de GL(d, E) x
GLyn_2q x GL(d, E) sont de la forme p||[* x o x p||~* (ol o est queconque)
et une autre dont aucun sous-quotient irréductible n’a cette propriété. On re-
marque que cette décomposition est stable sous €’ et est canoniquement une

représentation de M. On note ‘]aCZI |27 une représentation 6,,_o4 invariante

0

(vue dans le groupe de Grothendieck) telle que p| |* ® Jac) .

@ p| [T et 7,

ont méme trace sur M.

2.6 Modules de Jacquet et transfert

Depuis les travaux pionniers de Shelstad, on sait que le tranfert commute a
Iinduction : quand 7 est une représentation induite d’une représentation o, il
est facile de calculer la trace de 7 en fonction de la trace de ¢ vue comme une



représentation d’un sous-groupe de Levi M. En effet, tr n(f) = tro(fam), ou fur
est la fonction sur M définie par f(m) = [, 5y f(k~'nmk) avec les notations
usuelles (il faut ajouter un facteur discriminant). On se place dans la situation
oll G’ est une donnée endoscopique elliptique de G. On fixe M un sous-groupe
de Levi de G qui provient par transfert d’un sous-groupe de Levi M’ de G’. Pour
savoir que 'induction commute au transfert, il est alors suffisant de vérifier que
si f” est un transfert de f alors f},, est un transfert de fas ; un calcul élémentaire
sur les intégrales orbitales rameénent 1’assertion au fait de savoir que les facteurs
de transfert pour les éléments de M, M’ sont les mémes qu’on les calcule dans
G,G’ ou dans M, M’ et ceci est fait en [29] 3.4.2 au moins pour les groupes
réels. Le cas des groupes p-adiques et de I'induction dans la situation tordue (il
faut alors bien évidemment que I'induction se fasse via un parabolique stable)
est analogue. Cette propriété relative a I'induction est utilisée partout dans les
travaux sur la formule des travaux et en particulier dans [2].

Ici on préfere utiliser le fait que le module de Jacquet commute au transfert ;
cela repose sur la méme propriété des facteurs de transfert. En effet, la trace sur
les modules de Jacquet s’exprime en fonction de la trace sur la représentation
en des points tm ol t est un élément du centre de M qui contracte suffisamment
le radical unipotent du parabolique (cf [24]) 4.2.1. En loc. cite, on ne considérait
que des groupes endoscopiques principaux, les facteurs de transfert sont alors
égaux a 1 et 'égalité est triviale; d’autres cas tels que le transfert spectral
s’obtient a partir de ’endoscopie principale par torsion par un caractere (le cas
du transfert non principal du groupe unitaire par exemple) s’en déduisent aussi.
Le cas général vient de I’égalité du paragraphe précédent (la preuve de 6.2.1 de
[30] écrit le cas des groupes orthogonaux pairs qui est avec GSpins, 'unique
cas non trivial pour ce que l'on fait ici).

En conclusion, avec les notations du paragraphe précédent, on fixe 7%~ une
représentation de GL et M un espace de Levi de ¢’est-a-dire un sous-groupe de

Levi d’un parabolique #-stable. On écrit en fonction de 2.3 (1) la projection de
GL

GL

la trace tordue de 7~ " sur chaque Ic%fp :

G

trom L— Dolr mq, st

et on fixe M, p,x comme dans 2.5
L
Jacz| WTG = @gJacy |+ TG st

et ceci est une égalité de transfert mais dans le terme de droite chaque représen-
tation est une représentation virtuelle d’un sous-groupe de Levi d’un groupe
endoscopique elliptique de GL.O et certaines se regroupent puisque que plu-
sieurs données endoscopiques elliptiques peuvent avoir méme donnée endosco-
pique pour le sous-groupe de Levi se transférant en M.

On verra au début de la preuve du théoreme de 2.8 qu’aucun regroupement
n’a lieu si z > 1/2.



2.7 Quelques propriétés générales

Proposition Soit m une série discréte de G ; on fixre p une représentation
cuspidale unitaire de GL(d,, E) et x € R — {0}. Alors Jac,||= o Jac, =7 = 0.

Avant de faire la preuve, remarquons que ’hypotheése x # 0 pourra étre enlevée
a la fin de I'article mais en ce début d’article, on I'utilise dans la preuve.

On considere la représentation virtuelle elliptique stable contenant 7 qui
est décrite en 2.4, on la note 7y;. On fixe t maximal avec le fait qu’il existe une
représentations irréductible 7’ intervenant dans ce paquet (soit une série discrete
soit une composante d’une représentation elliptique) pour laquelle appliqué ¢
fois Jac,||» donne un résultat non nul. On note 7’ une telle représentation et
il suffit de montrer que ¢ < 1. Par réciprocité de Frobenius, on sait qu’il existe
une représentation irréductible 7' de Gy, 244, et une inclusion

= || x e x p| [T x T (1)

Par maximalité de ¢, Jac,) =7 = 0. Ainsi Jac,| = appliqué ¢ fois a 7' donne un
multiple de 7/. On vérifie que 7/ n’est sous-quotient d’aucun Jac,|» appliqué
t fois a 'une des autres séries discretes intervenant dans le paquet considéré;
en effet si 7”7 # 7’ avait cette propriété, on aurait d’abord l'existence de 7"
avec une inclusion analogue a (1) et aussi, par maximalité de ¢, Jac, 7" = 0.
Ainsi néeessairement, parce que x # 0, 7"/ ~ 7’ et 7’ est aussi un sous-module
irréductible de (1). On considere la représentation de GL(td,, E) isomorphe a
I'induite irréductible de ¢ facteurs p||* et on la note o. On remarque que 0 ® T
a multiplicité un dans le module de Jacquet de m comme quotient irréductible ;
cela vient évidemment du fait que x # 0 et Jac, =7 = 0. Par réciprocité
de Frobenius, cela assure que (1) a un unique sous-module irréductible. Ainsi
n"" = 7' et quand on applique ¢ fois Jac,||» a la distribution stable considérée
on obtient une représentation virtuelle non nulle, notée Jac,||= ¢— foisTst-

On note 7¢% le transfert de my.. Alors Jacy| = 1 foisTst se transfert en JacG?ac

Pl
appliqué t fois & 7%, Donc ce module de Jacquet doit lui aussi étre non nulle

mais ceci est impossible si ¢ > 1 puisque 7% est une combinaison linéaire
de représentations f-elliptiques irréductibles; une représentation 6-elliptique
irréductible est une induite de représentation de Steinberg pour un sous-groupe
de Levi, toutes les représentations de Steinberg étant inéquivalentes. D’ou la
proposition.

Corollaire (i) Soit m une composante d’une représentation elliptique interve-
nant dans un paquet stable et soit v € R —{0}. Soit Jac,| =7 =0, soit x > 0 et
Jacy| |« est une représentation irréductible.

(i1) Soient 7w, 7" deux représentations inéquivalentes de G intervenant comme
composantes dans un paquet stable de représentations elliptiques et soient p,x
comme en (i). Alors soit Jac,| |7 # Jacy| =7 soit Jac,|j«m = Jacy 27" = 0.

ol

Ce corolaire a été démontré dans la preuve ci-dessus puisque t = 1, avec les
notations de cette preuve.
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2.8 Propriétés de la projection endoscopique

Soit 7¢L une représentation 6-elliptique irréductible de GL: en fixant la
donnée endoscopique elliptique G, on note Fgét la projection de cette -trace
sur IS, (cf. 2.3 (1)).

cusp,st

Théoréme Soit 7L une représentation 0-elliptique, irréductible, de GL ; on
suppose que ﬂgfst n’est ni nul ni orthogonal a toutes les séries discrétes de G.
Alors la 0-trace de T est un transfert d’un paquet stable de représentations
elliptiques de G ou encore ﬁﬁfst = 0 pour toute donnée endoscopique elliptique

H différente de G.

On écrit 7L ~ X (p,a)ceSt(p, a) en se souvenant que s'il y a un facteur F*, il
opere par v. Et on pose ﬂfL = X(p,a)eeSt(p,a +2); c’est une représentation
de GL(ny,E), ot ny = n + > (payee 2dp. On décompose la O-trace de cette
représentation comme dans 2.3 (1). Et on calcule o(pya)eg{]acf‘ﬁaﬂ)/z, en or-
donnant £ de fagon a ce que l'on prenne les J acgﬁ(a +1y,2 dans l'ordre croissant
sur a; a chaque étape le résultat est une représentation #-elliptique irréductible
qu’il est facile de calculer. Sa décomposition dans 2.3 (1) se calcule en prenant
aussi des modules de Jacquet mais il faut regrouper les données endoscopiques
qui contiennent le méme sous-groupe de Levi; si G est simple, il faut considérer
Gr, mais aussi les données composées de la forme G X G tel que G1 = G121

et G contient GL(1/2(ny — n) — T, E) comme sous-groupe de Levi maximal.

On vérifie que la contribution de ces groupes, si T # (ny —n)/2, est nulle :
en effet s’il n’en est pas ainsi, on fixe G et G2 pour cette valeur de T'. Et il existe
un paquet stable, 7, de représentations elliptiques de G5 et un sous-ensemble &’
de & tel que o(y ayegrJac,y @/ +1)/2T #0et:

(ny—n)/2-T= > dy.

(p',a")€E’

Ceci est impossible car 7 se transfere alors vers une représentation -elliptique,
/ -l . . . ya
7 G de GL(n, —ny—2r qui doit aussi vérifier :

GL 'GL
O(P’ﬁa’)GS’Jacpq |(a’+1)/2T 7 0.

G

On sait que 7' GL est une induite de représentation de Steinberg. On a donc

certainement
Z dy(a'+2) < (ng —n)—2T
(p',a")€E’

et ceci nécessite a’ = 0 pour tout (p',a’) € £ ce qui est exclu. D’olt 'assertion
cherchée.

On note 7 ¢ la projection de f-trace de 7L sur Ic%g;t et mg, s+ I'analogue
pour G, ; on sait donc que g, est un module de Jacquet de mg 4 ; soit mg
une série discrete de G intervenant dans mg s qui existe par hypothese. Il existe

L
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donc au moins une représentation tempérée mg 4 intervenant dans m 4 et telle
que
0(p7a)€gJacp‘ |(a+1)/27TO,+

contient my comme sous-quotient ; plus précisément a chaque étape dans le calcul
du module de Jacquet, il existe un sous-quotient qui est une représentation
tempérée et en continuant la procédure, I’étape finale donne un sous-quotient
qui est mg; en fait d’apres 2.7, a chaque étape le module de Jacquet est une
représentation irréductible et tempérée, la derniére étape donnant une série
discrete g ; ceci nécessite qu’a chaque étape la représentation tempérée soit en
fait une série discrete. Ainsi mp 4 est une série discrete.

On met mp 4+ dans un paquet stable comme en 2.4; on transfert ce pa-
quet stable en la #-trace d’une représentation virtuelle combinaison linéaire de

représentations @-elliptiques de dL(n+, E), noté ﬁgi et on recalcule

~GL,
o(pya)ngacp‘ ‘(a+1)/2ﬂ-0,+,

le résultat est un transfert d’une représentation virtuelle stable combinaison
linéaire de séries discretes de G, qui n’est certainement pas nulle car elle contient
nécessairement my avec un coefficient non nul (cf. 2.7 (ii)). Mais comme

Z dp(a + 2) =Ny,

(p,a)e€

nécessairement ﬁ'oc’:i contient l'induite (X, q)ceSt(p,a +2)) @ v a un scalaire
pres et le module de Jacquet considéré est 7% (celui de 1’énoncé) & un scalaire
pres. Ainsi 7¢% est un transfert d’une distribution stable pour G,,, ce qui est le
résultat cherché.

3 Le cas des représentations cuspidales

3.1 Point de réductibilité des induites de cuspidales

Soit 7 une représentation cuspidale irréductible de G et soit p une représen-
tation cuspidale irréductible et unitaire de GL(d,, F') ce qui définit d,.

Théoréme Soit © € R tel que linduite de la représentation p||* X m, qui est
une représentation de Gyyq, soit réductible, alors x € 1/2Z et x < (n/d,+1)/2.

On fixe m, p,x comme dans I’énoncé; si x = 0, le théoreme est clair. Si l'in-
duite tempérée p x 7 est sans entrelacement sous I'action du groupe de Weyl,
d’apres Harish-Chandra, = ne peut exister. On suppose donc que cette induite
a un entrelacement et cela permet de supposer que = > 0. On note alors 74
l'unique sous-module irréductible de I'induite p| |* x 7; ¢’est une série discrete.
Elle appartient a un paquet stable d’apres 2.4, noté m 4 et il existe donc une
représentation virtuelle notée ﬂfL dont la trace tordue par € est un transfert
de 74 4.
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GL GL

On sait que Jacpl =Ty est un transfert de Jac,| =71 s du paquet stable

Pl
précédent (cf la preuve de 2.8 ); ce dernier module de Jacquet contient de
fagon non trivial la trace de 7 car il n’y a qu’une représentation irréductible
de G, qui a dans son module de Jacquet cuspidal p| | @ 7 et c’est m1. Ainsi
la représentation virtuelle obtenue par module de Jacquet n’est pas nulle donc
son transfert n’est pas nulle. Cela force aussi l'inégalité de 1’énoncé car on a
nécessairement n + d, > d,(2z + 1).

On sait que wa est une combinaison linéaire d’induites de représentations
de Steinberg unitaire ; son module de Jacquet J acgﬁm (ﬂ'fL ) est non nul et cela

force x a étre un demi-entier. Cela prouve le théoreme.

3.2 Blocs de Jordan des représentations cuspidales

Soit 7 une représentation cuspidale irréductible de G,,. On définit ici Jord(r)
comme étant ensemble des couples (p, a) ol p est une représentation cuspidale
de GL(d,, F') et ou a est un entier, Jord(m) satisfaisant a

si (p,a) € Jord(w) avec a > 2 alors (p,a — 2) € Jord(n);

(p,a) € Jord(w) (avec a > 1) et pour tout o’ > a, (p,a’) ¢ Jord(w) si et
seulement si I'induite p||®*1/2 x 7 de Gy-4a, est réductible.

On démontrera en 7.2 que cette définition correspond aux définitions de [19]
et [23].

Théoréme L’ensemble Jord(m) est fini et 32, e sora(r) @dp = 1. On pose

7TGL = X(p,a)G.]ord(w)St(pa a)a
cette représentation est O-invariante et sa trace tordue est un transfert d’une
combinaison linéaire finie de traces de séries discretes de G, l'une d’entre elles
étant m (avec un coefficient non nul).

De plus toute combinaison linéaire stable de représentations elliptiques de G
contenant m avec un coefficient non nul et se transférant sur la 0-trace d’une
représentation irréductible et 0-elliptique de GL se transfére nécessairement sur
la représentation T qui vient d’étre décrite (a un scalaire prés).

Avant de faire la démonstration remarquons que ce théoréme n’est pas tout a
fait ce que ’'on veut et c’est ce qui explique sa formulation un peu compliquée ;
on veut démontrer et on démontrera que la combinaison linéaire stable dont il
est question au début est celle qui est associée a 7w par 2.4.

Soit £ un sous-ensemble fini de Jord(nw) tel que si (p,a) € € et (p,a +2) €
Jord(r) alors (p,a + 2) € £. On vérifie la propriété suivante :

il existe une représentation irréductible de G(nJrZ(pya)EE 2d,,F), notée mg telle
que la représentation virtuelle

O(p,a)eedac,| |(a+1)/2Tg

contient 7 (avec un coefficient non nul), ott £ est muni d’un ordre tel que I'on

prend Jac,||@+1/2 avant Jacp‘ |(@/+1)/2 sia > a'. De plus 7g est une série discrete.
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Pour cela, on considere la représentation induite
a+1)/2
X(p,a)65p| |( )/ X .

On vérifie que cette induite a un unique sous-module irréductible en utilisant la
réciprocité de Frobenius. Ce sous-module irréductible est noté mg. Il est facile
de calculer le module de Jacquet cuspidal de cette sous-représentation : c’est
la somme directe des termes ®;e(1,g)0:] | @Y @ 7, ot {(pi, ai);i € [1, |E]]} est
exactement 1’ensemble £ ordonné de telle sorte que si pour i < j, p; = p; alors
a; < a;. Il est alors clair que 7¢ est une série discrete.

On pose ny =n+ E(p,a)es 2d,, et on consideére une représentation virtuelle,

&L de GL(ny, E) 0 invariante qui est un transfert du paquet stable contenant
e tel que défini en 2.4. On calcule le module de Jacquet o(pya)ngacﬁf(aﬂ)/z
comme on I’a fait ci-dessus et on conclut que le résultat est non nul car c’est un
transfert d’une représentation virtuelle contenant 7 avec un coefficient non nul.
Ainsi ng, qui rappelons-le est une représentation virtuelle, contient au moins
une représentation induite de représentations de Steinberg vérifiant la non nul-
lité ci-dessus; il est facile de calculer les modules de Jacquet des représentations

de Steinberg. En prenant le premier J. acg’;LH(ao +1y,2 O voit que cette représenta-

tion est nécessairement de la forme une induite de représentation St(po, ag + 2)
avec éventuellement une autre représentation tempérée, 7. Le résultat est alors
I'induite de St(p, a) avec T et on doit encore avoir la non nullité

GL .
O(p.a)eE~{(po.a0) AC | (a2 7 05

I’hypothese sur ’ordre assure que dans ’ensemble restant si p ~ pg alors a > ayg.
La non nullité porte alors sur le module de Jacquet de 7 et on en procédant
ainsi on voit que la représentation fixée est une induite de x(, 4y St(p, a) avec
éventuellement encore une représentation tempérée. Mais on a donc nécessaire-
ment 3., yeedp(a+2) Sn+ 32, yee2dp. D0l 3o, 1yee ady < m; comme n
est indépendant de &, cela force la finitude de Jord(m) et I'inégalité

Z ad, < n.
(p,a)eJord(m)

On pose n_ :=n — Z(p a)eJord(r) ad, et on vient de montrer qu’il existe une

représentation virutelle 7o de GL(n_, E) tel que X (p,a)eJord(x)St(p, a) X To soit
f-invariante et soit un transfert du paquet stable associé a m dans 2.4.

Pour montrer que n_ = 0, on procede de facon inverse : on fixe 7% une
représentation irréductible et f-elliptique de dL(n) dont la projection de la
f-trace sur I%SS; est non orthogonale & la trace de 7 (cf. 2.3 (1)). On définit
Jord(n%") comme étant I'ensemble des couples (p,a) tel que

7TGL = X(p,a)GJord(wGL)St(paa)'

L PR BN GL s .
On pose ny :=n + E(p,a)G.]ord(wGL)2dp et on considere 75" la représentation

irréductible du groupe GL(ny ) égale & X, o)cjora(=cr)St(p,; a+2). On note 74
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la représentation virtuelle de G, , obtenu par la projection de la 0-trace de cette

GTL
représentation sur Io,sp . On remarque qu’en ordonnant .J ord(ﬂfL ) de sorte que

) GL GL A
on prenne d’abord Jacpl (at1)/2 avant de prendre Jacpl (@ +1y/2 POUL le méme p

et la méme parité de a,a’ si a’ > a, on a

GL GL _ _GL
O(pﬁa)ei]o,rd(ﬂ-GL)Jan‘ l(a+1)/2T4 =T 7.
C’est le méme argument que celui donné ci-dessus. Puisque le transfert commute
au m'od'u.le de.jacquet, on a/u s'ﬁre.meI\lt que O(p,a)eJord(xGL)Jacy |(a+1)/2 T+ contie.nt
7. Ainsi il existe 74 une série discrete intervenant dans 71 et tel qu’a un scalaire
PIes, O a)eJord(xGL)JACy| |(a+1)/2T+ = T; ON a méme un résultat un peu plus
précis que l'on n’exprime que dans le cas qui nous intéresse : on fixe py une
représentation cuspidale unitaire et irréductible, une parité et ap maximal avec
cette parité fixée tels que Jord(n“") contienne (pg,ap). On note Jord(z%F)_
'ensemble Jord(m%) privé de (po,ap) et on a :

_ GL
O(p,a)EJord(ﬂ'GL)Jacp\ [(at1)/2TH = Jacpo| |(ao+1)/2

O(pya)eJord(ﬂ-G’L)i Jacp‘ |(a+1)/27'+.

Or o(, a)eJord(xcL)_Jac,@+1/2T+ n'est autre que

St(p(), ao + 2) X (p,a)eJord(xGL)_ St(pv a)'

Comme ci-dessus, cela montre qu’il existe une série discrete my de Gn+2dp0
tel que Jacpo‘ |(a0+1)/27TT0 contient 7. Ainsi my est un sous-quotient de I'induite
p| [(@0+1)/2 5 1 et cette induite est réductible. Cela entraine par définition que
(po, ap) € Jord(r) et par les propriétés de Jord(m) pour tout @’ de méme parité
que ag si (po,a’) € Jord(wG") alors (pg,a’) € Jord(w). Ainsi on a

n= Z ad, < Z ad, =n—n_.

(p,a)€Jord(mGE) (p,a)€Jord(m)

Cela force n_ = 0 et Jord(n%L) = Jord(m). En revenant au début de la
preuve, on a en plus montré que X(, q)ejord(x)St(p,a) est un transfert d'un
élément de IC%’SS; non orthogonal & 7. Mais, puisque Jord(7%L) = Jord(n),
X (p,a)eJord(x)St(p,a) = 7GL et il n’y a donc qu’une représentation 6-elliptique
et irréductible de 7 dont la projection de la f-trace sur IC%’SS; n’est pas ortho-
gonale & .

4 Support cuspidal étendu

En 3.2, pour 7 une représentation cuspidale, on a défini Jord(r) et &L ;

on appelle support cuspidal étendu de 7 le support cuspidal de 7L et on
voit ce support cuspidal comme un ensemble de couples (p,z), ol p est une
représentation cuspidale unitaire d'un groupe GL(d,, F) et z est un nombre
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réel en fait un demi-entier relatif. Cet ensemble est bien défini a permutation
pres.

On généralise cette définition a toute représentation irréductible :

soit 7 une représentation irréductible de G ; on écrit 7 comme sous-quotient
d’une représentation induite a partir d’'une représentation cuspidale d’un sous-
groupe de Levi. Cela définit le support cuspidal usuel de m que ’on écrit comme
une collection de couples (p,z) et d’une représentation cuspidale meysp d'un
groupe de méme type que G mais en général de rang plus petit, ol les (p, x)
sont des couples formés d’une représentation cuspidale unitaire p et d’un nombre
réel z. Alors que Teysp est uniquement déterminé, les couples (p, z) sont définis
a permutation preés et & changement de (p,z) en (p, —x) ou, ici, p := p* @ v si
E=Fetpsi E# F ouv est le caractere de 2.1; c’est un calcul sur le groupe
de Weyl. On définit le support cuspidal étendu de m comme étant 'union du
support cuspidal étendu de m.ysp avec Uensemble des couples (p, x), (p, —z) ol
(p, x) parcourt I’ensemble ci-dessus. Le support cuspidal étendu et donc bien
défini & permutation pres.

Remarque Le support cuspidal étendu de w est nécessairement le support cus-
pidal d’aw moins une représentation irréductible de GL(n, E) et d’au plus une
représentation tempérée de ce groupe.

La premiere assertion vient uniquement d’un calcul de dimension : on note
Supp(m) le support cuspidal de 7 sauf 7.y (on fait un choix qui n’aura pas
d’importance), on note Suppe:(m) et Suppet(Teusp) le support cuspidal étendu
de 7 et Teusp €t On A :

oo dy=2 > d,+ > d, =n.

(p,x) € Suppet () (p,x) € Supp(m) (p,x) ESuppet(Teusp)

La deuxieme assertion de la remarque vient du fait que le support cuspidal
d’une représentation de GL(n, E) est une union de segments centrés en 0 et que
la représentation tempérée est uniquement déterminée par cette union de seg-
ments ; mais il n’y a au plus qu'une fagon d’écrire un ensemble de représentations
cuspidales comme union de segments centrés en 0, d’ou ’assertion.

Le but de la suite du travail est de montrer que si 7w est une représentation
tempérée, alors le support cuspidal étendu de 7 est le support cuspidal d’une
représentation tempérée et f-invariante de GL(n, E) et que cette représentation
tempérée a sa f-trace qui est un transfert d’un paquet stable (en fait ”du” si
ceci est bien défini) de G contenant 7.

4.1 Le cas des séries discretes strictement positives

Une généralisation des représentations cuspidales, pour ce qui est fait ici, est
la notion de séries discretes strictement positives, comme cela avait déja été le cas
en [19]. Par définition une telle série discrete est une représentation irréductible
dont les modules de Jacquet cuspidaux sont de la forme ®, .)pl|* X Teusp,
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ou (p,x) décrit un ensemble de couples formés d’une représentation cuspi-
dale unitaire et d’un nombre réel x strictement positif et oll 7mcyusp est une
représentation cuspidale d’un groupe de la forme G, avec n’ < m. Dans le
cas ot G = SO(2n, F) ou GSping,(F), il faut considérer simultanément 7 et
7 l'image de m par I'automorphisme extérieur et demander la méme propriété
pour ces deux représentations, ou encore ceci revient a travailler avec le groupe
non connexe O(2n, F') et son analogue pour GSping,(F). Ici on ne classifiera
pas ces représentations (cf. [19] qui se généralise cf par exemple [18] et Jang
Bogume [8]), les propriétés décrites ci-dessous nous suffisant.

Soit (p, ) un couple formé d’une représentation cuspidale unitaire p et d’un
nombre réel strictement positif x. Et soit 7 une série discrete fortement positive.

Lemme (i) On suppose que Jac,| =7 # 0 ; alors Jac,| =T est une série discrete
strictement positive.

(ii)Supposons que x > 1 ; les sous-quotients irréductibles de l’induite p| |* x
sont des séries discrétes fortement positives sauf l'unique quotient irréductible
qut peut éventuellement étre toute linduite.

Le (i) est completement évident. Montrons (ii) ; soit 7’ un sous-quotient irréduc-
tible de I'induite de 1’énoncé. Les modules de Jacquet cuspidaux de l'induite sont
obtenus en prenant ceux de 7 et en glissant soit p||* soit 6(p)| |~ & n’importe
quelle place sauf si G = SO(2n, F') ou GSping,(F), ot il faut considérer simul-
tanément m et @ ('image de 7 par 'automorphisme extérieur). Supposons que
7" ait un module de Jacquet contenant un terme avec 6(p)||~*. Par réciprocité
de Frobenius on trouve une inclusion :

[T,

7T/ — X(plyl./)pll |I X 9(p)
ol 7T est une représentation irréductible convenable ; nécessairement ici z’ > 1/2
d’ott 4+ 2’ > 1 par ’hypothese sur 2’ et on peut mettre 6(p)||~® en premiére
position. Et 7’ est alors le quotient de Langlands de I'induite.

Corollaire Il existe une unique représentation 0-elliptique de GL qui est irré-
ductible et dont la O-trace est un transfert d’une combinaison linéaire stable de
représentations elliptiques de G contenant w. De plus le support cuspidal de cette
représentation de GL(n, E) est exactement le support cuspidal étendu de 7.

L’existence de cette représentation résulte de 2.3 (1) et de 2.8. On démontre
I'unicité et sa description par récurrence sur n en initialisant la récurrence avec
les représentations cuspidales si n > 0; et dans le cas ou n = 0, le résultat est
vide sauf pour SO(1, F) et GSpin(1, F) ou il est trivial, toutefois, il faut dans
ce cas accepté une petite extension de la formulation du théoréme pour que GL
existe aussi avec n = 0.

Soit 7 une série discrete strictement positive et soit p, x comme dans le lemme
(i) ci-dessus. Soit 7“% une représentation f-elliptique irréductible de GL qui est
un transfert d’'une combinaison linéaire stable de représentations elliptiques de
G contenant 7 (cf. 2.3 (1) et 2.8). Il suffit évidemment de démontrer que le
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support cuspidal de 7¢L coincide avec le support cuspidal étendu de 7 et on
peut supposer que 7 n’est pas cuspidal. On fixe (p,x) tel que Jac, =7 # 0
et on applique I'hypothese de récurrence a m— := Jacy»m. On note 7s la
combinaison linéaire stable de représentations elliptiques de G contenant 7 se
transférant en la 6-trace de 7%, La représentation J acgﬁm (WGL) est un transfert
de Jacy| |« Trs¢ ; comme cette derniére représentation contient une série discrete,
m_, la représentation

Jacp‘ |zﬁ'st

ne peut pas étre une induite 6-stable & partir d’un espace de Levi de GL. Ainsi si
lon écrit 7 comme linduite X (pr,a)eeSt(p', a"), nécessairement (p, 22+1) € £
et (p,20—3) ¢ £; deplus, St(p,a—2) Xy ayee:(p,a')£(p,a) SL(P's @') est un trans-
fert nécessairement d’une combinaison linéaire de représentations elliptiques de
Gn_24, (d, est défini par le fait que p est une représentation de GL(d,, E)) et
qui coincide avec Jac,| =7t Cette combinaison linéaire contient donc 7_. Par
I’hypothese de récurrence, le support cuspidal étendu de 7m_ est exactement le
support cuspidal de J acflL‘m (7&L). Le support cuspidal de 7 s’obtient en rajou-
tant p||* et p||~* au support cuspidal étendu de 7_ ; c’est la méme opération

qui fait passer du support cuspidal de de J acgﬁszL a 7@l d’oti le résultat.

4.2 Bloc de Jordan des séries discretes strictement posi-
tives

Soit 7 une série discrete strictement positive ; on lui a associé dans le corol-
laire de 4.1 une unique représentation tempérée 7% de GL(n, F). Ici on prend
comme définition de Jord(w) := {(p,a)} de telle sorte que

7TGL = X(p,a)EJord(ﬂ)St(pa a);
on vérifiera dans la remarque de 7 que cette définition est bien analogue a celle
donnée en [21]. Mais ici on démontre le résultat technique dont nous aurons
besoin : soit £ € N et pour tout i € [1,4] la donnée d’un couple p;,x; > 1 et
d’une série discrete strictement positive m; vérifiant inductivement que m; est
un sous-quotient de I'induite p;| | x m;—1, olt I'on a posé mo = 7 et x; > ;1
avec xg = 1/2.

Lemme Pour une telle suite, l'ensemble {(p;,2x; — 1);i € [1,£]} est un sous-
ensemble de Jord(m).

On fixe 7 € [1,/]; on admet par récurrence que Jord(m;—1) s’obtient & partir de
Jord(m) en remplacant les blocs (p;,2x; —1); 7 € [1,i[ par les blocs (p;, 2z; +1),
cette assertion est vraie pour ¢ = 0 et on la démontre pour le i fixé; on sait que le
support cuspidal étendu de ; est celui de m;_1 auquel on ajoute (p;, x;), (5;, —;)
(ot p =~ p*®@v ou p (cf. 2.1)). Mais d’autre part, comme 7; est par hypothese une
série discrete strictement positive, son support cuspidal étendu est une union
de segment; comme z; > 1/2 la seule possibilité est que p; ~ p; et que l'on
rajoute (p;, x;) a Pextrémité d’un des segments du support cuspidal étendu de
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mi—1; il faut donc que (p;,2x; — 1) € Jord(m;—1). On utilise alors ’hypothese
que x; < x; pour tout j € [1,4] ce qui force que (p;, 2z; — 1) € Jord(m) et c’est
alors ce couple qui devient (p;, 2z; + 1) dans Jord(mw;). D’ol le lemme.

4.3 Un lemme de structure des séries discrétes et des
représentations tempérées

Soit p une représentation cuspidale de GL(d,, E). Soit d, f des nombres
réels tel que d + f € N>g. On note (d,—f), 1'unique sous-représentation de
GL((d+ f+1)d,, F') incluse dans I'induite x;c(q,—fp||'; ¢’est une série discrete
tordu par un caracteére non unitaire.

Lemme Soit m une représentation irréductible de G. Il existe un ensemble, T
de triplets (p,d, f) ordonné et une série discréte strictement positive, msq tels
que l'on ait une inclusion

= X(Pvdaf)€T<d7 7f>p X T>0

et tels que f > 0 pour tout (p,d, f) € T et f > [’ sile triplet (p,d, f) précéde
le triplet (p',d’, f') dans Uordre de T.

Précisons la situation des groupes SO(2n, F') et GSping,(F); on ne voit les
représentations qu’a conjugaison pres par I’automorphisme extérieur ; donc dans
le lemme, il faut éventuellement remplacer 7 par son conjugué par cet automor-
phisme.

On fixe une inclusion de 7w dans une représentation induite & partir d’une
représentation cuspidale : ci-dessous ¢ € N, pour ¢ € [1,4], les p; sont des
représentations cuspidales unitaires, les x; sont des nombres réels et m.ysp est
une représentation cuspidale d’un groupe Gy,,,,,,, POUr Neysp convenable :

™ Xie[l,é]ﬂi| [“* X Teusp; (1)

Le terme de droite de (1) n’est évidemment pas uniquement déterminé et on
fait un choix de telle sorte que le nombre de min;ec[y ¢x; soit minimal pour tous
les choix possibles. Ainsi si dans (1) aucun des z; n’est inférieur ou égal & 0, ™
est une série discrete strictement positive (par réciprocité de Frobenius aucun
terme du module de Jacquet cuspidal ne contient de termes ”"négatifs”).

On suppose donc qu'’il existe z; < 0 dans le terme de droite de (1) ayant la
propriété de minimalité précédente et on note ¢; le plus petit indice tel que zy,
soit minimal dans (1). On pose f1 := —xy, ; on peut modifier le terme de droite
de (1) uniquement en permutant éventuellement les termes x; pour i < ¢; de
sorte que py, | |*41 soit le plus & gauche possible. On est alors siir que pour tout
i < L1, pi =~ pg, et il existe un sous-quotient 71 de 'induite de GL(dpglfl,E)
Xie1,a]P0 | |7 tel que linclusion (1) se factorise en

T T1 Xise, Pil |58 X Teusp- (2)
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La minimalité de /1 assure alors que 71 = (z1, — f1),,, - On peut encore factoriser
l'inclusion (2) en
T—=T1 X7,

ot 7 est une représentation convenable. On applique le lemme & 7’ et on obtient
le lemme pour 7 en remarquant que l'inégalité du lemme est bien satisfaite par
minimalité de xy, .

Remarque On suppose que T est une représentation tempérée (resp. une série
discréte) ; alors dans le lemme ci-dessus, on a en plus nécessairement pour tout

(p,d, f),d—f >0 (resp. d— f >0).

Raisonnons par I’absurde, on suppose qu’avec les notations du lemme précédent,
il existe un des triplets (p,d, f) tel que d — f < 0 et on fixe un tel triplet le
plus a gauche possible ; il ne peut étre en premiere position car cela contredirait
le critere de Casselman. Pour tout triplet (p’,d’, f') plus & gauche [’ < d’ (par
minimalité) et donc nécessairement d' — f* > 0> d— f et f— f' > d—d’; par les
inégalités sur les extrémités f, on a aussi f’ > f d’ou aussi d’ > d et le segment
[d, —f] est inclus dans le segment [d’', —f']. Ainsi I'induite pour le bon groupe
GL(n,E) : (d',— ") x (d,—f), est irréductible et on peut donc commuter les
deux facteurs. En agissant ainsi de proche en proche, on ramene (d,—f), en
premiere position et on a une contradiction avec le critere de Casselman.

4.4 Sur les points de réductibilité des séries discretes

Soit 7 une représentation tempérée irréductible ; on note Red(w) 'ensemble
des suites finies de triplets {(p;, 25, m;),¢ € [1,£]} telle que £ est un entier, pour
tout i € [1,£],z; € Ryy/5 et m; une représentation tempérée irréductible qui
vérifie inductivement que m; — p;| [** X m;—1 avec myp = 7. On remarque que
contrairement au cas des séries discretes strictement positives ( paragraphe 4.1),
on demande vraiment que m; soit un sous-module et pas seulement un sous-
quotient. On demande encore que x; > x;4+1 pour tout ¢ € [1,£].

On fixe aussi une inclusion comme dans 4.3; donc on a Jord(m;) et les
triplets (p, d, f), ensemble de triplets que 'on note 7.

Lemme Soit {(p;,xi,m;);4 € [1,£]} un élément de Red(w). Alors pour tout
i € [1,4], i existe soit (p,a) € Jord(ny) tel que p; ~ p et a = 2z; — 1 soit il
existe (p,d, f) € T tel que soit p; ~p et x; =d+1 soit 0(p;) ~p et x; = f+ 1.

On peut ajouter que, pour tout i € [1,], m; vérifie une inclusion comme dans
4.3 en remplagant dans celle-ci certains (p,d, f) par (p,d+1, f) ou (p,d, f +1)
et/ou en remplacant 74 par une série discrete totalement positive m; 4 ayant
comme blocs de Jordan ceux de 74 mais certains d’entre eux passant de (p, a)
a (p,a + 2). Comme cela et en tenant compte des inégalité x; > x4, il suffit
de faire la preuve avec £ = 1. On a par hypothese :

w1 = p1| |7 x T =
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P11 X (p.a,pyer (d, —f)p X T4

On déplace p;||** vers la droite; c’est toujours possible par isomorphisme au-
dessus d’une représentation (d, —f), si I'une au moins des deux conditions sui-
vantes n’est pas satisfaite : p;1 ~ p et x1 = d + 1. Si les deux conditions sont
satisfaites (c’est une des éventualités du lemme) on a deux cas possibles : soit m;
est inclus dans I'induite obtenue en remplagant (d, —f), par (d + 1, —f),, soit
on peut quand méme faire commuter (d, —f), et p1]|™* en gardant I'inclusion.
Le premier cas, termine la preuve et dans le deuxiéme on continue : si on arrive
jusqu’a

T X(p,a,p)eT{ds —f)p X p[ [*1 x 74,
on peut remplacer p||** X 74 par un sous-quotient irréductible. Tous les sous-
quotients irréductibles sont des séries discretes positives sauf celui qui est inclus
dans 6(p1)| |~ xm4. Sauf le dernier cas, on est encore dans I'une des éventualités
du lemme grace & 4.1. Reste le dernier cas, ot on pousse 6(p1)||~** vers la
gauche; on obtient soit I'un des cas restant du lemme, soit

T = 0(p)1] [T X (pa.pyeT (dy —fp X T4
Ceci est impossible car 7 est supposée une représentation tempérée.

Corollaire Soit m une représentation tempérée irréductible et soit {(p;, x;, 7;);
i € [1,4]} un élément de Red(r). Alors 3=,y g dp, (22, —1) < n; supposons que
Von ait 1’égalité et que pour tout i € [1,£], p; ~ 6(p;) et x; est un demi-entier,
alors le support cuspidal étendu de 7 est le support cuspidal de la représentation
tempérée X;c1 qSt(pi, 2x; — 1) de GL(n, E).

En tenant compte du lemme précédent (cf. aussi la preuve de ce lemme), on a

> odpQui-1)< Y d2d+14+2f+1)+ Y. dea

i€[1,4] (p,d,f)ET (p,a)eJord(my)

Evidemment 2d +1+2f4+1=2(d+ f + 1) vaut 2 fois la longueur du segment
[d, —f] et le terme de droite vaut donc exactement n. L’égalité force le fait
que pour tout (p,d, f) € T, il existe i € [1,/] tel que p; ~ pet x; =d+1
et il existe j € [1,¢] tel que p; ~ 0(p;) = p et ; = f + 1 et que pour tout
(p,a) € Jord(my) 1l existe i € [1,€] tel que py ~ p et 22y — 1 = a. Ce
qui nous intéresse, avec les hypotheses de la fin du lemme est que cela force
tout triplet (p,d, f) € T de vérifier p ~ 0(p) et d,f € 1/2Z>( puisque le
suppose que les p; ~ 0(p;) et x; € 1/2N et x; > 1/2. Par définition du support
cuspidal étendu, celui de 7 est 'union pour (p,d, f) € T des ensembles p| |*;z €
[d,—f] et O(p)| |~ ;2 € [d,—f] auquel on ajoute le support cuspidal étendu
de 7. On peut donc récrire les ensembles ci-dessus sous la forme p||* avec
x € [d,—d]U[f, —f]. Ceci est le support cuspidal de la représentation tempérée
St(p,2d+1) x St(p,2f+1). Comme on sait déja que le support cuspidal étendu
de 74 est celui d’une représentation tempérée, cela conclut la preuve du lemme.
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4.5 Paquet stable de séries discretes

Théoréme Soit m une série discréte de G ; soit aussi 7 une représentation

0-elliptique de GL dont la O-trace a une projection sur IC%’SS; qut n’est pas ortho-
gonale & . Alors le support cuspidal de 7Y coincide avec le support cuspidal
étendu de .

On va démontrer en méme temps le complément important suivant :

Proposition Soit m une représentation elliptique de G dont la projection de
la trace sur Iﬁfg n’est pas nulle alors 7 est une série discréte.
On procede ainsi : on fixe une représentation f-elliptique de dL(n, E) que 'on
note 7¢% ; on suppose que la #-trace de 7% a une projection non nulle sur I Cci;;
et on montre que toute représentation elliptique intervenant dans cette 6 trace
est une série discrete et que le support cuspidal étendu de cette série discrete
est le support cuspidal de 7L,

On écrit 7 sous la forme X (,, 4,)cic(145t(pi, a;) et on suppose que pour
i € [1,4], a; < a;41. On fixe m une représentation tempérée irréductible qui
compose une des représentations elliptiques intervenant dans la projection sur
IS, s de cette f-trace. On va montrer que pour tout i € [1,£], il existe une
représentation tempérée irréductible m; tel que {(p;, (a; +1)/2,m;);1 € [1,£] soit
dans Red(w). Vérifions que cela suffira : on sait par construction que

Z dp,a; = n.

i€[1,£]

Ainsi le support cuspidal étendu de 7 est le support cuspidal de 7% ; comme
&L est elliptique tous les (p;, a;) sont distincts avec p; =~ 0(p;) pour tout i; et
7 est nécessairement une série discrete : en effet une représentation tempérée
qui n’est pas une série discrete vérifie une inclusion comme en 4.3 (1) mais avec
un des triplets (p,d, f) vérifiants d = f; cela force l'existence de i # i’ € [1,/]
avec p; ~peta; =2d—1et 8(py) =pavecay = f+1,dolu p; = pir et a; = ay
ce qui a été exclu.

Il reste donc & construire les m; pour ¢ € [1,¢]; on procede de fagon des-
cendante. On pose ny :=n+ Eie[l,l] 2d,, et on note ﬂ'fL la représentation de
GL(ny, E) égale a X1, St(pi, a; +2). On considere la projection de la 6-trace

G, ,st
CLosur Ieysy

de m cusp ; on sait d’apres 2.6 qu’en appliquant

oicreydac,, |(as+1)/2

A cette projection, on trouve la projection de la 6-trace de 7&% sur Iccigift. En
tenant maintenant compte de 2.7, on voit qu’il existe une représentation notée
e tempérée irréductible qui est composante d’une représentation elliptique in-
tervenant dans la projection de WfL sur I, gsp et telle que

Oie[@,l]JaC ‘(ai+1)/27rg = T.

pil
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On pose, pour tout i € [1,£[, m; = oje[g,i_me]acpjl ((aj+1) /2700 La représentation
m; est nécessairement tempérée car elle intervient dans la projection de

X je,iSt(pis ai +2) X jejiv1, St(pi, ai)

Gri2y, i dp. »St
sur Ieyspy 7777 et on a inductivement

Jani+1| ‘(ai+1)/‘2ﬂ-i+1 = 7.

Ainsi 711 est un sous-module irréductible de linduite p;yq||(@+1TD/2 x 7.

Avec 2.7, on sait que
Ja

| |(ai+1+1)/2 i1+ /2T41 = 0

c (a
Pi+1 sPi41 | ‘

et donc que Jac i1+1/2m; = 0. Ainsi par réciprocité de Frobenius I'induite

pial |
piv1||(@+1HD/2 % 1, a un unique sous-module irréductible qui est nécessairement
mi+1. On a donc toutes les propriétés souhaitées.

Corollaire Soit m une série discréte de G. Il existe une unique combinai-
son linéaire de toutes les séries discrétes de G ayant méme support cuspidal
étendu que T qui soit stable et cette combinaison linéaire se transfére en l'unique
représentation 0-elliptique de dL(n, E) ayant pour support cuspidal le support
cuspidal étendu de w. De plus If;;;; est engendré comme espace vectoriel par ces
combinaisons linéaires stables.

On fixe 7; on a donc le support cuspidal étendu de w d’ou l'existence d’une
unique représentation 6-elliptique de GL ayant pour support cuspidal le support
cuspidal étendu de 7; on la note 7%, On sait que 7€ est un transfert d’une
représentation virtuelle stable 75, de G, ; 745 est orthogonal a toute série discrete
n’ayant pas méme support cuspidal étendu que 7 d’apres le théoreme précédent ;
cette combinaison linéaire ne peut étre orthogonale & une série discrete, 7/, ayant
méme support cuspidal étendu que 7 car sinon 7’ aurait une projection nulle
sur Ic%ssé ce qui a été exclu en 2.4.

4.6 Support cuspidal étendu et endoscopie

Théoreme Soit H une donnée endoscopique elliptique de G et Iy s une com-
binaison linéaire stable de séries discretes de H ayant toutes méme support cus-
pidal étendu ; on suppose que cette combinaison linéaire se transforme sous les
automorphismes du groupe endoscopique suivant le caractére déterminé par G
(le caractére trivial, ici). Le transfert endoscopique de cette distribution stable
est une combinaison linéaire de représentations elliptiques de G dont toutes
les composantes irréductibles ont pour support cuspidal étendu limage (cf. la
preuve) du support cuspidal étendu des représentations de H dont on est parti.

Le lemme 2.7 n’est pas exact pour une représentation elliptique; dans cet
énoncé on prenait comme hypothése que la représentation elliptique apparait

23



dans une combinaison linéaire stable de représentations elliptiques; or nous
avons vu en 4.5 que cette hypothese n’est pas satisfaite en général. Il faut a la
place utiliser le lemme suivant, pour éviter des annulations dans le calcul de
modules de Jacquet :

Lemme Soit m une représentation tempérée irréductible composante d’une re-
présentation elliptique de G. Et soit p une représentation cuspidale unitaire
de GL(d,, E) et x € R. Alors Jac,|= o Jac, =7 est soit nul soit est une
représentation irréductible, @', et on a alors que 7 est l'unique sous-représenta-
tion irréductible de Uinduite p||* x p||* x «'.

Il existe nécessairement une donnée endoscopique elliptique H de G (qui peut
étre G lui-méme) et une combinaison linéaire stables de séries discretes de H,
I s, vu comme un élément de IC%’SS;, se transformant correctement sous les
automorphismes de la donnée endoscopique, dont le transfert & G a m comme
I’'une de ses composantes.

En procédant comme dans la preuve de 2.7, on note ¢ le plus grand entier
tel qu’il existe 7 une composante du transfert tel que Jac,| = oo Jacy) =T est
non nul ot il y a t facteurs Jac,||-. On vérifie ici que ¢ est inférieur ou égal au
plus grand entier ¢’ tel que Jac,||= o --- o Jac,||«I1g s soit non nul, ot il y a
t' facteur Jac,||=. On calcule t' en utilisant 2.7; ¢ vaut au plus 2, puisque H
est un produit d’au plus deux groupes. D’ou1 ¢t < 2. Le cas t = 2 est tout a fait
possible. La suite du lemme est comme en 2.7.

On définit ici Red(w) comme étant 'ensemble des suites, de la forme
(pia T, 7Tl)7 1€ [13 E]

(¢ dépend de la suite) tel que pour tout ¢ € [1,€] x; > xiy1 > 1/2, m; est
une représentation tempérée (on pose mg = 7) telle que w1 = m; si (pg, @) =
(Pit1,Tiv1) et <= pi| |1 X wi—1 si (pi, i) # (pit1, Tit1) et dans le cas restant :

i1 = T = pil [ X pa] 77 X mio1.

Ensuite on démontre comme dans 4.4 que pour tout élément comme ci-dessus
de Red(m), on a >,y g dp,(2zi — 1) < n. La fin du corollaire de loc. cite est
aussi exacte, c’est-a-dire que ’égalité couplée avec le fait que les x; sont des
demi-entiers et p; >~ 0(p;) entrainent que le support cuspidal de 7 est le support
cuspidal de la représentation tempérée x;cq1 ¢St(pi, 22; — 1).

On démontre maintenant le théoreme; on va le spécialiser au cas du groupe
unitaire car c’est dans ce cas que 'image des groupes endoscopiques fait in-
tervenir quelques torsions. On fixe donc une décomposition n = nj + ny et H
la donnée endoscopique associé (cf[33] 1.8); pour nous, on voit H comme un
produit de groupes unitaires, H := U(ny, E/F) x U(ng, E/F) et la donnée de
deux caractéres de E*, w; pour i = 1,2 tel que pour i = 1,2, la restriction de
w; a F* vaut le caractere quadratique associé a ’extension E de F' si n —n; est
impaire et est le caractere trivial sinon. On suppose que w; = wy si ny = ny. Il
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y a un automorphisme non trivial de la donnée endoscopique que si ny = ng et
I’automorphisme non trivial échange de fagon évidente les deux facteurs.

Un paquet stable de séries discrétes, pour U(ny, E/F) x U(ng, E/F) est
associé & certaines représentations tempérées de GL(n1, E) x GL(n2, F) que
I’on a donc le droit d’écrire sous la forme

X (p,a)ee, St(p @ w1, a) X X a)ee, St(p @ wa, a). (1)

En ayant ainsi glissé les torsions dans la définition de &; pour ¢ = 1,2 I'image
du support cuspidal pour GL(n, E) est tout simplement le support cuspidal de
la représentation X, q)ce,ue, St(p, a).

Le paquet (1) n’est stable sous I’automorphisme non trivial quand il existe
que si & = &, et si cette condition est vérifiée, la distribution stable associée
au paquet de séries discrétes de U(n/2, E/F) x U(n/2, E/F) ayant comme sup-
port cuspidal étendu le support cuspidal de (1) est nécessairement invariant par
I’automorphisme par unicité. Dans les autres cas, il faut éventuellement sommer
deux paquets de représentations.

Le transfert entrelace Jac,| = avec Jac,gu, ||+ @ [d® 1d ® Jac,g.,||=- Cest
la que l'on voit que comme &; U & peut avoir de la multiplicité 2, on peut tres
bien avoir ¢ = 2 avec les notations du début de la preuve.

On fixe & pour i = 1,2 comme dans (1) et on démontre le théoréme pour
la distribution stable associée rendue, si nécessaire, invariante sous le groupe
d’automorphisme de la donnée endoscopique. On pose £ = £ UE> et on ordonne
& en notant ¢ le nombre d’éléments de £ en prenant en compte les multiplicités
éventuelles et en écrivant :

E={(pi,ai);i € [1,4]},

Vordre véfiiant : s'il existe ¢ # j € [1,4] tel que p; = p; et a; = a; alors [i—j| =1
et ag > - > ay.
On considere ny =n + 2 Zie[l ¢ dp, €t pour i = 1,2,

N+ = N; + 2 Z dp.
(p,a)€E;

Pour la donnée endoscopique U(ny 4+, E/F) x U(ng 4, E/F) de U(ny, E/F) on
considere la distribution stable combinaisons linéaires de séries discrétes associée
(par le corollaire 4.5) & & 4 x &, 4 oupour ¢ = 1,2, on obtient & 1 en remplagant
(p,a) par (p,a + 2) dans &;. On rend éventuellement invariant ce paquet par
I’automorphisme de la donnée endoscopique et on le transfere; la situation de
départ s’obtient a partir de cette situation en appliquant o;c[q g Jac,,|@i+v/2 a
un scalaire pres (qui dépend des multiplicités) mais qui n’importe pas. Ainsi, en
tenant compte du lemme ci-dessus, dans ce transfert, il existe une composante
w4 tel qu’a un scalaire pres :

T = Oie[l,l]‘]acp” \(@i+1)/277'+-

Ensuite on termine la démonstration comme dans le cas des séries discretes.
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4.7 Définition des paquets de Langlands des séries dis-
cretes

Théoreme Le support cuspidal étendu est l'invariant déterminant les paquets
de Langlands. Ou encore, la combinaison linéaire stable de série discréte décrite
dans le corollaire 4.5 est la projection de la trace de ™ sur IC%SS;.

Remarque Soit m une représentation elliptique de G et soit H une donnée
endoscopique elliptique G ; alors la projection de la trace de w sur Icﬂu’sspt est soit
0 soit exactement (& un scalaire prés) le paquet invariant sous le groupe d’au-
tomorphisme de H porté par les séries discretes de H dont l’image du support

cuspidal étendu est exactement le support cuspidal étendu de .

La remarque est plus générale que le théoreme c’est donc elle que nous allons
montrer mais en fait elle n’apporte pas grand chose car dans I’énoncé on peut
tres certainement enlever le ”est soit 0” et ajouter a la fin quand un tel paquet
existe. On ne démontre pas ce résultat plus général ici car la démonstration
potentielle doit imiter celle d’Arthur et en méme temps calculer les coefficients
de ces projections; cela nécessite de repasser a une situation globale et donc
dépasse le cadre de ce travail; le cas des groupes orthogonaux et symplectiques
est fait par [6] et celui des groupes unitaires est dans [31] et [25].

On fixe une représentation elliptique de G. Pour toute donnée endoscopique
elliptique H (prise & équivalence pres) de G on note 75! la projection de la
trace de 7 sur Itgsr et on décompose wist en wllst 4 st oy pHst ost 1
projection de w5t sur 'espace orthogonal & toute trace de série discrete de H
dont le support cuspidal étendu n’est pas celui de 7 ; ainsi ﬂf{ ! est invariant
par le groupe d’automorphisme de H pour ¢ = 0,1. On sait avec 4.6 que le

transfert de @ ﬂﬂfl’s’f est un élément de I, Ccisp orthogonal a la trace de w. Donc

la trace de 7 est le transfert de @gme* et le résultat.

4.8 Conclusion

Etant donné une série discrete w de GG, on a associé a m deux distributions
stables : I'une est obtenue naturellement en projetant un pseudocoefficient cus-

pidal de 7 dans IG5 (2.3) et I'autre en considérant I'unique élément de 15,5 non
IdL

orthogonal & 7 et dont le transfert & I;7;, est une représentation irréductible.
Le théoreme ci-dessus montre que ces deux définitions coincident. On définit
ainsi le paquet de Langlands de m comme ’ensemble des séries discretes  de G
qui constituent la distribution stable précédente; ce sont précisément les séries
discretes ayant le méme support cuspidal étendu que 7. Ainsi tous les paquets
de Langlands sont disjoints.

On étend ces définitions aux cas des représentations tempérées en utilisant
le fait que I'induction commute au transfert.
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5 Morphisme dans le L-groupe

Maintenant que I’on a démontré que les paquets de Langlands des séries discretes
de G sont paramétrés par certaines représentations tempérées de GL(n, E), on
peut associer & un tel paquet le morphisme de Langlands de Wr x SL(2,C)
dans le L-groupe de GL(n,E) vu comme groupe défini sur F' (si E # F). Le
but de cette partie est de démontrer que 'image, a conjugaison pres, se factorise
par le L-groupe de G. Cet aspect est fait dans [6] en quelques pages et il est
tout a fait exact qu’il n’y a rien de profond dans la démonstration; toutefois
la démonstration utilise elle un résultat profond qui est ’égalité des fonctions
L dites d’Artin (qui ont été définies par Shahidi) avec les fonctions L que 1'on
obtient via la correspondance de Langlands. Ce résultat est di a Hénniart en
[16] et utilise les résultats de Shahidi [28].

5.1 Le cas des morphismes irréductibles

Proposition Soit 7L une série discréte irréductible de GL qui est 0 inva-
riante. Alors il existe un unique sous-groupe endoscopique elliptique simple tel
que le parameétre de Langlands de 7" se factorise, & conjugaison prés, par son
L-groupe

Le cas de GL(n, F) et de son automorphisme extérieur est bien connu : un tel
morphisme est soit orthogonal, soit symplectique, cela se voit sur l’existence
ou non de pole & la fonction L(7%L,r, s) en s = 0 pour r soit la représenation
Sym?2C™ soit la représentaiton A2C™ de GL(n*,C); un pole & la fonction L as-
socié & Sym? ne suffit pas pour déterminer le L groupe, ce qui est bien connu
depuis longtemps : l'existence du podle assure que le morphisme se factorise par
O(n,C). En composant avec le déterminant, on obtient un caractére quadra-
tique qui, si n est pair, détermine le discriminant du groupe orthogonal (et donc
Paction du groupe de Galois, pour le L-groupe) et si n est impair est le ca-
ractere x de [33] 1.8. Cela se généralise (cf. [4] paragraphe 2, page 68) au cas de
GL(n,F) x GL(1, F).

Le cas moins connu est celui ou F est une extension quadratique de F
donnant lieu aux fonctions L d’Asai. Et on va le traiter ici mais le résultat n’est
évidemment pas nouveau, bien au contraire (cf. par exemple [26],[7]).

5.2 Le cas des groupes unitaires et de leur groupe dual

Pour la commodité du lecteur on récrit ici le formalisme de Langlands concer-
nant les groupes unitaires.

Soit m une représentation de GL(n, E) ; on lui associe, via la fonctorialité de
Langlands, un morphisme de Wg x SL(2,C) dans GL(n,C). On note ¢, g le
morphisme ainsi associé.

Remarque On suppose que w est une série discréte autocontragrédiente ; alors
il existe un signe A, tel que pour tout 0 € Wrp — W, il existe « € GL(n,C) tel
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que
Ve p(0?) =Moo (1)
Vw € Wg x SL(2,C),¢x g(c ™ wo) = o™t i, p(w) Lo (2)

On vérifie d’abord que si A; existe tel que (1) et (2) sont vérifiés pour un choix
de o alors, pour ce A, (1) et (2) sont vérifiés pour tout choix de o, bien siir
a dépend lui de o. L’unicité de A\, est aussi claire car par hypothese 7 est une
série discrete et 1, p définit donc une représentation irréductible de W ; ainsi
a en (2) est déterminé & un scalaire pres.

Montrons existence de Ar. On fixe donc o et o tel que (2) soit vérifié,
ce qui est possible puisque 7 est supposé autocontragrédiente. On pose g :=
Y. g(0?). En remplagant dans (2), w par o~ 'wo, on obtient, pour tout w €
Wg x SL(2,C) :

B p(w)B = o™ r g0 wo)

t

et en appliquant encore (2), cela vaut : o= far), g(w) 'a™ta. Par irréductibilité

de ¢ g, il existe donc un scalaire A tel que
B=Nata.

On applique (2) & w = 02 et on obtient 3 = a~1 3~ 1a et en remplacant 3 par
la valeur déja trouvée :

Mala= 1talala

c’est-a-dire A2 = 1. Et X satisfait (1).

Définition Soit m une représentation 0-elliptique de GL(n,FE); ainsi 7 est
une induite de séries discrétes, chaque série discréte étant elle-méme auto-
contragrédiente et m’intervenant qu’une fois. On parle donc du signe attaché
a chaque série discréte composant m.

Proposition Soit m une représentation 6 elliptique de GL(n, E). Alors le pa-
rameétre de Langlands de 7 se factorise, a conjugaison prés, par le L groupe de
U(n,E/F) si et seulement si le signe associé d chaque série discréte composant
7 vaut (—1)"7 L

On note o Iélément non trivial du groupe de Galois de E/F et 6* automor-
phisme dual de 6.
On commence par rappeler que le L-groupe de GL(n, E) vu comme F-groupe
est isomorphe a
(GL(n,C) x GL(n,C)) x Gal(E/F), (1)

ol oy agit en permutant les deux facteurs. L’action de 68* est alors donnée par :

0" (9,9") = (Jtg 7LI7Y, Jtg7tah,
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ou J est la matrice antidiagonale ayant alternativement des 1 et des -1; en
particulier J~1 =t J = (—=1)"~1J.

Le groupe dual de U(n, E/F) est exactement I’ensemble des éléments inva-
riants par 6* ; il est isomorphe & GL(n,C) x Gal(E/F) ol oq agit sur GL(n,C)
par ao(g) = J'g~'J ™!, par I'isomorphisme, valant I'identité sur Gal(E/F) et
vérifiant

g € GL(n,C) s (g,Jt¢g 1T 1).

On associe a 7 son parametre de Langlands ¢ . On suppose d’abord que
toute série discréte constituant 7 a pour signe (—1)"~! et on va montrer que le
parametre de Langlands de 7 se factorise, a conjugaison prées, par le L-groupe
de U(n,E/F).

On note ¢ g le morphisme de Langlands associé a m vu comme morphisme
de Wg x SL(2,C) dans GL(n,C). Pour écrire le morphisme de Langlands de
7 quand on voit GL(n, F) comme un groupe sur F, on fixe o un élément de
Wg — Wg et on note ¢ p le morphisme de Wr x SL(2,C) dans (1) :

ww,F(w> - (’l/)ﬂ,E(w>5 ww,E(O—ilwo—»a
Un,#(0) = 00(1, ¥, 2(0?)).
Pour éviter des erreurs on fait les vérifications usuelles :
Y, p(0) " n (W) r p (0) = (1, 9r,5(072)) (W(0™ w0), Y £ (W) (1, ¥m,£(0?))
= (Ur.p(owo™"), ¥r p(0 " w0?)) = ¥r p(0~ wo);
Vr 1 (0)? = (Yr,2(0%), ¥r £(0%)) = Yr (%)
De plus le choix de ¢ n’influe qu’a conjugaison pres.

On écrit m comme une induite de série discrete; donc le parametre de 7 est
la somme directe des parametres de chacune de ces séries discretes. On applique
la remarque précédente & chaque série discrete d’olt une matrice o de GL(n,C)
obtenue en prenant la somme directe de celles convenant pour chaque série

discrete. Ici on suppose uniquement que le signe associé a chaque série discréte
ne dépend que de 7 et on le note A,;. D’ou

Yw € WE X SL(Qa(C)awﬂ',F(w) = (wﬂ',E(w)aa_l twﬂ',E(w)a)v

Vr.r(0) = ao(1, \eata).
On calcule le conjugué ¢ 5 := (1, Ja)¢r p(1,a™"J ") et on a:

Yw € Wi x SL(2,C), ¥ r(w) = (Ur5(w), Jbr p(w) 1T 71); (2)
Y p(o) = 00(Ja, 1) (Yr,(0”), 1)(1,a 1T =
oo(Ja, \Xba™tg™h). (3)

On remarque que les éléments de (2) sont bien invariants sous 0*. Pour (3), on
remarque d’abord que

Jt(Ja)fljfl _ (thfl)taflJfl _ (_1)7171(150(71{]71)-
Ainsi (3) est dans le commutant de 6* si et seulement si A, = (—1)"71.
Pour la réciproque, on procede en sens inverse. Cela termine la preuve.
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5.3 Lien avec les fonctions L d’Asai

On rappelle la definition de la fonction L d’Asai (cf. [17]) : un peu plus
généralement on fixe d un entier et un signe 7 et on considere la représentation

Asai, de (GL(d,C) x GL(d,C)) x Gal(E/F) dans C* définie par :

VA € End(C%),Vg,q € GL(d,C)Asaiy,(g,9')(A) = gA'q

et pour oy 1’élément non trivial de Gal(E/F) et A comme ci-dessus
Asaiy(og)A =n'A.

Corollaire Soit m une représentation 0-elliptique de GL(n, E); on écrit m =
X (p,a)eeSt(p,a) ot € est un ensemble de couples formés d'une représentation
cuspidale p de GL(d,,E) et d’un entier a. Le paramétre de m se factorise (4
conjugaison prés) par le L-groupe de U(n, E/F) si et seulement si pour chaque
couple (p,a) € €, la fonction L(o, py,,s) a un pole en s =0, pour n = (—1)"~!
si a est impair et n = (—1)" si a est pair.

Pour ce corollaire on utilise le fait que la fonction L d’Asai définie par Shahidi
et par la classification de Langlands sont les mémes d’apres [16]. Ici on pourrait
formuler le lemme en restant uniquement du coté galoisien mais le corollaire
nous servira en utilisant 1’égalité des fonctions L.

Etant donné la proposition de 5.2 déja montrée, il suffit de considérer le cas
ol 7 est une série discrete.

Pour démontrer le corollaire, on écrit 7 sous la forme St(p,a) et on montre
que A\, = (—1)“_1)\,). On garde les notations de 5.2; on écrit le parametre de
P

Yr,p: Wp — (GL(d,,C) x GL(d,,C) x Gal(E/F),
associé au morphisme ¥ g , donné par la correspondance de Langlands.

La représentation de dimension a de SL(2,C) donne lieu & un morphisme
e : SL(2,C) — GL(a,C). On obtient le morphisme associé a 7, g » en faisant
le produit tensoriel, ¥g , ® ¥, suivi de I'inclusion de GL(d,, C) x GL(a,C) dans
GL(ad,,C). Ainsi on fixe un élément, a; de GL(d,,C) qui conjugue 95 , et son
transconjugué et élément ap de GL(a,C) qui conjugue 1, et ‘1. L’élément
noté « dans la remarque de 5.2 peut étre choisi comme valant o X as vu comme
un élément de GL(d,,C) x GL(a,C) — GL(ad,,C).

On a donc Yg (03) = A ta"ta et

o la = taflal X taglag.

Mais 1, est orthogonal si a est impair et symplectique sinon, et donc ‘o lag =
(—1)2~1. De plus par définition de ),, on a

VEp(05) = Xyt an.
Comme Yg (03) = Vg, ,(08), on en déduit :

t 1 a—1 t —1
Arlog o (—1)"7 =X, ag ar.
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Dot Ar = A\p(—1)*"! comme cherché.

Il reste & montrer que pour p une représentation cuspidale autocontragré-
diente, L(p, Asaiy, s) a un pole en s = 0 exactement quand n = A,. On a décrit
le morphisme de Wg dans (GL(n,C) x GL(n,C)) x Gal(E/F) associé a p dans
la remarque de 5.2. On reprend les notations de loc. cite en remplagant © par
p et on montre Asaz’)\p o Y, r laisse la matrice ta~! invariante. Pour cela on
rappelle que pour tout w € Wg

7/JP,F(w> = (wpyE(w)vail t7/’p,E(w>7104)

et Asaix, (Vp,r(w)) (fa~t) =t a~! de fagon évidente. On a pour o € Wp — Wg
fixé comme en loc. cite (une différence de choix fait varier «), on a

Asain, (Vp,r(0)) (‘o) = Asaix, (00)("a™" '(,,5)(0?)) =

ArhoAsaiy, (o0)(a™t) =t A7L.

Ainsi L(p, Asaiy,, s) a un pole en s = 0. De plus
L(p x 0(p),s) = L(p, Asai, s)L(p, Asai_, 5)

et le premier terme n’a qu'un pole d’ordre 1 en s = 0. Ainsi L(p, Asai_y,,s) n'a
pas de pole en s = 0. Cela termine la preuve.

5.4 Groupes endoscopiques de GL(n, F).0 et image des pa-
rametres de Langlands autoduaux

L’inclusion du L-groupe d’un groupe endoscopique de U(n, E/F) dans ce-
lui de U(n, E/F) tient compte des différences de parité (cf. par exemple [33])
et, pour étudier les groupes unitaires, il faut donc choisir un caractére de E*
dont la restriction a F* est le caractere quadratique correspondant a ’exten-
sion E de F'; on note w un tel caractere. Ce caractere w sert aussi a décrire
l'inclusion des L-groupes des groupes endoscopiques de GL(n, E).0 dans celui
de GL(n, E) (cf. aussi [33]) et il n’intervient pas dans les énoncés quand on les
formule correctement.

La proposition ci-dessous revient au cas général considéré dans cet article.

Proposition Soit m une représentation 0-elliptique de GL.

(i) 1l existe un unique sous-groupe endoscopique elliptique de GL.0 tel que
le paramétre de 7 se factorise par l'tmage de son L-groupe.

(i) On suppose que 'unique groupe endoscopique elliptique défini en (i) est
simple. Alors m n’est pas une série discrete si et seulement si le paramétre de
w se factorise par l'image du L-groupe d’un sous-groupe endoscopique propre de
ce groupe.

Cette proposition est de l'algebre linéaire dans le L-groupe; elle ne pose aucun
probleme pour les groupes orthogonaux ou symplectiques ni pour les groupes
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de similitudes (cf [4] paragraphe 2). On fait ici le cas des groupes unitaires a
cause des signes.

On suppose donc que GL = GL(n, E) avec E/F une extension quadratique.
On considere les L groupes comme des extensions par Wy et pas seulement par
Gal(E/F) mais les formules déja donnés par exemple pour ¢ g, ¥x p s’étendent
sans probleme. Dans ce lemme 7 n’intervient que via son parametre.

Supposons d’abord que ¢, r se factorise par I'image du L-groupe d’un
groupe endoscopique elliptique de GL(n, E).0. On a donc une décomposition
n = n1 + ne, le couple (n1,n2) est ordonné; et ¥, g est la somme directe (ou
produit) X;=1,2%; g o ¥; g est a valeurs dans GL(n;,C). Pour i = 1,2, 4 ¢, g
on associe 7,/11’.7 p qui est le produit tensoriel de v¢; g avec un caractere de Wg
correspondant si i = 1 & W™ ™™ et si i = 2 & W " Et 4] 5 devient un
morphisme de Wg x SL(2,C) dans le L-groupe de GL(n;, E) vu comme groupe
sur F' qui se factorise par le L-groupe de U(n;, E/F). Les signes associés aux
composantes de z/ngE sont donc (—1)"~!. Quand on revient & 1; g, on voit que
sii = 1 les signes sont (—1)"~! tandis que si i = 2 ils valent (—1)" : en effet avec
les notations de 5.2, les « ne changent pas mais ¢; g(0?) = ¢} 5(0?)w’(0?), o
§ est convenable et w(0?) = —1 par définition.

On peut renverser les arguments grace a 5.2 pour montrer que ¥ r se fac-
torise effectivement par le groupe endoscopique déterminé par les signes des
composantes irréductible de ¢ g. Et cela démontre (i).

(ii) : hypothese de cette partie du lemme est exactement que les signes des
composants de m sont tous égaux; le fait que 7 soit une série discrete revient
exactement a dire que ¢, g est irréductible. Si ¥, g est irréductible, il n’y
a pas de factorisation par l'image d’'un L groupe d’un groupe endoscopique
propre. Par contre si ¢ g n’est pas irréductible, n’importe quelle factorisation
Ve E = Y1,E @ Y2, donne lieu a une factorisation par l'image du L-groupe
d’un groupe endoscopique propre : la démonstration de (i) explique comment
les signes des composants se transforment : par exemple dans le cas non principal
ott les signes valent (—1)™ ils sont multipliés par en (—1)"~"*! et deviennent
donc (—=1)™~! pour i =1, 2.

6 Morphisme de Langlands des paquets stables
de séries discretes

6.1 ”Doubling method”

La doubling method a été initiée dans le lectures notes de Gelbart, Piatetski-
Shapiro et Rallis en particulier dans la premiere partie de ce LN rédigée par
Cogdell [10]. Depuis elle a été utilisée & de nombreuses reprise et dans des
situations tres variées. Elle est déja utilisée avec ce méme point de vue qu’ici
dans [6] preuve de 6.8.1.
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6.1.1 Le cas des groupes unitaires
On commence par le cas des groupes unitaires.

Lemme Soit m une représentation cuspidale de GL(n, E) autocontragrédiente.
On suppose que le paramétre de m se factorise par le L-groupe du groupe en-
doscopique principal (resp. anti-principal) de GL(n, E).0 alors le paramétre de
7 se prolonge en un morphisme de Wr x SL(2,C) dans le L-groupe du groupe
endoscopique anti-principal (resp. principal) de GL(2n, E).0. En terme de pole
de fonctions L, Uhypothése se produit evactement quand L(m, Asai(_iyn-1,5)
(resp. Asai(_1y») a un pole en s = 0. De plus Asai(_yyn— (resp. Asai(_yyn)
est la représentation du groupe dual de dL(n,E) dans le radical nilpotent du
sous groupe parabolique dual du sous-groupe parabolique du groupe endoscopique
anti-principal (resp. principal) de GL(2n, E).0 de sous-groupe de Levi GL(n, E).

On fixe ’espace vectoriel V' défini sur F' avec une structure de E-espace vectoriel.
On suppose que V est muni d’une forme hermitienne et on pose W :=V @V’
ot V' est I’espace V muni de la forme ”opposée”. Ainsi W est naturellement un
espace hermitien quasi-déployé. Ce qui nous intéresse d’abord est GL(W) qui
double GL(V).

On pose 0(g) := (Jtg~'J~1) pour tout g € GL(W), ot J est la matrice
antidiagonale avec des 1 et des —1 qui alternent. Ainsi # laisse invariant le sous-
groupe parabolique de GL(W) qui stabilise ’espace V. Dualement 6* agit dans
le radical unipotent du parabolique ”dual” : le sous-groupe parabolique a pour
Levi le groupe isomorphe au produit de 4 copies de GL(n, C) produit semi-direct
avec Gal(E/F); pour oo 1’élément non trivial de Gal(E/F'), on a

00(9,9',91,91) = (91,91, 9, 9)-

Le radical nilpotent de ’algebre de Lie de ce sous-groupe parabolique est
isomorphe & End(C™) x End(C™) avec comme action de oy :

oo(h, 1) = (I, h).

De plus 0* agit aussi, en notant J, la matrice antidiagonale nxn qui a aussi des
1 et des -1 qui alternent (il n’est jamais important de savoir si 'on commence
par un 1 ou un -1) par :

0" (9,9, 91, 94) = (g M L T g L a g L g ),
pour tout g,¢’, 91,97 € GL(n,C) et
0*(h,h') = (=J 'h' T, =T hT,),

pour tout h, h’ € End(C").
Ainsi on identifie les éléments du sous-groupe de Levi invariant sous 6* au
groupe dual de GL(n, E) par :

(9,9") € GL(n,C) x GL(n,C) + (g, J;* tg/_lJn,g’, J g,
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ce qui est compatible & l'action de Gal(E/F). Dans cette identification, une
représentation 7 de GL(n, F) donne lieu & la représentation 7 ® m du sous-
groupe de Levi GL(n, E) x GL(n, E).

On décompose 'action de 6* sur le radical nilpotent de I’algebre de Lie du
sous-groupe parabolique en la somme de ’espace propre pour la valeur propre
+1 et de ’espace propre pour la valeur propre —1, en remarquant que 1’espace
propre pour la valeur propre A = =+ est l'espace vectoriel engendré par les
éléments : (h, —A\J;1thJ,), ot h parcourt End(C").

Ainsi chacun de ces espaces est isomorphe & End(C™) par l'isomorphisme :

h € End(C™) v (hJyn, (=1)"X'hJ,)

le signe vient de ce que J,; ! = *.J,, = (—1)"~1J,,. Dans ces idenfications, 'action
du groupe dual de GL(n, E) est la représentation :

(9:9)-h=gh'g',  ao.h=(=1)"A"h.

On reprend Dastuce de [3] : dans cet article, Arthur a remarqué, bien plus
généralement que dans le cas qui nous préoccupe, que la décomposition en es-
pace propre sous 6* est en fait une décomposition de la fonction L associé a w
pour l'action du L groupe de GL(n, E') dans le radical nilpotent du sous-groupe
parabolique; en effet on fixe zp un élément du centre de GL(n,C) x GL(n,C)
qui agit par —1 sur le radical nilpotent; on prend I’élément (—1,1). L’espace
propre pour la valeur propre +1 est exactement le radical nilpotent du sous-
groupe parabolique du groupe endoscopique associé au centralisateur de 6* et
de sous-groupe de Levi GL(n, E) tandis que l'autre espace propre est le radical
nilpotent de ’analogue mais pour le centralisateur de zp8*. En on obtient la
décomposition :

L(m x w,8) = L(m, Asaiy , s)L(r, Asai_, s),

mais plus précisément on a une interprétation des fonctions L du membre de
droite : supposons que pour A € {£1} la fonction L(w, Asaiy,s) a un pole
en s = 0, alors le parametre de Langlands de n a valeurs dans le L-groupe
de GL(n, E) est dans le commutant d’un élément nilpotent du L-groupe du
groupe endoscopique associé au centralisateur de 0* si A’ = (—1)" et de zo0* si
N = (=1)""L. Ainsi, si # ~ 7 le parametre de 7 se factorise par le L groupe
du groupe endoscopique principal si et seulement si L(m, Asai(_1y»-1,5) a un
pole en s = 0; et on vient de voir ci-dessus que le parametre de 7 se prolonge
en un morphisme de Wg x SL(2,C) dans le groupe endoscopique principal de
GL(2n, E).03, si et seulement si L(m, Asai(_1y»,s) a un pole en s = 0. Cela
prouve le lemme.

6.1.2 Lecasou E=F

Le lemme précédent est aussi vrai pour un groupe quelconque considéré ici
a la différence pres qu’il n’y a pas que deux groupes endoscopiques elliptiques
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simples, la dichotomie se fait entre le groupe orthogonal (et ses variantes) et
le groupe symplectique. Soit 7 une représentation cuspidale irréductible de
GL(n,F) x F* que l'on suppose isomorphe & son image sous 6. Le lemme
précédent devient de fagon ici évidente :

on suppose que le parametre de 7 se factorise par un groupe orthogonal (ou
de similitudes orthogonales) alors ce parametre se prolonge en un parametre
de Wg x SL(2,C) dans GL(2n,C) qui est symplectique (resp. de similitude
symplectique) ;

on suppose que le parametre de w se factorise par le groupe symplectique,
ce qui nécessite que n soit pair, alors ce parametre se prolonge en un parametre
de Wg x SL(2,C) dans GL(2n,C) qui se factorise par le groupe SO(2n,C). Et
une assertion analogue avec le groupe des similitudes symplectiques.

6.2 Morphisme associé a une série discrete f-stable

Proposition Soit p une représentation cuspidale irréductible de GL(n, E) iso-
morphe a 0(r) et soit a € N. La trace tordue de la représentation St(p,a) est un
transfert d’un paquet de séries discrétes du groupe endoscopique elliptique simple
de GLqy, si et seulement si le paramétre de Langlands de St(p,a) se factorise
par le L-groupe de ce groupe endoscopique.

Sous les hypotheéses de [6], cet énoncé est 6.8.1 de [6] et sans surprise c’est
la méme démonstration que nous reprenons.

On traite d’abord le cas ot @ = 1 ou 2 et le cas des groupes unitaires. On
fixe p une représentation cuspidale de dL(dp, E). Par autocontragrédience, on
sait qu'il existe § = 0,1 tel que la fonction L(p, Asai(_1yn-1+s,s) a un pole en
s = 0. Le parametre de p se factorise par le L-groupe du groupe endoscopique
principal de GL.0 si 6 = 0 et par le groupe endoscopique antiprincipal sinon (cf.
le lemme 6.1.1) ; avec la méme référence on sait que St(p,2) de GL(2n, E) a un
parametre qui se factorise par le L-groupe du groupe endoscopique antiprincipal
de dL(Qn, E).02, si § =0 et principal sinon. Pour i’ = p ou np on note G, ;s et
Glan,iv les groupes endoscopique principaux (i = p) ou antiprincipaux (i’ = np).
Etonposei=psid=0eti=npsid=1.

On considere l'induite de p d’une part & Gap i pour i’ = p ou np. Ces
induites vérifient la condition de ramification d’Harish-Chandra et 1’on sait donc
que l'induite de p||® & Gan,p et & Gap np est réductible en un point s = s €
R, point qui dépend évidemment du groupe. D’aprés les résultats d’Harish-
Chandra et l'interprétation qu’en a donné Shahidi, ce point est so = 0 pour
le groupe Gay, i ou ¢’ est tel que L(p,rpq,s) n'a pas de pole en s = 0 [28]
ou g, est la représentation décrite dans le lemme 6.1.1. Ainsi ¢/ = 4. Alors,
dans Gap, i, 'induite de p est semi-simple de longueur 2 et la différence des
deux sous-représentations est une représentation elliptique. La trace de cette
représentation elliptique définit un élément de Igﬂ;;i et a donc une projection
non nulle sur 'un des [ gwszf de 2.3 (2) pour au moins un groupe endoscopique

elliptique de Gy, ;. On remarque d’abord que I'on a déja prouvé que la projection

,st

de cette trace sur Igﬂ;;i vaut 0 (cf. la proposition de 4.5). Ainsi H est un
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groupe endoscopique elliptique propre. Par un argument par récurrence (par
exemple) on vérifie que H est nécessairement de la forme G, X Gp . Le
probléme est de déterminer 7. On a posé d =0sit=pet d =1si¢=np et on
définit de la méme fagon ¢’ en utilisant ¢’. L’inclusion des L-groupes des groupes
endoscopiques des groupes unitaires est décrite par exemple en [33] : Ga,,; a pour
groupe endoscopique Gy, i X Gy i exactement quand n — 1+ (2n —n) + §' =
2n — 14 6[2], o ¢’ vaut 0 si i’ = p et 1 sinon, c’est-a-dire exactement ¢’ = ¢, ce
qui est lassertion cherchée. Il faut encore comprendre quelle représentation (a
priori virtuelle) de G, ; X G,,; se transfere en la représentation elliptique fixée
de G2n,i-

On fait la méme construction en remplacant p par St(p, 3) ; on trouve encore
que U'induite de St(p, 3) & Gen,; est réductible nécessairement semi-simple et de
longueur deux et on ’écrit donc sous la forme m 4 @y 1 ; on remarque que pour
J =1,2,Jac,||Jac,|(m; ) est le double de I'un des sous-module irréductible de
I'induite de p (uniquement déterminé par j) en particulier est non nul mais cela
montre aussi que Jac,|Jac, (71, + — T2 +) est un multiple de la représentation
elliptique considérée dans le paragraphe précédent .

On écrit m 4 — m2+ comme transfert de paquet stable de séries discrétes
de groupes endoscopiques elliptiques de Ggy, ;- En tenant compte de 2.3 (2), il
existe au moins un groupe endoscopique nécessairement produit Hy; x Hsy et
une représentation virtuelle IT; ® II; de ce groupe, nécessairement combinaison
linéaire de séries discretes (cf. la proposition de 4.5) dont le transfert est mq 4 —
ma,+. On utilise la compatibilité du transfert au module de Jacquet et 2.7 qui
force les non nullités Jac,||Il; # 0 et Jac, | Il2 # 0; en tenant compte de 4.6,
cela force Hy = Hy = G3,,; et on vérifie encore que le transfert de Jacy| ™1 ®
Jac,) T2 est nécessairement, a un scalaire pres, une représentation elliptique de
la forme m © w3 de Gy, ; ol 71 @ g est précisément I'induite de p. On retrouve
le paquet de séries discretes du paragraphe précédent mais maintenant on sait
en plus que Jac,|II; est un paquet stable de série discrete de Gy, ; de support
cuspidal étendu exactement égal & p. Ce qui est ’assertion cherchée.

Le cas de St(p, 2) est beaucoup plus facile : ici on est dans le cas ou (avec les
notations précédentes) L(p, Asai(_1yn-1+s,5) a un pole en s = 0 et ot I'induite
de p| |?° & Gap,iv (avec i’ # i) est réductible en un point sg # 0; dans I'induite, il
y a une série discréte notée 7. On note II la représentation de GL(2n, E) dont la
trace tordue est un transfert du paquet stable contenant I. Comme Jac,| |som #
0, on a vu (2.6) que JacfflLlsoﬂ # 0; cela force sp = 1/2 et II = St(p,2). Cest
exactement ce que 1’on cherchait a montrer.

On considére maintenant une série discrete autoduale de GL(n, E), St(p,a).
On note Gy, le groupe endoscopique elliptique de GL(an, E).0,, qui contient
un paquet stable de série discrete se transférant en la trace tordue de St(p, a) ou
1 = p ou np comme dans la démonstration précédente. En prenant des modules
de Jacquet, on vérifie que si a est impair, la trace tordue de p est un transfert
d’un paquet de séries discretes de G, ; tandis que si a est pair St(p,2) est un
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transfert d’'un paquet de séries discretes de Gay,;. On vient alors de montrer
que dans le cas ou a est impair le parametre de p se factorise par le L-groupe
du groupe endoscopique elliptique G, ; et 7 est déterminé par le fait que A\, =
(=1)""1*% avec § = 0sii =petd = 1sii= np; comme a est supposé
impair (—1)9"19 = (=1)"79%9 ot le parametre de St(p,a) se factorise par le
groupe dual de Gy, ; (d’apres la proposition de 5.2). Si a est pair, on a vu que
le parametre de St(p,2) se factorise par le groupe dual de Ga, i, c’est-a-dire
que A, = (—1)2"7149 = (—1)a=149 ot le parametre de St(p,a) avec a pair se
factorise par le groupe dual de G,y ;. Cela termine la preuve dans le cas des
groupes unitaires.

On considére maintenant le cas E = F et ot GL = GL(n, F) avec n impair.
AinsiL(p x v, Sym?, s) a un pole en s = 0, ol Sym? @r; est la représentation de
GL(n,C)xC* dans GL(n(n+1)/2,C). Dans ce cas, le parametre de 7 se factorise
par le groupe des similitudes orthogonales qui est isomorphe & SO(n,C) x C*.
Le morphisme qui se déduit de W dans C* donne un caractere qui permet de
tordre p pour la rendre autodual, c’est évidemment le caractere w,v~("~1)/2
ot w, est le caractére central de p. On pose p' := p ® w, 'w/("~1/2: on montre
que p’ un transfert d’'un groupe symplectique avec la doubling method comme
ci-dessus. Et on conclut ; c’est la méme démonstration si il n’y a pas de facteur
C*, le caractere est d’ordre 2 mais existe aussi (c’est le caracteére central de p).

Quand n est pair, la démonstration est la méme que dans le cas des groupes
unitaires, il y a une dichotomie entre le fait que la fonction L(p x v, A2 @ rq, s)
et la fonction L(p x v, Sym? @71, s) ait un pole en s = 0. Dans le deuxiéme cas,
le parametre de p se factorise par le groupe de similitude symplectique; il faut
alors démontrer que p est un transfert du groupe GSpins, 1 tandis que dans le
premier cas le parametre de p se factorise par le groupe non connexe GO(2n,C) ;
ici on doit montrer que p est un transfert d’une des formes de GSpina, (et on a
un automorphisme extérieur dans ce cas); la forme de GSping,, qui intervient
est totalement fixée par le caractere

Wr — GO(2n,C) — GO(2n,C)/GO(2n,C)° ~ {&1},

ou Pexposant 0 indique la composante neutre comme en [6] 6.8.1. Ensuite le fait
de savoir si p est un transfert du "bon” groupe endoscopique, c’est-a-dire celui
de son parametre ou du ”mauvais” groupe endoscopique est la doubling method
développée dans le cas des groupes unitaires.

6.3 Morphisme de Langlands

Théoréme La trace tordue d’une représentation 0-elliptique de GL est un
transfert d’un paquet stable de séries discrétes d’un groupe endoscopique ellip-
tique de GL.0 si et seulement si le parametre de la représentation de GL se
factorise par limage du groupe dual de ce groupe endoscopique.

Théoréme Les paquets stables de série discréte du groupe G sont evactement
classifiées par les morphismes de Langlands de Wg x SL(2,C) dans le L-groupe
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de G dont le centralisateur est un groupe fini; si G = SO(2n, F) ou GSping,(F)
ce sont les orbites sous l'automorphisme extérieur dont nous montrons qu’elles
satisfont cette bijection.

Le deuxieme théoréme résulte du premier. On démontre donc le premier.
La stratégie est la suivante : on fixe une représentation, 7% g-elliptique de
GL et on fixe le groupe endoscopique elliptique H par lequel le parametre de
&L se factorise (cf. 5.4). Et on va montrer que ce groupe H a au moins une
représentation elliptique dont le support cuspidal étendu est, via I'application
fixée par H, le support cuspidal de 7% ; cela suffira en vertu de 4.7. On distingue
trois cas :

le cas : on suppose que H est un produit de groupes; on applique alors le
deuxieme théoreme par récurrence.

2e cas : on suppose que H est un groupe simple. Si 7¢L est une série
discrete, on a déja démontré le théoreme. Sinon, on considere la décomposition
du parametre de 7¢% vu comme représentation de Wr x SL(2,C) en sous-
représentation irréductible; on factorise cette décomposition en somme de 2
sous-représentations donnant lieu a une factorisation de ce parametre par un
sous-groupe de H , & une exception pres (qui fera lobjet du 3e cas) si cette
décomposition est la somme de deux représentations orthogonales (ou de si-
militude orthogonales) de dimension impaire; ce sous-groupe fait partie d’une
donnée endoscopique elliptique H' de H.il existe alors au moins une donnée
endoscopique elliptique H' de H. On applique I’hypotheése de récurrence & H’',
d’oll un paquet stable de série discrete de H' dont le support cuspidal étendu est
par construction le support cuspidal de 7. On transfere ce paquet de séries
discretes a G et I'image est une combinaison linéaire de séries elliptiques qui ont
pour support cuspidal étendu 'image du support cuspidal étendu du paquet
stable de série discretes de H' d’apres 4.6 et c’est donc bien des représentations
elliptiques ayant le support cuspidal cherché.

3e cas : on suppose que H est le groupe SO(2n, F) ou GSpin(2n, F) et
que le parametre de 7¢% est la somme de deux représentations irréductibles
chacune de dimension impaire. En prenant des modules de Jacquet, on se ramene
au cas on m%F = (p x p’) x v, oll p et p’ sont des représentations cuspidales
unitaires de GL(d,, F) et GL(d,, F) avec d, + d, = 2n et d,,d, des entiers
impairs. Pour traiter ce cas, on reprend la preuve de 6.2 : on considere 'induite
de la représentation (p x p') x v de GL(2n,F) x F* & chacun des groupes
endoscopiques elliptiques simples de GL(4n, F) x F*. L’induite & GSpin(4n, F)
est réductible par les résultats d’Harish-Chandra; en effet dans ce cas, le R-
groupe est nécessairement non trivial (cf. pour le cas de SO(4n, F), le travail
de Goldberg [12] d’oun vient cette remarque) car le R-groupe est le quotient du
sous-groupe du groupe de Weyl stabilisant la représentation par un sous-groupe
nécessairement engendré par des symétries élémentaires. Mais la condition de
parité entraine qu’aucune symétrie élémentaire ne stabilise la représentation
que l'on induit. L’induite est alors de dimension 2 et la différence des deux
sous-modules irréductibles est une représentation elliptique. Ensuite on conclut
comme dans la preuve de 6.2 pour montrer que la trace de cette représentation
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est un transfert d’'un paquet de séries discretes de GSpin(2n, F') qui ont le bon
support cuspidal étendu.

7 R-groupe et cardinal des paquets stables de
représentations tempérées

7.1 Lien des constructions précédentes avec les R-groupes

La détermination des R-groupes a fait ’objet de nombreux articles, en par-
ticulier leur détermination explicite avec les travaux de R. Herb et D. Goldberg
[11]. Dans le théoeme et la remarque suivante, on inclut bien le cas des groupes
orthogonaux pairs et de GSpin3,, , c’est-a-dire les groupes non connexes.

Théoreme ([6], pour certains groupes) Soit w une série discréte irréductible
de G et Jord(w) son ensemble de bloc de Jordan.

(i) Le nombre d’élément du paquet de Langlands contenant w est exactement
9lJord(m)|—1

(ii) Soit p une représentation irréductible cuspidale et unitaire de GL(d,, E)
et soit a un entier. L’induite St(p,a) x 7w est réductible, nécessairement de lon-
gueur deuz, si et seulement si

p~0(p), (p,a) ¢ Jord(w) et L(p,ra,s) a un pdle en s =0 si a est pair et
n’en a pas si a est impair.

Montrons le théoreme.
Pour (i), on a montré que l'endoscopie respecte le support cuspidal étendu.
Pour H uéle donnée endoscopique elliptique de la composante neutre de G,
,st

on note I~ I’espace des combinaisons linéaires stables basées formés
cusp,Jord(m)

de représentation ayant pour support cuspidal étendu d’image Jord(w) dans
GL(n,C). Et on note Igusp,Jord(w) le sous-espace vectoriel de I.usp engendré
par les traces des séries discretes dans le paquet de Langlands de 7; pour le
cas de O(2n, F) et GSpin}, (F), on consideére le groupe connexe, SO(2n, F) et
GSping,(F). On a donc

H,st,Aut(H)

. 0 _ . H
dim Icusp,.]ord(ﬂ') - dim Icusp,Jord(ﬂ')’

H/~

avec les notations de 2.3.

. G,st,Aut(G) __
On a vu que dim Icusp,.]ord(ﬂ') =

elliptique propre et on utilise la description de [33] : le groupe sous-jacent est
le produit de deux groupes du type de ceux que lon étudie ici (ou de leur
composante connexe). Ils ont des paquets stables de série discretes de support
cuspidal étendu (d’image) Jord(m) si et seulement si Jord(w) se découpe en
deux sous-ensembles relatifs chacun a 'un des groupes.

Dans le cas des groupes unitaires en dimension impair, il n’y a pas de groupes
d’automorphisme d’une donnée endoscopique. On termine ce cas : pour chaque
découpage de Jord(m) en deux sous-ensembles non ordonné et propre, il existe

1 (4.7). On fixe H une donnée endoscopique
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exactement un couple de données endoscopiques, conjuguée 'une de ’autre par
un automorphisme ayant un paquet stable de représentation avec ce support
cuspidal étendu. En ajoutant le couple formé de G lui-méme et de I’ensemble
vide, on voit que le cardinal cherché est exactement le nombre de découpage de
Jord(r) en deux sous-ensemble non ordonné mais dont I'un peut étre I’ensemble
vide. Cela est exactement 2!70rd(m)I—1,

Dans le cas des groupes unitaires en dimension paire et des groupes or-
thogonaux ou de similitude G.Spin en dimension impaire, il n’y a d’automorphis-
mes que si les deux groupes sont égaux (ceci ne pouvait pas se produire dans
lexemple précédent). On raisonne comme dans le cas précédent, tout découpage
de Jord(m) en deux sous-ensemble dont aucun n’est vide, détermine un couple
de données endoscopiques, ici non nécessairement distincts, qui sont conjugué
I’'une de 'autre par automorphisme non trivial; si les données sont confondus,
le découpage de Jord(w) se fait quand méme en deux ensembles évidemment
distincts et donne lieu a un espace de dimension un puisque le découpage est
fait a ’ordre pres. On a donc le méme calcul que ci-dessus.

Il reste le cas des groupes symplectiques traité par [6], on ne revient donc
pas dessus et des groupes orthogonaux ou GSpin en dimension paire. Le cas
des groupes orthogonaux est totalement dii & [6] dont en particulier le chapitre
8 spécifique a ce cas. On donne un argument légerement différent en montrant
la remarque ci-dessous qui est aussi dans [6] ; dans la remarque ci-dessous G est
le groupe non connexe O(2n, F') ou GSpin*(2n, F) :

Remarque Soit 7 une série discréte de G, la restriction de T a la composante
neutre de G est irréductible sauf exactement quand Jord(r) n’a que des couples
(p',a’) tels que a’d,y soit pair.

En effet, les séries discretes de GSpin3, (F) et O(2n, F) qui interviennent
dans l’endoscopie tordue de GSpinj,(F) et O(2n,F) sont exactement celles
dont la restriction a la composante neutre reste irréductible. Les groupes endos-
copiques pour cette endoscopie tordue ont un groupe dual dont la composante
neutre est un produit de groupes orthogonaux impairs ; cette endoscopie tordue
respectent elle aussi le support cuspidal étendu. Ainsi toute série discrete tel
que Jord(m) ne contient que des couples (p’,a’) avec a’d, pair, n’est pas la
restriction d’une série discrete irréductible du groupe non connexe.

La preuve de la remarque sera terminée ci-dessous mais on termine, dans
ce cas, la preuve du théoréme : on suppose que Jord(w) a la propriété de pa-
rité ci-dessus et il en est donc ainsi pour toutes les représentations intervenant
dans Icﬂu’i Jord(m)" Ainsi Iglfﬁt]or d(rm) est de dimension 2. Les automorphismes
entre les données endoscopiques inclus I’échange des deux facteurs et 1'action
du produit des automorphismes extérieurs non triviaux. Et on trouve alors que
dim Igusp”]m d(m) Vaut deux fois le nombre de découpage de I’ensemble Jord(m)
en deux sous-ensembles non ordonnés dont 'un peut étre vide, c’est-a-dire vaut
2lJord(m)| - Quand on repasse au groupe non connexe, d’aprés ce que 'on vient
de voir le cardinal est divisé par deux et on trouve 1’énoncé du théoreme.
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On suppose maintenant que Jord(m) contient au moins un couple (p,a)
tel que ad, est impair. On note m; le nombre d’éléments de Jord(m) ayant
cette propriété de parité et m, le nombre d’éléménts de Jord(m) ayant la parité
opposée. On va utiliser le fait que le nombre de découpage d’un ensemble ayant
un nombre, mg, pair d’éléménts en deux sous-ensemble non ordonné ayant un
nombre impair d’éléments est 2™°~!. Alors I’endoscopie pour le groupe non
connexe montre que dim Igusp,JOTd(w) = 2z + 2m»2mi=1 /2 o x est le nombre

de séries discretes de G, associé a Jord(n), dont la restriction & GV se coupe en
deux et ou la division par 2 vient des automorphismes (comme plus haut) pour
I’endoscopie de G.

On admet le résultat par récurrence sur le rang de G pour les groupes en-
doscopiques propres de la composante neutre de G. Ainsi pour une telle donnée
endoscopique %r(s)tpre7 I’action du produit des automorphismes extérieurs non

triviaux sur I est trivial sur au moins un des facteurs, le support
cusp,Jord(m) ’

cuspidal cuspidal contenant au moins un (p’,a’) avec a’d, impair et que la di-
mension des invariants sous ce groupe est exactement le nombre de découpage
de Jord(w) adapté & H. On obtient donc
dim Igusp,.]ord(ﬂ') =Y+ 2" 2771-;*1/2,

ou y vaut 0 si la remarque est vraie, c’est-a-dire si la distribution stable associée
4 G ne se coupe pas en restriction & G° et 1 sinon. En comparant, on trouve
y = 2x et par parité cela force, y = x = 0, d’ou la remarque. Et on trouve ici que
le nombre de séries discrétes de GO avec le support cuspidal fixé est 2170rd(m)=2 .
et il y a évidemment deux séries discretes de G ayant méme restriction & G,
elles se déduisent par un caractere signe d’ou le (i) du théoreme.

Montrons le (i) du théoréme : la condition p ~ 6(p) est nécessaire pour avoir
réductibilité : dans le cas ou G est connexe, c’est la condition d’Harish-Chandra,
dans le cas ot G n’est pas connexe, c’est soit la condition d’Harish-Chandra,
soit la condition de Mackey ; on suppose donc dans la suite que p ~ 6(p).

On fixe (p, @) comme dans 1’énoncé mais on ne fixe pas m, on fixe uniquement
Jord(m) que l'on note £. On considére I'ensemble des représentations induites
St(p,a) x ©, ou 7" est une série discréte telle que Jord(n’) = £. Cette induite
est réductible si et seulement si elle a deux sous-modules irréductible dont la
différence est une représentation elliptique ; il faut donc ici compter le nombre de

représentations elliptiques dont le support cuspidal étendu est EU{(p, a), (p,a)}.
H st

L eisp, 0L (o,
doscopique elliptique H de G prise a automorphisme pres Pour cela il faut

que dans Pensemble £ U {(p,a), (p,a)}, (p,a) qui intervient avec multiplicité
au moins 2 n’intervienne pas avec multiplicité 3; d’ou la nécessité de la condi-
tion (p,a) ¢ Jord(w); on trouve aussi la nécessité de la derniére condition. Si
ces conditions sont satisfaites, on vérifie comme ci-dessus, que le nombre de
représentations elliptiques cherchées est exactement le nombre de découpage de
& en deux sous-ensembles non ordonnées. Ainsi les conditions sont aussi suffi-
santes.

Si G est connexe, il faut sommer dim a),(p,a)} POUT toute donnée en-
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On considere maintenant le cas olt G' est non connexe : si ad, est pair, la
démonstration est analogue a celle que 'on vient de faire. On suppose donc que
ad, est impair.

On regarde d’abord le cas ou la restriction de m au groupe connexe et la
somme 7, @ 7o de deux représentation. D’apres ce que I'on a vu ci-dessus, c’est
exactement le cas quand tout élément de Jord(w) est formé de termes (p’,a’)
avec a'd, pair. Ainsi toutes les conditions de I’énoncé sont automatiquement
satisfaites et il faut donc démontrer que la représentation induite St(p,a) X 7
est réductible.

D’apres les résultats généraux sur le R-groupe d’Harish-Chandra, les in-
duites, pour i = 1,2, St(p,a) x 7; sont irréductibles mais elles sont conjuguées
'une de I’autre par un élément de G2 +2ad,” la composante neutre ; elles sont donc
isomorphes. Ainsi I'induite de St(p, a) X1 & Gni2q4d, est St(p,a)x 7 et en restric-
tion a la composante neutre est la somme de deux représentations isomorphes.
Cela prouve que St(p, a) x 7 est la somme de deux représentations irréductibles
qui different par le caractere signe; on a bien montré la réductibilité.

On considere maintenant le cas ou la restriction de 7 au groupe connexe est
irréductible. On note encore £ := Jord(w). On compte le nombre de représen-
tations elliptiques de la composante neutre de G ayant pour support cuspidal
étendu € U {(p,a), (p,a)}; on trouve que cela vaut exactement le nombre de
découpage de £ en deux sous-ensemble non ordonné et dont chacun contient un
nombre impair de termes (p’,a’) avec a'd, impair. C’est donc exactement le
nombre de séries discrete de la composante neutre de G ayant comme support
cuspidal étendu £. Ainsi pour toute série discréte my de la composante neutre
de G, l'induite St(p,a) x wy est réductible ; 'induite de cette représentation & G
n’est autre que St(p,a) X m qui est donc aussi nécessairement réductible. Cela
termine la démonstration.

7.2 Unicité de la définition des blocs de Jordan

Remarque Le théoréme précédent montre que les blocs de Jordan tel que
définis ici sont bien ceux de [19], [23], [21]. On a aussi la caractérisation sui-
vante suggérée par M. Tadic : (p,a) € Jord(m) si et seulement si St(p,a) x =
est irréductible mais il existe un entier b de méme parité que a tel que la
représentation induite St(p,b) X 7 est réductible.
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