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RESUME. Ce papier présente une synthése des modélisations et des méthodes numériques associées pour la prévision
des vibrations linéaires des systemes vibroacoustiques tridimensionnels quelconques constitués d’une structure contenant
un fuide acoustique interne dissipatif et plongée dans un fuide acoustique externe parfait non borné. On tient compte
d’impédances acoustiques de parois dans la modélisation. Concernant la vibroacoustique BE, on présente les modeles
matriciels réduits basés sur la projection de Ritz-Galerkin du modele éléments f'nis en utilisant des bases modales adaptées.
Enfn en vibroacoustique MF, on présente la modélisation éléments fnis et les méthodes de résolution, c’est-a-dire, une
méthode a deux échelles de temps et une méthode de construction de modeles matriciels réduits adaptés.

ABSTRACT. This paper presents a synthesis of modeling and associated numerical methods for the prediction of linear
vibrations of arbitrary structural-acoustic tridimensional systems constituted of a structure containing an internal dissipative
acoustic fuid and surrounded by an external inviscid acoustic fuid occupying an unbounded domain. The model includes
wall acoustic impedances. For low-frequency vibroacoustic problems, we present reduced matrix models based on Ritz-
Galerkin projection of the f nite element model using appropriate modal basis. Finally, for medium-frequency vibroacoustic
problems, we present the fnite element model and solving methods, i.e. a two time scales procedure and a method of
construction of appropriate reduced matrix models.

MOTS-CLES : Vibroacoustique, élastoacoustique, vibrations basses fréquences, vibrations moyennes fréquences, méthodes
numériques, méthodes des éléments f'nis, méthodes d’élements de frontiere, modeles matriciels réduits.

KEYWORDS: Structural acoustics, vibroacoustics, low-frequency vibrations, medium-frequency vibrations, numerical
methods, fnite element method, boundary element method, reduced matrix models.




1. Introduction

Nous présentons une syntheése concernant les modélisations et les méthodes numériques associées pour la
prévision des vibrations linéaires des systémes vibroacoustiques tridimensionnels quelconques. Un systéme
vibroacoustique est constitué d’une structure tridimensionnelle couplée a un f uide acoustique interne dissipatif
(gaz ou liquide) occupant un domaine borné de I’espace (cavité acoustique) et couplée a un fuide acoustique
externe parfait (gaz ou liquide) occupant un domaine non borné de 1’espace. Sur une partie de I’interface entre
la structure et la cavité acoustique interne, on considere un milieu ayant des propriétés acoustiques, modélisé par
une impédance de paroi. Nous ne considérons ici que des structures sans complexité structurale (la complexité
structurale étant due a la présence de nombreuses sous-structures secondaires : équipements, etc.) et nous
renvoyons le lecteur a [OHA 98] pour le cas général d’une structure principale accessible a une modélisation
déterministe classique couplée a une complexité structurale relevant d’'une modélisation probabiliste.

Dans le paragraphe 2, nous rappelons les problématiques basses et moyennes fréquences pour les systémes
vibroacoustiques et nous introduisons la stratégie numérique recommandée pour chacune des deux bandes. Il
est a noter que la bande des hautes fréquences ne reléve pas des méthodes numériques (voir paragraphe 2).

Puis dans le paragraphe 3, nous présentons le probleme a résoudre en basses et moyennes fréquences. Le
systéme vibroacoustique est soumis a des excitations extérieures constituées d’une densité de source acoustique
interne, d’une densité de source acoustique externe, d’une onde plane incidente dans le milieu extérieur et enf n
de densités de force mécanique surfacique et volumique appliquées a la structure.

Le paragraphe 4 est consacré au probleme acoustique externe, c’est-a-dire a la construction de 1’opérateur
de frontiere d’impédance acoustique par une méthode d’équations intégrales de frontiére sans fréquences
irrégulicres et de I’opérateur de rayonnement acoustique. Le premier est utilisé pour écrire le couplage de
la structure avec le fuide acoustique externe aussi bien pour le domaine BF que pour le domaine MF. Le
second permet de calculer le rayonnement acoustique dans le f uide extérieur en BF et MF dés que le probleme
couplé est résolu. La discrétisation par la méthode des ¢léments fnis de ces opérateurs intégraux (méthode des
¢léments f nis de frontiere) conduit & une matrice symétrique complexe sans probleémes induits par les fréquences
irrégulicres.

Dans le paragraphe 5, on introduit la modélisation du systéme vibroacoustique adaptée au domaine BF et

nous présentons d’une part, la discrétisation par éléments f nis et, d’autre part, le modele matriciel réduit basé
sur la projection de Ritz-Galerkin utilisant des bases modales adaptées.

Enfn, le dernier paragraphe est consacré a la modélisation du systéme vibroacoustique adaptée au domaine
MF et nous présentons la discrétisation par ¢léments fnis et nous donnons des indications sur 1’obtention de
modeles matriciels réduits basés sur la projection de Ritz-Galerkin utilisant des bases adaptées au domaine MF
(bases différentes de bases modales).

2. Problematique des basses et des moyenneéduences pour les sysmes vibroacoustiques complexes
et stratégies nunériques

Les différents types de comportement vibratoire de systémes vibroacoustiques conduisent a introduire trois
domaines de fréquence (voir Figure 1) : domaines des Basses Fréquences (BF), des Moyennes Fréquences (MF)
et des Hautes Fréquences (HF).
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Figure 1. Fonction de Réponse en Fréquence (FRF) d’une composante de I’accélération en un point de la
structure du systéme vibroacoustique : def nition des trois domaines de fréquences

Le domaine BF (encore appelé le domaine modal) est déf ni classiquement comme le domaine pour lequel la
structure couplée avec la cavité acoustique interne présente des résonances isolées (faible densité modale). Le
domaine MF est déf ni comme le domaine intermédiaire entre les domaines BF et HF, pour lequel la structure
couplée avec la cavité acoustique interne ne présente plus de résonances isolées mais présente encore de fortes
irrégularités correspondant a de grandes variations de la densité modale (localement grande et localement faible
dans la bande MF), les modes intervenant étant de rang élevé. 1l est a noter que pour le domaine MF, la
géométrie et les conditions aux limites jouent, comme pour le domaine BF, un role fondamental. De plus, dans
le domaine MF, une bonne modélisation de la dissipation au travers des lois de comportement est absolument
nécessaire (il est a noter que s’il y avait une complexité structurale, elle induirait en plus une dissipation
apparente dans la structure principale par transfert d’énergie mécanique vers les sous-structures de la complexité
structurale, dissipation qui doit &tre modélisée). Il est important de signaler que le domaine MF n’existe pas
pour des structures de forme géométrique simple telles qu’une poutre droite encastrée, une plaque rectangulaire
simplement appuyée, une coque mince cylindrique, etc.

Concernant la structure couplée avec le fuide acoustique interne les formulations pour les domaines BF et
MF ne sont pas les mémes. Par contre, pour le fuide externe, on utilise la méme formulation pour les deux
domaines. En BF, la stratégie numérique consiste a ne pas résoudre fréquence par fréquence le systeme matriciel
provenant de la discrétisation par éléments fnis mais a construire un modele matriciel symétrique réduit en
utilisant les modes de la structure in vacuo et les modes acoustiques de la cavité acoustique interne avec parois
fxes. L’équation matricielle réduite est résolue fréquence par fréquence dans la bande BF. En MF, le systeme
matriciel provenant de la discrétisation par éléments fnis étant de tres grande taille, il ne peut pas étre résolu
fréquence par fréquence dans la bande MF. On recommande alors une méthode numérique a deux échelles de
temps adaptée au domaine MF. En ce qui concerne la recherche de modele réduit pour le domaine MF, I’approche
BF n’étant plus pratiquable, une base de projection de Ritz-Galerkin appropriée doit etre utilisée [OHA 98] et
fait I’objet de recherches en cours [SOTI 98].

3. Pose du probeme en basses et moyennesfijuences

On considere les vibrations linéaires autour d’un état d’équilibre statique, supposé non précontraint pour
simplif er, pris comme état de référence, d’un systéme couplé tridimensionnel constitué d une structure élastique
dissipative occupant un domaine borné {)g et qui contient un f uide acoustique interne dissipatif (gaz ou liquide,
et dans le cas d’un liquide avec surface libre, les effets de gravité ne sont pas pris en compte) occupant un
domaine borné 2. La formulation est écrite dans le domaine fréquentiel. Ce systeme est plongé dans un fuide
acoustique externe parfait (gaz ou liquide) occupant le domaine non borné Q2 (voir Figure 2).

P (X, 0)

Figure 2. Conf guration du systéme vibroacoustique

La partie 'z du bord 092 = T'U Tz de 2, a des propriétés acoustiques modélisées par une impédance de



bord Z (X, w) a valeurs complexes et déf nie en tout point X de "z et pour chaque pulsation w. Les excitations du
systéme vibroacoustique sont respectivement, une densité de source acoustique interne (X, w) pour X dans €2,
une densité de source acoustique externe @) g(X,w) pour X dans 2, une onde plane incidente dans Q déf nie
par un potentiel de vitesse 1inc(X, w) = ¥o(w) exp{—ik - X}, une densité de forces surfaciques G(x,w) pour
x sur le bord Qg = TUT z UTg de Qg et enfn une densité de forces volumiques g(X,w) pour X dans Qg.
Les inconnues sont le champ de déplacement u(X,w) = (u1 (X, w), u2(X,w), us(X,w)) dans la structure Qg, le
champ de pression p(X, w) dans le fuide interne €2 et le champ de pression pg (X, w) dans le fuide externe Q.

4. Probleme d’acoustique externe
4.1. Le probeme de Neumann egtieur relatif a I'@quation d’Helmholtz

La géométrie est déf nie par la Figure 3.

Figure 3. Géomeétrie du domaine f uide acoustique externe

Le fuide est parfait et est décrit par un champ inconnu scalaire ; on choisit pour ce probleme extérieur le
potentiel des vitesses ¥ (X, w) en un point X de g et a la fréquence angulaire w, relié a la f uctuation de pression
pe(X,w) par I’équation

pe(X,w) = —iw p (X, w) dans Qg (1]

ou p; est la masse volumique constante du f uide extérieur a I’équilibre. En désignant par ¢, la célérité constante
du son dans le fuide a I’équilibre et en posant & = w/c;, le probléme de Neumann extérieur s’ écrit :

V2(X,w) + k2 Y(X,w) =0  dans Qp 2]
0
wa(+;w) = u(y) sur T'p 3]
1 o 1
=0(= — +ik¢| =0(= 4
W1=0() .« |gait| =0 . 4
avec R = ||X|| — 400, ol 9/OR est la dérivée dans la direction radiale et ot v(y) est un champ de vitesse

normale sur I'p qui est donné. L’Eq. [4] correspond a la condition sortante de rayonnement a 1’infni de
Sommerfeld.
4.2. Expression du champ de pression dans le fluide acoustiqueme

Pour tout w # 0 réel, le probléme aux limites déf ni par les Egs. [2] a [4] admet une unique solution. Le
champ de pression pg|,. (w) sur la paroi I'g s’écrit alors en utilisant I'Eq. [1],

pE|FE(W> =Zrg (w) v, [5]



ou Zr,, (w) est I'opérateur de frontiére d’impédance acoustique. Le champ de pression pg(X,w) dans le fuide
extérieur (g s’écrit

pE(X,w) = Za(X,w)v | (6]
ou Z;a4(X,w) est 'opérateur d’impédance de rayonnement acoustique dans le fuide extérieur. On introduit
I’opérateur Br, (w/c;) qui est tel que I"unique solution w;‘; du probléme de Neumann extérieur déf ni par les
Eqgs. [2] a [4] s’écrit w;‘l’; = Br, (w/c;) v, ce qui montre en utilisant I’Eq. [1], que I’on a

ZFE (UJ) = —iWwp;g BFE (UJ/CH) . [7]

4.3. Construction de I'ograteur de frontére d'impedance acoustique : Kthode déquations inégrales de
fronti ére synétrique sans fequences iregulieres

La formulation variationnelle qui permet de construire I’opérateur Br, (w/c;) défni par I’'Eq. [7] s’écrit

(voir [OHA 98]) : _
[wo] - {%f _Sr s(:d({;/)c) : '555?23/0”)} Vfﬁ} : (8]

E

Les opérateurs intégraux Ss(w/c;), Sp(w/c;) et Sy(w/c;) sont déf nis par les formes bilinéaires complexes

<SS,(w/cE)1),(51)>:/F g G(X —y)v(y) 6v(X) dsy dsx . [9]
<Sy(w/er) vy, dv>= | /F aGa)r(]y Yy o () 50(X) dsy dsx. [10]

<Sr(w/ee)pr,, 60 >= —kQ/ /G(xfy) Ny Ny 9. (Y) 0ty (X) dsy dsy
I'eJT'e

[ GOy ) e 0} (ex Vs () dsy ds i8)

I'g JT'g
ou < .,. > designe classiquement le crochet de dualité entre 1’espace des fonctions admissibles sur I'p et
son dual et ot G(X—Y) est la fonction de Green du probléme qui s’écrit G(X —y) = g(||x — y||) avec
g(Ix = yl) = —(4n)~L etk XYl /r L’opérateur H(w/c;) apparaissant dans le membre de droite de 1’Eq.

[8] a la propriété de symétrie ‘H(w/c;) = H(w/¢;). L’élimination de ¥y, dans I'Eq. [8] donne une équation
linéaire entre @D;”El et v qui déf nit I’opérateur Br,, (w/c;). La procédure d’élimination de 1/)FE est expliquée dans
le paragraphe 4.5 relatif au probléme discrétisé. Cette procédure peut étre effectuée pour toute valeur réelle de w.
Il est a noter que la formulation proposée, d’une part conduit & un probléme numérique avec matrice symétrique
et, d’autre part ne présente pas le probleme (dit des fréquences irrégulieres) rencontré dans les formulations
par équations intégrales (mauvaise construction de I’opérateur Br, (w/c;) pour un ensemble dénombrable de
valeurs de w). Concernant le probleme des fréquences irrégulieres, on renvoie le lecteur a [PAN 65] [SCH 68]
[BUR 71] [ANG 83] [AMI 90] [COL 92] [OHA 98].

4.4, Construction de I'o@rateur de rayonnement acoustique

Pour tout X dans {2, on a la représentation intégrale

50l . sol G (X —
i) = [ {otcyyow v 0.0 5= as, 12
I'e B y
En introduisant les opérateurs intégraux Rg (X, w/c;) et Ry (X, w/c;) déf nis par
Rs(X,w/c:)v=[ G(Xx=y)v(y)dsy
I'e
IG(x —y)

Ry (x./ex) i, = [ 0, ) dsy . 13]

ony



I’Eq. [12] peut étre rééerite 1*°'(X,w) = R(X,w/¢;) v avec pour tout X dans Q g, R(X,w/c;) = Rs(X,w/c;) —
Ry (X,w/c;) Br,, (w/ce). Dans ces conditions, I’opérateur d’impédance de rayonnement acoustique Z 54 (X, w)
s’écrit

Zipa(X,w) = —itw pr {Rs(X,w/¢cz) — Rp(X,w/ex) Brg (w/cs)} . [14]

4.5, Discrétisation des oprateurs inegraux parélements finis :elements finis de frongére

On utilise la méthode des éléments fnis pour discrétiser les opérateurs intégraux Sg(w/c;), Sp(w/c;) et
Sr(w/¢x) (méthode dite des éléments fnis de frontiere [NED 76] [AMI 92] [ANG 92] [BRE 92] [CHE 92]
[DAU 92] [HAC 95]). On considére un maillage éléments fnis de la surface I'g et soient V = (V1,...,V,,,.)
et ¥, = (\IIFE-,l’ ceey \IIFEVHE) les vecteurs complexes des . DDL constitués par les valeurs de v et ¢, - aux
n, noeuds du maillage. Soient [Ss(w/c;)], [Sp(w/cp)] et [St(w/cx)] les matrices complexes pleines (ng X ng)
de la discrétisation des formes bilinéaires déf nies par les Eqs. [9]a [11]. Les matrices complexes [Ss(w/c;)] et
[St(w/ex)] sont symétriques. Dans ces conditions, la discrétisation par éléments fnis de I’Eq. [8] s’écrit

or ] = [a s sl ] [ ] )

avec ¥ le vecteur complexe des coordonnées généralisées qui correspondent a la discrétisation par éléments
E

fnis de la forme linéaire v + [i. 42! (y)dv(y)dsy. La matrice [ E] est la matrice réelle non-diagonale
E
(ng x ng) qui correspond & la discrétisation de I’opérateur identité |. L’élimination de \IIFE dans I’Eq.
[15] donne une équation linéaire entre > et V qui déf nit la matrice complexe symétrique [Br, (w/c;)] de
E

dimension (ng x ng) qui représente la discrétisation de 1’opérateur Br, (w/c;). On a
\IIF‘; = [Bry(w/c)]V . [16]

Laprocédure d’¢élimination est la suivante. Le vecteur ¥ . est éliminé en utilisant I’algorithme d’¢élimination
de Gauss avec pivotage des lignes. En un w donné, si la matrice [Sr(w/c;)] est réguliére, alors 1’élimination
peut étre effectuée jusqu’a la ligne np. Pour un w, si la matrice [Sy(w/c;)] est singuliére, on note n, < ng la
dimension du noyau qui est inconnue de la matrice [S(w/c;)] (noyau qui estréel). Dans ce cas, I’élimination avec
pivotage des lignes est arrétée des que I’on rencontre le premier pivot nul (zéro numérique relatif). L’élimination
a donc ¢été effectuce jusqu’a la ligne ng — n,,. Les équations qui correspondent aux lignesng —ny+1,...,ng
sont alors automatiquement satisfaites (résultat prouvé théoriquement et constaté numériquement). On construit
ainsi pour tout w réel la matrice symétrique complexe [Br, (w/c;)] (sans problémes de fréquences irréguliéres).
On déduit de I’Eq. [7] I’expression de la matrice complexe symétrique [Zr,, (w)] = —iw p; [Br, (w/c;)] de
dimension (ng X ng) qui discrétise I’opérateur de frontiere d’impédance acoustique Zr, (w). Finalement, la
discrétisation correspondante de I’opérateur d’impédance de rayonnement acoustique Z 4 (X, w) déf ni par I’Eq.
[14] s’écrit

[Zraa (X, w)] = —iw pg {[Rs (X, w/ce)] = [Ro (X, w/co)] [Bry (w/ce)]} [17]

4.6. Réponse acoustique pour un champ démlacement de paroi, une densitle source acoustique et une
onde plane incidente dongs

Considérons les excitations acoustiques externes décrites au paragraphe 3 et supposons que le champ de
vitesse normale sur I'z soit donné par v = iw U(w) - N ot N¥ désigne la normale unitaire extérieure a .
Alors, en utilisant la linéarité du probléme, le champ de pression PE|FE(W) sur la paroi I'p s’écrit

PEr (@) = iwZr, (@){u(W) - N} + paonneelr (@) [18]

ou Zr, (w) est I’'opérateur de frontiére d’impédance acoustique. Le champ de pression pg(X,w) dans le fuide
extérieur Qg s’écrit
pE(X,W) =iw Zrad(wi){u(w) ! nS} +pdonnée(wi) s [19]



oU Z;a4(X,w) est "opérateur d’impédance de rayonnement acoustique dans le fuide extérieur. Dans les Egs.
[18] et [19], le champ de pression pdonnée|rE(W) sur la paroi ' et le champ de pression paonnée (X, w) dans Qg
s’expriment en fonction des excitations acoustiques Q (X, w) et inc (X, w) et des opérateurs Zr , (w) et Z aq (X, w)
(voir chap. 12 de [OHA 98)).

5. Modélisation, discrétisation parelements finis et €duction modale en vibroacoustique bassesdguences

On consideére le probleme décrit au paragraphe 3 (voir Figure 2). Concernant les détails des développements
qui suivent, on renvoie le lecteur au chap. 13 de [OHA 98].

5.1. Expression du champ de pression dans le fluide acoustiqueliné dissipatif

Rappelons que dans le cas d’un fuide acoustique interne parfait (donc non dissipatif), si il existe une
condition de type p = 0 sur une partie du bord 052, alors le champ de pression p(X, w) est relié au potentiel des
déplacements @(X, w) par la relation classique

p(X, w) =w’ Po @(Xv w) ’ [20]

ou p, est la masse volumique du fuide a I’équilibre. L’équation correspondante dans ce fuide parfait est alors
I’équation d’Helmholtz en ¢ (ou en p). Pour ce méme fuide parfait, s’il n’existe pas une condition de type
p = 0 sur une partie du bord 052 (cas de la Figure 2), alors il a été démontré [OHA 87] [OHA 90] [MOR 95]
(en particulier pour le calcul des modes élastoacoustiques et la construction de modéles réduits matriciels par
sous-structuration dynamique), que I’Eq. [20] est fausse pour une paroi qui se déforme et que cette équation
doit étre remplacée par

p(X,w) = w? p, (X, w) + T(w;u;P) [21]

ou 7(w; U; @) est un champ constant dans 2, mais qui dépend de u et @.

Dans le présent papier (voir paragraphe 3), le fuide acoustique interne n’est pas parfait mais dissipatif et il
y a des sources acoustiques internes ((OHA 98], chap. 10). Il existe un potentiel de déplacement o défni a une
constante additive prés et on introduit un champ scalaire ¢ relié au potentiel de déplacement ¢ par la relation
[SOI 92] [OHA 98]

¢, Q(X,w)

oX,w) = (1 4+ iwT)p(X,w) — , [22]

Py w?

ou ¢, est la célérité du son a I’équilibre et ou 7 est un coeff cient qui ne dépend que de la viscosité dynamique 7
et de la seconde viscosité ¢ du fuide, qui peut dépendre de w et qui s’écrit

1 /4
= (5n+¢)>0 23]

Dans ces conditions, on montre [OHA 98] que I’Eq. [21] doit étre remplacée par

p(x,w) = w? pp(x,w) +m(wsiuse) [24]
ou le champ ¢ doit étre tel que
/ pdx=0 | 25]
Q
etou m(w;U; ) sécrit
T(wiusp) = k(w) {—w?pymi(w;p) — m(u) + 1y (w)} . [26]

Dans I’Eq. [26], m1(w; ¢), T2(U) et 7, (w) sont donnés par

mwi) = [ 8 ) 27)

, wZ(X,w)



ma(U) = /FUF u(x,w) - n(x)ds(x) , [28]

1 X
%M:_/Qbﬂw, 2]

poJo iw

Dans I’Eq. [26], x(w) est un nombre complexe donné par
~1
Po € PoC; ds(x)

= 1 30
=i [ 2 ) 0

ou || désigne le volume du domaine .

5.2. Probleme aux limites pour le sy&te vibroacoustique
Equations pour la structure. L’équation d’équilibre dynamique pour la structure 2g s’écrit
—w2 Ps Ui — T45 5 (U) =0; dans Qg s [31]

ou ps(X) est la masse volumique de la structure. Dans I’Eq. [31], la loi de comportement pour le domaine BF
s’écrit (voir chap. 4 de [OHA 98])

03 (X, w) = (aijen (X) + iwbijpn (X, w)) epn(X,w) [32]

ol egpn(X,w) = %(Uk,h + up, i) est le tenseur de déformation linéarisé. Les constantes a; i, sont indépendantes

de w pour la bande BF (ce qui ne sera pas le cas pour la bande MF). La condition aux limites sur I' s’écrit
Uij(u)nf =G —pEl, n?, soit en utilisant I’Eq. [18],

oi;(U) nJS = G —Pdonnéelr, n? —iwZr,(w){u-n¥n? sur Tp. [33]

7 7

La condition aux limites sur I' U Tz s’¢écrit oj; (U)n = G; — p(w)nf = Gy + p(w) n; o N = —n¥, soit en
utilisant les Eqs. [24] et [26],

oi;(U) nJS: Gi+ kmyn; + Wy on; — w2py i (w;)ng — kma(U)n; sur TUT . [34]

Equations pour le fluide acoustique interne dissipatif Concernant le f uide interne, I’Eq. [24] peut s’écrire

pXw) =p' (Xw) +m(wiusp) [35]
avec
p/(X,w) = w2 Po @(Xaw) 9 [36]
que 1’on peut réécrire
1, W?
p=—¢ dans Q . [37]
PoCy i

Les champs p’ et ¢ doivent satisfaire les contraintes

Aywzo, 138]
A@wzo. 139]

Il a été démontré (voir [MOR 95] pour le cas spectral non dissipatif et [OHA 98] pour le cas dissipatif
avec sources et impédances de parois) que, pour obtenir des formulations symétriques pour le couplage de la
structure avec le fuide interne, permettant le calcul des modes élastoacoustiques par résolution de problémes
généralisés aux valeurs propres du type [A] X = w? [ B] X avec [ A] et [ B] des matrices symétriques réelles
(2 I’aide de mod¢les ¢léments f nis avec matrices réelles symétriques conduisant & des modeles modaux réduits
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avec matrices réelles symétriques), il fallait introduire simultanément pour le fuide deux champs inconnus
scalaires liés au champ de pression et au potentiel de déplacement. L’équation régissant la dynamique du fuide
acoustique interne dissipatif s’écrit alors en terme des champs scalaires p’ et ¢,

1 ) w2 pok 1
,gp’ —iwrp, V3 — p, V3¢ = 9o — 020 1 (w; ) — g/mrg(u) dans Q, [40]
0 0 0

ou g,, est une fonction donnée, liée a la source acoustique interne Q, qui est déf nie par I’Eq. [44] ci-apres. La
condition de Neumann sur I' s’écrit

)
p,,(l+iw7’)a—:f:p,,u~n+GQ sur T, [41]

ou G, est une fonction donnée, li¢e a la source acoustique interne Q, qui est déf'nie par I’'Eq. [45] ci-apres.
La frontiere Iz (voir Figure 2) a des propriétés acoustiques modélisées par une impédance acoustique de paroi
Z(X,w) & valeurs complexes qui est telle que

p(X,w) = Z(X,w) {v(X,w) - n(X) —iwu(X,w) -n(X)} , VxeTy, [42]
ou V(X,w) est la vitesse dans le fuide interne qui s’écrit vV(X,w) = iw V@(X,w) avec @(X,w) donné par I’Eq.
[22] et ou n = —n®. La condition de Neumann sur I" 7 s’écrit alors

A+iwn 28 = puns GBI ) P W+ Gy + G [43]
WT)—=— = pyU - : — = m(w;p) — ——m )
Po on " wZ? T Tz TP T 7™ Q Lz
ou G, , est une fonction donneée, liée a la source acoustique interne Q, qui est déf nie par I’'Eq. [46] ci-apres.

La fonction g, est défnie dans () par

00 0.2) = - K(0) ) = Q) 7 5 V) 4

G, estdéfnie surI'UT' 7 par
G,(X,w) = ch% agr(])(()’(;}) , [45]

et G, , est défnie sur 'z par
Goa) = T rs () T () 46]

5.3. Discrétisation parélements finis

On considére un maillage éléments fnis de la structure g et du fuide interne 2, les deux maillages
étant supposés compatibles sur I’interface T UT'z. Soit U = (Uy,...,U,.) le vecteur complexe des ng
DDL de la structure qui sont les valeurs nodales du champ de déplacement u. Soient & = (®q,...,P,,) et
P = (p},...,p)) les vecteurs complexes des n DDL du fuide qui sont les valeurs nodales des champs ¢ et p’.
La discrétisation par éléments f nis de la formulation variationnelle en u, ¢ et p’ du probléme aux limites déf ni
par les Egs. [31] & [46], conduit au systéme complexe symétrique suivant

U Fo(w)
[AW)]|@| = |W*Fq(w)| [47]
P 0

avec les contraintes correspondant a la discrétisation par éléments f nis des Eqs. [38] et [39]

LT =0 , LT®=0 |, [48]



etou L est un vecteur de R™. La matrice complexe symétrique [A(w)] est déf nie par

(A% ()] —w?[A" (wfee) | +R(W)[T] —w?[C(w)] [0]
P [CW)]" WDy (w)]+w[K]+w?[S, (w)] —“’—) [C1] ], [49]
[0] —e[C]” L [M]

ou [A%(w)] est la matrice complexe symétrique (ngs x ng) de raideur dynamique de la structure (qui n’est
singuliére que pour w = 0 de par la présence des modes de corps rigide) qui s’écrit

(4% ()] = —w?[M*] + iw [D¥ ()] + [K°] [50]

avec [M°], [DS(w)] et [K°] les matrices (ng x ng) réelles symétriques de masse, de dissipation et de raideur
de la structure in vacuo, la matrice [M°] étant déf nie positive et les matrices [D®(w)] et [K°] étant positives
(et ayant le méme noyau). La matrice (ng x ng) complexe symétrique [A” (w/c;)] qui traduit les effets du fuide
extérieur sur la structure, s’écrit

(47 (wjee)] = —pe [©] [Bry(w/e)] [©] [51]

ou [Br, (w/c;)] est lamatrice (ng x ng) pleine complexe symétrique déf nie au paragraphe 4.5 et ou la matrice

creuse rectangulaire (ng X ng) réelle [© ] correspond a la discrétisation W [©]U par éléments fnis de la
forme sesquilinéaire (U, dw) +— 6(u, dw) = fFE dw u - n® ds qui projette U sur la normale a la surface I'g. 11
est & noter que la matrice [A” (w/c;)] a des lignes et des colonnes de zéros pour les n, noeuds qui ne sont pas
localisés sur I'. La matrice [.J | est une matrice (ng x ng) réelle symétrique qui s’écrit

[J]=T,13 [52]

ou I, est le vecteur dans R™s tel que ITZ correspond a la discrétisation de la forme linéaire 72 (u) déf nie par
I’Eq. [28]. La matrice [.J] a des lignes et des colonnes de zéros pour les n, noeuds qui ne sont pas localisés
sur ' UTz. La matrice (n x n) réelle symétrique positive [ K | correspond a la discrétisation de la forme
sesquilinéaire k(¢ , 6¢) = p, [ Vi - Vo dx. La matrice [D; (w) est déf nie par
D) = () [K] . 53]
La matrice (n x n) complexe symétrique [S,(w)] correspond a la discrétisation de la forme sesquilinéaire
s,(wip,0p) = —p2w? Ir, (iwZ) " @ g ds + w?k(w) p? m1 (w; ) 71 (w; 6) et est telle que w™'IM[S, (w)]
est positive. Il est & noter que la matrice [S,(w)] a des lignes et des colonnes de zéros pour les n, noeuds
qui ne sont pas localisés sur I'z. La matrice (n x n) réelle [ M ] symétrique déf nie positive correspond a la
discrétisation de la forme sesquilinéaire m(p’, 0p’) = (p,/c2) [, p' 0p’ dx. La matrice rectangulaire (ng x n)
complexe [C'(w)] s’écrit
[C(@)] = [Co] — polw) T Ty ()T 54)

ou la matrice (ns x n) réelle [Co] correspond a la discrétisation de la forme sesquilinéaire co(p,du) =
Po fFUFz ¢ Nn-duds et ou Iy (w) est le vecteur dans C™ tel que TI;(w)? correspond a la discrétisation de la
forme linéaire 71 (w ; ) défnie par I’Eq. [27]. La matrice [C(w)] a des lignes et des colonnes de zéros pour les
n,, noeuds qui ne sont pas localisés sur I' U I' ;. La matrice (n x n) réelle symétrique [C1] s’ écrit
<
[Ci] = —=[M] [55]
Po

et correspond a la discrétisation de la forme sesquilinéaire ¢ (p', dp) = [, p’ 0y dx. Le lecteur trouvera les
expressions (en fonction des données) du second membre de I’Eq. [47] dans les chap. 11 et 13 de [OHA 98].
Soit P = (p1, ..., pn) le vecteur des DDL constitués des valeurs de la pression p aux n, noeuds du maillage du
fuide interne €. Il est calculé par

P=uw’p,® + r(wl—w?p,II; (w)" @ —TJU+7,(w)} = [M]7'L. [56]



5.4. Modele réduit matriciel synétrique

On commence par calculer les modes de la structure in vacuo et les modes acoustiques de la cavité interne
avec parois f xes. Les modes de la structure sont obtenus en résolvant le probléme généralisé aux valeurs propres

[K5]U =2 [M°]U | [57]
qui donne les valeurs propres 5 = {w5}2 tellesque 0 = A} = ... = \§ < AJ < \§.... Les vecteurs propres
Ui, ..., Us associés aux valeurs propres A3 = 0 sont les six modes de corps rigide et les vecteurs propres

{Uq,, a > 7} sont les modes élastiques. On a les propriétés d’orthogonalité pour « > let § > 1,
U [M®)Ua = 41 as, URIK®]Ua = g AS bap - [58]

Les modes acoustiques de la cavité avec parois f xes sont obtenus en résolvant le probléme généralisé aux valeurs
propres
[K]®=A[M]® avec LT®=0 |, [59]

qui donne les valeurs propres A, = {w, }? telles que 0 < A\; < Aa.... Les vecteurs propres {®1, ®,, ...} sont
les modes acoustiques. On a les propriétés d’orthogonalité

BL (M) ®o =pia 6ap , B5IK]®a = pia Ao dap - [60]

Pratiquement, on résoud ’Eq. [59] sans la liaison et I’on ne conserve que les vecteurs propres associés aux
valeurs propres strictement positives (modes acoustiques). Le modele matriciel réduit est obtenu en projetant
I’Eq. [47] sur les Ng premiers modes de structure Ui, ..., Uy, (comprenant les modes rigides) et les N
premiers modes acoustiques @1, ..., ® . On introduit la matrice (ng x Ng) réelle [U] et la matrice (nx N)
réelle [ @] telles que

[U]=[U;...Uy...Upn,] , [@P]=[P1...D,...2N] . [61]
On considere alors les changements de base
Uu=1[U]g® , ®=[®]q , P =[]r . [62]

La projection de I’Eq. [47] donne

q° Fo(w)
[A(UJ)] q = |w? FQ (UJ) ) [63]
r 0

ou la matrice complexe [A(w)] est symétrique et déf nie par

(A @)] =B e (@) [T ] —(Cw)] [0]
— @I WD)+ K]S, )] —(a] | 64
[0] ~= el L[M]

La matrice [A”(w)] est une matrice complexe (Ngx Ng) symétrique qui s’écrit
[A% ()] = ~w? M| +iw [D¥ (w)] + [K7] [65]

avec [MS ] la matrice de masse généralisée de la structure qui est réelle, (Ng x Ng), diagonale, déf nie positive,
[D?(w)] la matrice généralisée de dissipation de la structure qui est réelle, (Ng x Ng), pleine, symétrique,
positive et [KC°] la matrice de raideur généralisée qui est une matrice réelle, (Ns x Ng), diagonale, positive,
telles que

Map = 5 das > [D°(W)] = [U]" [D°W)][U] ,
[Ks]aﬁ = /Lg )‘2 5aﬁ . [66]

1 1



La matrice (Ng % Ng) complexe symétrique [AF (w/c;)] s*écrit
[A% (wfer)] = —pe [Ur]" [Bry (w/c)] [Ur,] avee [Urg]=[O][U] . [67]
La matrice [ J ] est une matrice réelle, (Ns x Ng), symétrique, positive, qui s’écrit
[7]= @ [U)" (@[U]) . [68]
Les matrices [M], [K] et [D:(w)] sont des matrices réelles, (N x N), diagonales, déf nies positives, telles que

Mlapg = ttabap 5 [Klap = faAabap 5 [Dr(W)lag = T(W) Ha Aabas - [69]

La matrice [8,(w)] est une matrice complexe (N x N) pleine symétrique qui s’écrit [$,(w)] = [® ] [S,(w)] [®]
et qui n’utilise que les valeurs des modes acoustiques sur la surface I' UT'z. La matrice [C(w)] est une matrice
complexe, rectangulaire(Ng x N), pleine, qui s’écrit

[Cw)] = [U]" [Co()] [®] — pys(w) (M [U)T (i (w)"[@]) . [70]

La matrice [C1] est une matrice réelle (N x N) diagonale déf nie positive telle que

c? c?
Cilag = Z[Mlag = Zlia bas - 71
[C1lag po[ Jas o 3 [71]

Enfn les forces généralisées s”écrivent F (w) = [U |7 Fg(w) et F, (w) = [@]T Fy, (w).

5.5. Calcul de la fonction de eponse en fequence

Pour calculer la fonction de réponse en fréquence (FRF) dans la bande BF, on élimine r dans I’Eq. [63] et
I’on obtient

A qS _ Fs (w)
Aen| &)= L7 72
ou la matrice complexe [A(w)] est symétrique et est déf nie par
[AZ ()] = w?[ A" (wfee) +R(w) [ T ] —w’[C(w)]

—w? [C)]" iw?[Dr(w)]+w?[K]+w?[S, (w)] - w[M]

Pour tout w # 0, la matrice [A(w)] est inversible et I’on obtient

S
Q> _ Fs(w)

] = FE) 74
ou [T (w)] est une matrice complexe, ((Ns+N) x (Ng+N)), symétrique, telle que [T (w)] = [A(w)]~!. Le
champ de déplacement dans la structure et la pression dans la cavité acoustique sont calculés en utilisant les
Egs. [62] et [56].

5.6. Calcul des modeglastoacoustiques
Les modes élastoacoustiques sont ceux du systeme conservatif associ¢ constitué de la structure couplée avec

le fuide acoustique interne, en remplacant k(w) et [C(w)] par £(0) et [C(0)] respectivement. Les Eqs. [63] et
[64] donnent alors le modéle réduit matriciel symétrique

(K] +£(0)[J] [0]  [0] q°
[0] [0]  [0] q
o] 0] EM) |
(M5 [c0)] 0] q°
= w? cor  —[K] clg [C1] q , [75]
0] Ll (o] ||



qui correspond a un probléme symétrique aux valeurs propres. En éliminant g dans I’Eq. [75], on obtient un
probléme symétrique généralisé aux valeurs propres dont la matrice de “masse” est déf nie positive,

o wea] [T [ Bl 76

avec
[Kl]aﬁ = /Li )‘i dap + #(0) [j]aﬁ )

Ha 1 pa
[Kalap = 2 dap 5 [Moa]ap = R [77]
(Milap = 153605+ 3 5 €O O
(Ml = ——[CO)Las - 78]

Les modes ¢€lastoacoustiques exprimés en termes du champ de déplacement de la structure et de la pression

dans le fuide interne sont calculés en utilisant les Eqs. [62] et [56] avec g = [K]~* ([C(0)]7 q° + %[C4]r)
0

ou [K] et [C1] sont les matrices diagonales défnies par les Egs. [69] et [71]. Il est a noter que les modes

¢lastoacoustiques (voir aussi le chap. 13 de [OHA 98]) tiennent compte des effets de raideur de I’impédance de

paroi sur 'z (effets de raideur non pris en compte dans le chap. 9 de [MOR 95]).

Ces modes ¢lastoacoustiques peuvent étre utilisés pour calculer la fonction de réponse en fréquence en
incluant les termes de correction quasi-statique pour accélérer la convergence de la projection modale. Il est a
noter que le probléme aux limites décrit au paragraphe 5.2 est bien posé pour le probléme statique (fréquence
nulle). Toutefois, la méthode présentée au paragraphe 5.5 est préférable, que le fuide acoustique interne soit un
gaz ou un liquide.

6. Modeélisation, discrétisation par eléments finis, néthode de Eeduction en vibroacoustique moyennes
fréquences

On considére le probleme décrit au paragraphe 3 (voir Figure 2). Contrairement au domaine BF, le calcul des
modes ¢lastoacoustiques et la construction de modeles réduits modaux ne sont pas praticables pour le domaine
MF. Dans ces conditions, on peut choisir pour le couplage de la structure avec le f uide interne une formulation
ne faisant intervenir qu’un seul champ scalaire inconnu pour le fuide tout en préservant la symétrie des matrices
globales pour le probleme couplé. Il a été démontré que pour le probléme considéré, le champ scalaire pour le
fuide interne dissipatif est un champ relié au potentiel des vitesses. Concernant les détails des développements
qui suivent, on renvoie le lecteur au chap. 14 de [OHA 98].

6.1. Expression du champ de pression dans le fluide acoustiqueliné
On introduit alors le champ scalaire ¢ reli€ a ¢ introduit au paragraphe 5.1 par ¢ = iw . Le potentiel des

vitesses 1 s°écrit 1 = iw 3, ¢’est-a-dire en utilisant I'Eq. [22], ’LZ(X, w)=1+iwr)Y(X,w) + (Tcﬁ/p(,)%.
Dans ces conditions (voir [OHA 98]) on a

p(X,w) = —iwp, Y(X,w) + w(w;ius ) [79]
ou le champ v doit étre tel que
/ vdx =0 80]
Q
etou m(w;U;ep) s écrit
m(w;u;) = k(w) {iwp,m(w;9) — m(U) + 1y (W)} [81]



Dans I’Eq. [81], w1 (w;), m2(u) et 7, (w) sont donnés par

Pxw)

. — 2
T (w; 1) L W2 ds(x) [82]
ma = [ ucw) nedst) 85
Tr'ul'z
1
-/ Qw) gy 84]
Po Jo W
Dans I’Eq. [81], x(w) est un nombre complexe donné par
-1
Po € { PoC; ds(x) }
k(w) = x <1+ - , 85
“="Ta A Jr, W Z0c0) ”

ou || désigne le volume du domaine 2.

6.2. Probleme aux limites pour le sys8tme vibroacoustique

Equations pour la structure. L’équation d’équilibre dynamique pour la structure {2g s’écrit
—w2 Ps Ui — T45 5 (U) =0; dans Qg s [86]

ou ps(X) est la masse volumique de la structure. Dans I’Eq. [86], la loi de comportement pour le domaine MF
s’écrit (voir le chap. 4 de [OHA 98])

0i; (X, w) = (aijen (X, w) + 1w bijen (X, w)) exn(X,w) [87]

ol exp (X, w)

(X,w) = %(ukh + up, 1) est le tenseur de déformation linéarisé. La condition aux limites sur I'g s’écrit
oi; (U )nJS =G; —

PElr,, n?, soit en utilisant ’Eq. [18],

oij(u) nf: Gi—Pdonnéelr nf —iwZr, (w){u- ns}nis sur I'g. [88]

La condition aux limites sur I' U I'; s’écrit Jij(u)nf = G; — p(w)n? = G; + p(w)n; oun = —n?, soit en
utilisant I’Eq. [79],

oi;(U) nJS = Gi+ Ky ni —iw py P g +iwp, kT (w;P)n; — kme(U)n; sur TUTz. [89]

Equations pour le fluide acoustique interne dissipatif Le champ (X, w), qui vérif e la contrainte déf nie
par I’Eq. [80], satisfait I’équation suivante

—W22p(x,w) — iw T pVRP(X, W) — py V(X w) =

a
. Wk WK
iw g, — C—;m(w;w)— = mo(U) dans Q [90]

ou g, est défni par I’Eq. [93] ci-dessous. La condition de Neumann sur I' s’€crit

0
p(,(l—l—iwr)a—:/: =iwpu-n+iwG, sur I', [91]

avec G, défnipar ’Eq. [94] ci-dessous. La frontiere I'z (voir Figure 2) a des propriétés acoustiques modélisées
par une impédance acoustique de paroi Z(X,w) a valeurs complexes qui est défnie, comme en BF, par I’Eq.
[42]. La condition de Neumann sur I"z en présence de I’impédance acoustique de paroi s’écrit

iwp,U - N+ p”z/)

po(1 +iw7)aw 7

on
wlptk WKP,

A Wl(w;l/f)* il

m(U) +iwG, +iwG,, surlz, [92]



avec G, , défni par I’Eq. [95] ci-dessous. La fonction g, est défnie dans ) par

1 1 , 1

gQ (Xv w) = C_ﬁ ’i(w) 7TQ (w) - EQ(Xa w) —TC EVQQ(Xv w) ) [93]

G, estdéfnie sur ' UT 7 par
. 1 0Q(X,w)

Go(X,w) =716, — o) [94]

et G, , est défnie sur 'z par
_ Po
G,,(Xw)= 7in(X,w)H(w)7TQ (W) . [95]

6.3. Discrétisation parélements finis

On considere un maillage éléments fnis de la structure (g et du fuide interne €2, les deux maillages étant
supposés compatibles sur I'interface ' UT'z. Soit U = (Uy,...,U,4) le vecteur complexe des ng DDL de
la structure qui sont les valeurs nodales du champ de déplacement u. Soit ¥ = (¥q,...,¥,,) le vecteur
complexe des n DDL du fuide qui sont les valeurs nodales du champ . La discrétisation par éléments f nis
de la formulation variationnelle en U et ¢ du probléme aux limites déf ni par les Egs. [86] a [95], conduit au
systéme complexe symétrique suivant

WENECE
avec la contrainte correspondant a la discrétisation par ¢léments fnis de I’Eq. [80]
LTe =0 |, [97]
ou L est un vecteur de R”. La matrice complexe symétrique [A(w)] est déf nie par
(4% (w)] = W?[A%(wfer)] + w(W)[J] iw[C(w)]
[Aw)] = : 98]

iw [C(w)]" —[47 ()]

ou [A%(w)] est la matrice complexe symétrique (ns x ng) de raideur dynamique de la structure (qui n’est
singuliere que pour w = 0 de par la présence des modes de corps rigide) qui s’écrit

(4% (w)] = ~?[M®] +iw [D% (w)] + [K° ()] [99]

ou [M5], [D®%(w)] et [K(w)] les matrices (ns x ng) réelles symétriques de masse, de dissipation et de raideur
de la structure in vacuo, la matrice [M ] étant déf nie positive et les matrices [D (w)] et [K® (w)] étant positives
(et ayant le méme noyau). On notera que, contrairement a la modélisation BF, la matrice de raideur dépend de
w en MF. La matrice (ng x ng) complexe symétrique [A” (w/c;)] qui traduit les effets du f uide extérieur sur la
structure, est celle déf nie par ’'Eq. [51] et la matrice (ng x ng) réelle symétrique [ J ] est celle déf nie par I’Eq.
[52]. La matrice (n x n) complexe symétrique [AF(w)] est inversible pour tout w # 0 et s’écrit

[AF(W)] = —w? [M] 4 iw [Dy(w)] 4+ [ K]+ [S,(w)] . [100]

Les matrices (nx n) réelles [M ], [ K] et [D,(w)] et la matrice (n x n) complexe [S,(w)] sont les matrices
défnies au paragraphe 5.3. La matrice rectangulaire (ngs x n) complexe [C'(w)] est déf nie par I’Eq. [54]. Le
lecteur trouvera les expressions (en fonction des données) du second membre de ’Eq. [96] dans les chap. 11
et 14 de [OHA 98]. Soit P = (p1,...,pn) le vecteur des DDL constitués des valeurs de la pression p aux n,
noeuds du maillage du fuide interne €2. Il est calculé par

P = —iw p,¥ + r(w)iw p,TT; ()" ¥ —TTE U+, ()} g [M]7L. [101]
0



6.4. Introduction d’une méthodea deuxéchelles de temps, diteéthode MF, pour le calcul des fonctions de
réponse en fequence dans le domaine des moyennégyfrences

Conformément a ce qui a été indiqué dans le paragraphe 2, nous présentons ci-apres une méthode a deux
échelles de temps [SOI 82] (dite méthode MF) qui permet de résoudre I’Eq. [96] sans avoir a résoudre le systeme
linéaire fréquence par fréquence, ce qui n’est pas praticable. Nous en présentons les grandes lignes et renvoyons
le lecteur aux chap. 7 et 14 de [OHA 98] pour les détails. Soit B, . 1a bande large MF d’analyse déf nie par

Byip = [“’MF,init J wMF,ﬁnal] [102]
On considere une bande étroite MF notée B, et déf nie par
B, = [ —-Aw/2, Q,+Aw/2] [103]

ou 2, > 0 est la fréquence centrale de la bande B,, et Aw sa largeur de bande telle que 0 < Aw < 2,,. On
associe a la bande B, la bande de méme largeur B telle que

By = [-Aw/2,Aw/2] . [104]

Par défnition la bande B, est une bande étroite MF si Aw/§2, < 1. On introduit alors deux échelles de
temps 7, et 7. tellesquen = 2r/AwetT, . =27/Q,. Onart . /7'long = Aw/Q, < 1. En
conséquence, 7 . représente une échelle de temps courte associée a la fréquence centrale €, de la bande MF
et Thong représente une échelle de temps longue associée a la largeur Aw de la bande MF étroite B,,. La bande
By est appelée la bande BF associée a la bande MF étroite B, car elle ne fait intervenir que 1’échelle de temps
longue 7, . Pour toutw dans By, ., on a a construire la FRF [T(w)] = [A(w)]~! ot [A(w)] est déf nie par I’Eq.

[98]. Pour construire cette FRF, on réecrit les Egs. [96] et [97] comme suit

U(w

)

Aw)]Y(w)=60,(w)B , weB, avec Y(w)= [

avec la contrainte
L"¥(w)=0 , weB, |, [106]

le second membre de I’Eq. [105] correspondant a une classe particuliere d’excitation relative a la bande MF
étroite B,,. Le vecteur complexe B est indépendant de w et 6, (w) est une fonction a valeur complexe de carré
intégrable sur R telle que

O,(w)=0 , Ywé¢B, 107]

[
Soit 6,(t) la fonction de R dans C défnie comme la transformée de Fourier inverse 6,(t) =
2m)~! fp, €' 0y (w) dw. On a donc 0,(w) = [pe ™" 0,(t)dt. Le signal BF 6o(t) associé a 0,(t) est
deéfni par
Oo(t) = 0, (t) et ™t [108]

En prenant la transformée de Fourier de I’Eq. [108], on en déduit que
o(w)=0,(w+Q,) , YweR . [109]

Par conséquent, fp(w) = 0 pour tout w ¢ By et donc Oy (t) est un signal BF sur la bande By qui n’a que ’échelle
de temps longue Thong" La matrice symétrique complexe [A(w)] déf nie par I’Eq. [98] peut s’écrire

[AW)] = —w?M(w)] + iw [D(w)] + [K(w)] [110]
ou [M(w)], [D(w)] et [K(w)] sont des matrices symétriques complexes déf nies par

(M) + [A® (wfer)] [0]
M(w)] = ; [111]



(DS (w) Cw))
D(w)] = , 112]
C@IT D) - S(w)]
(K5 ()] + k()] [0]
K(w)] = , 113]
() K]~ [SF(w)
avec
15,(@)] = [SPw)] +iw[S! W) 114]

ou les matrices [S(w)] et [ST(w)] sont telles que [SH(w)] = Re [S,(w)] et w [S! (w)] = SM[S,(w)]. Pour
construire la FRF, on prend 6,(w) = 1 pour w € B, et B représente les vecteurs de la base canonique de
R™s+" . La méthode proposée permet de calculer la réponse pour différents types d’excitations déterministes et
aléatoires, dés que la solution du probléme déf ni par les Egs. [105] et [106] est construite ; nous renvoyons le
lecteur a [OHA 98] pour les détails. Dans la méthode MF, on remplace I’Eq. [105] par 1’approximation

(—w?M) +iw D]+ [K)]) Yo (w) =0, (w)B , weB, [115]

ou les matrices complexes [M,], [D,] et [K,] dépendent de la bande B, mais sont constantes a I’intérieur de la
bande et sont telles que

On montre, moyennant des hypotheses usuellement vérif ées par les applications, que w — [M(w)], [D(w)] et
[K(w)] sont des fonctions lentement variables sur la bande MF étroite B, (voir [OHA 98]). On introduit le
probléme de Cauchy temporel

M) Yo(t) + [D] Yo(t) + [K]Yo(t) = 0o(t) B pour t, <t < t,, [117]
avec la contrainte
LT ®y(t) =0 , Vi>t [118]
et les conditions initiales .
Yo(lfi )=0 Yo(lfi )=0 [119]
ou Yo(t) est tel que
Uo(t)}
Yo(t) = , 120
0( ) |:‘I’0(t) [ ]

et ou les matrices complexes symétriques [D,] et [K, ] sont telles que

[D,]=[D,]+2iQ,[M)] [ﬁl?,,] =-02M,]+iQ,[D,] +[K,] . [121]

On montre alors que la solution du probléme MF déf ni par les Eqs. [105] et [106] peut étre approchée d’aussi
pres que 1’on veut par

Y, (w) ~ 1, (w) At Yo(mAt) emmAW=%) 1y, e R [122]

avec 1, (w) = 1siw € B, et = 0si w ¢ B, et ol les entiers m, et m, sont tels que ¢, = m At et
t. = m At avec At = 2m/Aw. L’entier négatif m, et ’entier positif m, sont déterminés avec des critéres
précis que ’on trouvera dans le chap. 7 de [OHA 98]. Donnons quelques indications sur le choix de ces
paramétres. L’expérience acquise montre que m, = —3 est un bon compromis pour le choix correspondant a
fo(w) = 1, (w), c’est-a dire () = ()" sin(t Aw/2). En ce qui concerne 1, on montre que sa valeur peut
étre estimée par la formule

£

110
m, = - [123]

1 1 ’
2m&y (Aw/(l,, - 5)




ou &, désigne le taux de dissipation moyen du systéme mécanique sur la bande B, . Typiquement pour
Aw/Q, = 1/10 et {, ~ 0.01, on a m, >~ 4. 1l est a noter que la solution MF est calculée directement par
I’Eq. [122] a partir de la seule connaissance de la solution Y(¢) du probléeme BF défni par les Eqs. [117] a
(119), probleme qui est résolu classiquement a I’aide d’un algorithme d’intégration temporel pas a pas implicite
inconditionnellement stable du type Newmark. En ce qui concerne le pas de temps §t¢ d’intégration d’un tel
schéma, il doit étre tel que 6t = At/p avec p > 1. L’expérience montre que p = 3 est une valeur appropriée.
La tres grande eff cacité de cette méthode provient du fait que, d’une part, I’échelle de temps courte est traitée
exactement (analytiquement) a colit numérique nul et que, d’autre part, seule I’échelle de temps longue est traitée
numériquement par des algorithmes classiques (résolution du probléme BF associ¢). De plus, pour les bandes
MF et méme en présence de dissipation faible, plus Aw/(2, sera petit et plus le nombre de pas de temps ¢ sera
faible. Typiquement, on voit donc que, pour Aw /€, = 1/10 et £, ~ 0.01, toute la dynamique en module et en
phase est obtenue pour tout w dans B,, avec seulement 7 x p pas de temps, ¢’est-a-dire de I’ordre de 20 pas de
temps pour p = 3. Enfn signalons que la structure algébrique particuliere des matrices [J] et [S,(w)] permet de
décomposer la matrice [A(w)] défnie par I’'Eq. [110] comme la somme d’une matrice creuse avec une matrice
de la forme T'T'7 ou I est un vecteur. On peut alors mettre en oeuvre une procédure numérique spécif que pour
diminuer les colts numériques (voir chap. 14 de [OHA 98]).

6.5. Modele réduit matriciel synétrique

Dans le contexte de la construction d’un modele réduit en dynamique MF, la problématique est la suivante.
Comment peut-on remplacer pour le calcul de la réponse dans la bande MF, la base modale de la structure
(méthode de type BF qui devient impraticable en MF), par une autre base qui soit calculable et adaptée a la
bande MF ?

On propose [SOI 98] une méthode qui consiste a prendre la base du sous-espace propre dominant de
I’opérateur d’énergie associé a la bande MF. Par mesure de simplif cation, nous limiterons I’exposé au cas d’une
structure non couplée avec des fuides acoustiques af n de présenter simplement les concepts. Pour le cas d’une
structure in vacuo, I’Eq. [96] se réduit a

[A%(W)]U(w) =Fs(w) . [124]

Cette équation correspond a la discrétisation par ¢léments fnis de la formulation variationnelle du probleme
continu pour la structure dont I’équation abstraite s’écrit A (w) u(w) = fg(w). On considére la bande MF notée
B, (cf. Eq.[103]) et on introduit I’opérateur d’énergie mécanique totale Eg , sur la bande B, des vibrations de la
structure dissipative. On montre que cet opérateur est symétrique déf ni positif, qu’il a un ensemble dénombrable
de valeurs propres positives, que les fonctions propres correspondantes forment une base réelle complete de
I’espace admissible V' des champs de déplacement de la structure, et enfn que la série des valeurs propres
est sommable. Cette derniére propriété permet de construire une stratégie d’approximation en considérant le
sous-espace vectoriel Vi de V' engendré par les N fonctions propres associé¢es aux N plus grandes valeurs
propres (sous-espace propre dominant). On obtient le mod¢ele matriciel réduit relatif a la bande MF considérée
en projetant I’Eq. [124] sur cette base. Il est important de noter que, d’une part, la base réelle utilisée tient
compte de la dissipation du systeme mécanique (propriété essentielle pour le domaine MF) et d’autre part, que
la dimension du sous-espace propre dominant reste petite (quelques dizaines en pratique pour des bandes MF
étroites). On donne ci-apres les grandes lignes de la méthode. Pour les détails, on renvoie le lecteur au chap. 8
de [OHA 98] et a [SOT 98].

6.5.1. Introduction de ['opérateur d’énergie et discrétisation par éléements f nis

Supposons provisoirement que fg(w) s’écrive fg(w) = 0, (w) f avec 8, déf nie au paragraphe 6.4, telle que
|0, (—w)| = |0, (w)| et ou f est indépendant de la fréquence (pour la discrétisation par éléments fnis on aura
donc Fg(w) = 0, (w) F avec F un vecteur complexe indépendant de la fréquence). Cette hypothese est utilisée
uniquement pour construire la base fonctionnelle de réduction adaptée au domaine MF. Une fois le modéele
réduit MF obtenu avec cette base, la réponse du systéme mécanique pourra étre calculée avec le modele réduit
pour toute excitation déterministe ou aléatoire n’utilisant pas cette hypothese restrictive (mais nécessaire pour la
construction de la base fonctionnelle af n d’obtenir un mode¢le réduit valable pour tout type d’excitation). Pour
tout w fx¢é dans B, UB,, avec B, = [—Q, — Aw/2,—Q, + Aw/2], le probléme variationnel a une unique
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solution uf (w) a valeurs dans 1’espace admissible V et s’écrit
u'(w) =0,(w) TS (W) f [125]
ou T (w) est ’opérateur de réponse en fréquence dont la discrétisation par éléments fnis s’ écrit
[T°%(w)] = [A% (W)™ avec  [T(w)]" =[T5(w)] [126]

ot le symbole * désigne la matrice adjointe et la barre désigne la conjugaison. L’énergie g, (uf) de la vibration
uf donnée par I’Eq. [125] est défnie comme deux fois la valeur de I’énergie cinétique totale de la structure,
¢’est-a-dire en utilisant la formule de Plancherel,

ep, (U) = %/B = WwrmS Ul (w),u'(w)) dw [127]

avec m®(u,v) = fﬂs psU(X,w) - V(X,w) dx. Soient U (w) = 6, (w) T (w)f et UI(w) = 0, (w) TS (w)g les
réponses dues aux excitations 6, (w) f et 6, (w) g respectivement, ou f et g sont toujours indépendants de w.
L’opérateur d’énergie Eg,, relatif a la bande B,, est déf ni par

1
<Eg, f,g>= — 2 (w) V(W) dw . [128]
27 Jg,uUB,

On déduit alors que €, (uf) =< Ep, f,f>. Il est a noter que I"opérateur Eg, depend de la bande B, et de
6., mais est indépendant de f et g. On montre que Eg, est réel, symétrique, déf ni positif, dont I’image est un
sous-espace de V et s’écrit

s, = L [ W) Re (T MITS ) e 129

™

ou Re désigne la partie réelle, ou TS (w)* est I’opérateur adjoint de T (w) et ou M est I’opérateur linéaire
de masse associ¢ a la forme sesquilinéaire m°(u,v). On démontre de plus que I’opérateur Eg, admet
un ensemble dénombrable de valeurs propres positives décroissantes, chacune ayant une multiplicité fnie,
A1 > A2 > ... — 0. Les fonctions propres correspondantes {€, } o>1 telles que

Eg, €1 = Aa€n [130]

sont des fonctions €,(X) de 2 dans R?® et constituent une famille compléte dans I’espace admissible V,
orthonormales pour le produit scalaire < U,V >= fQS u(X,w) - V(X,w)dx. De plus la série des valeurs

propres est sommable Z:S Ao < 400 et sa trace s’écrit

+oo
trEp, = » Ao <+00 . [131]
a=1
Soit {by,...,b,} une base éléments f nis relative a un maillage éléments fnis du domaine Qg et soit V;, le

sous-espace engendré par cette base (nous avons noté n et non pas ng le nombre de DDL de la structure af n de
simplif er les notations). La projection Eg,, ,, de I’opérateur Eg, sur V,, s’écrit

Ep,nf = [Enlag <f,bg>b, | [132]

n
a,B=1
ou [E,] est la matrice réelle (n x n) symétrique telle que

[Ea] = / fen(@)]dw 1133]

v

[en(w)] = %wQ 10, (@)1 Re {[T5 (W)]* [M®] [T ()]} [134]



6.5.2. Probleme généralisé aux valeurs propres de I’approximation de dimension f nie de ['opérateur d’énergie

Chaque fonction propre € telle que Eg, ,, € = A\ € s’¢crit € = >."_, PYb,. En introduisant le

vecteur PV = (Py,..., PY), on voit que les valeurs propres {A},..., A} et les vecteurs propres associés
{P! ..., P"} sont les solutions du probléme généralisé aux valeurs propres,
[HIP=X"[G]P | [135]

avec [G ] et [ H ] des matrices rélles (n xn) symétriques déf nies positives telles que

[Glga =<by,bg> . [H]|=[G][E.][G] . [136]
Les vecteurs propres {P!, ... P"} constituent une base de R™ et vérif ent les propriétés d’orthogonalité suivantes,
<&, e, >=P" [G]P’ =06, et P [H]P" = 8, \\.

6.5.3. Construction du modele matriciel réduit MF adaptée a la band B,

Soit [ P] la matrice réelle (n x N) dont les colonnes sont les N vecteurs propres {P!,.... PN} qui
correspondent aux N plus grandes valeurs propres A7 > ... > A},. Le modele matriciel réduit MF de
dimension N relatif a la bande B, s’obtient en projetant I’Eq. [124] sur {P!, ... PV} et s’écrit

AR (W) 0% (w) = Fs(w) [137]
avec
9%(w) = [P]U(w) , [138]
AR ()] = [P]" [A% ()] [P] [139]
Fs(w)=[P]"Fs(w) . [140]

6.5.4. Méthode de construction du sous-espace propre dominant

Nous donnons ci-apres les €éléments principaux de la méthode qui permet d’éviter la construction explicite
de la matrice [F,,] (en effet, rappelons que cette matrice de dimension (n X n) est pleine dans le cadre de la
méthode des éléments f nis, alors que la matrice [A° (w)] est creuse).

On utilise la méthode d’itération dans les sous-espaces pour résoudre le probleme spectral défni par I’Eq.
[135]. Soit m la dimension du sous-espace pour les itérations, qui est telle que N < m < n (en pratique
[BAT 76], on prend m = min{2N , N + 8}). Comme I’algorithme usuel de la méthode d’itération dans les
sous-espaces est adapté au calcul des plus petites valeurs propres (et non pas des plus grandes), le probleme
spectral initial déf ni par ’Eq. [135] est reformulé comme suit : calculer les IV plus petites valeurs propres et
les vecteurs propres associés du probléme généralisé symétrique aux valeurs propres,

[GI[S]=[H][S][T] , [141]
ou [ S] est la matrice réelle (nxm) et [ '] est la matrice diagonale réelle (mxm) telles que [ S|T [H ] [S] = [I]
et [S]T[G][S] = [T']. On a alors les relations suivantes [A] = [T']7* et [P] = [S][T']"Y/2, ou [A]

est une matrice diagonale réelle (m x m) et les N plus grandes valeurs propres cherchées sont telles que
AP=[Al11>...2 A =[A]nn etou [ P] est la matrice réelle (nxm) dont les N premiéres colonnes sont
les vecteurs propres P!, ... PV qui défnissent la matrice [ P]. En examinant 1’algorithme d’itération dans les
sous-espaces, on voit que la matrice [E,] n’est utilisée qu’une seule fois a chaque iteration pour calculer une
matrice [ W] réelle (n xm) telle que

ou [ X ] estune matrice réelle (nxm) connue. La méthode présentée ci-apres permet de calculer [ W | connaissant
[ X ] sans avoir a calculer explicitement la matrice [E,,].



Procédure indirecte dans le domaine fequentiel La matrice [ X | étant réelle, la matrice [WW'] peut
s’écrire

(W] = /B Re {[Z(w)]} do | [143]
ol [Z(w)] est une matrice complexe (n x m) qui est la solution du systéme linéaire

[A%@)] [V (@)] = R(@) [X] [144]

(A5 W) [Z(w)] = [MO][Y ()] [145]

avec X(w) la fonction défnie sur R par X(w) = < w? |6, (w)|? 1, (w). Cette procédure requiert Nieq > 1
factorisations de la matrice [A° (w)], 00 Nfreq est le nombre de points de fréquence de la bande B, nécessaire
pour estimer la fonction w +— [T (w)] sur la bande B,.

Procédure indirecte dans le domaine temporel La procédure est basée sur ’utilisation de la méthode
MF présentée au paragraphe 6.4 pour résoudre les Eqs. [144] et [145] sur la bande B,, qui ne requiert
alors que la factorisation d’une seule matrice complexe (n x n) (qui est creuse dans le cas de la méthode des
éléments fnis), au lieu de Ny >> 1 factorisations. Soit xo(t) la fonction telle que xo(t) = e ~*¥ x(t) avec
x(t) = (1/27) [y e*'X(w)dw. On en déduit que la transformée de Fourier Xo(w) = [ e~ xo(t) dt est
telle que Xo(w) = 0siw ¢ By ou By est la bande basse fréquence associée a la bande B,,, déf nie par I’'Eq. [104].
La fonction xq(t) est le signal BF associé¢ au signal MF x(t). Soient [D?] et [K 5] les matrices symétriques
(nxn) telles que

(D] = [DS(0)] , [K7] = [K°()] . [146]

Alors la matrice [ W] telle que [W ]| = [E,,] [ X | est donnée par la formule
(W] =2rRe{[Z0)]} , [147]

ou [Zy(t)] est la solution du probleme d’évolution basse fréquence suivant
[M] [Yo(1)] + [?f] [Yo(t)] + [l:(f] Yo(t)] = xo(t) [X] [148]
[MP][Zo(6)] + [D}] [Zo()] + K] [Zo(t)] = [M®] [Yo(=0)] [149]

avec [155 ] et [f( 5] les matrices complexes (1 x n) symétriques déf nies par
[DJ] = (D7) +2iQ, M), [K]]= -0} [M®]+iQ, [DJ]+[K)] . [150]

Il est & noter que les transformées de Fourier [Yo(w)] et [Zo(w)] de [Yo(t)] et [Zo(t)] respectivement, sont
telles que [Yo(w)] = [Zo(w)] = [0] quand w ¢ By. C’est pour cette raison que les Eqs. [148] et [149]
correspondent a un probléme d’évolution BF (associé au probléme MF initial dans la bande B, ) et peuvent donc
étre résolues par un schéma d’intégration temporel implicite inconditionnellement stable du type Newmark (voir
les commentaires sur la méthode de résolution a la fn du paragraphe 6.4). On procéde donc comme suit (on
reprend les notations de la fn du paragraphe 6.4) :

Etape 1 Construction de la suite fnie [Yo(i x At)] pour i = m., ..., m, en résolvant I'Eq. [148] avec la

£
condition initiale [Yo(Z, )] = [Yo(¢, )] = [0] (on rappelle que m, est un entier négatif).

Etape 2 Construction de la suite fnie [Zo(j x At)] pour j = —m,,...,0 en résolvant I'Eq. [149] avec la
condition initiale [ZO(—tf)] = [ZO(—tf)] =[0].

7. Conclusion

Nous avons présenté des modélisations mécaniques et des méthodes numériques avancées et innovantes qui
permettent de résoudre les problémes de vibrations et de vibroacoustique de systeémes complexes en basses et en
moyennes fréquences. Ces méthodes ont été congues et validées en vue du développement des codes de calcul
de vibrations et de vibroacoustique de nouvelles générations.
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