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Introduction

Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle et E une extension
quadratique de F. Considérons deux espaces hermitiens (V,h) et (V' h’) de dimensions
respectives d et d’ et de groupes unitaires respectifs G et G'. On suppose d pair et d’ impair
et que le plus petit des deux espaces hermitiens s’injecte dans le second. Alors, une fois
une telle injection choisie, le plus petit des groupes G et G’ est naturellement un sous-
groupe du plus gros. Soient o et ¢’ des représentations lisses irréductibles de G(F') et G'(F')
respectivement. Gan, Gross et Prasad ont défini dans [GGP| une multiplicité m(o, o’). La
définition de cette multiplicité est rappelée en 4.1. Indiquons seulement ici sa signification
dans deux cas extrémes :

e Sid =d—1 (resp. d = d — 1), alors G’ est un sous-groupe de G (resp. G est un
sous-groupe de G’) et on a

m(o,0’) = dime¢ Homg (o ® o', 1)
(resp. m(o,0’) = dimc Homg(o ® o', 1))

ot Homg (c®0’,1) (resp. Homg(o®o', 1)) désigne I'espace des formes linéaires G'(F')-
invariantes (resp. G(F')-invariantes) sur o ® o’.

e Si d =0, alors m(o,0’) est la dimension de I’espace des fonctionnelles de Whittaker
sur ¢’ (pour un certain sous-groupe unipotent maximal de G’ et un caractére générique
sur les F-points de ce sous-groupe).

En général, la définition de m(o,0’) est un "mixte" entre ces deux cas extrémes (cf 4.1).
D’aprés [GGP| et [AGRS], on a toujours m(o,0’) < 1.

Nous nous intéressons ici seulement au cas oil les représentations o et ¢’ sont tempérées.
Rappelons la correpondance, toujours conjecturale, de Langlands pour les représentations
irréductibles tempérées d'un groupe unitaire. Enongons ces conjectures pour G, celles-ci étant
analogues pour G’ . Notons WD = Wg x SLy(C) le groupe de Weil-Deligne de E et fixons
un élément ¢t € Wp\Wpg que l'on laisse agir par conjugaison sur W Dg (avec action triviale sur



le facteur SLy(C)). Soit @yem,(G) 'ensemble des classes de conjugaison d’homomorphismes
¢ : WDg — GL4(C) vérifiant des conditions classiques de semi-simplicité et d’algébricité
ainsi que les conditions supplémentaires suivantes

(i) ¢ est tempérée, c’est-a-dire que I'image de Wy par ¢ est relativement compacte;
(ii) ¢ est (—1)4*l-conjuguée-duale, cela signifie qu’il existe une forme bilinéaire non dégé-
nérée B : C¢ x C? — C telle que
= Blp(r)w, p(trt™w') = B(w,w');
- Bw,p(t*)w') = (1) B(w, w)
pour tous w,w’ € C4, 7 € WDg.

Cette derniére condition ne dépend pas du choix de t. Soit ¢ € Py, (G), on peut alors
décomposer ¢ en somme directe de représentations irréductibles de W Dpg. Notons ¢ =
@ie  lip; cette décomposition avec les ¢; deux a deux non isomorphe. Notons I’ le sous-
ensemble des i € I tels que ¢; soit (—1)9"1-conjuguée-duale. Fixons une forme B vérifiant la
condition (ii) précédente. Soit S, le sous-groupe de GL4(C) des éléments qui commutent a
¢ et qui préservent B. Notons S, son groupe des composantes. On a alors un isomorphisme

naturel entre S, et (Z/ QZ) I/, en particulier S, ne dépend pas des choix de B et t. Notons
z, Vimage de —I € S, dans S,,. Définissons £%(¢) comme P'ensemble des caractéres € de S,
vérifiant €(z,) = p(G), ot on a posé
| 1 si G est quasi-déployé
@) _{ —1 sinon

Soit T'emp(G) 'ensemble des classes d’isomorphisme de représentations tempérées irré-
ductibles de G(F). On conjecture que Temp(G) est réunion disjointe de L-paquets I1¢ (i)
indexés par les ¢ € Py, (G). On conjecture aussi que 11%(p) admet une paramétrisation
par £%(¢) que I'on note € — (i, €). On impose a cette paramétrisation des conditions de
types endoscopiques. Il y a tout d’abord I’endoscopie usuelle entre G et ses groupes endo-
scopiques elliptiques. Ces groupes endoscopiques sont de la forme G, x G_ ou G, et G_
sont des groupes unitaires quasi-déployés. On considére aussi une endoscopie tordue. Plus
précisément soient G, et GG_ des groupes unitaires quasi-déployés d’espaces hermitiens de
dimensions dy et d_. Posons n = d +d_ et M,, = Rg/rGL, (on Rp/p désigne la res-
triction des scalaires a la Weil). Notons 6 I'automorphisme de M, donné par g — (g¢)~*
et Mn la composante non neutre du groupe non connexe M, x {1,0}. Alors G, x G_ est
un groupe endoscopique du groupe tordu Mn Solent ¢ € Pieyp(G1), - € Premp(G-) et
1%+ (. ), TI% (¢_) les L-paquets correspondants de représentations tempérées de G4 (F') et
G_(F) respectivement. Posons ¢ = ¢, @ ¢_. La correspondance locale de Langlands pour
les groupes linéaires, prouvée par Harris-Taylor et Henniart, associe a ¢ une représentation
tempérée irréductible m(¢) de M, (F). On peut étendre cette représentation en une repré-
sentation unitaire 7t (¢) de M, (F) x {1,0} et on note 7(p) sa restriction a MH(F) D’apreés
Clozel ([C]), 7(¢) posséde un caractére que I'on note ©z(,). On impose alors a nos L-paquets
les deux conditions suivantes



e Les caracteres O,, = Z O, sont stables;

oL €M% (py)
e Il existe un nombre complexe ¢ de module 1 tel que c©3(,) soit un transfert de ©,, x

©

Pour que cela ait un sens, il faut bien entendu fixer précisément les facteurs de transfert.
On renvoie pour cela a 3.2. Les conjectures sont les mémes pour G’. Il suffit de remplacer
G par G’ et d par d’ dans les définitions sauf en ce qui concerne l’ensemble de caractéres
EY (') : on le définit comme 'ensemble des caractéres € de S, vérifiant €(z,) = p(G). On
renvoie & 7.2 pour I’énoncé précis des conjectures, notamment en ce qui concerne 1’endoscopie
classique. On a introduit dans nos conjectures des constantes non précisées. Cela entraine
que la correspondance de Langlands n’est pas uniquement déterminée par nos hypotheéses.
Plus précisément, la composition des L-paquets I1%(¢p) est entiérement déterminée par nos
hypothéses mais pas les bijections € — o (¢, €) qui elles ne sont déterminées qu’a une "trans-
lation" prés. On montre en 7.7 et 8.3 comment fixé précisément la correspondance. Dans le
cas quasi-déployé, on demande que la représentation correspondant au caractére trivial soit
I'unique représentation du L-paquet admettant un certain type de modéle de Whittaker.
Dans le cas non quasi-déployé, on demande & notre paramétrisation de vérifier une instance
de la conjecture de Gan-Gross-Prasad. Ces choix dépendent d’un caractére additif non trivial
Y9, de E qui est trivial sur F' (qui nous permet par exemple de choisir un type de modéle
de Whittaker en rang pair). Dés lors, les L-paquets et les paramétrisations sont uniquement
détermingés.

o+

Soient ¢ € B, (G) et @' € Py, (G') des parameétres de Langlands tempérés pour G
et G’ respectivement. Soit ¢ = @, li; la décomposition de ¢ en composantes isotypiques.
Comme indiqué précédemment, on a une identification naturelle S, = (Z/ ZZ)I . On définit
un caractere egm, de S, par

Eg,go’((ei>iel’) = H 6(1/27 v & 9017 W’;E)ei
el’

pour tout (e;)ier € S, = (Z/ 22)1/ et ol 99 est le caractére additif qui nous a permis de
fixer la correspondance de Langlands. Le facteur epsilon d’une représentation du groupe de
Weil-Deligne est défini comme dans [GGP|. On définit de la méme fagon un caractére eg@/
de S,r. On vérifie que

a el b
€s07s0’<z<f’) - eso,so’('ch’) =e(1/2,0® ¢, ¢)
En admettant les conjectures ci-dessus (précisées en 7.2), notre résultat principal est le
suivant (théoréme 8.5.1)

Théoréme 1 Soient ¢ € P, (G) et ¢ € By, (G'). Alors
(i) Si p(G) # e(1/2,0 © ¢, 0), on am(a,0") = 0 pour tous o € 19(p), o' € I () ;



(ii) Si p(G) = e(1/2,0 ® &, v), on a

m(a(@, eg#,,), a(¢, egsa,)) =1

et m(o,0’) = 0 pour tous o € 11%(p), o’ € ¥ (¢') avec (0,0") # (o (e, SN (- eg;a,)).

Il s’agit de la conjecture 17.3 de [GGP| pour les modéles de Bessel des groupes unitaires
et restreinte aux représentations tempérées. Expliquons briévement comment on prouve le
théoréeme 1. Rappelons que I'on a montré en [B1] une formule intégrale calculant la multipli-
cité m(o, 0’) en fonction des caractéres de o et o’. Par endoscopie classique on peut exprimer
ces caractéres en fonction de caractéres stables vivant sur des groupes endoscopiques ellip-
tiques de G et . Par endoscopie tordue cette fois, on peut exprimer ces caracteres stables
en fonction de caractéres sur les groupes tordus M,,. Dans [B2|, on a montré une formule
intégrale pour certains facteurs epsilon de paires, similaire a celle pour la multiplicité, mais
ol on remplace les caractéres de o et ¢’ par des caractéres sur des groupes tordus M, et
M,, avec n et m de parités différentes. Finalement, on obtient une expression de m(o,0’) a
partir de facteurs epsilon de paires. C’est de cette expression dont découle le théoréme 1.

Mentionnons pour finir un autre résultat, le lemme 7.7.1, qui posséde un intérét propre.
On peut ’énoncer ainsi : si G est quasi-déployé, pour chaque type de modeéle de Whittaker sur
G(F), il existe dans le L-paquet I1%(¢) une unique représentation admettant un tel modéle
de Whittaker. Il en va de méme pour G’ (il n’existe qu’'un seul type de modéle de Whittaker
pour G’). Signalons que cette propriété des L-paquets tempérés a déja été obtenue pour les
groupes classiques par T.Konno ([K]).

Décrivons le plan de I'article. Dans la premiére section, on a rassemblé les définitions, no-
tations et résultats généraux sur les groupes, groupes tordus et groupes unitaires dont nous
aurons besoin dans la suite. On paramétre dans la deuxiéme section les classes de conjugai-
son et conjugaison stable des groupes unitaires et des groupes tordus M,,. Dans la troisiéme
partie, on fixe les facteurs de transfert et on les exprime en fonction des paramétrages pré-
cédents. Les formules prouvées dans [B1] et [B2] sont réexprimées dans la quatriéme section
sous des formes plus appropriées pour la suite. Dans la cinquiéme partie, on prouve, grace a
un résultat de Rodier, une formule donnant le nombre de modéles de Whittaker d’un type
fixé d’'une représentation tempérée irréductible d’un groupe unitaire de rang pair. Dans la
derniére section de cette partie (la section 5.6), on démontre une formule de transfert pour
cette multiplicité de Whittaker. Dans la sixiéme partie, on prouve des formules de transfert
analogues pour la multiplicité m(o, ¢’) et pour certains facteurs epsilon de paires. On y uti-
lise de fagon cruciale les principaux résultats de [B1] et [B2]. On précise nos hypothéses de
travail sur la correspondance de Langlands dans la septiéme partie et on en déduit un cer-
tains nombre de conséquences. C’est dans la huitiéme est derniére partie que 'on démontre
le théoréme 1. Enfin, I'article contient une appendice ot on démontre une formule intégrale
pour certains facteurs epsilon de caractéres. La proposition de I'appendice est utilisée dans
la preuve de la proposition 7.6.1.



Cet article s’inspire bien évidemment grandement de la preuve par Jean-Loup Wald-
spurger de la conjecture de Gross-Prasad pour les groupes spéciaux orthogonaux ([W4]). 1l
apparaitrait méme évident a qui compare les deux articles que les structures des preuves sont
tout a fait semblables. Il s’agit en fait d’une partie de la thése de I'auteur sous la direction
de Jean-Loup Waldspurger. Je voudrais exprimer ici ma profonde gratitude a I’égard de ce
dernier autant pour avoir partager ses idées si fécondes que pour sa patience a répondre & mes
questions. Je tiens aussi a remercier Wee Teck Gan, Atsushi Ichino ainsi que le rapporteur
pour m’avoir fait remarquer qu’il y avait une erreur de signe dans le lemme 5.3.1 (entrainant
une contradiction entre le choix des paramétrisations en 7.7 et les prédictions initiales de
Gan, Gross et Prasad).

1 Groupes, mesures, notations

1.1 Notations générales

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle et £ une extension qua-
dratique de F'. On notera O, pr, @wr, kr, qr, valp et |.|p 'anneau des entiers de F', son idéal
maximal, une uniformisante, le corps résiduel, le cardinal de kg, la valuation normalisée par
valp(wr) = 1 et la valeur absolue définie par |z|r = ¢z**"™ pour tout z € F. On définit
de méme Og, pg, wp, kg, qg, valg et |.|g. On notera N et Trg/r les applications norme
et trace de 'extension E/F, x + T 'unique F-automorphisme non trivial de £ que 'on
notera aussi 7g/p et sgng/r I'unique caractére quadratique de F* dont le noyau est N(E£*).
On fixe pour toute la suite un caractére continu non trivial ¢» de F', une cloture algébrique
F de F et un élément § € E non nul de trace nulle. On pose g = oTrg p. Pour tout
groupe algébrique G défini sur E, on notera Rg,rG le groupe algébrique sur /' obtenu par
restriction des scalaires a la Weil a partir de G.

1.2 Groupes et groupes tordus

Soit G un groupe réductif défini sur F'. On note g son algébre de Lie et on pose 6(G) =
dim(G) —rg(G) ot rg(G) désigne le rang (absolu) de G. On désignera par G, la sous-variété
des éléments semi-simples de GG. L’action adjointe de G sur g sera notée ainsi

Gxg—g
(9,X) — ad(9)X = gXg~'

Pour = € G, on notera Zg(x), respectivement G, le centralisateur de = dans G, respecti-
vement le centralisateur connexe de x dans GG. Un élément = € G sera dit fortement régulier
si Zg(x) est un sous-tore (forcément maximal) de G. On définit de la méme fagon la notion
d’élément fortement régulier de g. On note G,eg, 1€SP. greg, la sous-variété des éléments for-
tement réguliers de G, resp. g. On dira que deux éléments x,y € G,.4(F') sont stablement



conjugués, s'ils sont conjugués par un élément de G(F). On désigne par G,..,(F)/conj, resp.
Gleg(F')/stcong, Pensemble des classes de conjugaison, resp. classes de conjugaison stable,
dans G,eq(F). On note les projections naturelles Gyey(F) — Greg(F)/conj et Greg(F) —
Greg(F)/stconj par ¢g, resp. ¢g. On dispose d'une application naturelle ¢g/conj entre
Greg(F)/cong et Greq(F)/stconj qui rend le diagramme suivant commutatif

&t [cong

Greg(F)/Conj Greg(F)/Stconj

o
e}

Gireg(F)

Soit T un tore. On notera Ar son sous-tore déployé maximal. On munit 7'(F') d’une
mesure de Haar de la fagon suivante : si T'(F') est compact, on choisit la mesure de masse
totale 1; si T" est déployé, on choisit la mesure qui donne au sous-groupe compact maximal
de T'(F) la mesure 1; dans le cas général on choisit la mesure sur 7'(F') compatible avec les
mesures sur Arp(F) et T(F)/Ar(F) = (T/Ar)(F) que 'on vient de fixer.

On peut munir G,¢,(F')/conj d'une structure d’espace F-analytique et d’'une mesure
caractérisées par la condition suivante : pour tout x € G,¢,(F') il existe un voisinage w de 1
dans Zg(x) tel que l'application

W = Greg(F)/cony
t— (bg(ﬂft)

soit un isomorphisme qui préserve les mesures de w sur un voisinage ouvert de ¢g(x). On
munit de méme G,.,(F')/stconj d'une structure de variété F-analytique et d’'une mesure.
L’application ¢gi/conj : Greg(F)/conj — Gyeg(F)/stconj est alors un revétement analy-
tique qui préserve localement les mesures. Un élément x € G,,(F') sera dit anisotrope si G,
est un tore anisotrope. On note G(F)4y,; le sous-ensemble des éléments (fortement réguliers)
anisotropes de G(F'). On vérifie que la propriété d’étre anisotrope est invariante par conju-
gaison et conjugaison stable. On notera G(F')qni/conj, resp. G(F)qni/stconj, I'ensemble des
classes de conjugaison, resp. conjugaison stable, dans G(F'),,;. Ces espaces s’identifient na-
turellement & des ouverts de G,ey(F')/conj et G,e,(F)/stconj respectivement.

Pour z € G(F') un élément semi-simple, on pose

DG(x) = |det((1 — ad(:p))|g/gz)|p

On désignera par Nil(g(F')) 'ensemble des orbites nilpotentes de g(F’). Fixons une forme
bilinéaire non dégénérée < .,. > sur g(F') invariante par l'action adjointe de G(F). Pour
f e C2(a(F)), on pose

f(X) = /f(y)¢(< Y, X >)dY, VX e g(F)



ou dY est la mesure de Haar sur g(F) telle que f(X) = f(=X). Pour O e Nil(g(F)),
on munit O d’une mesure de la facon suivante. En tout point X € O, la forme bilinéaire
(Y,Z) =< X,[Y,Z] > sur g(F) se descend en une forme symplectique sur g(F)/gx(F),
c¢’est-a-dire sur I'espace tangent & O au point X. Ainsi O est muni d’une structure de variété
F-analytique symplectique et on en déduit une mesure "autoduale" sur O via le caractére
1. On définit I'intégrale orbitale sur O par

Jo(f) = /@ F(X)dx

pour tout f € C®(g(F)). D’aprés Harish-Chandra, [HCvD], il existe une fonction j(O,.)
localement intégrable sur g(F') telle que

Jo(f) = / 3@ X)f(X)ax

pour tout f € C=(g(F)). Lorsque 'on voudra préciser le groupe ambiant, on notera (0, .)
plutot que 7(O,.). Les fonctions j(O,.) vérifient la propriété d’homogénéité suivante :

JHONX) = N300, X)

pour tout O € Nil(g(F')), pour tout X € g,¢,(F) et pour tout A € F*. Signalons que si
A € F*? alors A\O = O. On notera Nil(g(F)),e, le sous-ensemble de Nil(g(F)) constitué
des orbites réguliéres c’est-a-dire des orbites qui sont de dimension §(G). Ce sous-ensemble
est non vide si et seulement si G est quasi-déployé sur F'.

Enfin on notera Temp(G) I'ensemble des classes d’équivalence de représentations (com-
plexes) irréductibles lisses et tempérées de G(F'). Pour o € Temp(G), on notera E, un espace
vectoriel complexe sur lequel se réalise la représentation o, o¥ la représentation contragré-
diente de o et ©, le caractére de Harish-Chandra de o (vu comme une fonction localement
intégrable sur le groupe).

Soit, (M, M ) un groupe tordu défini sur F'. Cela signifie que M est un groupe réductif
connexe défini sur F' et que M est une variété définie sur F', vérifiant M (F) # (), et munie

de deux actions commutantes a gauche et a droite de M qui font chacune de M un espace
principal homogéne sous M. On note

M x M x M — M
(m,m,m") — mmm/

les actions a gauche et a droite de M sur M. Pour m € M , on note 65 l'automorphisme
de M tel que mm = 60z (m)m pour tout m € M. On note Zy(m) le centralisateur de m
dans M pour l'action par conjugaison, c¢’est-a-dire le sous-groupe des points fixes de 65, et
M;;, la composante neutre de Zy(m). On dira que m est fortement régulier si Zy(m) est



abélien et M, est un tore. On note ]\Zeg la sous-variété des éléments fortement réguliers et
M, eq(F)/conj I'ensemble des classes de conjugaison d’éléments fortement réguliers de M (F').
On dit que deux éléments de M,.,(F') qu’ils sont stablement conjugués s’il sont conjugués

par un élément de M(F'). On note M,.,(F')/stconj I'ensemble des classes de conjugaison

stable de Mreg(F ). On dispose, comme dans le cas des groupes, d’un diagramme commutatif
naturel

st :
—~ % /conj —~

M,eq(F)/cony M, ¢4(F)/stconj

3ve

Mieq(F)

On peut munir Mreg(F )/conj d’une structure d’espace F-analytique et d’'une mesure
caractérisées par la propriété suivante : pour tout m € MGQ(F ), il existe un voisinage ou-
vert w de 1 dans My (F') de sorte que l'application ¢ € w — ¢,;(tm) soit un isomorphisme
qui préserve les mesures de w sur un ouvert de Mreg(F )/conj. On munit de la méme fagon
M@(p) /stconj d’une structure F-analytique et d’'une mesure. L’application ¢3/conj est
alors un revétement analytique qui préserve localement les mesures. L’action de 0 sur Ag
est la méme quel que soit m € M. On note As la composante neutre du sous-groupe des

points fixes de Ag pour cette action. Un élément = € ]\Zeg(F ) sera dit anisotrope si Mj;
est un tore anisotrope. On notera M (F)ani le sous-ensemble des éléments (fortement régu-
liers) anisotropes de M (F). On vérifie que la propriété d’étre anisotrope est invariante par
conjugaison et conjugaison stable. On note M (F)ani/conj, resp. M (F)ani/stconj, 'ensemble
des classes de conjugaison, resp. conjugaison stable, dans M (F)ani- Ces espaces s’identifient
naturellement & des ouverts de ]/\\/[;eg(F )/conj et ]/\\/[;eg(F )/stconj respectivement.

Soit # € M. On dit que Z qu'il est semi-simple §'il existe une paire (B,T) formée d'un
sous-groupe de Borel B de M et d’un tore maximal 7' de B (on ne les suppose pas définis
sur F') qui est stable par ;. On notera Mg, la sous-variété des éléments semi-simple. Pour

T € Ms(F), on pose

DY (%) = |det (1 = 0z)jm/m, |

Supposons de plus Z fortement régulier. Alors M; est un tore et son centralisateur dans
M est un tore maximal 7. On pose alors

DY (%) = |det(1 — 0z )jmpelr



1.3 Les groupes unitaires et leurs orbites nilpotentes réguliéres

Un espace hermitien sera pour nous un couple (V, h) formé d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie sur E et d'une forme hermitienne non dégénérée h sur V. Nos formes hermitiennes
seront par convention linéaire en la deuxiéme variable. A un tel couple est associé un groupe
unitaire G = U(V, h). C’est un groupe réductif connexe défini sur F. Soit (V,h) un espace
hermitien de dimension d et de groupe unitaire G. L’algébre de Lie g(F') s’identifie alors
naturellement au sous-espace des endomorphismes E-linéaires X € Endg(V') qui vérifient

h(Xv,v") + h(v, Xv") =0
pour tous v,v" € V. Pour tous X, X’ € g(F), on pose

1
< X, X >= iTTE/F(TT(XX/))

On vérifie que < .,. > est une forme bilinéaire non dégénérée G-invariante. On peut alors
appliquer les constructions du paragraphe précédent associées a un tel choix.

Si d est impair ou d = 0 alors G est quasi-déployé et g(F') ne posséde qu'une seule
orbite nilpotente réguliére. Si d > 2 est pair et que G n’est pas quasi-déployé, alors g(F') ne
posséde aucune orbite nilpotente réguliére. Enfin si d > 2 est pair et que G est quasi-déployé,
il existe deux orbites nilpotentes réguliéres dans g(F'). On peut paramétrer ces orbites par
(Ker TT’E/F\{O}) /N(E*) de la fagon suivante : on fixe une base (€;);=+1,..+a/2 de V vérifiant

h(@i, 6]') = 52‘,,]'

pour i,j = £1,...,£d/2 et ou §; _; est le symbole de Kronecker. Soit n € Ker Trg/r non
nul. On définit un élément N, € g(F) par Nyeq2 = 0, Nye; = €41 pour @ = 1,...,d/2 -1,
Nye; = —ejyq pour @ = —d/2,...,—2 et Nye_; = ney. Alors N, est un élément nilpotent ré-
gulier et 'orbite qu’il engendre ne dépend que de n modulo N(E*) (et pas du choix de la base
(e:)). On note O, cette orbite. On obtient ainsi une bijection entre (Ker Trg #\{0})/N(E*)
et N'Ll(g(F))reg

Supposons que G est quasi-déployé. Soit B un sous-groupe de Borel et T4 C B un tore
maximal, tous deux définis sur F. Notons W& = W(G, T,) = Normer)(Tya)/Tya(F) le
groupe de Weyl de G. On a alors |[WY| = w(d), oil on a posé pour tout entier d > 0,

24/2(d/2)! si d est pair
(1) wl(d) = { 21=D72((d —1)/2)! si d est impair
Pour tout entier » > 0, on fixe un E-espace vectoriel Z5,,; de dimension 2r + 1 ainsi

qu'une base (2;)i—o+1,. 4 de celui-ci. Pour tout v € F*, on notera alors hg,;1, la forme
hermitienne sur Zy,; définie par



h ()\Ozo + > Nz ALz Mo+ Y Mz A z) =AM + > NN+ AL
i=1,...,r i=1,..,r i=1

pour tous (X;)i=o.£1,..4r, (Al)izo1,.4r € E¥ L

2 Parameétrages

2.1 Espaces de paramétres

Dans ce qui suit, on entendra par extension de F un sous-corps de F qui contient F. On
définit = comme l'ensemble des quadruplets & = (I, (Fy;)ier, (Fy)ier, (Yi)ier) ou
— I est un ensemble fini;
— Pour tout ¢ € I, Fy; est une extension finie de F' et F; = Fy; ®pr E. On note 7; =
Id ® 7/ 'unique Fl-automorphisme non trivial de F;;
— Pour tout i € I, y; est un élément de F;* vérifiant y;7;(y;) = 1.
Pour un tel &, on notera [* ’ensemble des 7 € I tels que F; soit un corps et on posera

de=> [Fii: F] =) [F;: E]
i€l el

Pour d € N, on notera =, I'’ensemble des éléments £ € = vérifiant d¢ = d, Z* ’ensemble
des éléments ¢ € = vérifiant [* = [ et Z; = Z, N Z". On définit un isomorphisme entre
deux éléments § = (1, (Fiwi)ier, (Fi)ier: (yi)ier) et & = (I', (FLy )iver, (F))ver, (Yy)ver) de 2
comme étant un triplet (¢, (t4;)ier, (4:)ier) O

— ¢ : I — I’ est une bijection ;

— Pour tout i € I, 14, : Fyj — FiL(i) est un F-isomorphisme et ¢; = 14; ® Idg : F; — FL'(Z.)

est le F-isomorphisme déduit.
Ce triplet devant vérifier la condition supplémentaire

, .
Li(Yi) = Yy, Vi€
Un élément ¢ € = sera dit régulier si 'identité est son seul automorphisme. On note
=,y le sous-ensemble des ¢éléments réguliers de =. On définit =, resp. =, , resp. =g, resp. =
comme l'ensemble des classes d’isomorphisme de Z, resp. Z,,,, resp. Z,, resp. Z°. On posera
Eregd = Sdreg N E". On identifiera toujours une classe
d’isomorphisme de paramétres a un élément qui la représente.

Ereg,d = Ed N Ereg, E:l = Ed N E*,
Pour & = (I, (Fi)ier, (Fi)ier, (Yi)ier) € Zreq, introduisons le tore
Tg = HK@T NFZ/F:EZ

el
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C’est un tore défini sur F'. L’espace =,¢, peut étre muni d'une structure de variété analytique
et d’une mesure caractérisées de la fagon suivante : pour tout & = (I, (Fy;)ier, (F)ier, (Yi)ier) €
Ereg, 1l existe un voisinage ouvert w de 1 dans T¢(F') tel que 'application w — =,

(ti)ier = (I, (Fsi)ier, (Fi)ier, (Yiti)ier)
induise un isomorphisme qui préserve les mesures de w sur un ouvert de =,.,. Soient £, =
(I, (Fai)iery s (Fiiers, Wi)ier, ), &= = (1=, (Fii)ier_, (Fi)ier_, (4i)ier_) € Z. On définit alors
& UE € E comme étant égal & (I, (Fyi)ier, (Fy)ier, (Yi)ier) ou I = I, U1 Si &y LIE est
régulier, il en va de méme de &, et £_. De plus, application (£,,£.) € 22— £, UE € =
préserve localement les mesures au voisinage des éléments de =,.,.

Soit & = (I, (Fi)ier, (Fi)iers (Yi)ier) € Zreg- On lui associe le groupe abélien fini

C(g) = H F::i/NFi/Fii(F’iX)
iel
Ce groupe s’identifie naturellement & {£1}!". On notera C'(£)! le sous-groupe des éléments
dont le produit des coordonnées vaut 1 et C'(£)~! = C(&)\C(£)!. Pour i € I, notons I'(y;)
I'ensemble des éléments v; € F* tels que ;7;(7:) ™! = y;. On pose

L&) = [[Twi)/Nryre. (F)

iel

C’est un espace principal homogene sous C(§).

2.2 Paramétrages des classes de conjugaison

Soit (V,h) un espace hermitien de dimension d et de groupe unitaire G. Soient { =
(1, (Fi)ier, (Fi)ier, (Yi)ier) € Epega et ¢ = (Ci)ier € [1ie; Fiy- Introduisons I'espace hermitien
(Ve e, he o) ainsi défini

o V&c = @ie[ F;
o hiﬂ(Eie[ L Eie[ LL’;) = Eie[ TT(IC@Fi/E<CiSL’;Ti<:L’Z-))

La classe d’isomorphisme de (Vg he) ne dépend que des images de £ et ¢ dans Z,¢44
et C(§) respectivement. De plus, il existe un unique € € {£1} de sorte que (Ve, he) soit
isomorphe a (V,h) si et seulement si ¢ € C(£)°. Pour un tel ¢, fixons un isomorphisme
(V,h) o (Ve, hee) et notons z(, ¢) élément de G..,(F) qui via cet isomorphisme agit sur
Ve . comme la multiplication par y; sur F; C V¢.. La classe de conjugaison de x(¢,c) ne
dépend que des images de ¢ et ¢ dans =,., 4 et C(&) respectivement (donc notamment pas de
l'isomorphisme choisi). Toutes les classes de conjugaison dans G,.,(F') sont ainsi atteintes
pour un unique § € =, 4 et un unique ¢ € C(£). De plus, la classe de conjugaison stable de
x(&, ¢) ne dépend elle que de & € =, 4. On obtient ainsi un diagramme commutatif
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&t [cong

Greg(F)/Conj Greg(F)/Stconj
K /
e

=
—reg,d

ol p¥ est un isomorphisme F-analytique qui préserve les mesures de G,q,(F)/stconj sur un
ouvert de Z,..4 g et pe est un revétement au dessus du méme ouvert. La fibre en un point £ de
ce revétement s’identifie & une classe C'(£)¢ C C(&). Une classe de conjugaison (resp. conju-
gaison stable) est anisotrope si et seulement si son image par pg (resp. pgt) appartient a Ejeg,d.
Soit U un espace vectoriel sur E de dimension n, M = Rp/pGL(U) et M la variété
algébrique définie sur F' des formes sesquilinéaires non dégénérées sur U. Tout comme les
formes hermitiennes, on ne considére que des formes sesquilinéaires qui sont linéaires en la
deuxiéme variable. On laisse agir M a gauche et a droite sur M de la fagon suivante

S 1

(mmm”)(u,u") = m(m™ u, m'u’)

pour tout m € M et pour tous m,m’ € M. Le couple (M, M) est un groupe tordu. Soit
€=, (Fyi)ier, (Fi)icr, (Yi)ier) € 2 et fixons un isomorphisme FE-linéaire

=reg,n
M ~ @ F
el

Pour v = (v;) € [[,c; I'(v:), introduisons I'élément Z(&,7) € M,y(F") qui via I'isomorphisme
précédent est donné par la formule

Z(€,7) (Z Ui, Z U;) = Z Tracer,p(vimi(u:)u;)
iel iel icl
Alors la classe de conjugaison de Z(£,~y) est bien définie et ne dépend que des images de
€ et v dans =,y et I'(§) respectivement. Toutes les classes de conjugaison dans ]\ZQQ(F )
sont ainsi atteintes pour un unique § € Z,¢,,, et un unique v € I'(€). De plus, la classe de
conjugaison stable de Z(&, ) ne dépend elle que de § € Z,¢,,,. On obtient ainsi un diagramme
commutatif

st .
— qu /conj

M,eq(F)/cong

Myeq(F)/stcon;
Pyr
Py

—_
=
—reg,n

ol pj’é est un isomorphisme F-analytique de ]\Zeg(F )/stconj sur Z,eq, €t pyy est un re-
vétement. La fibre en un point ¢ de ce revétement s’identifie a I'(§). Par contre, I'ap-
plication p?é ne préserve pas les mesures et son jacobien vaut |2|%. En effet, soient £ =
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(L, (Fyi)ier, (Fy)icr, (Yi)ier) € Zregn €t v € T'(€). Posons m = Z(§,7) en ayant effectués les
choix nécessaires. On a alors un isomorphisme 7; ~ My, qui & t = (t:)ier € T¢ associe
I’élément de My qui agit sur F; comme la multiplication par ¢;. Modulo cet isomorphisme,
pour tout t = (t;)ier € Myu(F), la classe de conjugaison stable de mt est paramétrée par
(I, (Fyi)ier, (Fy)ic1, (yit?)ier). Lapplication My, — ]\A/[/reg(F)/stconj , b= Qﬁﬁé(ﬁn) préserve
localement les mesures au voisinage de l'origine, tandis que I'application

Tg(F) — Sregn
(t:) = (I, (Fii)ier, (Ficr, (yit?)ier)

est de jacobien |2} a l'origine. Ceci entraine I'affirmation sur le jacobien de p3.

Remarquons enfin qu’une classe de conjugaison (resp. conjugaison stable) est anisotrope

. . . B st . N
si et seulement si son image par p,; (resp. pM) appartient a =.., ..

2.3 Définition de facteurs sur les paramétres

On vient de voir comment paramétrer les classes de conjugaison et de conjugaison stable
(suffisamment réguliéres) des groupes unitaires et de certains groupes tordus. Dans ce para-
graphe, assez aride, on définit plusieurs fonctions sur les espaces de parameétres. Il y a tout
d’abord certaines fonctions déterminants qui apparaitront maintes fois dans la suite de ’ar-
ticle (la fonction A et les fonctions D). On définit aussi deux fonctions A, , , et A
qui s’avéreront plus tard étre des facteurs de transfert (cf les paragraphes 3.1 et 3.2).

Mt —

Soient & = (I, (Fii)ier, (Fy)icr, (Yi)ier) € Zreg- Pour tout i € I, on note ®; 'ensemble des
homomorphismes non nuls de E-algébres de F; dans F'. Définissons un polynéme P € E[T]
par

P(T) =[] [T (T - 6(:))

1€l ¢ped;

Posons

A = [Pe(D)]e

Soit (Ve, he) un espace hermitien de dimension dg, de groupe unitaire G¢ et soit ¢ € G eq(F')
dont la classe de conjugaison stable est paramétrée par . Posons

A(t) = det(1 — Dyl
On a alors

A(t) = A(E)

Soit d > d¢ un entier et (Z, hz) un espace hermitien de dimension d — dg. Soit G le groupe
unitaire de (Z,hz) @& (Ve, he). Alors t est un élément semi-simple de G(F) et on pose
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D(g) = D(t)

Cette fonction ne dépend que de d et £ (donc pas des choix de (Vg, he), t et (Z,hz)). On
pose D(£) = D%(£). On a alors la relation

DY) = A(§)"D(¢)

Soient &4 = (I4, (Fi)icr,, (Fy)icr,, (Yi)ier,) € Sregs §— = (-, (Fii)ier_, (Fi)ier_, (Yi)ier_) €
Zreg €t piy, p— deux caracteéres continus de £*. Posons § =&, W&, [ =1, Ul ,d_=d_,
dy =de, et d=de.

Pour ¢ = (¢;)ier € C(€) et v € F*, on pose

(1) Ay wl(€:€,0) = (P (=) (Pe, (=1)) [ ] sgmeee, (vCo)
el
ou
c —c5_d_1c,~P§’(yi)Pg(—1)_1g/ll_d/2 si d est pair
' —0~ e Pl(yi) Pe(—1)~ 1y1(1 d)/2(1 + ;) sid est impair

On verra en 3.1 que les fonctions A, ,,_, correspondent a certains facteurs de transfert pour
les groupes unitaires.

Pour v = (7)ier € T'(§), on pose

(2) Aupp (6460,7) = (P (=1) s (Pe, (=1)) T s9mryre, (Ci

i€l

ol cette fois

o = b 0T Py Pe(=1)7 by 7P (1+y)  sid est pair
' —5*d*1%_1P5/(yi)P§(—1) yi(3 9/2 si d est impair

Comme précédemment, les fonctions A, sont en fait des facteurs de transfert, cette fois
pour une endoscopie tordue (cf 3.2).

Remarquons que dans les formules (1) et (2), on peut remplacer le produit sur /_ par un
produit sur I* car pour i € I_\I*, on a sgng,/p,, = 1. On aura besoin du lemme suivant
dont la démonstration, un calcul direct, est laissée au lecteur.

Lemme 2.3.1 Soient a € E et b € Ker Trg/p tous deur non nuls. Pour A € F'* assez
proche de 0, on pose :
e ((A) = (E,ExE, (e e ™) € Ey,eg (00 on a identifié E @p E et E x E via
l’isomorphisme x @ y > (xy, TY));
o (N = (F,E,e) € Ey ey
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Soient {4, € Ereqg et piy, p— deux caracteres continus de E*. On pose dy = de, , d_ = d¢_,
d=dy+d_et& =& UE . Remarquons que, pour tout X\ € F* assez proche de 0, on a

CEUC(N) =C(E), CEUGA) =C (&) x F*/N(EX)

[(EUG(A) =T(), T(EUGA) =T(&) x I'(G(A))

On a les égalités suivantes :

(A) SipynExy =1 et ponEx) =1, alors

i
v A w(§4 U G(A),6-,¢) = M+(6/\G)Au+,u7,v(€+a §-,c)
(ii)
AM+7M—,V(€+a - u Qa()\), C) = N—(e/\a)Au%uﬂV(fJﬂ &, C)
(111)
Ay (G UGN, E,7) = iy (@A, (E4,62,7)
(i)

M+M (€+a§ Uga( ) )—N—(GM) Pt — (5-‘,-’5 7)

pour tout v € F*, pour tout ¢ € C(§), pour tout v € T'(€) et pour tout A € F* tel que
e soit défini.

(B) Si pyjpx = sgndE‘/F, alors

(i)
P (1
A—)(l)lg\%}?x AM+ M V(€+|—|Cb( ) 5 ) (C’ Cb)) = AMﬁlL,V(S"r’ g_’ C)SgnE/F (5d_ P;((—i))
(#)
P (1
)\%(l)i,grépx Aﬂ-ﬁ—#— (£+|—|Cb<)‘>7 é*v (77 C eAb/2>> H+ H— (£+’ § f}/)SQnE/F (5 " P&f_(<_i>>

pour tout v € F*, pour tout ¢ € C(§), pour tout v € T'(&) et pour tout ¢, € F*/N(E*).
(C) Sip_jpx = sgndE*/F, alors

P (1
B 606 DG (00) = By ol (57 ZEL)

sgne((~ 1) o)

pour tout v € F*, pour tout c € C(§) et pour tout ¢, € F*/N(E>).
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(D) Sip_jpx = sgndE*/;l, alors

: —a, Pe (1)
A_)}){IA%FX Ay (G E UGN, (0, Cbe/\bﬁ)) = Ay, (&4 &4, 7)sgnes <5 d*ﬁ)

- sgnpyp((—1)4)

3 Endoscopie

Soit G’ un groupe réductif connexe défini sur F et soit (H,s,*¢) une donnée endosco-
pique de G, cf [LS] 1.2. Cela définit une application, appelée la correspondance endosco-
pique, d'un sous-ensemble de H,.4(F')/stconj, dont on qualifie les éléments de G-fortement
réguliers, vers G.,(F)/stconj. On dira que z € G,ey(F)/conj et y € H,.,(F)/stconj se
correspondent si ¢¢/conj(x) est 'image de y par cette application. Pour définir des facteurs
de transfert, il convient de fixer une forme intérieure quasi-déployée G de G, un torseur
intérieur ¢ : G — G et un épinglage défini sur F' de G & G(F')-conjugaison prés. Cette
derniére donnée revient a celle d’une orbite nilpotente réguliere de g(F') (c.f lemme 5.1.A
[LS]). Avec ces données, on peut définir des facteurs de transfert relatifs A nc(y,2;7,7) ol
Yy € Hyey(F)/stcong et © € Grey(F)/cong resp. § € Hyey(F)/stconj et T € Grey(F)/conyg se
correspondent. D’aprés une remarque de Kottwitz, si on fixe un cocycle u : Gal(F/F) — G
vérifiant g o 0(g) = u(o)o o g(g)u(c)~! pour tous g € G et o € Gal(F/F) (il n’en existe
pas toujours), on peut alors définir des facteurs de transfert absolus Ay ¢(y, x). Ces facteurs
de transfert dépendent du cocycle u et non pas seulement de sa classe de cohomologie. On
suppose que 'on a fixé un tel cocycle u.

Soient © une distribution localement intégrable invariante par conjugaison sur G(F') et
©F une distribution localement intégrable invariante par conjugaison stable sur H(F) (on
dit alors que © est stable). On dira que © est un transfert de © si on a 'égalité

O(x)D%(x)"* =Y 0" (y) D" ()" *Ancly, x)

pour tout z € G,.,(F)/conj, ou la somme porte sur les y € H,.,(F)/stconj qui sont en
correspondance avec .

Soit (M, M ) un groupe tordu. On suppose M déployé et on fixe un élément 0eM (F).
On suppose qu’il existe un épinglage défini sur F' de M qui est invariant par 6;. On fixe alors
une orbite nilpotente réguliére de m;(F). Soit (H, s, “€) une donnée endoscopique de (M, M ),
cf [KS| 2.1. On dispose alors d’une application, appelée correspondance endoscopique, d’un
sous-ensemble de H,,(F")/stconj, dont les éléments sont qualifiés de M-fortement réguliers,
vers Mreg(F)/stconj. Deux éléments y € H,.,(F)/stconj et T € Mreg(F)/conj sont dits en
correspondance, si (]5‘5]\%/ conj(z) est I'image de y par I'application précédente. On dispose d'un

facteur de transfert Ay y;(y, Z) défini pour tout y € H,,(F)/stconj et T € ]\A/freg(F)/conj et
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qui est non nul si et seulement si Z et y se correspondent. Soient O une distribution localement
intégrable invariante par conjugaison sur M (F) et ©f une distribution localement intégrable
invariante par conjugaison stable sur H(F). On dira que © est un transfert de © si on a
Iégalité

6@ DY (1) =" 0" (i) D (y) 2 Ay 51y, 7)

pour tout T € Mreg(F)/conj, ol la somme porte sur les y € H,.,(F)/stconj qui sont en
correspondance avec .

3.1 Endoscopie classique pour les groupes unitaires

Soient (V,h), (Vi,hy) et (V_,h_) trois espaces hermitiens de dimensions respectives d,
dy, d_ et de groupes unitaires respectifs G, G et G_. On fait les hypothéses suivantes

e d=d,+d_;
e (G, et G_ sont quasi-déployés.

Alors G, x G_ est un groupe endoscopique de G. Il y a un certain nombre de choix a
faire pour fixer la donnée endoscopique (cf [W1| 1.8). Certains de ces choix sont inoffen-
sifs (correspondant aux paramétres z, et z_ de loc.cit.). Mais d’autres, dont dépendent les
facteurs de transfert, doivent étre précisés. Ce sont les caractéres u™ et pu~ du paragraphe
1.8 de [W1]. On suppose donc choisi deux caractéres continus ., pu_ : E* — C* dont les
restrictions & F'* coincident respectivement avec sgnij—/ et sgnif/ - On fixe alors la donnée
endoscopique comme en [W1] 1.8.

On doit encore fixer quelques données supplémentaires pour que les facteurs de transfert
solent bien définis. A savoir une forme intérieure quasi-déployée G de GG, un torseur intérieur
Vg : G — G, un l-cocycle u : Gal(F/F) — G et une orbite nilpotente réguli¢re dans g(F).

Fixons dorénavant (et jusqu’a la fin de ’article), un élément 1, € F'*
Introduisons ici la condition (QD) suivante
(QD) : les groupes unitaires de (V, h) et (V,h) & (Z1, h1,,) sont quasi-déployés.

Si d est pair cette condition est équivalente & ce que G soit quasi-déployé. On posera

[ 1 si(V,h) vérifie (QD)
u(V. h) _{ —1 sinon

On fixe les données supplémentaires (G, g, u, Q) de la fagon suivante

e Sipu(V,h)=1,onpose G =G, 1pg =Idg et u=1;
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e Si p(V,h) = —1, il existe un unique espace hermitien (& isomorphisme prés) (V,h) de
dimension d vérifiant (QD). On pose G = U(V,h). Les formes sequilinéaires h et h
s’étendent naturellement en des formes F @p F-sesquilinéaires sur V @p F et V ®p F
respectivement. On note encore h et h ces prolongements. Fixons un isomorphisme
E®p F-linéaire 3: V®@p F — V. ®p F qui transforme h en h. On pose 9g(g) = BgB~"
et u(o) = fo(B);

e Si d est impair ou d = 0, il n’y a qu’'une seule orbite nilpotente réguliére dans g(F').
On la note O ;

e Sid > 2 est pair, on pose O = Oy (o1 6 € Ker(Trg/r) — {0} est I'élément fixé en 1.1
et on se sert du paramétrage des orbites nilpotentes réguliéres de g(F') donné en 1.3).

Ces données permettent de définir une correspondance entre classes de conjugaison stable
semi-simples réguliéres de G(F') et les classes de conjugaison stable semi-simples G-réguliéres
de G4 (F)xG_(F). Viales applications pg, pé’;ﬁ X pgt | une classe de conjugaison semi-simple
stable (§4,6) € Zregd, X Srega_ st G-régulicre si et seulement si £, L& € S5 et la
classe de conjugaison stable £ € I'm(pg) lui correspond si et seulement si & = £, LI_. Soient
Yr € Gy reg(F)/stecong, y— € G ,eq(F)/stconj et y € Greg(F)/cong. Posons &, = pZ, (y4),
& =p¥ (y_), & =pae(y) et supposons que £ = £, LUE . Soit ¢ € C(&) qui paramétre la classe
de conjugaison de y. On a alors

AGMG_,G((ZJ%%)’ZU) = Au+,u-,vo(f+a £, C)
cf 1.10[W1], le 5 de cette référence vaut ici (—1)@=2/25u, si d est pair et (—1)@3)/2y, si d est
impair. Remarquons que la formule 2.3(1) ne coincide pas tout a fait avec celle de 1.10[W1].
En effet, on y a apporté la simplification

po (Pe_(0)Pe_(=1)7") oy (Pey (0)Pe, (=1)71) = p (Pe_(=1)) ps (P (-1))

3.2 Changement de base pour les groupes unitaires

Soient U un E-espace vectoriel de dimension d et (V4, hy), (V_, h_) deux espaces hermi-
tiens de dimension respectives d, et d_. Introduisons le groupe tordu (M, M ) associé a U
comme en 2.2 et G, G_ les groupes unitaires respectifs de (V, hy), (V_,h_). On fait les
hypothéses suivantes :

e (G, et G_ sont quasi-déployés;
[ ] d+ + d_ — d

On peut alors considérer G, x G_ comme un groupe endoscopique tordu de (M, M).
Pour cela il faut fixer une donnée supplémentaire (cf [W1] 1.8) : deux caractéres py et
pi— de E* dont les restrictions a F'* coincident avec sgni:/ P et sgnif/;l respectivement (il
faudrait aussi fixer un couple de nombres complexes (z,, z_) mais ce choix n’importe pas).
La correspondance endoscopique, elle ne dépend pas du choix de ces caractéres car la classe
d’équivalence de la donnée endoscopique est bien définie. Elle dépend en revanche du choix
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d’'un point base de ]TJ/(F) Pour cela, on fixe une base (u;);=1,. 4 de U et on prend pour
point-base 'élément 6, € M (F') défini par

Oa(ug, up) = (=1)*0716; 4114
On peut alors décrire la correspondance endocopique a l'aide des espaces de parameétres
de la fagon suivante : une classe de conjugaison stable de G (F) x G_(F') paramétrée par
(E4,€) € Eregd, X Epega. est M-réguliere si & U E- € E,eyq et de plus elle correspond

a la classe de conjugaison stable § € Hy,¢, de M (F) si et seulement si & = £, UE_. Pour
pouvoir définir des facteurs de transfert, il faut encore fixer une orbite nilpotente réguliére
dans my,(F') (ou, rappelons le, My, est le centralisateur connexe de 6; dans M et my, est
son algébre de Lie). On choisit cette orbite nilpotente réguliére de la fagon suivante :
e Si d est impair il n’y en a qu’une seule et on choisit donc celle 1a;
e si d est pair on choisit 'orbite contenant ’élément N défini par Nu; = 0 et Nu; =
—uj_q pour j =2,...,d (ot (u;)=1,..q4 est la base de U qui nous a servi & définir 6,).

Soient T € ]\Zeg(F) et ¥ = (Y4,Y-) € Gy reg(F) X G_ 1¢4(F) dont les classes de conju-
gaison stable se correspondent. La classe de conjugaison de & est paramétrée par £ € Z,¢4 4
et v € I'(§) tandis que la classe de conjugaison stable de y est paramétrée par (£,,£_) €
Ed. reg X Zd_ reg- On a alors

Z&(f,y) u+4¢ <£+7£ 70

cf [W1] 1.10, le  de cette référence vaut ici (—1)2§9+1. Remarquons que la formule 2.3(2) ne
coincide pas tout a fait avec celle de 1.10[W1]. En effet, on y a apporté la simplification

H— (Pg_ (O)P5_<_1)71) K+ (P§+ (0)P§+<_1>71)
=t (Pe_(=1)) pis (Pe, (=1)) T somyee.(=1)

i€l

4 Deux formules revisitées

4.1 Rappel : une formule pour la multiplicité

Soient (V,h) et (V',h') deux espaces hermitiens de dimensions respectives d et d’ et de
groupes unitaires respectifs G et G'. On suppose que

e d pair et d’ impair

Posons r = (d—d —1)/2sid>d et r = (d —d—1)/2si d > d. On effectue I’hypothése
supplémentaire suivante :
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(1) Sid>d', (V,h) est isomorphe & (V', 1) @ (Zari1, hors1.4,) €t sid > d, (V' 1) est
isomorphe & (V, h) & (Zoyi1, hori1,—up)-

Fixons un tel isomorphisme, cela définit un plongement de G dans G’ ou de G’ dans G
(suivant que d' > d ou d > d'). Soient o € Temp(G) et 0’ € Temp(G'). On définit comme en
[B1] section 4 une multiplicité m(o, o’). Rappelons en la définition. On suppose pour fixer les
idées que d > d'. Rappelons que Zs,1 admet une base (2;)i—o.+1,. 4. S0it P le sous-groupe
parabolique de GG qui préserve le drapeau de sous-espaces totalement isotropes suivant

Ezo CEz®FEz_ 1 C...CEz,®...0Ezn

On a alors G' C P. Notons U le radical unipotent de P. On définit un caractére ¢ de U(F)
en posant

§(u) = TPE(Z h(zi, uzi1))

pour tout u € U(F). La conjugaison par G’(F) stabilise £&. Notons Homgr¢(o,0"") Tes-
pace des applications linéaires ¢ : E, — E_v (ou E, resp. FE,v désignent les espaces des
représentations o et o’ resp.) vérifiant

too(g'u)=&(u)a" (g') ot

pour tous ¢ € G'(F), u € U(F). On pose alors m(o,0") = dim Home ¢(o,0""). D’aprés
[AGRS] et [GGP], cette multiplicité vaut 0 ou 1. Remarquons que notre convention différe ici
de celle de [B1] : la multiplicité m(c, 0’) est celle notée m(o,o’") dans [B1]. On a démontré en
[B1](théoréme 17.1.1) une formule calculant cette multiplicité. Explicitons la. Elle comprend
deux ingrédients essentiels : un ensemble de tores T ainsi que deux fonctions ¢, et ¢, définis
a partir des caractéres des représentations o et ¢’. Commencons par rappeler la définition de
¢y €t c,r. Placons nous dans le cadre plus général suivant : H est un groupe réductif connexe
défini sur F' et 7 est une représentation irréductible lisse de H(F'). A 7, on peut associer une
fonction

¢r Hys(F) — C

de la fagon suivante. Soit © € Hy,(F). D’aprés Harish-Chandra ([HCDS| theorem 16.2), le
caractére ©, de la représentation m admet au voisinage de x un développement de la forme

O (rexp(X)) = Z cr0(1)7(0, X), pour X proche de 0 dans g, (F)
OENil(g.(F))

ot les ¢, o(z) sont des nombres complexes. Tous les autres termes ci-dessus ont été définis
dans la section 1.2. Maintenant, on pose
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1
(2) Cw(v”U)ZW Y. crol)

gg;>reg| OeNil(gz)reg

otl, rappelons le, Nil(g,),., désigne I’ensemble des orbites nilpotentes réguliéres dans g, (F).
Cette construction générale fournit en particulier deux fonctions

¢r : Ggs(F) — C

Co! : G;S(F) —C

Reste a définir 'ensemble de tores 7. Définissons d’abord un ensemble d’espaces hermitiens
‘H. Supposons d > d’. Alors H est ’ensemble des sous-espaces hermitiens W de V' tels que les
groupes unitaires des orthogonaux de W dans V et V' soient quasi-déployés. Pour W € H,
on note U (W) le groupe unitaire de W et T¢; (W) l'ensemble des tores maximaux elliptiques
de UW). Pour T € Teu(W), on note W(T') = Normywyr)(T)/T(F) le groupe de Weyl de
T'. Posons

T= |_| Teu(W)

WeH

Alors, T sera un ensemble de représentants dans 7~ des classes de conjugaison par G'(F).
Les définitions sont les méme dans le cas d’ > d en intervertissant V', V' et G, G'.

Posons

mg60m<07 OJ) = mgeom<a/7 J) =

Z |W(T)|—1 lim Co(t) - cor(t) - DG(t)1/2 . DG”(t)l/Q ) A(t)_1/2+5dt

TeT s—07t T(F)
ou la fonction A a été définie en 2.3. Cette expression a un sens et d’aprés le théoréme 17.1.1

de [B1], on a I'égalité

(3) m(o,0") = myeom(0,0")

4.2 Reformulation de mgey, (0, 0’)

On conserve les notations et hypothéses du paragraphe précédent. Notons D(h, h') 1'en-
semble des entiers d € N vérifiant les conditions suivantes :

e 0 <d<min(d,d);
e si G ou GG’ n’est pas quasi-déployé, d > 2.

Pour tout d € D(h, k'), il existe un unique espace hermitien (& isomorphisme prés) (Vy, hg)
vérifiant les conditions suivantes :
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° dzm(Vi) = d;

o Il existe deux espaces hermitiens (Vf, hy), (V{, hj) dont les groupes unitaires sont quasi-
déployés, tels que (V, h) soit isomorphe & (Vg, hg) ® (Vi, hy) et (V' 1) soit isomorphe a
(Vvdv hd) SZ (‘/ulv hé)

Notons G4 le groupe unitaire de (Vg, hg). On peut choisir des isomorphismes (V. h) =~
(Va, ha) © (V, hy) et (V' 1Y) = (Vg, ha) © (V] hy) avec (V, hy), (V] hy) comme précédemment.
Cela définit des plongements de G4 dans G et G’ bien définis & conjugaison prés. Quitte a
changer les isomorphismes, on peut toujours supposer que ces plongements sont compatibles
avec le plongement de G dans G’ ou de G’ dans G (suivant que d’ > d ou d > d’). Pour
x € Ga(F)ani, 'image commune du tore Gy, par ces deux plongements appartient a 7.
Puisque x € G4.(F'), on peut définir les coeflicients ¢, (z) et ¢, (x). Introduisons les espaces

C(h,h)= | | Ga(F)ani/conj
deD(h,h)
et
E*(h7 h/) = |_| E:eg,d
deD(h,h)

D’aprés 2.2, C(h, I') est un revétement de =*(h, h'). L’égalité 4.1(3) se réécrit

(1) m(c,0') = lim o () - cor(x) - DU )Y? . DY (2)Y? . A(x) V2 da
s—0t C(h,h')
4.3 Rappel : une formule pour un facteur epsilon de paire

Soient U et U’ deux espaces vectoriels sur /' de dimensions finies d et d' respectivement.
Posons M = Rp/pGL(U) et soit M la variété algébrique des formes sesquilinéaires non

dégénérées sur U. Comme on 'a vu en 2.2, le couple (M, M) est naturellement un groupe
tordu. On introduit de méme le groupe tordu (M’, M’) relatif & U’. On suppose que

e d est pair et d' est impair.
Posons r = (d—d' —1)/2sid>d et r=(d —d—1)/2sid >d.
Fixons (jusqu’a la fin de D’article) un élément v, € F*

On effectue la construction suivante :

e Sid > d', on fixe un isomorphisme U ~ U’'@® Z,, 1 et on plonge M’ dans M en envoyant
m' € M’ sur la somme directe ' @ hort1,

e Sid > d, on fixe un isomorphisme U’ ~ U@ Z,,, et on plonge M dans M’ en envoyant
m € M sur la somme directe i D horyt1,—u, ;
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Soient (m, E) et (7', E/) des représentations irréductibles tempérées de M (F') et M'(F').
On suppose que 7 et 7’ se prolongent en des représentations unitaires de M (F) et M (F).
C’est-a-dire que 'on peut trouver une application 7 de M (F) dans le groupe des automor-
phismes unitaires de F, vérifiant 7(mmm’) = w(m)7(m)m(m’) pour tout m € M(F) et pour
tous m,m’ € M(F') (et de méme pour 7). On dira alors que 7 et 7’ sont conjuguées-duales.
Ces prolongements ne sont uniques qu’a un facteur complexe de module 1 prés. Néanmoins,
il est possible de rendre le choix unique grace a la théorie des fonctionnelles de Whittaker.
Pour cela fixons une base uq,...,uq de U et identifions un élément de M & sa matrice dans
cette base. Notons NN le sous-groupe des matrices unipotentes supérieures. On définit un
caractére ¢y de N(F') par la formule

d—1
Un(n) = ve(d>_nii)
=1

olt pour n € N(F), on a noté n,; les coeflicients de la matrice associée. La théorie des fonc-
tionnelles de Whittaker nous dit alors que 'espace Homyp)(m,1¥n) est de dimension 1. Si

7 est un prolongement de 7 & M (F), application ¢ +— £ o 7(6;) est un automorphisme de
Hompypy(m, %) (on renvoie a 3.2 pour la définition de #;). On normalise alors 7 de sorte
que cet automorphisme soit I'identité. Un simple calcul de changement de base montre que
ce prolongement ne dépend pas du choix de la base uy, ..., u4 (en revanche il dépend de ¥g).
On normalise de la méme fagon 7.

Définissons la quantité

v, (T, 7)) = €, (7', 1) = wr(v1)wa (—11)e(1/2, 7 X 7, ’17/)%)

ot €(s,m x 7',9%) est le facteur epsilon défini par Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika
([JPPS]) et ¥, est le caractére additif de E définit par 1%(x) = g (dx). Le résultat principal
de [B2] calcule ce terme par une formule intégrale. Rappelons cette formule. Comme pour
la formule pour la multiplicité, celle-ci comprend deux éléments essentiels : un ensemble de
tores tordus 7 ainsi que deux fonctions ¢z et ¢z définis & partir des caractéres de 7 et 7'. On
rappelle d’abord la définition de ¢z et cz. D’aprés Clozel ([C]), les représentations tordus 7 et
7" admettent, comme dans le cas non tordu, des caractéres © et ©z. Ce sont des fonctions
sur les groupes tordus M (F') et M'(F') localement intégrables et localement constantes sur
les lieux réguliers. Ces caractéres admettent des développements locaux analogues a ceux
des caracteres dans le cas non tordu. Plus précisément, dans le cas de ©z par exemple, pour
tout point semi-simple € M, (F'), on a un développement au voisinage de Z de la forme

Oz (Texp(X)) = Z cx0(%)7(0, X), pour tout X proche de 0 dans mz(F)
OENZl(mj)

ot les ¢z o(Z) sont des nombres complexes et les autres termes de ce développement ont été
définis en 1.2. On pose alors
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1
(%) = S “rold)
‘NZZ(mi“)Teg‘ OEN%JE)TE‘Q

Cela définit une fonction ¢z : My (F) — C. On définit de la méme fagon une fonction
Cxr . M;S<F) — C.

Reste maintenant & définir 'ensemble de tores tordus 7. Supposons d > d'. Notons &
I'ensemble des sous-espaces V' de U’. Pour V' € &, on note (M(V), M(V)) le groupe tordu
associé a V. On plonge M (V) dans M’ de la fagon suivante. On choisit un supplémentaire
W de V dans U’ (c’est-a-dire U' =V & W) et une forme hermitienne non dégénérée (y sur
W de sorte que les groupes unitaires U(Cw) et U(Cw @ hort1,,) soient quasi-déployés. On
envoie alors & € M (V') sur la forme sesquilinéaire = @ (y € M'. Notons Teu (V) Pensemble
des tores tordus maximaux T de M (V) qui sont elliptiques (i.c. tels que Az = {1}). Pour un
tel tore tordu i on notera 7' le tore associé (i.e. le tore sous lequel T est un espace principal
homogene) et W(T) = N OTMAL(VY(F) (T)/T(F) son groupe de Weyl. Posons

1= |_| Teu(V)
vee
Alors T désigne un ensemble de représentants dans 7~ des classes de conjugaison par M'(F).
Les définitions sont les méme dans le cas d’ > d en intervertissant U et U’, M et M’ ainsi
que hopy1,, et hopyq .

Pour tout 7' € T, la conjugaison par T conserve T et action induite sur T est la méme
pour tout les éléments de T. On la notera 6. Soient T? le sous-groupe des points fixes par
6 et Ty la composante neutre de T?. On note f(F )/6 espace des classes de conjugaison
dans T(F ) par T'(F'). On peut munir cet espace d'une unique mesure de sorte que pour tout
t € T(F), Papplication Ty(F) — T(F)/0, t — ti préserve localement les mesures

Posons

€geom, vy (ﬁ-a ﬁ-/) =

DRI DT (@) Tim ex(D) - cx({) - DYDY - DY (B2 AV
TeT 0T ITE)
Malgré les apparences, le membre de droite ci-dessus dépend bien de v;. En effet, v, nous
a servi a fixer les plongements M (V) < M’ < M (resp. M (V) < M — M’) pour d’ < d
(resp. d < d'). L’expression ci-dessus a un sens et d’aprés le théoréme 6.1.1 de [B2], on a

Pégalité
(1) €, (71', 7T/> = €geom,v1 <%7 ﬁ-/)
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4.4 Reformulation de € e, (T, 7)

On conserve la situation du paragraphe précédent. Pour d un entier naturel vérifiant
d < min(d,d'), fixons :

e U, un E-espace vectoriel de dimension d ;
e des identifications U = Uy ® Wy et U' = Uy ® W} de sorte que
~Sid<d, W)=Wq® Zoy1; -
—sid>d, Wy=W,® Zy11.
e des formes hermitiennes non dégénérées hy sur Wy et b/, sur W), vérifiant les conditions
suivantes : - -
— Les groupes unitaires de hy et b, sont quasi-déployés;
- Sid<d, h,i est égale a hy @ hQT‘;l’_Vl :
— Sid>d, hy est égale & hl, ® hayi1,, .

(Rappelons que hgy11.4,, sont des formes hermitiennes non degenerees sur Zo,41). Notons
(Mg, Md) le groupe tordu associé¢ a Uy. On plonge Md dans M en identifiant 7 € Md a la
somme directe de z et de hy. On plonge de méme Md dans M'. Ces plongements sont alors
compatibles avec le plongement de M dans M’ ou de M’ dans M (suivant que d < d’' ou
d > d'). Alors si Td est un tore maximal elliptique de Md défini sur F', son image commune

par chacun de ces plongements appartient a 7. Ceci permet de deﬁmr c7(Z) et ¢z () pour
tout T € MQ(F )ani- On définit de méme les termes DM () et DM' (7). Introduisons Iespace

X(dd)= || My(F)ai/con;

d<min(d,d")

Cet espace est muni d’une mesure d’aprés 1.2. Alors, 1'égalité 4.3(1) se réécrit

W) e 7) = lim [P e @ @D (@) DY @) A s

4.5 Rappel sur les fonctions c,

Soit (V, h) un espace hermitien. Donnons nous une décomposition orthogonale V=W @
Vi. On note G, Gw, GYy les groupes unitaires de respectivement V', W, Vj et on suppose que
Gy est quasi-déployé. Soit o une représentation irréductible de G(F') et © € Gw,reg(F). On
a défini en 4.1(2) un coefficient ¢,(z) & partir du caractére ©, de o. On va rappeler une
formule permettant de calculer ce terme. Fixons un sous-groupe de Borel B, de G, et un tore
maximal 7, de By tous deux définis sur F'. Soit Yj € t;(F) N gyreq(F) qui n’a pas 0 comme
valeur propre, on a alors

(1) colw) =wld) ™ _Jim O, (reap(\¥;) DAY

of 18.4 [B1].
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5 Modéles de Whittaker pour un groupe unitaire de di-
mension paire

Soit (V, h) un espace hermitien de dimension d. Notons GG son groupe unitaire. Dans toute
cette section on fait I’hypothése suivante

G est quasi-déployé et d est pair

En 1.3, on a paramétré les orbites nilpotentes régulieres de g(F') par (KerTrg,p\{0})/N(E*).
Le choix d’un caractére continu de F' (on en a fixé un ) et d’'une dualité g(F) x g(F') — F,
G-invariante (on en a fixé une en 1.3) déterminent alors un parameétrage analogue des types
de modeéles de Whittaker pour GG. Ce parameétrage est décrit explicitement en 5.2. On rappelle
alors un résultat de Rodier exprimant l'existence ou non d’un type de modele de Whittaker
pour une représentation irréductible o en fonction de son caractére (ou plutot du compor-
tement au voisinage de l'origine de ce dernier). Le lemme 5.5.1 donne une fagon explicite de
calculer le coefficient qui apparait dans la formule de Rodier. Pour arriver a cette proposition,
qui ne dépend d’aucune mesure, on a besoin de changer un peu nos normalisations (notam-
ment les mesures sur les tores). Ces changements, ainsi qu’un certain nombre de notations
et résultats utiles, sont introduits dans le paragraphe suivant. Enfin, dans la section 5.6, on
applique le lemme 5.5.1 pour obtenir une certaine formule de transfert qui nous sera utile
par la suite.

5.1 Intégrales orbitales, transformée de Fourier, mesures et constantes
de Weil

Rappelons que l'on a fixé en 1.3 une forme bilinéaire symétrique non dégénérée < .,. >
sur g(F'). On en a alors déduit une mesure sur g(F) : celle qui est autoduale pour le bica-
ractére (< .,. >) : g(F) x g(F) — C*. Jusqu'a présent, la mesure fixée sur G(F) était
inessentielle. Dans cette section, on choisit sur G(F') 'unique mesure de Haar telle que I'ex-
ponentielle préserve localement les mesures a 'origine.

Soit X € greg(F). Alors Gx est un tore et la restriction de < .,. > a gx(F') est non
dégénérée. On munit alors gy(F') de la mesure autoduale associée. On a déja fixé en 1.2
une mesure sur les tores. On oublie jusqu’en 5.5 cette normalisation et on reléve sur Gx (F)
la mesure de gx(F) via I’exponentielle (comme pour G(F')). Avec cette normalisation des
mesures, on pose

Je(X. f) = / f(gXg)dg

Gx (F)\G(F)

pour tout f € CX(g(F)). Cest l'intégrale orbitale de f en X. D’aprés Harish-Chandra,
il existe une fonction j localement intégrable sur g(F') x g(F'), localement constante sur
Oreg(F) X Greg(F), telle que on ait I'égalité
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JolX.p= [ Yy
9(F)

pour tout f € C°(g(F)) et pour tout X € g,.,(F). Lorsque 'on voudra préciser le groupe

ambiant, on notera j¢(.,.) plutét que j(.,.). Pour O € Nil(g(F)), il existe une unique

fonction I'p sur gre4(F'), le germe de Shalika associé a O, qui vérifie les conditions suivantes.

La premiére est une condition d’homogénéité : pour tout X € g,.,(F) et pour tout A € F,

on a

Po(AX) = | AR 74O, (X)

(rappelons que pour A € F*% on a \O = O). La deuxiéme condition est la suivante : pour
tout f € C(g(F)) il existe un voisinage w de 0 tel que pour tout X € w N g,ey(F), on ait

Jo(X. )= 3 To(X)Jo(f)

OeNil(g(F))

D’apreés la "conjecture de Howe", si w est un ouvert de g(F') compact modulo conjugaison et
contenant 0, alors il existe un ouvert €2 de g(F') compact modulo conjugaison et contenant
0 tel que, pour tout X € QN g,ey(F) et tout Y € w N g,e,(F), on ait I'égalité

1) JxY)= Y To(X)ji0,Y)

OeNil(g(F))

On aura encore besoin d’une formule sur les fonctions j. Soit M un Levi de G. Alors la
restriction de < .,. > a m(F’) est non dégénérée. On peut donc appliquer toutes les construc-
tions précédentes a M. En particulier, on dispose de fonctions jM : m(F) x m(F) — C.
Soient X € m(F) N greq(F) €t Y € gpey(F). Fixons un ensemble de représentants (Y;)i—1,_,
des classes de conjugaison par M (F') dans m(F') qui rencontrent la classe de conjugaison de
Y par G(F). On a alors I'égalité

(2) j9X,Y)DE(Y)V? = ZjM(X,Y@')DM(Y@-)l/Q

i=1

On vérifie aussi que si M est un tore, alors 7™ (X,Y) = (< X, Y >) pour tous X, Y € m(F).

Soit (V,q) un F-espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme bilinéaire symé-
trique non dégénérée ¢q. Pour L un réseau de V, on pose

LL.) = [ dlatv.0)/2)de
L
Alors pour L assez grand, I,(L,q)/|I4(L,q)| ne dépend pas de L, on note sa valeur v, (q).

C’est la constante de Weil de ¢ pour le caractére ). On vérifie facilement les propriétés
suivants
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V(@ ® q') = 14(q) 7y (¢") pour toutes formes quadratiques ¢, ¢’ ;
Si (V, ) est un plan hyperbolique, v,(q) = 1;

W (0) ™ = (=a);
7¢(q) est une racine 8¢éme de l'unité.
En particulier, on note 4 (Ng/r) la constante de Weil associée a la forme bilinéaire (z,y) —
1Trp p(2y) sur E. On a alors

1(ANp/r) = s9np/r(A) vy (Ni/r)
pour tout A\ € F'*.

5.2 Types de modéles de Whittaker

Fixons une base (2;)i=41,. 4, telle que h(z;, 2;) = 0, _;. Introduisons le sous-groupe para-
bolique Py de G des elements qui conservent le drapeau
Ezo CEzz®FEz,_ 1 C...CEz,®...0Ezn

et notons U son radical unipotent. Soit n € E* tel que Trg/p(n) = 0. On définit un caractére
¢y, de U(F') par la formule suivante

r—1
= 1/} < Z TTE/F (h(Z,ifl, UZZ)) -+ QTTE/F (nh(z,l, U,Zl))>
i=1

Définissons un élément N~ € g(F) par N~ z; = z;_1 pour i = 2,...,r, N™z; = nz_q,
N z,=z, pouri=1,....,r—1et Nz_, = 0. Notons U, le radical unipotent du sous-
groupe parabolique opposé a Py. On a alors N~ € 1y(F) et ¢, (e”) = ¢)(< N, N~ >) pour
tout NV € up(F).

Soit o € Temp(G). On appelle fonctionnelle de Whittaker pour o relativement a 7 toute
forme linéaire

{:E, —C

vérifiant foo(u) = ¢, (u)¢ pour tout u € Uy(F). On note Homy, (o, 1,) I'espace des fonction-
nelles de Whittaker relativement & ¢. Comme on le sait bien, cette espace est de dimension
au plus 1. Posons

m(o,n) = dim(HomUO(cr, @Z)n))

Rappelons que 'on a un développement de ©, au voisinage de l'origine de la forme

O, ()= Y co(D)i(0,X)

OENil(g(F))
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pour tout X € g,.,(F) assez proche de 0 et ou les ¢, (1) sont des nombres complexes.
D’aprés un résultat de Rodier (|Ro]), on a

(1) m(o,1) = ¢s0,(1)

On se propose dans les paragraphes qui suivent de trouver une méthode effective de calcul
de ce coefficient.

5.3 Calcul de germes de Shalika

Soient B un sous-groupe de Borel de G défini sur F’ et T4 un sous-tore maximal de B.
On fixe un élément X 4 € tyq(F) N greg(F).

Choisissons deux éléments v, v_ € F* tels que sgng/p(v4) = 1. Soit Z, un sous-espace
de V' somme orthogonale de (d — 2)/2 plans hyperboliques. Pour € € {£}, on peut toujours
trouver une décomposition orthogonale V = D¢ @&+ D¢ @&+ Z, ou

— DS et DS sont des droites;

— la restriction de h a D} est équivalente a v Ng/p et la restriction de h a D¢ est

équivalente a —v Ng/p.

Fixons de telles décompositions. On note Gy = U(Zy), c’est un groupe unitaire quasi-
déployé. Soit Tj ;¢ un tore maximal de G inclus dans un sous-groupe de Borel. Fixons un
élément X gq de toga(F) N goreg(F) et deux éléments distincts ay,as € Ker(Trg/p) qui ne
sont pas valeurs propres de Xy ,q4. Notons X¢ € g(F) I'élément ainsi défini : X agit par
multiplication par a; sur D¢, par multiplication par a; sur D¢ et comme X 44 sur Zy. On
a alors X € g, (F).

Lemme 5.3.1 Pourn e Ker(Trg/r)\{0}, on a
()
Lo, (Xea) =1
(i)
FOW(XjL) — Lo, (X7) = sgng/r((az — ai)n)

Preuve : Fixons n € Ker(Trg p)\{0}. La premicre assertion de I'énoncé est le lemme 9.3.1
de |B1]. Prouvons le deuxiéme point. Pour € € {£}, notons T* le tore maximal de G tel que
X¢ € t°(F). D’apres Shelstad ([She]), I'p, (X€) vaut 1 ou 0 suivant qu'un certain invariant
vaut 1 ou non. Soit N € O,. Cet invariant est noté inv(X€)inv(7T¢)/inv(N) par Shelstad, c’est
un élément de H'(F,T¢). On a une identification naturelle H*(F,T°) = {£1} x {1} (cor-
respondant & 'indentification naturelle 7 = Ker(Ng/r) x Ker(Ng/r) X (Rg/pG,,)4=2/2).
Les invariants inv(X€)inv(T€) et inv(N) dépendent chacun du choix d’un épinglage & conju-
gaison preés, ces épinglages devant étre opposés I'un a l'autre. Le choix d'un épinglage a
conjugaison prés revient au choix d’une orbite nilpotente réguliere, donc au choix d'un élé-
ment de (Ker(Trg/r)\{0})/Ng/r(E*) via la paramétrisation 1.3. Deux épinglages no, 11 €
(Ker(Trg/r)\{0})/Ng/r(EX) sont opposés si 1o = —n;. Le lemme X.7 de [W2] calcule
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I'invariant inv(X€)inv(T) pour le choix d'un épinglage 1y (le n de cet référence vaut alors
(—1)(d_2)/22770) :

inv(X)inv(T¢) = (esgnp/r((=1)" Py (1)), esgnp/r((—1)"*m0 Py (a2)))

ol Py désigne le polynéme caractéristique de X € agissant sur V. Notons A1, ..., A, = A1, ...y —Ar,
ot 7 = (d — 2)/2, les valeurs propres de X ,4 agissant sur V4. On a alors

Pl.(ay) = (a; — ap) x H(a1 —Xi)(ag + )

La norme de (a; — );) est égale & —(a; — \;)(a1 + X;). On en déduit que Pi.(a;) €
(=1)4=2/2(a; —ay) Ng/p(E*). De la méme fagon, on a P.(as) € (—1)¥*(ay —a2) Ng/p(E).
Par conséquent

inv(X)inv(T°) = (esgnp/r(no(ar — az)), esgnp;r(no(ar — az)))

Passons au calcul de inv(N). On considére donc, comme on I'a dit, I’épinglage défini par
—1o. Au choix de cet épinglage est associé, suivant la construction de [She|, un élément
de HY(F,Z(G)) que l'on voit dans H'(F,T¢), via I'application naturelle H'(F, Z(G)) —
HY(F,T¢). On a H'(F,Z(G)) = {£1} et lapplication précédente est I'application diago-
nale. La construction de Shelstad n’est pas difficile & expliciter ici : on a inv(N) =1sin €
—noNg/r(E*), —1 sinon. En d’autre termes, on a inv(N) = (sgne/r(—10/n), sgne/r(=10/7)).
Finalement, on obtient que

e 1 st sgnp/r(n(az —ar)) = e
lo,(X) :{ 0 sinon. :

On retrouve alors facilement la deuxiéme égalité de I'énoncé B

5.4 Calcul de fonctions ;¢

On conserve les objets et notations introduits dans les sections 5.1 & 5.3.

Lemme 5.4.1 Pourn € Ker(Trg/r)\{0}, on a
(i)
10, Xya) = U DO (X )
(o w(d) est le terme défini en 1.3(1))

(1) A
790y, X) = ed 'w(d) vy (Nesp)sgnep(2(a; — az)n)DY(X)~?

pour tout € € {£}.
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Preuve : La premiére égalité est le lemme 18.2.1 de [B1]. Prouvons le deuxiéme point. Soient
X.,Y € gyey(F). D’aprés 5.1(1), pour A € F'* assez proche de 0, on a

XY= ) To(AX)j90,Y)
OeNil(g)

D’aprés les propriétés d’homogénéité des germes de Shalika, on a aussi

Fo(X) si O est régulicre

0 sinon.
A—0
Par conséquent
lim (AX,Y) r (’) Y
AEF 2‘7 Z on(X »Y)

A—0

ot la somme porte sur (K@T(TTE/F)\{O})/N(EX). Appliquons ’égalité précédente a Y = X¢
et X = X7, X" et X,4. D’apres le lemme 5.3.1, on a

(1) (03 ) = 5 lim, (JE0Xu0, X sgmye(aa-a)) (X, X) -0 X))

pour tout € € {#}. Soient e € {#} et A € F*?. La classe de conjugaison de X ne rencontre
pas t,(F). Par conséquent, d’aprés 5.1(2), on a j¢(A X4, X€) = 0. Il ne reste plus qu’a
calculer 79(A\X*, X¢) — ;9\ X, X¢).

Supposons dans un premier temps que d = 2. Posons G; = Gy = U(1). Alors, H =
G x G5 est un groupe endoscopique de G. Pour la correspondance endoscopique associée,
X et X~ correspondent aux classes de conjugaison stable de Y; = (ay, as) et Yz = (a9, aq).
On peut normaliser les facteurs de transfert de sorte que

Ag,u(Y;, X) =

pour tout ¢ € {1,2} et pour tout € € {&}. Grace a Ngo Bau Chau, la conjecture 1.2 de [W3]
est maintenant un théoréme. La fonction i%(X, Z) de cette référence vaut DY(2)Y/259(X, Z).
Appliquée & Y = A\Y; et Z = X€ la conjecture 1.2 de [W3| nous donne

(2) 2w (9)D(X)2(An (A1, AXH)JEAX, X) + Agn(AV3, AX )OO, X))
= e (0) (7 (Y1, Y1) + j7(\Y1, ¥a))
ol Yy (g), resp. vy(h), désigne la constante de Weil associée a v et a la forme quadratique

X = iTrg/p(Tr(X?)) sur g, resp. la forme quadratique (X1, X5) — 1Trg/p(Tr(X}) +
Tr(X3)) sur h =g; X g2. On a Ag gp(A\Y1, AX1) = Ag p(Y1, XT) =1 et Agu(AY, A X ") =
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Agu(Y1,X™) = —1. Puisque H est un tore, on a j7(\Y},Y;) = 77(\Y1,Y2) = 1 pour A
assez petit. Par conséquent, (2) devient

jG()\X—I—’Xe) _jG()\X—’XE) _ 2€7¢(h)DG’(X5)—1/2
Vo (9)

pour A € F*? assez petit. Soit £ € F* tel que £ = F[¢]. La forme quadratique sur g est
équivalente & la somme orthogonale d’un plan hyperbolique et de (z,y) — 22 + 26y La
forme quadratique sur b est équivalente a (z,y) — Ex?+&y?. La différence de ces deux formes
quadratiques est équivalente a la somme d’un plan hyperbolique et de la forme —2Ng,p. On
a donc

zz_gg = 4(=2Ng/r) = sgng/r(—2)74(Ng/r)

On obtient finalement

FEOXT, XY = JOAXT, X) = 2esgnpp(—2)vs(Ngyp) D (X) 712
pour \ € F*? assez petit.

Revenons au cas général. Rappelons que pour définir X, on a fixé trois espaces ortho-
gonaux D, D_ et Zy. Soient G’ le groupe unitaire de Dy @& D_ et T 44 le tore maximal de
Go = U(Zy) que Pon a fixé pour définir X* et X~. Alors M = G’ x Tj 4q est un Levi de
G auquel appartient X+ et X~. Soit X' (resp. X’7) la projection de X* (resp. X~) sur
g'. Alors la classe de conjugaison de X¢ rencontre 29/271(d/2 — 1)! classes de conjugaisons
de m(F) et la projection de chacune de ces classes de conjugaison sur g'(F’) coincide avec la
classe de conjugaison de X'“. D’aprés 5.1(2), on en déduit que, pour \ assez petit,

~

5G<)\X+7X€) — 2d/271<d/2 . 1)!jG’<Axl+’X/E)DG’(X/5)1/2DG(X6)71/2
et

jG()\X—’ Xe) _ 2d/2—1(d/2 _ 1)!5G/(>\X/*’ X/E)DG” (X/6)1/2DG’(X5)—1/2

D’aprés le résultat obtenu dans le cas d = 2, on a donc

jG(AX—’—aXe) _jG(AX_aXE)
_ 2d/271(d/2 _ 1)!(5G/(>\XI+, X/e) o 3G’()\X/*’ X/e))DG/(X/6)1/2DG(X6)71/2
= €2%(d/2 — 1)!sgnpr(—2)yy (Ng/r) DY (X) 712

pour tout A\ € F*? assez petit. Réinjectant dans (1), on obtient

790y, X°) = 2*71(d/2 — 1)lsgnpr(2(ar — as)n)vy(Ngyp) D (X) 72

C’est la deuxiéme égalité de I’énoncé B
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5.5 Une formule pour la multiplicité m (X, n)

Soit ¥ = ), byo), une combinaison linéaire formelle de représentations irréductibles
tempérées de G(F). Soit n € KerTrg p\{0}. En prolongeant par linéarité 'application
o +— m(o,n), on définit m(X,n). On définit aussi par linéarité le caractére Oy de la repré-
sentation virtuelle Y.

Lemme 5.5.1 (i) On a l’égalité

m(X,n) = (2w(d))71 lim <@2(e/\qu)DG<e/\qu)1/2

AEFX:2
A—0
+d sgng/r(2(a; — az)n)W(NE/F)_l@z(eAﬁ)DG(GMH)W)
(ii) Si Oy est stable alors,
lim Og(eM)DY (M2 =0
AeF>:2

Preuve : Le premier point est une conséquence facile de 5.2(1), du lemme 5.4.1 et des pro-
priétés d’homogénéité des fonctions j¢(0O,.). Supposons que Oy soit stable. Comme X+
et X~ sont stablement conjugués, pour tout A € F*, on a Og(e?") = Og(e? ) et
DG (eMXT) = D% 7). Par conséquent dans la limite en (ii), on peut remplacer X+ par
X~. D’aprés le lemme 5.4.1, la limite existe et selon qu’on la calcule avec Xt ou X, on
obtient deux résultats opposés. La limite est donc nulle W

5.6 Transfert et multiplicité m(3,n)

On conserve les notations et hypothéses précédentes : (V) h) est un espace hermitien de
dimension d paire et de groupe unitaire G' quasi-déployé. Soient (V. ,hy) et (V_,h_) deux
espaces hermitiens de dimensions respectives d, d_ et de groupes unitaires respectifs G, et
G_. On fait les hypothéses suivantes

e d=d,+d_;
e (G, et G_ sont quasi-déployés.

On peut alors considérer G, x G_ comme un groupe endoscopique de G. Pour fixer la
donnée endoscopique, on choisit un couple (., ) de caractéres continus de E* dont la
restriction a F* coincide avec (sgndE‘/ o sgndE*/ #)- On normalise alors les facteurs de transfert
comme en 3.1. Soient 3, ¥, , ¥ des combinaisons linéaires formelles d’éléments de Temp(G),
Temp(G,) et Temp(G_) respectivement. On suppose que

e Oy, et Oy_ sont stables;

e Oy est un transfert de Oy, x Oy _.
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Proposition 5.6.1 Soitn € Ker(Trg/rp) —{0}/N(E>). Sous ces hypothéses, on a l’égalité
m(,n) = cs, (es_ (1) si dy et d_ sont pairs
)= sgngr(2von0)yy(Nesp) tes, (Des_ (1) sidy et d_ sont impairs

Preuve : Fixons deux éléments distincts a;,ay € K GTTTE/F\{O}. Introduisons des éléments
X+, Xyd € greg(F') comme en 5.3. D’apreés le lemme 5.5.1, on a alors

(1) m(Z,m) = 2uw(d))™
lim’g (2@2(6)\ng)DG(6)\qu)l/2 +d SgnE/F(QAn)7¢(NE/F)_1@E(6)\X+)DG(G)\X+)1/2)

ol on a posé A = a; — as. Il existe une famille (o;);e; d’éléments de E telle que, pour
tout A € F* assez petit, la classe de conjugaison stable de e*¥e soit paramétrée par &, =
(£, (Fi)ier, (Fi)iers (Yi(A))ier) ot

- Py, =F F,=EXF,

= i(A) = (M, e )
pour tout i € I. On a C(§)) = {1}, c’est a-dire que la classe de conjugaison de e est entie-
rement déterminée par £,. Pour tout I’ C I, posons (1) = (I, (Fyi)icrs (F)ier, (Yi(A))ier)-
Puisque Oy est un transfert de Oy, x Oy_, on a, pour tout A assez petit,

(2) Ox(eMa)DY(Me)? =N "0y, (&2(1) D (6(1) 7?05 (6(12))

D (6x(12))* A, (6x(1), x(12), 1)

ou la somme porte sur les couples (Iy, I) vérifiant I U I, = I, 2|1| = dy et 2|5 = d_.
Fixons un tel couple. D’aprés 4.5(1), on a

AX 44

lim O (64(1) D™ (6 (1) = w(dy)es. (1)

lim Ox_(E(1)) D ((12))"? = w(d_)es (1)

D’apreés les points (A)(i) et (A)(ii) du lemme 2.3.1 (appliqués plusieurs fois), on a, pour A
assez petit,

AH-MH— (5)\([1)7 §>\(12>7 1) = Aﬂ+7ﬂ— (Q)v (Z)v 1) =1

Par passage a la limite dans (2), on en déduit que

(3) | _Jim  Ow(eN) DY)l =3 Tu(du(d-)es, (e (1)

AEFX A0
Iy,13

la somme portant sur les mémes couples que (2). Si d, et d_ sont impairs, cette somme est

vide. Si dy et d_ sont pairs, cette somme comporte ( d‘f/‘Z) termes. On vérifie que
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(1), )wtdoute) = wia

Par conséquent (3) devient

. AX Gr X N1/2 w(d)cs, (1)es_(1) sidy et d_ sont pairs

(4) /1\1—%@2(6 “) D" (e Qd)/ :{ 0( o (el si d:t et d_ sont impairs

Il existe une famille (5;);c; d’éléments de E avec {1,2} C J, i = a1, P2 = ay telle
que, pour \ assez petit, la classe de conjugaison stable de e**+ soit paramétrée par () =
(), (Fj)jers (Fy)jer, (y5(A)jes), on

- F:I:l = F:tg = F, F1 = F2 = E, y1(>\) = ej““, ’yg()\) = 6>\a2 ]

~ Fyj=E, Fj = Ex E y;(\) = ("%, e7*) pour tout j € J\{1,2}.
On a alors C(¢\) = FJ/N(F) x F{5/N(Fy) = F*/N(E*) x F*/N(E*). La classe de
conjugaison de e**+ est alors déterminée par ¢ = (1,—1) € F*/N(E*) x F*/N(E*) (ou
pour x € F*, on désigne par T I'image de z dans F*/N(E*)). Puisque Oy est un transfert
de Oy, X Ox_, on a, pour tout A assez petit,

(5) Os(eMH)DUM)2 =3 05, (1) D (G (1)) *Os (G( 1))

J1,J2
D (G (J2)) 2 A o (), G (J2) €)

ou la somme porte sur les couples (Jp, o) vérifiant J; U Jo = J, dj, = dy et dy, = d_.
Fixons un tel couple. Supposons dans un premier temps que d, et d_ sont pairs. Alors,
on a {1,2} C J; ou {1,2} C J,. Si {1,2} C Jj, alors, en remplacant G par G, dans les
constructions, on peut trouver un élément Xf* € g4 reg(F) analogue & X tel que pour tout
A € F* assez petit, la classe de conjugaison stable de e’\Xf+ soit paramétrée par (y(Jy).
D’apreés le lemme 5.5.1, Ox, (C(J1)) D (¢, (J1))"? tend vers 0 pour A € F*? qui tend vers
0. D’aprés 4.5(1), Ox_((\(J2)) D% (¢a(J))/? admet aussi une limite lorsque A tend vers 0,
tandis que A, , (Ca(J1), C\(J2), ) reste borné (car c’est un nombre complexe de module 1).
On en déduit que le terme indexé par (I7, I5) dans la somme (5) tend vers 0 pour A € F*?
qui tend vers 0. Le méme résultat, avec la méme preuve, est valable pour les couples (Ji, J3)
avec {1,2} C J,. Par conséquent, si d; et d_ sont pairs, on a

1i AX4y DO (AX+\1/2
(6) AeFXlg,l)\aOGE(e )P () 0

Supposons maintenant que d et d_ sont impairs et fixons un couple (J;, J5) comme dans
la somme (5). On a alors 1 € Jy et 2 € Jyou 2 € J; et 1 € Jy. Dans les deux cas, d’aprés
4.5(1), on a

(7) 1lim Oz, (G(J1)) D (G(A)? = w(d e, (1)
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(8) lim O (Gy(2)) D (G ()2 = w(d-)es_(1)

Toujours d’aprés les points (A)(i) et (A)(ii) du lemme 2.3.1, pour \ assez petit, on a I’égalité
(

9) Ay (G(J1),G(S2),c) =

{ Ay (G(1),800(2),¢) sileJiet2e Jy
A ), O(1),¢) si2e Jyetle )y

ott on a posé¢ ((i) = (\({i}) pour i € {1,2}. On calcule

u+u((

(10) Ay (G(1),6(2),¢) = Ay (GA(2),00(1), ¢)
= pp (=1 — ) (=1 — )sgnp/p( — d 2(e? — e ?)(1+ )1+ 2)7H)

On peut remplacer le 672 de I'égalité précédente par § (car % est une norme de E*). Lorsque

et — e>‘“2
A tend vers 0, Nor—a2)

tend vers 1. Par conséquent pour A € F*? assez proche de 0, on a

sgnpp(0(eX — e?)) = sgnpp(dM a1 — ay))
= sgng/r(d(ar — az))

Les autres termes de 'expression (10) admettent des limites lorsque A tend vers 0 qui se
calculent aisément. On obtient

(11) lim = A (G(1),G(2),¢) = Tim Ay (G(2),G(1), ¢) =

AEF X2 X—0 AEF X2 X\—0

py - (—2)sgng r(vd(as — a1)) = sgne/r(—1pdA)

ou a la derniére égalité, on a utilisé le fait que le caractére p i est trivial sur F'*. De (5),
(7), (8), (9) et (11), on déduit que

lim Oy (eM+)DE (M2 = Z w(dy)w(d-)sgngr(—1ndA)cs, (1)es_(1)

AEF X2 A—50
J1,J2

ot on somme sur les mémes couples (J, J2) qu'en (5). Il est facile de compter le nombre de

tels couples : il y en a 2(( d'j‘:l)z /2) = 2(( ddf 31)1/2). On vérifie aisément que 'on a 1’égalité

d/2 -1 gty
2((d+ 3 1)/2>w(d+)w(d_) = 24~ w(d)

On obtient finalement que, pour d, et d_ impairs, on a

(12)  _lim  Ou(eM) DM = 2 w(d)sgnyp(—mdA)es, (e (1)

L’égalité de I’énoncé est maintenant conséquence facile de (1), (4), (6) et (12) W
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6 Transfert endoscopique

6.1 Définition d’une multiplicité stable

Soient (V,h) et (V’', h') deux espaces hermitiens de dimensions respectives d et d’ (on ne
fait ici aucune hypothése sur leurs parités) et de groupes unitaires respectifs G et G'. On
suppose que

e (G et GG’ sont quasi-déployés.

Soient ¥ et ¥’ des représentations virtuelles tempérées de G(F') et G'(F') respectivement.
Clest-a-dire que ¥ = >, ayoi et X' = >, bro, sont des combinaisons linéaires formelles
finies ou les ay, et les by sont des nombres complexes, les o appartiennent & Temp(G(F)) et
les 0}, appartiennent a Temp(G'(F')). On définit par linéarité leurs caractéres Oy et Oy, On
suppose

e Oy et Oy sont stables (c’est-a-dire constantes sur les classes de conjugaison stable
d’éléments fortement réguliers).

Pour tout d < min(d,d’), on peut trouver une décomposition orthogonale V=W &V} ou
dim(W) = d et Gy le groupe unitaire de V; est quasi-déployé. Notons Gy le groupe unitaire
de W. Soit § € 5., et T € Gw,eg(F) un ¢lément dont la classe de conjugaison stable est
paramétrée par & (il en existe toujours). Alors G, =T x G} ot T' est un tore maximal de Gyy.
On peut donc définir le coefficient cx(x) = ), axc,, (z). Puisque Oy, est stable, ce terme ne
dépend pas du choix de z ni de celui de la décomposition orthogonale. On le note ¢5(§). On
définit de méme cx/(&). Soit D(d, d") 'ensemble des entiers naturels d qui vérifient

o d <min(d,d);

e d=dmod 2 oud=d mod 2.

Introduisons I’espace

= (d,d) = || Eje

deD(d,d")

. N . . . N . . /
Soit p un caractére continu de £* dont la restriction a F'* coincide avec sgndEJ;‘é“. On pose

alors

(1) 5,3 %) = lim p(8~ % Pe(1))|C()les(€)ex () DUE) DT (§) P A(E)T/2Hdg

s—0t = (d,d’)

6.2 Transfert et multiplicité
Donnons nous

e (V.h)et (V' k') deux espaces hermitiens de dimensions respectives d, d’ et de groupes
unitaires respectifs G et G';
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o (Vi,hy), (Vo ho), (VI R,) et (V! h_) quatre espaces hermitiens de dimensions res-
pectives d., d_, d’_, d"_ et de groupes unitaires respectifs G, G_, G’ et G'_;
® [i4, fi—, i’y et ' des caractéres continus de £*.

On suppose que

d est pair et d’ est impair ;

(V,h) et (V' 1) vérifient ’hypotheése 4.1(1);

(Vi hy), (Vo ho), (VI R) et (V! B") vérifient 'hypothése (QD);
di+d_=detd +d =d;

o d_ o d+ / _ - / _ +
ot |Fx = SN gy fl— |FX = SGTg gy JUy |px = SYT g p €0 U 1 px = SYNg)p-

D’aprés 3.1, on peut donc considérer G, x G_ comme un groupe endoscopique de G et
G'. x G"_ comme un groupe endoscopique de G’ (les caractéres piy, pi—, ¢, et p’ permettant
de fixer les données endoscopiques). On normalise les facteurs de transfert comme en 3.1.
Considérons

e Y et Y des représentations virtuelles tempérées de G et G’ respectivement ;
o >, ¥_, ¥ et ¥ des représentations virtuelles tempérées de G, G_, G’ et G_
respectivement.

On suppose que

e les caractéres Oy, , Oy _, @Z;, Oy sont stables;
e Oy est un transfert de Oy, X Ox_ et Oy est un transfert de @g; X Oy .

En prolongeant par bilinéarité l'application (o,0’) — m(o,0’), définie en 4.1, on définit
m(32,%'). Enfin, on pose

| 1 si G est quasi-déployé
@) _{ —1 sinon

c’est-a-dire qu’avec la notation introduite en 3.1, on a u(G) = u(V, h).

Proposition 6.2.1 Sous les hypotheses précédentes, on a l’égalité

!/ 1 !/ !/ !/ !/
(S, ) = 5 (e, (B0 S (B 50) + 0G) Sy (B4, Z) Sy (S, 2L))

Preuve : Exprimons m(X, ') grace a la formule 4.2(1). Puisque C(h, h’) est un revétement
de Z*(h,h') qui lui-méme est un ouvert de =*(d,d'), on peut réécrire cette formule sous la
forme

m(E,Y) = lim FLOA) 12de

s—0t 2*(d,d’)

Le membre de droite s’exprime comme limite d'une intégrale sur =*(d, d/,) x 2*(d_,d" ) U
E*(dy,d_) x 2*(d_,d/,). L’application (&;,&2) — & U & définit un revétement qui préserve
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localement les mesures d’un ouvert de complémentaire de mesure nulle de cet espace au
dessus d'un ouvert de Z*(d,d'). On a 'égalité A(&; U &) = A(&)A(&), ce qui permet de
réécrire le membre de droite sous la forme

lim F2(E)AE)*/2de

s—0t =+ (d,d')
Pour établir le lemme, il suffit donc de montrer I'égalité f1(£) = fo(€) pour tout € € =*(d, d').
Soit donc & = (I, (Fyi)ier, (Fy)ier, (Yi)ier) € =*(d, d’). Posons d = d¢. On construit comme
en 4.2, un espace hermitien (Vg hg) qui se plonge a la fois dans (V, h) et (V', h’). Notons Gy
son groupe unitaire. On dispose donc de deux plongements, bien définis & conjugaison prés,
de G4 dans G et G'. On a alors

(1) A& = Y DU es(a(é ) DY (&) P en(w(é )
ceC(&)¢
pour un certain € € {£1}. Soit ¢ € C(£)°. Notons V; 'orthogonal de V; dans V, d sa
dimension et G} son groupe unitaire. D’apres la construction 4.2, Gy est quasi-déployé. Soit
T} un sous-tore maximal d'un sous-groupe de Borel de G} tous deux définis sur F'. Fixons
Y, € Gyreg(F) N4 (F) qui n’admet pas 0 comme valeur propre dans V;. D’aprés 4.5(1), on a

(2) Dd(f)lﬂcz(a:(ﬁ, c)) = w(du)’1 lim  Ox(z(&, c)eM) D% (x (¢, c)e)‘yh)l/2
AEFX A0
Pour tout A\ € ['* assez petit, notons (), € Edyreg I’élément qui parameétre la classe de conju-
gaison stable de e*¥s. On distingue alors deux cas.

eSupposons tout d’abord que d est pair. Il existe alors une famille (a;);c; d’éléments non
nuls de E telle que ¢\ = (J, (F4j)jet, (F})jers, (yj(A))jes) pour tout A € F* assez petit, ol :
- Fij:EetF]:ExE,
() = (@)
pour tout 7 € J. On a alors C(()) = {1}, i.e. ), détermine aussi la classe de conjugaison
stable de e*. La classe de conjugaison de z(&,c)e est alors paramétrée par € LI ¢ et
c € C(EU ) = C(&). Pour tout I C I, on pose {(I') = (I', (Fyi)ier, (F3)ier, (Yi)ier) et
dp = dg(ry. On définit de méme (5(J') et dy» pour tout J' C J. Puisque Oy, est un transfert
de Oy, X Ox_, on a

(3) Ox(z(£, )M DY (z(¢, c)eMe)V? =
Z Oz, (E(I) U C,\(Jl))DG+(§(]1) U Q(Jl))lﬂ@z,(g(b) U Ga(J2))

1,1
J1,J2

DO (&(12) U G (J)) P Ay o (E(T1) U G(J1), €(T2) LG (o), )

ot la somme porte sur les quadruplets (11, Is, Ji, Jo) satisfaisant Iy U I, = I, Jy U Jy = J,
dp, +2|J1| = dy et d, + 2|.J5] = d_. Fixons un tel quadruplet. D’aprés 4.5(1), on a
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(4) lim O, (1) UG(A) D (E(1) U G(I)? = e, (€(L) D™ (6(10))

(5) 1lim Ox_(§(L2) U Gy (2)) D (§(I2) LG (2)) /2 = ex_(€(12)) D™ (€(1)) 2

D’aprés les points (A)(i) et (A)(ii) du lemme 2.3.1 (appliqués plusieurs fois), pour \ assez
proche de 0, on a

(6) AV (€(1) U (1), €(L2) L Ca(J2), ) = AV (€(11),§(12), )
Pour 1,1, C I, tels que dj, < d et dy, < d_, posons

B(I, I) = ex, (€(1)) D™ (§(1)) 2 es_(§(12)) D (£(12)) 2
De (2), (3), (4), (5) et (6), on déduit que

CE('T<£7 C))Dd<£>1/2 = U}(du)il Z w<d+ - dh)w<d* - dl2>B<[17 [2>AM+7H— <£<[1>7 £<[2>7 C)

11,12
J1,J2

ou la somme porte toujours sur les mémes quadruplets qu’en (3). Examinons la somme sur
(J1,J2) & (I3, I3) fixé. La somme est vide sauf si Iy U Iy = I, dy — dj, et d_ — dy, sont des
entiers positifs pairs. Si 'on est dans ce cas, alors (Ji, J5) est soumis aux seules conditions

J .
JUJy=J, 2|0 =dy —dp et 2| 5] =d_ —dp,. lya ((d+*‘dL1)/2) tels couples. On vérifie
facilement 1’égalité

() = - = ) = wld = = wia

On arrive donc a 'égalité

(7) en(@(&e)DUE) = B, 1)A, u (E(1),€(1), ©)

1,12

ot la somme porte sur les couples (I, I5) vérifiant I1Uls = I, d, —d;, et d_—d, positifs pairs.

eSupposons maintenant que d est impair. Il existe alors une famille (a;);e; d’éléments non
nuls de E et jo € J tels que ¢\ = (J, (Fyj)jes, (F})jes, (y;(X))jes) pour tout A € F* assez
petit, ou :

~ Fyj,=F, Fj, =FE, Trg/r(a;,) =0 et y;,(\) = e o ;

~ Fy;=FE, Fj=E X E et y;(\) = (e*,e™%) pour tout j € J\{Jjo}.
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On aalors C((y) = F*/N(E*), donc () ne détermine pas entiérement la classe de conjugaison
de e, Celle-ci est déterminée par la donnée supplémentaire d’un élément cq € F*/N(E*).
L’hypothése 4.1(1) sur (V,h) et (V',h') entraine ¢y = 1. La classe de conjugaison de
z(€,¢)eMs est alors paramétrée par € Uy et (c,co) € C(EUCE) = C) x FX/N(EX).
Puisque Oy, est un transfert de Oy, x Oyx_, pour tout A assez petit, on a

(8) Ox(x(&, c)e ”“) Gz (€, c)eMH)1/2 =
S O, (6(1) UG () D (E(1) U G (1) 205 (E(I) U Gi(a)

11,12
J17J2

D (£(12) U () 2 A, o (€1 UG (1), €(12) L Ga (), (c, o))
ot la somme porte sur les quadruplets (I, Is, J1, Jo) vérifiant Iy U1, = I, Jy U Jy = J,
dy, +dj, =dy et d, + dj, = d_. Fixons un tel quadruplet. On a toujours (4) et (5). Il y a

essentiellement deux cas possibles : jo € J; ou jo € Jo. Encore d’aprés les points (A)(i) et
(A)(ii) du lemme 2.3.1, pour A assez proche de 0, on a

App e (E() U G(), E(T2) UG( ), (¢, o)) =

{ Ay () U G3o), E(L2), (e co)) sijo €
Ay (E(D), 5(12)‘—'@ jo), (¢ o)) sijo € Ja
(
)

ott on a posé (x(jo) = (1({Jo}). D’apres les points (B)(i) et (C) du lemme 2.3.1, on a donc

(9) Tim Ay (€070 UG(N), €(T2) UG (), (e, co)) =

_4,. Pr( .
Ao (E(1), E(1), )sgny (6~ 5 2555) si jo € Jy
_4, Pr( .
Ao (€(1), (D), €)sgmusyw (60 51455) i jo € Jy
ol on a posé Py = Py pour tout I’ C I (dans le deuxiéme cas, ot on applique 2.3.1(C),
on ac, =v =1y et dimpair). De (2), (4), (5), (8) et (9), on déduit que

(10) CE('T<§7 C))Dd<§)1/2 :U}(du)il ( Z w<d+ - dh)w<d* - d12>B<[17 [2>AM+7H— <§<[1)7 §<[2>7 C)

Pr (1
s (57 5200y 57 w(d — dyJuld- — dy)
2 1,15

J1,J2

B(L, 1) Ay, - (§(11), (1), c)sgnE/F(5*d11 Pflzi(—li)))

la premiére somme (resp. la deuxiéme) portant sur les mémes quadruplets que (8) avec la
condition supplémentaire jo € J; (resp. jo € J2). Dans la premiére somme, a (I, I5) fixé, la
somme sur (Jy,Jy) est vide sauf si Iy U Iy = I, dy — dy, est positif impair et d_ — dj, est
positif pair. Dans ce cas, elle contient (( d_‘ild_];) /2) termes . On vérifie que
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((d . ;)/z) (s — dp)w(d- — di,) = w(d — d) = w(dy)

Dans la deuxiéme somme, & (I, I5) fixé, la somme sur (Jy, J2) est vide sauf si [; LI, = I,
d, — dj, est positif pair et d_ — dj, est positif impair. Dans ce cas, elle contient (( dJﬂZl) /2)

1
termes. On a de méme

(703 )t = et =) <t

Par conséquent, (10) devient

1 2 ) PIQ
(11) ex(z(& o) / hZIQB I, LA, (6(1),€(L), ¢)sgn e (6 %T%)
+IIZJQB(Il,IQ)AM,H_@(h),f(IQ),c)sgnE (57 % )

la premiére (resp. la deuxiéme) somme portant sur les couples ([7, I3) vérifiant Iy U Iy = 1,
d, — dy, positif impair (resp. pair) et d_ — dy, positif pair (resp. impair).

On montre de la méme facon des formules analogues a (7) et (11) pour csy (x(€, ¢)) D (£)Y/2.
Plus précisément, pour tous Iy, Iy C I vérifiant d/, > dy, et d_ > dy,, posons

B'(I, I) = ey, (§(1)) D™ (§(1)?esr (£(12)) D™ (€(12))?

On a alors
eSi d est impair,

(12) Cg/( (f Dd/ 1/2 ZB [17[2 Wl <£<[1)7£<[2)7C)

11,12

ot la somme porte sur les couples ([y, I5) vérifiant Iy U I, = I, d'. — d;, et d_ — dy, positifs
et pairs.

eSi d est pair,

(13) s (@(€, ) DY (€2 = 3 B, LAy (€(1),E(), )sgny (64 o2

11,12

£ B ) A (601, E(L), ) sgnyp(5-n 00

1,1
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la premiére (resp. la deuxiéme) somme portant sur les couples ([7, I3) vérifiant [y U Iy = 1,
d', — dy, positif impair (resp. pair) et d_ — dy, positif pair (resp. impair).

Les formules (7), (11), (12) et (13) permettent d’exprimer f;(§) en fonction de Oy, x Oy,
et Os, x Oy . Supposons a nouveau d pair. De (1), (7) et (13), on déduit que

4, Pr(1)
(14) £1(6) = Bl L) B'(I}, I)sgnye ("% PP(_I))A(L,IQ,I{,I;)
i 2

P,
—d/
R e ]
11,12 '
1.1,

VA(I1, I, T}, 1Y)

la premiére (resp. la deuxiéme) somme portant sur les quadruplets (I3, I5, I, I}) vérifiant
LUulL =1 Uly=1,dy—dy et d — dp, positifs pairs, d, — dy; positif impair (resp. pair)
et d_ — dy positif pair (resp. impair), et ot on a posé

AL b I B = 3 Ay (6(1), €(), ) (€(), €(12), )
ceC(&)¢
Examinons ce dernier terme. C’est & une constante prés la somme de
H SgNF, /Py, (Ci) H SgnE, /Py, (Ci)
1€l i€l

pour ¢ € C(&)°. Cette somme est donc nulle sauf si (Iy, ) = (1], I}) ou (I, Is) = (15, 1}).
Dans le cas ou (I, Iy) = (I1,1}), on a

A (§(10),6(12), ) Ay (§(1), §(12), €) = pply (Pry (= 1)) p—p” (P, (—1))
pour tout ¢ € C(§). D’ou

AL, Iy, Iy, 1) = |C6) | p !y (P (1) -t (Pr,(—1))

Considérons maintenant le cas ([q,I3) = (I3, 17). La formule (6) relie A, , (£(11),£(12), )
au facteur de transfert relatif au groupe endoscopique G, x G_ de G. Comme on le sait,
permuter G, et GG_, ne change pas le facteur de transfert si G est quasi-déployé, multiplie
le facteur de transfert par —1 si G n’est pas quasi-déployé. Par conséquent

Ay (§(11),€(12),¢) = (G) Ay i (§(12),§(11), ¢)
On en déduit que

Ay (§(1),€(L2), ) Ay, (E(12),&(1), )
= (@) (Pr, (—1)) i, (Pr, (—1))
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Puis

Ay, Iy, 1o, 1) = (G| C(€) gt (Pr, (—1)) p—pty (P, (—1))
Revenons a (14). Supposons § # () et d, de méme parité que dy et d_. Alors |C(§)°| =
|C'(€)|/2 et on ne peut pas avoir ([1,1s) = (I],15) ni (I, 1) = (15, 1]) dans la premiére
somme. Par conséquent seule la deuxiéme somme contribue et, d’aprés ce qui précéde et le
fait que les cas (I1, ) = (1], 1) et (I1, I) = (14, 1) sont exclusifs (car & # (), celle-ci vaut
|C(€)]/2 multiplié par

}ﬁi<1)

3 B BB a)sgmse (37 sl (P(-1)
Hp=(Pr(=1)) + p(G) Z B(I1, 1) B (I, I)sgng/r (57% fszi(—ll)))

1,12
p i (Pry (=1))p— i (Pry(—1))
la premiére (resp. deuxiéme) somme portant sur les couples ([, I5) vérifiant I U I, = [,
dr, € D(dy,d) (resp. d, € D(dy,d")) et d;, € D(d—,d") (resp. dj, € D(d—,d,)). Dans le
cas que I'on consideére (pyp!, ) px = sgnp/p et (u_p')px = sgng/p, donc

}%i(l)
fﬁi(__l)

sgnpr(0 Vi pty (P (—1)) = pppd, (67 P (1))

et

sgni (67 ijj—(_lf))wum—l)) = gl (574 Py (1)

Toujours dans le cas que 'on considére, pyp’ et pu_p' sont triviaux sur F*. On vérifie que
64 Pp(1)Pp(—1)71 est élément de F* pour tout I’ C I. Par conséquent

el (Pry (1)) = g (5% Py, (1))
et

i (Py(=1)) = gl (5 Py, (1)
On peut donc réécrire (14) sous la forme

C
O =S BB Ll (07 P () (67 P (1)
an, D0 )
dr,€D(d—,d’_)
+u@) Y 3(11712)3’(12,11)u+u’(5d“le(l))uu;(“f?PzQ(l)))

ILUlx=1
dy, €D(dy,d")
dr,eD(dd,)
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On vérifie facilement que le membre de droite vaut fo(§). Supposons maintenant & = ). Alors
le membre de droite de (14) ne comprend qu’un seul terme et on trouve

f1(&) = 1CE) es, (Des_ (Vesy (Desy (1)

D’un autre coté, on a

pl) = LG

(€] = L5

ey (Des- (Desy, (Ve (1)

Dans tous les cas, on a |C ce qui établit I'égalité voulue. Le cas ou d/ est de
parité différente de d, et d_ et le cas ou d est impair se traitent de la méme maniére

6.3 Transfert et facteur epsilon
Donnons nous

e U et U deux E-espaces vectoriels de dimensions respectives d, d’ et dont les groupes
tordus associés (comme en 2. 2) sont notés (M, M ) et (M’', M') respectivement ;
o (Vi,hy), (Vo ho), (VI,R,) et (V! h_) quatre espaces hermitiens de dimensions res-
pectives d., d_, d’_, d"_ et de groupes unitaires respectifs G, G_, G', et G'_;

® [iy, pi—, iy et p' des caractéres continus de E*.

On suppose que

e d est pair et d’ est impair;
(Vi hy), (Vo ho), (VI R) et (V! B") vérifient 'hypothése (QD);
d++d,:detd’ +d_ =d,;

di+1 d_ ¢ d\ +1
® Hypx = SgnE/F’ fopx = SGNE ) Wy px = S9N p €t 1 pu = SgNE)p

D’aprés 3.2, on peut considérer G, x G_ comme un groupe endoscopique tordu de M et
G’ x G' comme un groupe endoscopique tordu de M’ (les caractéres py, pu—, p, et p’
permettant de fixer les données endoscopiques). On normalise les facteurs de transfert comme
en 3.2. Considérons

o I et I’ des représentations virtuelles tempérées de M et M’ respectivement ;
o >, ¥_, ¥ et ¥ des représentations virtuelles tempérées de G, G_, G’ et G_
respectivement.

On suppose

e Les caractéres Oy, , Oy _, @25r et Oy sont stables;
e Of est un transfert de Oy, x Ox_ et O, est un transfert de @2; X Oy .

En prolongeant par bilinéarité I'application (7,7') — €, (7, @), définie en 4.3, on définit
e, (ILIT).
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Proposition 6.3.1 Sous ces hypothéses, on a I’égalité
€, <H7 H/) = SgnE/F<_y1)d_+d/_ S,u-hu; <2+7 2;)‘5'#—#/_ <2*7 ZL)

Preuve : Exprimons e, (IT, IT') grace a la formule 4.4(1). Puisque X(d, d’) est un revétement
de =*(d,d’), on peut réécrire cette formule sous la forme

&, (ILTY) = lim fi(E)AE)* "V de

s—=0t Jo« (d,d")

Le membre de droite est défini comme la limite d'une intégrale sur Z*(dy,d',) x =*(d_,d").
L’application (&1, &) — & L&, définit un revétement qui préserve localement les mesures d'un
ouvert de complémentaire de mesure nulle de cet espace sur Z*(d, d’). Puisque A(& U &) =
A(&1)A(&2), on peut donc réécrire le membre de droite sous la forme

lim F2(€)A(€)*12dg

s—0t E*(d,d/)
Pour établir le lemme, il suffit donc de prouver I'égalité f1(£) = fo(€) pour tout £ € =*(d, d').

Soit & = (I, (Fyi)ier, (Fi)icr, (i)ier) € 2*(d,d’). En tenant compte du jacobien de 'applica-
tion X (d,d’) — =*(d,d’) (que 'on a calculé en 2.2), on a

(1) (&) = I3 eq(@(€,7)) DY (E(E, 7)) 2eq (2, 7)) DM (3, 7))V

ver'(€)

Posons d = d. Introduisons comme en 4.4 des décompositions U = Uy ® Wy, U' = Uy ® W,
des formes hermitiennes hy sur Wy et hj sur Wj et le groupe tordu (My, Mi) associé¢ a Uy.
Alors en 4.4, on a défini un plongement de Md dans M et M'. Pour tout v e (&), (&)
représente une classe de conjugaison dans Md et les coefficients cg(Z(€,7)), DM (E(£,7)),
e (2(£,7)), DM (#(€,7)) sont définis au moyen des plongements.

Soit v € I'(§). Notons Gy le groupe unitaire de (Wy, hy). Ce groupe est quasi-déployé.
Fixons un sous-tore maximal 7} d’un sous-groupe de Borel de G} tous deux définis sur F'.
Soit Y, € t,(F) N gyreq(F) qui n’admet pas 0 comme valeur propre dans W,. D’apres 4.5(1),
on a

(2) (@€ NDYEEANT? = wld) ™" lim O(E(E,7)e™) DY (@(E, 7)e™™)?

ou dy = d — d est la dimension de W,. Pour tout A € F* assez petit, la classe de conju-
gaison stable de e*® admet pour parameétre ¢ = (J, (Fi;)jes, (F))jes, (yi(N))jes) (les trois
premiéres données du quadruplet ne dépendent pas de \). Alors la classe de conjugaison
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stable de Z (&, 7)eM est elle paramétrée par LIS ou (¢ = (J, (Fyy)jer, (F})jer, (5;(MN)?)jer).

eSupposons dans un premier temps que d est pair. Alors Fy; = F, I; = ' x E pour tout
J € J et il existe une famille (a;);c; d’éléments distincts et de traces non nulles de E telle
que y;(\) = (e’ %), pour tout A assez petit. On a alors I'(§ U ¢3) = ['(€) et la classe
de conjugaison de Z(&,~)e*s est paramétrée par v € T'(€ U ¢3). Pour tout I’ C I, on pose
(I = (I',(Fyi)ier, (Fy)ier, (Yi)ier). On définit de méme ¢3(J') pour J' C J. Puisque O
est un transfert de Oy, x Ox_, pour tout A assez petit, on a I'é¢galité
(3) Og((¢,7)e™) - DY (#(8,7)eMe)H? =
> O, (€I UGW)) - D* (6(L) UG- Ox (§(1) L ( )

I,
J1,J2

DU (E(I2) U G2 - Ay e (€01) U GR(1), §(12) U G (J2), )

ou la somme porte sur les quadruplets (I, Iy, Ji, Jo) vérifiant Iy U Iy = I, Jy U Jy = J,
dp, +2|J1| = dy et dy, + 2|.J5] = d_. Fixons un tel quadruplet. D’aprés 6.1(1), on a

(4) lim Ox (§(1) UG (J)D™ ((1) U Q) = w(dy — d,)es, (§(1)) D™ (§(1)

(5) lim O (§(L2) U GK(J2)) D™ (§(I2) U G (2))'? = wl(d- — dp,)es_(€(12)) D™ (€(1))"?

En appliquant plusieurs fois les points (A)(iii) et (A)(iv) du lemme 2.3.1, on montre que,
pour A assez petit, on a

(6) AM+7M7 (6(]1) L C;(Jl)a g(IQ) U gi(JZ)a /Y) - AM#HM* (g(ll)a g(IQ)a ’Y)
On vérifie facilement que
(1) DM(2) = 21Dy’ (2)
pour tout T € Mreg(F). Pour tous Iy, I, C I tels que dy, < dy, dy, < d_, posons

B(I1, ) = e, (§(1)) D (E(I)Pes_(E(12)) DT (£(12)) 2
De (2), (3), (4), (5), (6) et (7), on déduit que

(8) en(@(&7)DY(#(E, ) =
w(dy) 27 " w(dy — dp)w(d- — dp,) By, 1) Ay, o (6(1), €(12), %)

I,
J1,J2
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ou la somme porte sur les mémes quadruplets qu’en (3). Fixons (I1,I5) et examinons la
somme sur (Ji, Js). Elle est vide sauf si d —dy, et d_ — dy, sont positifs et pairs et si tel est

le cas, elle comporte (( de J‘C]l‘ ) /2) termes. On vérifie que
Iy

((d+ Uc1|1 )/2) (dy = dp)w(d- —dp,) = w(d —d) = w(d,)

Par conséquent, (8) devient

9) (@& DY (E(E ) = 121723 Bl L) Ay, o (€(1), E(12),7)

11,12

ot la somme porte sur les couples ([, I5) vérifiant Iy U Iy = I et dy — dy,, d_ — dj, pairs et
positifs.

eSupposons maintenant que d soit impair. Alors il existe une famille (a;);e; d’éléments de
E et jo € J tels que, pour A assez petit,

~ Fyj,=F, Fj, =FE, Trg/r(a;,) =0 et y;,(A) = e’

~ Fyj=F, Fj=F x E et y;j(\) = (%, %) pour tout j € J\{jo}
On a alors ['(€ U ¢3) = T(€) x ['(e*®)/N(E*) et la classe de conjugaison de (€, v)e*s est
paramétrée par (7,7o()\)) pour un certain yo(A\) € I'(e**®)/N(E*). D’aprés la fagon dont
Md a été plongé dans M, on a Y(A\) = vie*®. Puisque O est un transfert de Oy, x Oy,
pour tout A assez petit, on a ’égalité

(10) ©(i(E,7)e) DY (F(€, 7)eH)!V? =
Y Os, (E(L) UG DM (E(L) U GR(I))*05_(E(12) L G ()

11,12
J1,J2

DU (€(L2) U GR(J2) 2 A s (6(1) U R, E(L2) U GR (), (4, 70(N)))

ou la somme porte sur les quadruplets (I, Iy, Ji, Jo) vérifiant Iy U Iy = [, Jy U Jy = J,
dr, +dj, = dy et dj, +dj, = d_. Fixons un tel quadruplet. On distingue deux cas suivant
que jo € J; ou jy € Jo. Appliquant & nouveau les points (A)(iii) et (A)(iv) du lemme 2.3.1,
on montre que pour A assez proche de 0, on a

Ay (E) UGN, E(T2) UCR(J2), (7,70(N)) =

{ pen- (E() UG (o), E(12), (7,70(N))) i o €y
(£(11),&(L2) U GR(o), (v,70(N)) st jo € o

D’aprés les points (B)(ii) et (D) du lemme 2.3.1, on en déduit que
lim Ay, (§(0) UGN, (1) UG, (71:70(V)) =

Ay (1), E(1), ) sy (65~ 200 ) si jo €
P .
Ay (E(NL),E(L2), 7)sgnpp(d—n p,?((,i))sgnE/F(—M) si jo € Jo

u+u
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ot pour tout I’ C I, on a posé Pp = Pe(p (dans le deuxiéme cas, ot on applique 2.3.1(D),
on a ¢, = 11 et d impair). On a toujours (4) (5). D’apres (2), (7) (10), on en déduit que

(1) (@& )) DY (@(67)"? = 23 w(d >1(Zw<d+_dh)w(d_dlz)B<[17[2>

I,

J1,J2
Ay (§(1), E(I), ) sgngp(6" )+ > w(dy — dp)w(d- — dp,)B(Iy, I)
A
Ay (), E(12), 7)<99”E/F(5_dl1 Ph<_1> )SgnE/F(_Vl))
PIl( 1)

la premiére somme (resp. la deuxiéme) portant sur les mémes quadruplets que (10) avec la
condition supplémentaire jo € J; (resp. jo € Jo). Dans la premiére somme, & (I, I5) fixé, la
somme sur (Jy, Jy) est vide sauf si d; — dj, est positif impair et d_ — dj, est positif pair. Si

tel est le cas, elle contient (( d |igl) /2) termes. On vérifie que
- 2

02) (77 )wlds — et - dn) = wia - ) = wiay

De méme, dans la deuxiéme somme, a (11, l3) fixé, la somme sur (Ji, J2) est vide sauf si

d —dj, est positif pair et d_ —dj, est positif impair. Si tel est le cas, elle contient ((dJiZl)/z)
1

termes. On vérifie que

1) (( 15w~ dnuld- ~ i) =i - @) = wdy

De (11), (12) et (13), on déduit que

(14) cq(#(€,7)) DM (F(E, 7)Y =
Io PI2<1>

|2|§/2(ZB<11,12>AM,M<f<h>,f<12>w>89”E/F<5 P

I,1

+ZB(IlaIQ)AMJrvM—(S(Il)ag(IZ)aV)SQTLE/F(é_dll

1,12

P
m”gw("“)

ot la premiére (resp. la deuxiéme) somme porte sur les couples (11, I3) vérifiant I LI, = 1,
d, — dy, positif impair (resp. pair) et d_ — dy, positif pair (resp. impair).

On montre de la méme facon des formules analogues a (9) et (14) pour ¢, (Z(&, DM (&, ~))H2.
Plus précisément, pour tous Iy, Iy C I vérifiant d', > dy, et d”_ > dy,, posons

B'(I, I) = sy, (§(1)) D™ (§(1)?esr (£(12)) D™ (€(12)) 2
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On a alors

eSi d est impair, alors

(15) e (&, 7)) DM (#(6,7))* = 125" B/ (I, 1) Ay, (€(11), (1), 7)

11,12

ot la somme porte sur les couples (11, I3) vérifiant [yl = I, d', —dy, et d”_—d, positifs pairs.

eSi d est pair, alors

(16) . (F(&, 7)) DM (#(€,7))/? = m“(ZB (I L) Ay, e (§(1),€(1),7)

1,12

sgnp/p(6~" P12 )+ ZB (11, L) A (§(11),€(12),7)

11,12
—a, P (1)
dIl Il _
SgnE/F<5 P]l(—1)>sgnE/F< Vl))

ou la premiére (resp. la deuxiéme) somme porte sur les couples (1y, I5) vérifiant [; U Iy = 1,
d', — d;, positif impair (resp. pair) et d’ — dy, positif pair (resp. impair).

On peut maintenant, grace a (1), (9), (14), (15) et (16), exprimer f;(§) en fonction de
Oy, X Ox_ et @g/+ X Oy . Supposons a nouveau d pair. On obtient

(17) fi(&) =D B(L, L)B'(I},1; )sgnE/F(5dlé%)!‘l([hb,[{a[ﬁ)
4 ;
+ 3 B, L)B'(I3, I3)sgngr (5" Pplfi(ili))sgnE/F(—ul)A(Il, L, I, 1)
i ’

la premiére (resp. la deuxiéme) somme portant sur les quadruplets (I3, I5, I, I}) vérifiant
hul,=1LUuly=1,d, —dp et d_ —dy, positifs pairs, d, — dy; positif impair (resp. pair)
et d_ — dy; positif pair (resp. impair), et ot on a posé

Al I, 1 05) = Y Ay (6010, E(T), 1) A, (E(17),6(15),7)
yel'(§)

Cette somme est a une constante prées la somme des

11 someme. (v 90)) T sgn e, (i (1 + 1)

i€l i€l
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pour v € I'(§). Comme I'(¢) est un espace principal homogeéne sous C'(§), cette somme est
nulle sauf si (11, Iy) = (11, 1}). Si (11, ) = (I],1}), on a

A (€10, §(12), M)A o (§(17), 6(13),7) = sty (Pr (=1) ppt” (Pr, (1))

pour tout v € I['(§). On a [T'(§)| = |C(§)], et par conséquent

(18)  A(Ly, Ir, I3, 13) = |C (&) |prpt!y (Pr, (=1)) p—p” (Pr,(—1))

Supposons que d’, est de méme parité que dy et d_. On en déduit que (i, iy )|px = sgng/r
et (u_p’)px est trivial. Un quadruplet de la forme (13, I3, I1, I2) ne peut intervenir que dans
la deuxiéme somme de (17) (donc la premiére somme est nulle). Pour un tel quadruplet, on
vérifie que 692 P, (1) P, (—1)~! € F*. Par conséquent

L (Pr(=1)) = i (6~ Py, (1))

et
Pfl(l)
PI1(_1)

Gréace a (18), on en déduit que

sgnpr(67 Vi pty (P (—1)) = pppd, (679 P (1))

(19)  f1(&) = sgnpyr(—v1) > B(I, 1) B/ (I, Io) g (6~ Pry (1)) g’ (6~ P, (1))

1,12

ot la somme porte sur les couples (I3, I) vérifiant I, U Iy = I, dy —dy,, d— —dy,, d, —d,
positifs pairs et d” — dj, positif impair. On vérifie que les quatres derniéres conditions sont
équivalentes a dj, € D(dy,d/,) et d;, € D(d_,d" ). On voit aussi que I'on peut remplacer le
terme sgng/r(—11) par sgng/r(—vi)4-T%. Le membre de droite de (19) s’identifie alors a
f2(&). D’ou légalitée f1(£) = fo(§). Les autres cas (d”_ de méme parité que d_ et d; puis d
impair) se traitent de la méme facon W

7 L-paquets tempérés pour les groupes unitaires et en-
doscopie

7.1 Paramétres de Langlands et représentations conjuguées-duales
du groupe de Weil-Deligne

Notons W Dg = Wg x SLy(C), ou Wg est le groupe de Weil, le groupe de Weil-Deligne
de E. Soit N > 1 un entier. On appelle paramétre de Langlands de dimension N tout
homomorphisme continu
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vérifiant les deux conditions suivantes :

e ¢ est semi-simple;

e la restriction de ¢ a SLs(C) est algébrique;

On dira de plus que ¢ est tempéré si 'image de Wg par ¢ est relativement compacte.
Deux paramétres de Langlands ¢ et ¢ sont dits conjugués, ce que 'on note ¢ ~ ¢, s’ils ont
méme dimension N et qu'ils sont conjugués par un élément de GLy(C). Notons ®yepn,(GLy)
I’ensemble des paramétres de Langlands tempérés de dimension N pris & conjugaison prés.
La correspondance locale de Langlands pour les groupes linéaires, due a Harris-Taylor et
Henniart, associe a tout ¢ € ®yepmp(GLy) une représentation irréductible tempérée 7(y) de
GLN(E). Notons ®ierp i (GLN) le sous-ensemble des ¢ € ®yep,,(GLy) qui sont irréduc-
tibles. Fixons t € Wrp — Wy, cet élément agit par conjugaison sur Wg, on prolonge cette
action & W Dy en laissant agir ¢ de fagon triviale sur SLy(C). Pour tout ¢ € ®ep,,(GLy), o1
définit un nouveau paramétre de Langlands ¢ € ®,.,,,(GLy) en posant ¢ (1) = ‘p(trt=1) !
pour tout 7 € WDp. L’élément ¢ ainsi construit ne dépend pas (a conjugaison prés) du
choix de t. Un paramétre ¢ € D0, (GLy) sera dit conjugué-dual, si on a ¢ ~ ¢’ Cest
équivalent & I'existence d’une forme bilinéaire non dégénérée B : CN x CN — C vérifiant

(1) B(p(T)w, p(trt Hw') = B(w,w'), pour tous w,w’ € CV et pour tout 7 € WDg.

Notons ®),,, (GLy) le sous-ensemble des paramétres ¢ € ®enp(GLy) qui sont conjugués-
duals. Soit € € {4} un signe. Un élément ¢ € ®Y (G Ly) sera dit conjugué-dual de signe €
s'il existe une forme bilinéaire non dégénérée B : C¥ x CV — C qui vérifie (1) et la condition

supplémentaire
(2) B(w, p(t*)w') = eB(w',w) pour tous w,w’ € CV,

Cette définition ne dépend pas du choix de ¢t. Une forme bilinéaire non dégénérée B vé-
rifiant les conditions (1) et (2) sera dite e-conjuguée-duale. Fixons une telle forme B et
notons Aut(p, B) le groupe des éléments g € GLyN(C) qui préservent B et commutent
a I'image de ¢. A automorphisme intérieur prés, ce groupe ne dépend pas de ¢ ni de B
et c’est un groupe algébrique réductif complexe (en général non connexe). On pose alors
S, = Aut(p, B)/Aut(p, B)? ou Aut(p, B)? désigne la composante neutre. Ce groupe est abé-
lien et est donc bien défini & un unique isomorphisme prés (indépendamment de B et de s). La
notation S, est cependant quelque peu imprécise : elle ne dénote pas le méme objet suivant
que 'on considére ¢ comme un paramétre conjugué-dual de signe + ou — (certain paramétres
peuvent étre considérés des deux fagons). Néanmoins, dans ce qui suit, le contexte devrait
effacer toute confusion possible (ou en tout cas I'auteur espére qu’il en est ainsi). On note
/), (GLy) (resp. ®;,,,,(GLy)) le sous-ensemble de ®, (GLy) constitué des paramétres
conjugués-duaux de signe + (resp. de signe —). On a alors ®;;,, (GLy) C @, (GLy).

temp
On adopte la notation suivante P (GLn) = Piemp,irr(GLn) N @5, (GLy) pour tout

temp,irr temp
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e € {+,—,0}. On a alors 'égalite @7, . (GLy) = ®;, . (GLy) U ®;, .. (GLy). On
posera aussi ®f,, = | |0 Pfernp(GLa) pour tout € € {4, —,0,0}. On vérifie alors aisément
les propriétés suivantes

e Pour tous ¢; € ®f,,,,, 2 € P, €1,62 € {£1}, ona v ® Yy € P25

e Pour tout ¢ € ®;,,,, € € {£1}, on a det(yp) € @g:mp.
Soit ¢ € ®Y,,,,. Alors, il existe une décomposition, unique au choix des indices pres

vl o Plilpioy))
jeJ icl

ou

e [ et J sont des ensembles finis (disjoints),

e lesl;, ¢; (i €1,je J)sont des entiers naturels non nuls,

e pour tout j € J, @; appartient a ®), ...,

e pour tout i € I, ; est un élément de Py i qui n’est pas conjugué-dual,

o les ¢;, p; (i€ 1,7 € J) sont distincts deux a deux.

On notera alors J* (resp. J~) le sous-ensemble des j € J tels que @; € ®F . (resp.

©; € Proppire)- On a p € L (resp. p € @) si et seulement si ¢; est pair pour tout
j € J~ (resp. pour tout j € JT). Soit € € {+} et supposons que ¢ € ®}.pirre Fixons une

forme bilinéaire non dégénérée B qui soit e-conjuguée-duale. On a alors une identification (&
automorphisme intérieur preés)

Aut(p, B) = [ 0(4;,C) x ] Sp(¢;,C) x [[ GL(#:,C)
JjeJ*© jeJ—e 1€l

d’ott 'on déduit une identification (bien définie cette fois)

(3) S, ={*1}"

7.2 Correspondance de Langlands pour les groupes unitaires

Si (V, h) un espace hermitien de dimension finie d et GG est son groupe unitaire, on posera
Dy (G) = <I>(_1)d+l(GLd) et on notera £%(¢p) 'ensemble des caractéres € de S, tels que

temp
€(z,) = u(V, h). La correspondance locale de Langlands postule le fait suivant

(CLL) Pour tout groupe unitaire G = U(V,h), il existe une décomposition en union
disjointe

Temp(@)= || 1)

PEPtemp(G)

et des bijections
E%(p) = 11%(p)
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e o(p,€)

Les ensemble finis 119 () sont appelés L-paquets. La correspondance de Langlands fournit
donc une paramétrisation des ensembles T'emp(G). Cette paramétrisation doit évidemment
vérifier certaines conditions. On va en imposer trois, de nature endoscopique. Avant de les
énoncer, introduisons une notation. Pour G = U(V, h), ¢ € Pyepp(G) et s € S, on pose

@cp,s: Z E(S)@U(%E)

e€€% (p)

ot rappelons le, Oy, ) désigne le caractére de la représentation (¢, €). La premiére condi-
tion que l'on impose est la suivante

(Stab) Si (V, h) vérifie (QD), G =U(V,h) et p € By, (G) alors O, est stable.

Nos deux autres hypothéses concernent 'une une endoscopie dite "classique" et 'autre
une endoscopie tordue. Soient (Vi hy) et (V_,h_) deux espaces hermitiens de dimensions
respectives d,, d_ et de groupes unitaires respectifs G, et G_. On suppose dans toute la
suite de ce paragraphe que (Vi ,hy) et (V_, h_) vérifient (QD) et on pose d = d; + d_.
Soient ¢y € Prepp(G4), o € Premp(G-) et iy, u— deux caractéres continus de Wy que 'on
identifie, via la théorie du corps de classe, a des caractéres de E*.

Supposons tout d’abord que les restrictions de p, et pu_ & F'* coincident respectivement
avec sgn%_/F et sgan/F. Soit (V,h) un espace hermitien de dimension d et G = U(V, h).
Alors ¢ = pipy @ p_p— appartient & ®ep,(G). Soit s I'élément qui agit comme 'identité
sur (I’espace sous-jacent ) pi 4 et comme la multiplication par —1 sur u_p_. Il existe sur
pipy et p_p_ des formes bilinéaires non dégénérées (—1)¢*!-conjuguées-duales. Fixons en
une B, sur pu, @y et une B_ sur pu_p_. Alors B = B, @& B_ est une forme conjuguée-duale
sur ¢ de signe (—1)?"!. On a s € Aut(yp, B), donc s détermine un élément, aussi noté s, de
S,. Comme ¢élément de S, s ne dépend pas des choix de B, et B_. Le groupe G x G_ est
un groupe endoscopique de G. De plus, le couple (uy, ) permet de fixer, comme en 3.1,
la donnée endoscopique. On normalise les facteurs de transfert comme en 3.1. La troisiéme
condition que 'on impose est alors la suivante :

(TE) 1l existe un nombre complexe fyff%uf (¢4, ¢_) de module 1 tel que V;ivuf (P4,90-)Ou s
soit le transfert de ©,, o X O,_ .

On suppose maintenant que les restrictions de py et p_ & F'* coincident respectivement
avec sgndE‘/F et sgnif/;l. Alors ¢ = pyp, @® p_p_ appartient a ®Y  (GL,). Introduisons

temp

un espace U de dimension d sur E et le groupe tordu (M, M) associé. Posons m = m(¢p).

Alors 7 est une représentation conjuguée-duale de M(F'). On en déduit comme en 3.2 un
prolongement 7 de m & M(F). Le groupe G, X G_ est un groupe endoscopique tordu de

M. De plus, le couple (g4, pi—) permet de fixer, comme en 3.2, la donnée endoscopique. On
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normalise les facteurs de transfert comme en 3.2. La quatriéme, et derniére, condition que
I’'on impose est alors la suivante :

(TET) Il existe un nombre complexe ¢, ,_ (¢4, p—) de module 1 tel quec,,, ., (¢+,p—)Ox
soit le transfert de ©,, o X O,_ 0.

Dans tout ce qui suit, on admet ’existence de décompositions et de bijections
comme en (CLL) vérifiant les conditions (Stab), (TE) et (TET)

7.3

Remarques sur les conjectures

Les conjectures 7.2 ont été récemment démontrées pour les groupes unitaires quasi-
déployés par C.P.Mok (|[Mol], [Mo2]). Les techniques développées par Arthur dans le
cas des groupes orthogonaux (|A7]) permettront probablement d’établir ces conjectures
dans le cas général.

On a introduit dans nos conjectures des constantes indéterminées (les 75%;17 (o4, 0-)
et ¢y (P4,9-)). Ceci pour deux raisons. Tout d’abord, les conjectures n’étant pas
encore ¢tablies dans le cas non quasi-déployé, on ne sait pas encore avec certitudes
quelles seront les valeurs de ces constantes. Ensuite, bien que C.P.Mok détermine avec
précision les constantes dans le cas quasi-déployé, nos normalisations des facteurs de
transfert sont différentes des siennes. En effet, on a suivi [W1] dans le choix des nor-
malisations c¢’est-a-dire qu’on a fixé les facteurs de transfert par le choix d’un épinglage
(correspondant aux choix d’orbites nilpotentes réguliéres en 3.1 et 3.2). Dans [Mol],
les facteurs de transfert vérifient la normalisation de Whittaker (c’est-a-dire qu'ils dé-
pendent du choix d'une donnée de Whittaker). Les facteurs de transfert ne sont donc
pas les méme et cela a pour conséquence que nos constantes ne sont pas les méme que
celles de C.P.Mok (qui valent toutes 1 dans le cas quasi-déployé, cf les propositions
7.6.1 et 8.4.1).

Par indépendance linéaire des caractéres, la condition (TET) détermine entiérement
la composition des L-paquets I1¢(¢).

Les bijections € — (¢, €) ne sont elles pas uniquement déterminées par nos conjectures.
En effet, soit (V, h) un espace hermitien de groupe unitaire G et soit ¢ € ®yepp(G). Soit
€o un caractére de S, vérifiant €g(z,) = 1. Si on reparamétre le L-paquet I1%(p) par
€ — o(p, €€g) alors les conjectures 7.2 sont encore vérifiées a condition de multiplier les
constantes 77, , (¢4, 9-) par €(s) (ou s est le méme élément de S, que dans (TE)).
A nouveau par indépendance linéaire des caractéres, et puisque la composition des L-
paquets est déja bien déterminée, il est facile de voir que la condition (TE) détermine
les bijections € — o (¢, €) & un reparamétrage prés du type précédent.

Soit (V, h) un espace hermitien vérifiant (QD), G = U(V,h) et ¢ € Pyepp(G). Alors,
une facon de fixer la bijection € — o(¢, €) pour le L-paquet I1¢ () est de choisir I'image
du caractére trivial c¢’est-a-dire de choisir un point base dans I1%(¢). C’est ce qui sera
fait en 7.7.

Soit (V,h) un espace hermitien de dimension d impaire et G' son groupe unitaire.
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Supposons que (V,h) ne vérifie pas (QD). Soit (V,h) l'unique espace hermitien de
dimension d qui vérifie (QD). Notons G son groupe unitaire. Pour a« € F*\N(E*),
(V, ah) est isomorphe & (V, h). On en déduit un isomorphisme bien défini & conjugaison
prés entre G et (G, donc aussi une identification entre leurs représentations tempérées
irréductibles. On peut considérer G comme un groupe endoscoplque de G (avec puy =
1). D’aprés les conjectures, v¢ (e )@GO est le transfert de @* Ici le transfert
correspond a l'identification entre classes de conjugaison stable de G’ et de G et les
facteurs de transfert valent 1. On en déduit que via l'isomorphisme entre G et G, on
a 'égalité yf (6, 0)95,0 = @%0. D’aprés I'indépendance des caractéres, on en déduit
que {7, (p,0) =1 et TI%(p) = IT%(¢p). Les conjectures fournissent un parametrage de
cet ensemble par £%(p). Définissons un caractére ¢y de S, donné, via l'identification
7.1(3), par

d.
co((ej)jen) = H e;’
jeJt
ou pour tout j € J', d; est la dimension de ;. On a alors €(z,) = —1. Pour tout
e € E%(yp), posons a(p,€) = o(p,eep). On vérifie que pour cette paramétrisation de
I1%(¢), les conjectures 7.2 sont encore valables et que 'on a les égalités

(1) ,75;7“_ <¢+7 @*) = fy;%“u,_ <¢+7 SO*)

Dans la suite, on supposera que la paramétrisation de I19(¢) est ainsi obtenue.
Il y a quelques cas ot on peut déterminer les constantes :
— Tout d’abord la condition (TET) dans le cas d = 0 donne formellement

(2) cupu (0,0)=1
(Signalons ici que I'on adoptera la convention suivante : on notera 1 la représentation
triviale de n’importe quel groupe G sauf lorsque G est lui-méme trivial, auquel cas
on notera 0 la représentation triviale).
— Appliquons (TE) dans le cas ou (V) h) vérifie (QD), s = 0 et py est le caractére
trivial. On trouve alors que yf . (9,0)0, 0 est le transfert de ©,. Puisque dans ce
cas, les facteurs de transfert valent 1, on en déduit que

(3) Y (p0)=1
— Examinons ce qu’il se passe pour la condition (TE) lorsque 1'on échange G et G_.
Alors s est remplacer par sz, et on a O,,., = pu(V,h)O,,. Dun autre coté, les
facteurs de transfert sont inchangés si le cocyle choisi pour les définir est trivial,
ils sont multipliés par —1 sinon. Comme on a choisi le cocycle de sorte qu’il soit
trivial si et seulement si p(V,h) = 1, les facteurs de transfert sont aussi multipliés
par u(V, h). Par conséquent, on a

4) 7 (or0) =77 . (p— 04)
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e Soit (V, h) un espace hermitien de dimension 1 et G = U(V, h). On peut complétement
déterminer les L-paquets dans ce cas. La correspondance de Langlands pour GL; est
juste la théorie du corps de classe, et les représentations tempérées irréductibles de
G(F) sont les caractéres continus de KerNg/p. Soit j1 € ®Piemp(G). Via la théorie du
corps de classe, on identifie 1 & un caractére de E* trivial sur F*. On a alors 7(u) = p.
Notons p’ le caractére de KerNg s défini par

p(z/T) = p(x)
pour tout z € E*. On vérifie que fi(Z(§,7)) = p/(a) pour tout £ = (F, E,a) € Z1 ¢
et pour tout v € I'(¢). On a S, = {£1}. D’apres (CLL), I1°(x) est donc réduit a un
élément. Notons pug cet élément. D’apres (TET), ¢, (1, 0)pe est le transfert de fi.
Les facteurs da transfert valent alors 1 et on en déduit que pug = p’. En particulier, le

L-paquet correspondant au caractére trivial 1 € ®y.,,,,(G) ne contient que le caractére
trivial de G(F).

7.4 Facteurs epsilons de représentations du groupe de Weil-Deligne
Soient d,d" > 0 deux entiers. Pour toutes représentations admissibles irréductibles 7 de
GL4(FE) et 7" de GLg(FE), on pose
e(m) = e(1/2,m,9)
e(m x ') =e(1/2,m x 7', %)
Pour tout ¢ € ®yep,(GLg), on pose

e(p) = (o, V)

ot €(ip,1%) est défini comme dans [GGP] §5. D’aprés les résultats d’Haris-Taylor et Henniart,
on a les identités

(1) elp) = e(n(p))

(2) elp®¢) = e(m(p) x m(¢))
pour tous ¢, ¢’ € ®yey,. Pour p € ®, . la proposition 5.2(2) de |GGP] affirme 1'égalité

temp>
(3) e(p) =1
Puisque pour ¢ € @?emp, onapdyc @j;mp, on en déduit que

(4) e(p)’=elpdyp) =1

(%
temp*

pour tout p € P
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7.5 Une application de la proposition 6.3.1
Dans ce paragraphe, on se donne les objets suivants :

d >0 et d >0 deux entiers naturels;

(Vi hy), (Vo he), (VLK) et (V! R) quatre espaces hermitiens

dy, d_, d, et d_ les dimensions respectives de ces quatre espaces hermitiens;

G4, G_, G’ et G"_ les groupes unitaires respectifs de ces quatre espaces hermitiens ;
P+ € (I.temp(G—I—)a Y- € q)temp(G—)a §0/+ S (I.temp(Gl-y) et 90/— S (I.temp(G/—) des para-
métres de Langlands;

® [i4, pi—, iy, p’ des caractéres continus de £ ;

On suppose que ces données vérifient les conditions suivantes :

e d est pair et d’ est impair;
d=d; +d_ etc_l':derrdL;
(Vi hy), (V h-), (Vi,h') et (V! h") vérifient tous la condition (QD);

di+1 d_ d\ +1
® Hylpx = SgnE/F’ fioipx = SgNpp s Wy px = SgNpp €6l pe = Sgng ) p .
Posons
o=l Du_p_ € B,
et

o= e,

D’apreés la définition donnée en 4.3, on a l'égalité

(1) en(m(@), 7(¢) = wr(e) (1) wn(er) (—11)e(m () x 7(£))

ot I'on rappelle que wy(y) et wr(,r) désignent les caracteres centraux de m(yp) et (') respec-
tivement. Par simple calcul de parité, on voit que p_p_ @ i, ¢/, € ®f, . et pro @’ ¢ €
®;,.,- Dapres 7.4(2) et 7.4(3), on en déduit que

(2) e(m(p) x 1(¢)) = e(p @ ¢)

= e(ro+ ® poy Je(pop- @ Ly’ )
D’aprés les résultats d’Harris-Taylor et Henniart, on a

Wn(yp) = detp

Wr(pr) = dety’

Or, det(p) = det(pypy)det(p_p_) et det(¢') = det(p! @', )det(p’ " ). Puisque Uiy €

@, (GLy, ), on a det(pypy) € q)ﬁemp (GLy) donc det(pip4)px = sgnE/F De la méme

facon, on montre que
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d_
det(p—p-)px = det(py ! )jpx =1 et det(p_ @l ) |px = sgny p.

On en déduit que

d
(3) (Ww(g))\FX = SgnE+/F

U

(4) (wﬂ(f/))‘Fx = SgnE’/F

Posons

Yy = Z o

o€l (py)

On définit de méme ¥_, ¥, et 3’ . La condition 7.2(TET), la proposition 6.4.1, ainsi que
les points (1) a (4) précédents entrainent

(5) Su+u’+<2+v S S (B, 50) =
Cppi (P 0w (Pl @) sgnmyr (1) e(pypy @ ply @ )e(u—p- © ppl)

7.6 Détermination des constantes pour le changement de base
On se donne les objets suivants

(V,h) et (V', ') deux espaces hermitiens;

d et d’' leurs dimensions respectives ;

G et GG’ leurs groupes unitaires respectifs;

© € By (G) et ¢ € Prep,(G') des parametres de Langlands;;

On pose
Z oet Y = Z o'

o€ll%(p o’ €l (¢")
e 4 et i/ deux caractéres continus de E <.

On suppose vérifiées les conditions suivantes :

o (V.h) et (V’ R') vérifient la condition (QD);

® [px = sgnE/F et M|Fx = sgn%/}

Proposition 7.6.1 Sous ces hypothéses on a les égalités suivantes
()
S (5, 5) | vu(Ngyp) tsgnep(—2) sid et d sont impairs
e(pp@uy) |1 sinon.
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(i)

(iii)

Yo(Ngp) tsgngp(2) sid et d sont impairs
Cuy (05 ) :{ 1¢( /r) #(2)

Sinon.

Cg(l) = Cg/(l) =1

Preuve : La preuve consiste principalement a appliquer I'égalité 7.5(5) dans divers cas parti-
culiers. On remarquera que l'intersection des notations du paragraphe 7.5 et de la proposition
est vide.

e Supposons d et d’ de parités différentes. On peut alors appliquer 7.5(5) au cas ou d = 0,

(Vih) = (VL AL, (VIR = (VI RD), oYy = ¢, 0l = ¢/, piy = pet p” = /. On obtient
alors 'égalité

(1) cupwlp,¢') = es()esi(1)
D’apres le résultat de Rodier (JRo]), ¢s(1) compte le nombre de représentations de
1% (¢) admettant un modeéle de Whittaker divisé par le nombre de types de modeéles
de Whittaker pour G. Dans tout les cas c¢’est un demi-entier positif et on a le méme
résultat pour csy(1). Puisque ¢, (¢, ¢’) est un nombre complexe de module 1, on a
par conséquent

(2) cuwlp ) =1
C’est la deuxiéme égalité du (ii) de la proposition dans le cas ot d et d’ sont de parités
différentes.
Supposons d = 0 et d impair. Alors, on a trivialement c¢x(1) = 1. Les égalités (1) et
(2) entrainent

(3) ew(1)=0
Supposons d pair et d’ impair. Les points (1), (2) et (3) alliés entrainent

(4) cs(1)=1
On déduit facilement des égalités (3) et (4) le (iii) de la proposition (quitte & opérer
une permutation entre 3 et 3').

Supposons d pair et d’ impair. Alors, on peut appliquer 7.5(5) au cas ou (V,,hy) =
(VI,R) =0, (V_,h_)=(V,h), u— = p et p_ = . On obtient alors

CZ(I)CZQF (1) = Cu+7u(0> @)Cu;,u’, (90:,-’ O)
o, rappelons le, 0 désigne la représentation triviale du groupe trivial. D’aprés le (iii) de

la proposition, on a ¢s(1) = ¢s, (1) = 1. D’apres I'égalité (2), on a aussi ¢y, v (¢, 0) =
1. On en déduit que

() Gy n(0,9) =1
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e Supposons toujours d pair et d’ impair. On peut alors appliquer 7. 5( ) au cas ou
(V+7h'+) (Vlah, ) 07 (V,,h,) (‘/7 h)7 (Vi7h’/7) (Vluh,>7 ,U ,U = ,ula
p_=pet ¢ =¢. On obtient

S (2, 5) = ¢y (0, ‘P)Cuﬁr,u’ (0, )e(up @ p'y")
Draprés (5), on a ¢, ,(0,¢) = 1 et d’apres (2), on a ¢y (0, ") = 1. On en déduit que

(6) S (8,%)
€(up @ p'y")
C’est le (i) de la proposition dans le cas d pair et d’ impair.
e Supposons que d et d’ sont pairs. On peut appliquer 7.5(5) au cas ou (V. , hy) = (V) h),
(Vooho) = (VI R), (VI RL) =0, py = i, i = 1y o1 = @ et p_ = ¢'. On obtient
alors

e (1) S, (B, 50) = e (@, 0w, w (¢4, 0)e(pp @ ply @)
Draprés le (iii) de la proposition, on a csy(1). D’apres (2), on a ¢ (¢, 0) = 1 et
d’apres I'égalité (6), on a aussi Sy, (2,3 ) = €(up @ py ¢y ). On en déduit que

(7) CM,M’(QP, 90,) =1
C’est le (ii) de la proposition dans le cas ot d et d’ sont pairs.

e Supposons d impair et d’ pair. On peut appliquer 7.5(5) au cas ol (V+, hy)= (V' K),
(VLR =(Vih), (Voo he) = (VI RD) =0, py = !, iy = p, oy = ¢ et ¢/, = . On

obtient alors

S (5, 5) = e u_ (¢, 0) 0 (0, 0)e(pp @ p' ")
D’apres (7), ona ¢, (¢',0) = 1 et d’aprés (2),on a aussi ¢, s (¢,0) = 1. On en déduit
que
S (3%
(8) ===
e(up @ ')

C’est le (i) de la proposition dans le cas ou d impair et d’ pair.
e Supposons que d est d’ sont pairs. On peut appliquer 7.5(5) au cas ou (V. , hy) = (V, h),

(VJ/rah/Jr) = (Vla h/)a (V—vh—) = Oa Ky = My M/+ = Mla Y+ =@ et Q0/+ = SO/' On obtient

alors

S (8,5 esy (1) = e (0,0)cp o (¢, @ )e(up @ p'¢)

D’apreés le (iii) de la proposition, on a cyy (1) = 1. D’apres (7), on a ¢, (¢,0) =1 et
d’apres (2) on a aussi ¢y (¢, ¢") = 1. On en déduit que

SW/(Z, 2/) _

) e(pe @ p'y')
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C’est le (i) de la proposition dans le cas ou d et d’ sont pairs.

Supposons que d et d’ sont impairs. On peut appliquer 7.5(5) au cas ou (Vi,hy) =
(Vih),d- =d_ =1,d =0, pr =p =p p =10 =pet p_ =¢ =1
(ou ici 1 désigne la représentation triviale). En 7.3, on a complétement déterminé la
correspondance de Langlands en dimension 1. On a vu en particulier que le L-paquet
correspondant & la représentation triviale ne contient que la représentation triviale. On
a donc X =3" = 1. LVégalité 7.5(5) s’écrit donc

en(D)Su(1,1) = ¢ (@, Ve, u(0,1)sgng p(=1)e(p)
D’apres le (iii) de la proposition, on a cs(1) = 1. D’apres (2), on a ¢, ,(0,1) = 1. On
a donc

. _ sgne/p(=1)5,(1,1)
le((pv 1) 6(”)

D’aprés le lemme A.1 de I'appendice, le membre de droite de 1’égalité ci-dessus est a
une constante réelle strictement positive prés égal & sgng,r(2)vs(Ng/p) ™t Ce terme
est de valeur absolue 1 et dans nos conjectures, on a supposé qu’il en était de méme
de ¢,1(p, 1). Par conséquent, on a l'égalité

(10) cuilp, 1) = sgnp/r(2)1e(Nesr) ™"

Supposons toujours que d et d’ sont impairs. On peut appliquer 7.5(5) au cas ou
(V+7h+) = (Vva h)7 (V-f/—ahl—f—) = (V/a hl)a d_ = ]-7 d/— = 07 My = [y Ml—|— = :u/a H—= 1a P+ =
@, ¢, = ¢" et p_ = 1. Comme on I'a rappelé plus haut, le L-paquet correspondant a
©_ ne contient alors que la représentation triviale. On obtient donc

S (2, E) = i, Dew w (¢',0)sgnpr(—1)e(up @ p'¢')

D’aprés (2),onacy v (¢',0) = Let d’apres (10), onac,1(p, 1) = sgnE/F(Q)vw(NE/p)*l.
On en déduit

Smﬂ(za Z/) -1
—————— = sgnp/r(—2)Ys(Ng/r)

(e @ 'y’ / v
C’est le (i) de la proposition dans le cas ou d et d’ sont impairs.
Supposons toujours que d et d sont impairs. On peut appliquer 7.5(5) au cas ou
(V+7h+) = (‘/7 h)? (V—’h—) = (Vi,h;) = (Vlah/)a d_ =0, py = py p- = :u/+ =,
pr=pet p_ =y =¢. On obtient alors

(11)

Sy (2, X )esy (1) = e (0, ) e (¢, 0)sgnp p(—1)e(up @ p'e")
D’apreés (2), on a ¢, (¢',0) =1 et d’aprés le (iii) de la proposition, on a cs/(1) = 1.
De (11), on déduit donc que

Cue (0,") = sgnpr(2)ys(Ngyp) ™
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C’est le (ii) de la proposition dans le cas ou d et d’ sont impairs. C’était le dernier cas
a traiter W

De la proposition précédente, on déduit en particulier que ¢, (¢, ¢") ne dépend que de
v et ¢'. On note dorénavant c(p, ¢') cette constante.

7.7 Paramétrisation des L-paquets dans le cas quasi-déployé et mo-
déles de Whittaker

Dans cette section, on fixe
e (V,h) un espace hermitien de dimension d et de groupe unitaire G ;
o v € ®,,,(G) un parameétre de Langlands.

Lemme 7.7.1 Supposons que (V,h) vérifie la condition (QD), alors

(i) Sid est impair, il existe une et une seule représentation du L-paquet T1(p) admettant
un modele de Whittaker.

(ii) Si d est pair et n € Ker Trgp\{0}, il existe une et une seule représentation du L-
paquet 119(p) admettant un modele de Whittaker de type 7.

Preuve : Posons Y = Z o.

o€ll%(yp)

(i) D’aprés la proposition 7.6.1(iii), on a

es()= > e(l)=1

o€ll%(yp)

D’aprés un résultat de Rodier (|[Rol), pour tout o € II%(p), on a

{ 1 si o admet un modeéle de Whittaker
e (1) = :
0 sinon.

Le (i) du lemme s’en déduit.

(ii) D’apreés la proposition 5.6.1, appliquée & ¥, = X, et la proposition 7.6.1(iii), on a

m(X,n) =cs(l) =1

Or, m(X, n) compte précisément le nombre de représentations du L-pacquet I1¢(p) ad-
mettant un modéle de Whittaker de type 7. Le (ii) du lemme s’en suit W

On peut maintenant fixer la paramétrisation du L-paquet I1¢(y), c’est-a-dire la bijection
€ € E% ) — a(p,€) de 7.2(CLL), dans les cas suivants :
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e Si (V) h) vérifie (QD), alors on a remarqué en 7.3 qu’il suffisait de choisir un point
base dans I1¢(¢p) (la représentation correspondant & € = 1). Si d est impair, on choisit
I'unique représentation du L-paquet admettant un modéle de Whittaker. Si d est pair,
on choisit I'unique représentation du L-paquet admettant un modéle de Whittaker de
type 190.

e Si (V) h) ne vérifie pas (QD) mais que d est impair. Soit (V, h) 'unique espace hermitien
de dimension d qui vérifie (QD) et G son groupe unitaire. Alors on a fixé dans le
premier point la paramétrisation du L-paquet I1(p). On a vu en 7.3 comment en
déduire une paramétrisation de I1%(p) et on a supposé que les paramétrisation de
1% () et T1%(¢p) vérifiaient cette compatibilité. La paramétrisation du L-paquetII®(¢p)
est donc maintenant aussi fixée.

On remarquera qu'il reste a fixer les paramétrisations dans le cas ou (V, h) ne vérifie pas
(QD) et d est pair. Ce sera fait en 8.3.

8 Preuve de la conjecture de Gan-Gross-Prasad

8.1 Définition de deux caractéres
Donnons nous

e (Vh)et (V' h') deux espaces hermitiens de dimensions respectives d, d’ et de groupes
unitaires respectifs G, G’ ;
o v B, (G) et ¢ € By, (G') des parameétres de Langlands.

On suppose que
e d est pair et d' est impair;
e (V,h) et (V' ') vérifient la condition 4.1(1).

On va définir deux caractéres
€S —>{i1}ete/,:8/—>{i1}
@, ¥ ©,p ¥

Soit s € S,. Choisissons une forme conjuguée-duale non dégénérée de signe (—1)%™ sur
¢ et notons la B. Relevons s en un élément, encore noté s, de Aut(p, B) vérifiant s*> = 1
(ceci est toujours possible). On pose

G _ s=—1 /
Ecp,cp’(s) - 6(90 ® ¥ )
ol p*=~1 désigne la sous-représentation de ¢ ou s agit comme —Id. Alors, cette définition ne

dépend ni du choix de B ni du relévement choisi : cela découle essentiellement de 7.4(3) (cf
theorem 6.1 de [GGP]). De plus, €5, est bien un caractére de S, (cf theorem 6.1 de [GGP]).

!

On définit de la méme maniére le caractére €&

2 A /
2 €1 échangeant les roles de ¢ et ¢

Remarquons que I'on a

64



!

(1) egp(zp) =g (zp) = elp @ ¢)

8.2 Utilisation des résultats précédents
Dans ce paragraphe, on se donne :

e (V.h)et (V' h') deux espaces hermitiens de dimensions respectives d, d’ et de groupes
unitaires respectifs G, G’ ;

o (Vi,hy), (Vo ho), (VI,R,) et (VI h_) quatre espaces hermitiens de dimensions res-
pectives d,, d_, d’_, d"_ et de groupes unitaires respectifs G, G_, G',, G"_;

© 01 € Pup(Gy), oo € Brepp(G), ¢ € Piemp(G'L) et ¢ € Pyepp(G) des para-
métres de Langlands;

® jiy, pi_, pt'y et p’ des caractéres continus de E*.

On suppose que :

d est pair et d’ est impair ;

(V,h) et (V' 1) vérifient la condition 4.1(1);

d=dy+d_etd=d +d_;

(Vi hy), (Vo he), (VS R,) et (VI RD) vériﬁent/tous la condition (/QD);

d_ d . d
f|Fx = SN ps Pe|px = SYNE) s Wy px = 89N p €t 1 e = 5975 p.

On pose alors

P = [1+p4+ D fi—p— € Prenp(G)
et

o = o Dpl € Premp(G)
Définissons deux éléments s € S, et s e S, comme suit

(1) Fixons des formes conjuguées-duales non dégénérées de signe (—1)! B, et B_ sur
pyp et p_@_ respectivement. Posons B = By @ B_. Alors s € S, = my (Aut(p, B)) est
I'image de 1’élément qui agit trivialement sur p, . et comme —Id sur p_p_.

(2) De méme, fixons des formes conjuguées-duales non dégénérées de signe (—1)%+! B,
et B sur p ¢!, et p’ ¢" respectivement. Posons B’ = B\ © B’. Alors s’ € S, =
7o (Aut(¢’, B')) est I'image de I’élément qui agit trivialement sur i/, ¢, et comme —Id
sur p_¢' .

Alors s et s’ ne dépendent pas des choix de B, B_, B, et B’ . Posons

m(p,s; ¢, s") = Z e(s)€ (s ym(a(p,€),0(¢’, €))
€% (p)
eeed ()
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Introduisons la représentation virtuelle suivante

Yy = Z o4

o+ €N+ (p4)

On définit de méme les représentations virtuelles ¥_, ¥ et 3’ . D’aprés la conjecture
7.2(TE) et la proposition 6.2.1, on a 1'égalité

/

(3) Yo (P07 (sl )mlp, 539, 8)

1

= 5 (Sﬂ-hu; <E+7 E;)‘Sﬂ—#/_ <2*7 ZL) + M(G)SH-H/_ <2+7 EL)SH—H; (2*7 E;))

ou, rappelons le, on a posé u(G) = 1 si G est quasi-déployé, —1 sinon. Fixons un caractére
continu p de £ dont la restriction & F'* coincide avec sgnpg,p. D’aprés la proposition 7.6.1(i)
et (i), on a les égalités

Sﬂﬂt; (Z+, Z;)Su_u’_ (Z— 72/—)
= (o1, - )sgnp r(—1)"e(pyor @ oo e(p_po— @ p_p='¢")
= c(pp, oo )sgnpp(—1) " e(pros @ p e(u—p- @ p' ')

et

Span'. (X4, EL)Suﬂu; (2—72;)
= (o, p-)sgnpp(—1)" e(pror @ pl @ Je(p_po— @ plyp~ @'y)
= oy, )sgnep(=1)"e(pyoy @ pl @ e(u—p- © iy ¢))

On en déduit que le membre de droite de (3) est égal a

) (g, @*)SgnE/F(_DCL

(4 5

(6(u+<p+ ® el )e(u_p- @ plyl)
+(G)e(prpr @ plgl )e(p-p- @ M’+s0’+))

D’apres 7.4(4), la forme bilinéaire (¢1, ) € (®9 )2 — €(p1 ® o) prend ses valeurs dans

temp
{£1}. On peut donc réécrire (4), sous la forme

el ®¢) + M(G))
2

(5) clp+,p-)sgnpr(—1)"e(p_po_ @ e(p @ 1’ ¢") (

D’aprés les définitions 8.1, on a e(u_@p_ @ ¢') = €5 ,(s) et e(p @ p' ¢ ) = eg:@,(s’). Par

conséquent, ’égalité (3) se réécrit
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(6) Vo (P07 (Pr el )mlp, 559, 8) =

(- )sgme (1) (516 () (EE LT

8.3 Paramétrisation des L-paquets dans le cas non quasi-déployé
Donnons nous

e (V,h) un espace hermitien de dimension d et de groupe unitaire G';
o v € ®;.,,(G) un parameétre de Langlands.

On suppose que
e d est pair;

e (V,h) ne vérifie pas (QD).

C’est-a-dire que 1’on se place dans le seul cas qui n’a pas été traité en 7.7. On va main-
tenant fixer la paramétrisation du L-paquet I19(p). Il existe un vecteur vy € V tel que
h(vg) = vp. Fixons un tel vecteur. Notons V' 'orthogonal de vy dans V' et G’ son groupe
unitaire.

Lemme 8.3.1 [l existe ¢’ € ®iepmp(G’) tel que lapplication (o,0") — m(o,d’) ne soit pas
identiquement nulle sur TI(p) x TI¥ (¢). De plus, pour un tel parameétre ', il existe alors
un unique couple (o,0') € II%(p) x T (') tel que m(o,0’) =1 et on a e(p @ ¢') = —1.

Preuve : Soit 0 € I1%(¢p) et munissons E, d’un produit scalaire invariant. Pour e, e € FE,,
notons fe, ., la fonction sur G'(F') définie par g — (ey,0(g)e2). D’aprés [Bl| lemme 12.0.5,
cette fonction appartient a 'espace de Schwartz-Harish-Chandra de G'(F). Pour e; et ey
convenables, f., ., est non nulle. D’apres la formule de Plancherel-Harish-Chandra, il existe
o' € Temp(G') telle que o'’ (f., ,) soit non nulle. Munissons aussi E,» d’un produit scalaire
invariant. Il existe alors €/, e}, € E, tels que

/G’(F)<el’ 0<g>€2)<0/<g)€,1’ e;)dg 75 0

D’aprés [B1] section 14, cela entraine m(o,0’) = 1. Il ne reste plus qu’a prendre pour ¢’
I'unique paramétre de Langlands tel que ¢’ € TI¢(¢’). Cela montre la premiére partie du
lemme.

Soit ¢ € Pyepp(G') tel que application (o,0') — m(o,o’) ne soit pas identiquement
nulle sur II%(¢) x % (). Appliquons I'égalité 8.2(6) au cas out s = s = 0 (c’est-a-dire le
cas ot d_ = d_ = 0). On a ici u(G) = —1. Dans le membre de gauche de 8.2(6) n’appa-
raissent que des termes de module 1 sauf eventuellement m(ep,0;¢’,0). Ce terme compte le
nombre de couples (o,0’) € 1% () x % (') vérifiant m(o,0’) = 1, il est donc non nul par
hypothése. Dans le membre de droite de 8.2(6) n’apparaissent que des termes de module 1
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c(p®y) -1

sauf eventuellement . Ce terme ne peut étre nul, puisque le membre de gauche

de 8.2(6) ne I'est pas. D’aprés 7.4(4), on a €(¢ ® ¢’)> = 1. On en déduit que €(p ® ¢') = —1
et que le membre de droite de 8.2(6) ne contient que des termes de module 1. Par conséquent
m(p,0;¢',0) = 1 c’est-a-dire qu’il existe un unique couple (o, 0’) € TI%(p) x % (¢') tel que
m(o,0’)=1. 1

Fixons un parameétre ¢’ € ®y,,,(G’) qui vérifie la conclusion du lemme. Il existe donc un
unique couple (0, 0") € TI(p) x I (') vérifiant m(o,0’) = 1. D’aprés 8.1(1), on a

a

Ego,go’<z§0> = 6(90 ® 90/) = -1
Donc €5, € £9(p). On peut maintenant fixer la paramétrisation du L-paquet T1%(¢) en
associant au caractere egw, la représentation o.

» . . G
8.4 Détermination des constantes v, , (¢4, %)
Donnons nous

e (V,h) un espace hermitien de dimension d et de groupe unitaire G ;

o (V. ,h,)et (V_,h_ ) deux espaces hermitiens de dimension d, d_ et de groupes uni-
taires G, G_;

°®p € Piernp(Gy) et @ € Pyepp(G ) des parametres de Langlands ;

® pu ety des caractéres continus de £

On suppose que

L d = dJr + d, ;
o (V. ,h,)et (V_,h ) vérifient (QD);
d_ d
® Ky px = S9NE)p et Bojpx = sgng/F.
C’est tout ce qu’il nous faut pour définir une constante fyﬁ% n (£+, ¢ ). Puisque maintenant

les paramétrisations des L-paquets ont été fixées (en 8.3 et 7.7), cette constante est bien
définie.

Proposition 8.4.1 (i) Si (V,h) vérifie (QD), alors on a

el | w(Ngp) tsgngr(—2) sid, et d_ sont impairs
Ty (£+’£—) ] 1 sinon.

(i1) Si (V,h) ne vérifie pas (QD), alors on a
—vy(Ngyp) tsgnp/p(—2) sid, etd_ sont impairs

”Yg%,g_ (er, p )=+ —1 sz: d, etd_ sont pairs
1 51n0mn.
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Preuve : Posons ¢ = b Op e € D,y (G). On va distinguer les cas suivants la parité
de d. On changera nos notations de la fagon suivante : les objets ne seront plus soulignés et
porteront un exposant ' lorsque d est impair. Ainsi pour d pair, on aura : (V,h), (Vi hy),
(V_,h-), G, Gy, G-, d, d, d_... et pour d impair, on aura : (V', 1), (V{, k), (V! h), G,
GG, d, d., d_..

(i) o

Supposons d = d' impair. On définit comme en 8.2(2), un élément s’ € S,. Appli-
quons l'égalité 8.2(6) au cas ou d = 0, uy = 1l et o, = p_ = 0. D’aprés 7.3(2) et
7.3(3),ona ¢(0,0) =~f, (0,0) = 1. D’apreés la définition 8.1, on a aussi eg;,(s’) =1
Enfin, G étant dans ce cas le groupe trivial, on a p(G) = 1. L’identité 8.2(6) s’écrit
donc

(1) 7 (¢l @ )m(0,0:¢,8) = 1

Revenant a la définition, on a

m(0,0;¢',8) = Y (s hm(0.a(¢,¢))

eEC (¢!)

ou la multiplicité m (0, 0(¢’, €)) vaut 1 si o(¢’, €) admet un modeéle de Whittaker, 0
sinon. D’aprés les paramétrisations 7.7, on a donc m(0,0; ¢’, ') = 1. On déduit alors
de (1) que

Vg (P 0) =1
Supposons d = d pair. On définit comme en 8.2(1), un élément s € S,,. Posons

m(p, s, vp0) = Z e(s)m (o(p,€), 19)

e€E% (p)

Yy = Z o4

o €M+ ()
Yo = Z o_
o_€n=(p_)

D’aprés la condition 7.2(TE) et la proposition 5.6.1, on a alors

(2) G . (pr, o )m(e, s, v0)
:{Cz+() é

sgnp/r(—

1) si d; et d_ sont pairs
)¥e(Ngsr) tes, (Des (1) sidy et d- sont impairs

Or, d’aprés le choix des paramétrisations 7.7, on a m(p,s,1p0) = 1 et d’aprés la
proposition 7.6.1(iii), on a ¢y, (1) = ¢x_(1) = 1. L’égalité (2) devient alors celle de

I’énoncé.
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(ii) e Supposons d = d’ impair. Il existe un unique espace hermitien (V', ') de dimension
d’ vérifiant (QD). Notons G’ son groupe unitaire. D’aprés 7.3(1), on a

’ G
'Y;(j;vu’, (‘)O,Jra ¢l) = 7;7+,u’_ (SOIJF’ #L)

Dans ce cas, I’égalité de I’énoncé découle donc du (i) de la proposition.

e Supposons d = d pair. Il existe vy € V tel que h(vy) = 9. Notons V' I'orthogonal
de vy dans V' et GG’ son groupe unitaire. Pour fixer la paramétrisation du L-paquet
[1%(¢) en 8.3, on a choisi un parameétre ¢’ € By, (G') vérifiant la conclusion du
lemme 8.3.1. Définissons un élément s € S, comme en 8.2(1). Appliquons I'égalité
8.2(6) au cas ou (V/,h) =0, p/, =1et ¢/, = ¢'. On a alors s’ = 0. D’apreés 7.3(1)
et 7.3(3), on a fyf;, (¢/,0) = 1. De plus, puisque (V,h) ne vérifie pas (QD), on a
u(G) = —1. Enfin, d’aprés le lemme 8.3.1, on a €(¢ ® ¢') = —1. L’identité 8.2(6)
s’écrit donc

(3) 7 (oo )mle, 5:¢,0) = —c(py, - )sgnpp(—1)"€5 i(s)
Revenant a la définition, on a
m(p, s;¢,0) = Y esm(o(p,e),0")
€€€C(p),0" €l (¢')
D’aprés le lemme 8.3.1, il existe un unique couple (o, 0’) € TI(p) x 1% (') vérifiant
m(o,0’) =1 et d’aprés le choix des paramétrisations 8.3, on a alors o = o(p, ef,i@,).
Par conséquent, on a
m((pv S5 ()0,7 O) = eg,go’(s)
Ainsi, 'égalité (3) se réécrit
G _ d_
Vs (P p-) = —cloy, - )sgnp/r(—1)

Maintenant 1’égalité de ’énoncé découle de la proposition 7.6.1(ii). B

8.5 Le théoréme
Dans ce paragraphe, on se donne :

e (V.h)et (V' h') deux espaces hermitiens de dimensions respectives d, d’ et de groupes
unitaires respectifs G, G’ ;
o v B, (G) et ¢ € By, (G') des parameétres de Langlands.

De plus, on suppose que

e d est pair et d' est impair;
o (V,h) et (V' ') vérifient la condition 4.1(1).
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Dans cette situation, on a défini en 8.1 deux caractéres
€5 Sp {1 et €F Sy — {1}
Rappelons que 1'on avait alors observer que

Eg,ap/<z§0> = Eg,ip/(’z%@'> = 6(90 ® 90/)

Théoréme 8.5.1 Admettons les conjectures 7.2 et fixons les paramétrages des L-paquets
comme en 7.7 et 8.3. On a alors la dichotomie suivante :

(i) Sie(p®¢) # u(@), alors m(o,0') = 0 pour tout (o,0") € TI%(p) x TI¥(¢').
(ii) Sie(p® ) = u(Q), alors pour tout (e,€') € E5(p) x E(¢), on a
. / o G G/
Moo, ol N ={ g i)~ F 6

Sinon.

Remarque : C’est la conjecture 17.3 de [GGP] restreinte aux représentations tempérées
dans le cas des groupes unitaires et pour les modéles de Bessel. Dans cette référence, les
auteurs fixent la correspondance de Langlands p.67. On remarquera que cette normalisation
correspond exactement a la paramétrisation des L-paquets fixée en 7.7.

8.6 Preuve du théoréme 8.5.1

Soient s € S, et s' € S,». On peut alors fixer des données (Vy, hy), (Vo,ho), (VI K,),
(VI,RD), op, ooy @l 0, iy, e, ety vérifiant les conditions de la section 8.2 et de
sorte que s et s’ soient donnés par les constructions 8.2(1) et 8.2(2) respectivement. D’aprés
les propositions 7.6.1(ii) et 8.4.1, on a

Ve () =1
Ve (P4 0-) = W(G)e(ps, - )sgnpypr(—1)"
L’égalité 8.2(6) se réécrit donc sous la forme
oy Lt elp @ )u(G)
(1) mlp,s:¢.8") = € (s)eg () 5

Cette égalité étant valable pour tout (s,s’) € S, x Sy. Distinguons maintenant deux cas :

(i) Sie(p ® ¢') # u(G). D’apres 7.4(4), on a alors €(p ® ¢")u(G) = —1. L’égalité (1)
appliquée a s = s’ = 0 devient alors

m(p,0;¢',0) =0

Or, par définition, m(y,0;¢’, 0) compte le nombre de couples (o, ) € TI%(p) x II¥ (¢')
vérifiant m(o,0’) = 1. Le (i) du théoréme 8.5.1 en découle aussitot.
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(i) Sie(p®y") = u(G). D’apres 7.4(4), on a alors €(e®¢')u(G) = 1. L’égalité (1) appliquée
a s = s =0 devient alors

m(p,0;¢',0) =1

Or, par définition, m(g, 0; ¢’,0) compte le nombre de couples (o, ') € TI%(p) x 1% (¢')
vérifiant m(o, ¢’) = 1. Il n’existe donc qu’un seul tel couple et on le note (o, ¢’). Soient
/

€ € E%p) et ¢ € E9(¢) les caractéres tels que 0 = o(p,€) et o' = (¢, €). D’aprés
la définition de m(¢p, s;¢’, s’), on a alors
m(e,s;¢,5") = e(s)€(s')
pour tout (s,s") € S, x Sy. De I'égalité (1), on déduit donc
renN G el /
e(s)€'(s') = e ()€ o (5)
pour tout (s,s’) € S, X Sy, cest-a-dire € = €5, et ¢ = eg:@/. C’est exactement

I'assertion du (ii) du théoréme 8.5.1. W

Appendices

A Calcul d’un facteur epsilon par une formule intégrale

Dans cette section, on considére un caractére continu p de E* dont la restriction a [
coincide avec sgng,/r. Rappelons qu’en 7.4, on a posé

() = el 0%)

Appliquons la définition 6.1 au cas o d = d' = 1 et ¥ = ¥’ = 1 sont les caractéres
triviaux. On a alors une identification naturelle =Z*(1,1) = = Ker Ng/r et on obtient

(1) S,(1,1) =2 lim U (5*1(1 _ a:)) - x\sEfl/de

SH0+ KGT’NE/F

ou dx est la mesure de Haar sur Ker Ng/p de masse totale 1.

Adoptons la notation suivante : pour deux nombres complexes non nul z et 2/, on notera

zox 2

pour signifier que z/z" est un réel strictement positif.

Lemme A.1 On a
e(p) o< sgnp/r(—2)7y(Neyr)S,(1,1)
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Preuve : Munissons E de la mesure de Haar qui donne & O + dOr la mesure 1. On note dz
cette mesure. Pour ® € C*°(FE) et s € C, posons

(@, s) = /E B(2)u(2)| 2[5 M

L’intégrale est convergente pour Re(s) > 0 et la fonction s — (P, i, s) admet un prolonge-
ment méromorphe a tout le plan complexe. On pose aussi pour tout s € C,

Ll s) = (1 — M(wE)qgs)fl si p est non ramifié
o 1 sinon.

On définit de méme ¢(®, =1, s) et L(p~', s). On a alors 'équation fonctionnelle

¢ (5’ poi1- S) (D, p,9)
(2) LG 1=s) 26(57M7¢%)m

pour tout & € C*°(F), ou ) désigne la transformée de Fourier de ® par rapport au caractére
Y% et & la mesure autoduale associée que I'on note dz’. L’hypothése sur y entraine l'identité
L(p,.) = L(p™',.). Soient N et N’ deux entiers naturels non nuls. On définit ®y n/ comme
la fonction caractéristique de I’ensemble des z € E qui s’écrivent z = a + bd, a,b € F, avec
valp(a — 1) = N et valp(b) > N'. Dans tout ce qui suit, on suppose que N et N’ sont assez
grands. On a 'égalité

(P 1y 8) = g N

pour tout s € C. Notons n(v) le conducteur de v, i.e. le plus petit entier tel que 9 soit
triviale sur i’ Op. Soit C tel que dz’ = Cdz. Posons Ny = n(1)) — valp(262). On calcule

CarN"N'4(26%b) sivalp(h) = —N + Ny et valp(a) > —N' 4+ Ny
0 sinon.

EI\)N7N/((I+ bé) == {

Appliquant (2) & & = @y n/, on en déduit que pour tout s € C tel que Re(s) < 1, on a

(3) E(S,M’%)M —C

(202b) p(a+b8) "t |a+-b8| ;> dadb
Lp.5) /valF(a)>—N’+No;valF(b)>—N+No ( il ) B

Pour Re(s) > 1/2, le membre de droite ci-dessus converge, lorsque N’ — oo, vers

/ / ¥(26%b)p(a + b6) " ta + bd| 5 dadb
valp(b)>fN+N0 F

Puisque le membre de gauche de (3) ne dépend pas de N’, on a I'égalité
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s\ L (”—1’ 1—s) 2 -1 —s
(4) € (3, u,z/JE) — = ¥(26°b)p(a + bd) " |a + bd| z° dadb
L(p,s) valp(B)>—N+Ny JF

pour Re(s) > 1/2. Examinons le membre de droite. Aprés le changement de variable a — ab,
celui-ci est égal au produit des intégrales

o [ (28%8)sgn e (1)
’UalF(b)Z—N—f—NQ

et

(6) /F,LL<(I +6)a+ 6|5 da

Or, on a

/ b(28%b)db = 0
valp(b)>fN+N0

pour N assez grand. Par conséquent l'expression (5) évaluée en s = 1/2 est égale a
/ ¥(26%b)db
valp(b)>fN+No,b€NE/p(E><)

A une constante multiplicative positive prés cette intégrale est égale a

2€Bwalp(Ng p(2))2—N+No

Par définition de la constante de Weil, cette intégrale est elle-méme égale a une constante
multiplicative positive pres & v,(40°Ng/r) = sgng/p(—1)7y(Ng/r). Examinons maintenant
I'intégrale (6). Par le changement de variable v € Ker Ng/p — a = % dont le jacobien est
proportionnel & |1 — z|5', on obtient

/ p(a+6)Ha+ 6|5 da o sgnE/p(2)|25|ES/ p(O0H(1 =)l — 2| de
F

KGT‘NE/F

On en déduit, d’apres (1),

lim pla+8)a+6|z°da < sgng/r(2)S,(1,1)
s—(1/2)* Jp

Le résultat du lemme est alors conséquence de ce qui précéde et de I'égalité (4) évaluée en
s=1/21
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