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Introduction

Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle, E une extension quadra-
tique de F' et ¢ le F-automorphisme non trivial de E. Considérons deux espaces hermitiens
(V. h) et (V',h') de dimensions respectives d et d' et de groupes unitaires respectifs G et
G'. On suppose d pair et d’ impair et que le plus petit des deux espaces hermitiens s’injecte
dans le second. Alors, une fois une telle injection choisie, le plus petit des groupes G et
G’ est naturellement un sous-groupe du plus gros. Soient o et ¢’ des représentations lisses
irréductibles de G(F') et G'(F’) respectivement. Gan, Gross et Prasad ont défini dans [GGP]
une multiplicité m(eo,o’). D’aprés [GGP| et [AGRS], on a toujours m(o,o’) < 1.

Nous nous intéressons ici seulement au cas oul les représentations o et ¢’ sont tempérées.
Rappelons ici la classification conjecturale des représentations irréductibles tempérées d'un
groupe unitaire. Enongons ces conjectures pour G, celles-ci étant analogues pour GG’ . Notons
WDg = Wg x SLy(C) le groupe de Weil-Deligne de E et fixons un élément ¢t € Wp\Wg que
I'on laisse agir par conjugaison sur WDy (avec action triviale sur le facteur SLs(C)). Soit
D,y (G) I'ensemble des classes de conjugaison d’homomorphismes ¢ : WDgp — GL4(C)
vérifiant des conditions classiques de semi-simplicité et d’algébricité ainsi que les conditions
supplémentaires suivantes

(i) ¢ est tempérée, c’est-a-dire que I'image de Wg par ¢ est relativement compacte ;
(ii) ¢ est (—1)%*1-conjuguée-duale, cela signifie qu’il existe une forme bilinéaire non dégé-
nérée B : C? x C? — C telle que
= Blp(r)w, p(trt™w') = B(w,w');
- Bw,p(t*)w') = (=1)"' B(w, w)
pour tous w,w’ € C%, 7 € WDg.
Cette derniére condition ne dépend pas du choix de t. Soit ¢ € ®i,(G), on peut alors
décomposer ¢ en somme directe de représentations irréductibles de W Dg. Notons ¢ =

@ie  lig; cette décomposition avec les ¢; deux a deux non isomorphes. Notons I’ le sous-
ensemble des i € I tels que ¢; soit (—1)4" -conjuguée-duale. Fixons une forme B vérifiant le
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(ii) précédent. Notons S, le sous-groupe du commutant de ¢ dans GL4(C) qui préserve B et
S, son groupe des composantes. On a alors un isomorphisme naturel entre S, et (Z/ ZZ) I/,
en particulier S, ne dépend pas des choix de B et ¢t. Notons z, I'image de —1 € S, dans S,,.
Définissons £%(¢) comme l'ensemble des caractéres € de S, vérifiant €(z,) = u(G), ol on a
posé

| 1 si G est quasi-déployé
@) _{ —1 sinon

Soit T'emp(G) ensemble des classes d’isomorphisme de représentations tempérées irré-
ductibles de G(F). On conjecture que Temp(G) est réunion disjointe de L-paquets 11¢ (i)
indexés par les ¢ € Py, (G). On conjecture aussi que 11%(p) admet une paramétrisation
par £%(p) que l'on note € — (i, €). On impose & cette paramétrisation des conditions de
types endoscopiques. Il y a tout d’abord I’endoscopie usuelle entre G et ses groupes endosco-
piques elliptiques. Ces groupes endoscopiques sont de la forme G X G_ ou G, et G_ sont des
groupes unitaires quasi-déployés. On considére aussi une endoscopie tordue. Plus précisément
soient GG, et G_ des groupes unitaires quasi-déployés d’espaces hermitiens de dimensions d_,
et d_. Posons n = d, +d_ et M,, = Rg;pGL, (o Rp/p désigne la restriction des scalaires
a la Weil). Notons § Pautomorphisme de M, donné par g — *(¢°)~' et M, la composante
non neutre du groupe non connexe M, x {1,0}. Alors G x G_ est un groupe endoscopique
du groupe tordu M,. Soient ¢y € Bupmp(Gy), O € Premp(G_) et TI (), TI(p_) les
L-paquets correspondants de représentations tempérées de G (F') et G_(F') respectivement.
Posons ¢ = ¢, @ ¢_. La correspondance locale de Langlands, prouvée par Harris-Taylor
et Henniart, associe & ¢ une représentation tempérée irréductible m(p) de M, (F'). On peut
étendre cette représentation en une représentation unitaire 7t (p) de M, (F) x {1,0} et on
note 7(p) sa restriction a M, (F). D’aprés Clozel ([C]), 7 () posséde un caractére que l'on
note Oz(,). On impose alors a nos L-paquets les deux conditions suivantes

— Les caractéres ©,, = Z O, sont stables;
o €N (py)
— Il existe un nombre complexe ¢ de module 1 tel que Oz, soit un transfert de ©,, x
O,_.

Pour que cela ait un sens, il faut bien entendu fixer précisément les facteurs de transfert. On
renvoie pour cela a 3.2. Les conjectures sont les mémes pour G'. 11 suffit de remplacer G par
G’ et d par d’ dans les définitions sauf en ce qui concerne I’ensemble de caractéres £ (¢') : on
le définit comme 'ensemble des caractéres € de S, vérifiant €(z,) = p(G). On renvoie & 7.2
pour I’énoncé précis des conjectures, notamment en ce qui concerne 1’endoscopie classique.
On a introduit dans nos conjectures des constantes non précisées. On montre en 7.7 et 7.10
comment, quitte & changer les paramétrages, on peut déterminer les constantes. Une fois
cela fait, les L-paquets et les paramétrisations sont uniquement déterminés.

Soient ¢ € By, (G) et ¢ € By, (G') des parameétres de Langlands tempérés pour G

et G’ respectivement. Soit ¢ = @, li; la décomposition de ¢ en composantes isotypiques.



Comme indiqué précédemment, on a une identification naturelle S, = (Z / QZ)I . Fixons un
caractére continu non trivial ¥ de E trivial sur F. Signalons que les paramétrages des
L-paquets dépendent du choix de ce caractére cf 7.10. On définit un caractére Eg,eo/ de S,
par

e ((eier) = [ [ e1/2, 01 @ ¢ 0"

el’

pour tout (e;)icrr € Sy = (Z/ QZ) " Le facteur epsilon d'une représentation du groupe de

Weil-Deligne est défini comme dans [GGP|. On définit de la méme fagon un caractére eg:so,
de S,r. On vérifie que

65@’(%) - Eg:<p’(ch’) =€(1/2,0® ¢, @ZJ%)

En admettant les conjectures ci-dessus (précisées en 7.2), notre résultat principal est le

suivant (théoréme 7.8.1)

Théoréme 1 Soient ¢ € Py, (G) et ¢ € By, (G'). Alors

(1) Sip(G) # €(1/2,0 @ ¢, by
(i) Si p(G) = €(1/2, 0 @ ¢,y

on a m(o,0') = 0 pour tous o € TI(p), o’ € I (') ;

on a

),
),
m(a(@, Egeo/)’ oy, eg@,)) =1

etm(o,0’) = 0 pour tous o € I1%(p), o’ € 19 (¢') avec (0,0”) # (o (¢, egw/), a(¢, eg:@,)).

Il s’agit de la conjecture 17.3 de [GGP] restreinte aux représentations tempérées. Expli-
quons briévement comment on prouve le théoréme 1. Rappelons que 'on a montré en [B1]
une formule intégrale calculant la multiplicité m(o, 0’) en fonction des caractéres de o et o”.
Par endoscopie classique on peut exprimer ces caractéres en fonction de caractéres stables
vivant sur des groupes endoscopiques elliptiques de G et GG’'. Par endoscopie tordue cette
fois, on peut exprimer ces caractéres stables en fonction de caractéres sur les groupes tordus
M,,. Dans [B2], on a montré une formule intégrale pour un facteur epsilon de paire, similaire
a celle pour la multiplicité, mais ot on remplace les caractéres de o et ¢’ par des caractéres
sur des groupes tordus M, et M,, avec n et m de parités différentes. Finalement, on obtient
une expression de m(o, o) a partir de facteurs epsilon de paires. C’est de cette expression
dont découle le théoréme 1.

Mentionnons pour finir un autre résultat, le lemme 7.10.1, qui posséde un intérét propre.
On peut ’énoncer ainsi : si G est quasi-déployé, pour chaque type de modeéle de Whittaker sur
G(F), il existe dans le L-paquet I1%(¢) une unique représentation admettant un tel modéle
de Whittaker et de méme pour G’ (il n’existe qu’un seul type de modéle de Whittaker pour
G'). Signalons que cette propriété des L-paquets tempérés a déja été obtenue pour les groupes
classiques par T.Konno ([K]).



Décrivons le plan de 'article. Dans la premiére section, on a rassemblé les définitions,
notations et résultats généraux sur les groupes, groupes tordus et groupes unitaires dont nous
aurons besoin dans la suite. On paramétre dans la deuxiéme section les classes de conjugaison
et conjugaison stable des groupes unitaires et des groupes tordus M,. Dans la troisiéme
section, on fixe les facteurs de transfert et on les exprime en fonction des paramétrages
précédents. Les formules prouvées dans [Bl| et [B2| sont réexprimées dans la quatriéme
section sous des formes plus appropriées pour la suite. Dans la cinquiéme section, on prouve,
grace a un résultat de Rodier, une formule pour I'existence ou non d’un modeéle de Whittaker
pour une représentation tempérée irréductible d’un groupe unitaire de dimension paire. Par
endoscopie, on reformule dans la sixiéme partie les trois expressions précédentes en fonction
de caractéres stables. La septiéme partie est consacrée a la preuve du résultat principal
(théoréme 7.8.1).

1 Groupes, mesures, notations

1.1 Notations générales

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique 0 et £ une extension quadra-
tique de F. On notera Op, pp, wr, kr, qr, valp et |.|p anneau des entiers de F', son idéal
maximal, une uniformisante, le corps résiduel, le cardinal de kp, la valuation normalisée par
valp(wp) = 1 et la valeur absolue définie par |z|p = ¢z"" ™ pour tout 2 € F. On définit
de méme Og, pp, wg, kg, qg, valg et |.|g. On notera N et Trg/r les applications norme
et la trace de l'extension E/F, x +— T 'unique F-automorphisme non trivial de £ que 'on
notera aussi 7g/p et sgng/r 'unique caractére quadratique de F* dont le noyau est N (E™).
On fixe pour toute la suite un caractére continu non trivial 1) de F', une cloture algébrique
F de F et un élément § € E non nul de trace nulle. On pose Vg = Y oTrg/p. Pour tout
groupe algébrique GG défini sur £, on notera Rp,rG le groupe algébrique sur F' obtenu par
restriction des scalaires a la Weil & partir de G.

1.2 Groupes et groupes tordus

Soit G un groupe réductif défini sur F'. On note g son algébre de Lie et on pose §(G) =
dim(G) — dim(T') ou T est n’'importe quel sous-tore maximal de G. L’action adjointe de G
sur g sera notée ainsi

GXxg—g
(9,X) — ad(g)X = gXg~'

Pour z € G, on notera Zg(x) respectivement G, le centralisateur de x dans G respecti-
vement le centralisateur connexe de z dans G. Un élément = € G sera dit fortement régulier
si Zg(x) est un sous-tore (forcément maximal) de G. On définit de la méme fagon la notion



d’élément fortement régulier de g. On note G,y resp. greg la sous-variété des éléments for-
tement réguliers de G resp. g. On dira que deux éléments x,y € G,,(F') sont stablement
conjugués, s’ils sont conjugués par un élément de G(F). On désigne par G.,(F)/conj resp.
Greg(F)/stconj 'ensemble des classes de conjugaison resp. conjugaison stable de Gyeqy(F).
On note les projections naturelles Geq(F) — Greg(F)/conj et Greg(F) — Grey(F)/stcony
par ¢g, resp. ¢f. On dispose d’une application naturelle ¢ /conj entre G,e4(F)/conj et
Gleg(F')/stcong qui rend le diagramme suivant commutatif

qﬁg /conj

Greg(F)/cong Greg(F')/stcony

o
ote:

Greg(F)

Soit T" un tore. On notera Az son sous-tore déployé maximal. On munit 7'(F') d’'une
mesure de Haar de la fagon suivante : si T'(F') est compact, on choisit la mesure de masse
totale 1; si T" est déployé, on choisit la mesure qui donne au sous-groupe compact maximal
de T'(F) la mesure 1; dans le cas général on choisit la mesure sur T'(F') compatible avec les

mesures juste définies sur Ap(F) et T'(F)/Ar(F) = (T/Ar)(F).

On peut munir G,.4(F')/conj d'une structure d’espace F-analytique et d’une mesure
caractérisées par la condition suivante : pour tout x € G,¢,(F) il existe un voisinage w de 1
dans Zg(x) tel que application

W = Greg(F)/cony
t = dg(at)

soit un isomorphisme de w sur un voisinage ouvert de ¢g(z) qui préserve les mesures. On
munit de méme G,.,(F')/stconj d'une structure de variété F-analytique et d’une mesure.
L’application ¢gi/conj : Greg(F)/conj — Greg(F)/stconj est alors un revétement analy-
tique qui préserve localement les mesures. Un élément x € G,,(F') sera dit anisotrope si
G./Ag est un tore anisotrope, ot Ag est le tore déployé central maximal de G. On note
G(F)ani le sous-ensemble des éléments (fortement réguliers) anisotropes de G(F'). On vérifie
que la propriété d’étre anisotrope est invariante par conjugaison et conjugaison stable. On
notera G(F')yni/conj resp. G(F')ani/stconj 'ensemble des classes de conjugaison resp. conju-
gaison stable d’éléments anisotropes de G(F'). Ces espaces s’identifient naturellement a des
ouverts de Ge,(F)/conj et Gyeqy(F')/stconj respectivement.

Pour z € G(F') un élément semi-simple, on pose

D(w) = |det((1 — ad(z)) g, ) I

On désignera par Nil(g(F')) 'ensemble des orbites nilpotentes de g(F’). Fixons une forme
bilinéaire non dégénérée < .,. > sur g(F') invariante par l'action adjointe de G(F). Pour
f e C2(g(F)), on pose



F(x) = / JY)b(< Y, X >)dY

pour tout X € g(F) ou dY est la mesure de Haar sur g(F) telle que f(X) = f(—X).
Pour O € Nil(g(F')), on munit @ d’une mesure de la facon suivante. Pour X € O, la
forme bilinéaire (Y, Z7) —< X,[Y,Z] > sur g(F) se descend en une forme symplectique
sur g(F)/gx(F), c’est-a-dire sur l'espace tangent a O au point X. Ainsi O est muni d’une
structure de variété F-analytique symplectique et on en déduit une mesure "autoduale" sur
O via le caractére ¥. On définit 'intégrale orbitale sur O par

Jo(f) = /@ F(X)dxX

pour tout f € C®(g(F)). D’aprés Harish-Chandra, [HCvD], il existe une fonction j(O,.)
localement intégrable sur g(F') telle que

Jo(f) = / IO X)f(X)ax

pour tout f € C(g(F)). Lorsque I'on voudra préciser le groupe ambiant, on notera (0, .)
plutdt que 7(0O,.). Les fonctions (O, .) vérifient la propriété d’homogénéité suivante :

HONX) = N300, X)

pour tout O € Nil(g(F)), pour tout X € g,(F) et pour tout A € F*. Pour tout

O € Nil(g(F)) et tout A € F*2 on a A\O = O. On notera Nil(g(F)),., le sous-ensemble de
Nil(g(F')) constitué des orbites réguliéres c’est-a-dire des orbites qui sont de dimension §(G).

Enfin on notera Temp(G) 'ensemble des classes d’équivalence de représentations (com-
plexes) irréductibles lisses et tempérées de G(F).

Soit (M, M ) un groupe tordu défini sur F. Cela signifie que M est un groupe rédutif
connexe défini sur F et que M est une variété définie sur F, vérifiant M(F) # ), et munie
de deux actions commutantes a gauche et a droite de M qui font chacune de M un espace
principal homogéne sous M. On note

M x M x M — M
(m,m,m") — mmm/

les actions a gauche et a droite de M sur M. Pour . € M, on note 6, ’automorphisme
de M tel que mm = 60z (m)m pour tout m € M. On note Zy(m) le centralisateur de m
dans M pour 'action par conjugaison, c’est-a-dire le sous-groupe des points fixes de 65, et
M;; la composante neutre de Zy(m). On dira que m est fortement régulier si Zy(m) est

abélien et My, est un tore. On note M, ., la sous-variété des éléments fortement réguliers et



M,.ey(F)/conj Pensemble des classes de conjugaison d’éléments fortement réguliers de M (F).
On dit que deux éléments de Mreg(F ) qu’ils sont stablement conjugués s’il sont conjugués
par un élément de M(F). On note M,,(F)/stconj ensemble des classes de conjugaison
stable de Mreg(F ). On dispose comme dans le cas des groupes d’un diagramme commutatif

naturel

st :
e /conj ~

M,eg(F)/cony M, ¢4(F)/stconj

v

Mieq(F)

On peut munir M,.,(F)/conj d'une structure d’espace F-analytique et d'une mesure
caractérisées par la propriété suivante : pour tout m € Mreg(F ), il existe un voisinage ou-
vert w de 1 dans My (F') de sorte que l'application ¢t € w — ¢,;(tm) soit un isomorphisme
F-analytique de w sur un ouvert de Mreg(F )/conj qui préserve les mesures. On munit de
la méme facon Mreg(F )/stconj d’une structure F-analytique et d’une mesure. L’application
(]5?\%[ /conj est alors un revétement analytique qui préserve localement les mesures. L’action

de 6 sur Ag est la méme quelque soit 7 € M, on note Ag la composante neutre du sous-
groupe des points fixes de Ag. Un élément = € ]\;[reg(F) sera dit anisotrope si Mz/Ags est
un tore anisotrope. On notera M (F)gp; le sous-ensemble des éléments (fortement réguliers)
anisotropes de M (F). On vérifie que la propriété d’étre anisotrope est invariante par conju-
gaison et conjugaison stable. On note M (F)ani/conj resp. M(F)qn;/stconj Pensemble des
classes de conjugaison resp. conjugaison stable d’éléments anisotropes de M (F). Ces espaces
s’identifient naturellement a des ouverts de M,qy(F)/conj et M,.,(F)/stconj respectivement.

Pour 7 € M (F) semi-simple, c’est-a-dire que 0; laisse stable une paire constituée d’un
sous-groupe de Borel et d’un sous-tore maximal de ce dernier définis sur F', on pose

DY (%) = |det (1 = 0z)jm/m, |

Supposons de plus Z fortement régulier. Alors M; est un tore et son centralisateur dans
M est un sous-tore maximal 7". On pose alors

DY = DM|det(1 = 05) j/m. |

1.3 Les groupes unitaires et leurs orbites nilpotentes réguliéres

Un espace hermitien sera pour nous un couple (V;h) formé d'un espace vectoriel de
dimension finie sur £ et d'une forme hermitienne non dégénérée h sur V. A un tel couple
est associé un groupe unitaire G = U(V, h) qui est un groupe réductif connexe défini sur F.
Supposons que G est quasi-déployé. Alors son groupe de Weyl admet w(d) éléments ot on a
posé pour tout entier d > 0,



(d) = 24/2(d/2)! si d est pair
v 207172 ((d - 1)/2)! si d est impair

Soit (V,h) un espace hermitien de dimension d et de groupe unitaire G. On peut alors
identifier naturellement g(F') au sous-espace des endomorphismes E-linéaires X € Endg(V)
qui vérifient

h(Xv,v") + h(v, X0v') =0
pour tous v,v" € V. Pour tous X, X’ € g(F), on pose

1
< X, X' >= §TT‘E/F(TT‘(XX/))

On vérifie que < .,. > est une forme bilinéaire non dégénérée G-invariante. On peut alors ap-
pliquer les constructions du paragraphe précédent associée. Cela fournit des fonctions (O, .),

O € Nil(g(F)), sur g(F).

Si d est impair ou d = 0 alors G est quasi-déployé et g(F') ne posséde qu’une seule orbite
nilpotente réguliére. Si d > 2 est pair et que G n’est pas quasi-déployé, alors g(F') ne posséde
aucune orbite nilpotente réguliére. Enfin si d > 2 est pair et que G est quasi-déployé, il
existe deux orbites nilpotentes réguliéres dans g(F). On peut paramétrer ces orbites par
KerTrg/p\{0}/N(E*) de la facon suivante : on fixe une base (€;)i=+1,.. +a/2 de V vérifiant

h(@i, 6]') = 52‘,,]'

pour ¢,j = £1,...,4+d/2 et ot ; _; est le symbole de Kronecker. Soit € KerTrg/p non
nul. On définit un élément N, € g(F) par Nyeq2 = 0, Nye; = €41 pour @ = 1,...,d/2 -1,
Nye; = —ejyq pour @ = —d/2,...,—2 et Nye_; = ney. Alors N, est un élément nilpotent ré-
gulier et l'orbite qu’il engendre ne dépend que de n modulo N (E*) (et pas du choix de la base
(€;))- On note O, cette orbite. On obtient ainsi une bijection entre KerTrg/p\{0}/N(E*)
et N'Ll(g(F))reg

Pour tout entier » > 0, on fixe un E-espace vectoriel Z5,.,; de dimension 2r + 1 ainsi
qu'une base (2;)i—0+1,. 4+ de celui-ci. Pour tout v € F*, on notera alors hg,;1, la forme
hermitienne sur Zy,; définie par

i=1,...r i=1,...,r i=1

pour tous (A;)i—o+1, .+, (Ni)izo41,.4r € E¥ L.



2 Parameétrages

2.1 Espaces de paramétres

Dans ce qui suit, on entendra par extension de F un sous-corps de F qui contient F. On
définit = comme l'ensemble des quadruplets & = (I, (Fy;)ier, (F})ier, (Yi)ier) oU
— I est un ensemble fini;
— Pour tout ¢ € I, Fy; est une extension finie de F' et F; = Fy; ®pr E. On note 7; =
Id ® T7g/p 'unique F;-automorphisme non trivial de Fj;
— Pour tout i € I, y; est un élément de F;* vérifiant y;7;(y;) = 1.
Pour un tel &, on notera [* ’ensemble des 7 € I tels que F; soit un corps et on posera

de=> [Fii: F1 =) [F;: E]
i€l el

Pour d € N, on notera =; I'ensemble des éléments £ € = vérifiant d¢ = d, Z* ’ensemble
des éléments ¢ € = vérifiant [* = [ et =) = =, N Z". On définit un isomorphisme entre deux
éléments & = (1, (Fii)ier, (F3)ier, (¥i)ier) et
=" (F)ier, (Fy)ver, (yp)rer) de Z comme étant un triplet (¢, (t+:)ier, (4i)ier) ol

— ¢ : I — I’ est une bijection ;

— Pour touti € I, 14, : Fy; — FiL(i) est un F-isomorphisme et ¢; = 14; ® Idg : F; — FL'(Z.)

le E-isomorphisme déduit
Ce triplet devant vérifier la condition supplémentaire

, .

Li(yi) = Yy, Vi€l
Un élément ¢ € = sera dit régulier si 'identité est son seul automorphisme. On note
le sous-ensemble des éléments réguliers de =. On définit =, resp. =,¢4, resp. =g, resp. =*

—_ —

reg> T€SD. 24, Tesp. Z°. On posera

—_ = — . i i
Edreg = Sdreg N =" On identifiera toujours une classe
d’isomorphisme de paramétres a un élément qui la représente.

—_
—
=reg

comme ’ensemble des classes d’isomorphisme de Z, resp. =

— T
= D AE = o AT
Edreg = Zd N Epegy =5 = Zq N E¥,

Pour § = (I, (Fli)ier, (Fi)ier; (Yi)ier) € Zreg, introduisons le tore

Tg = HK@T NFZ/Fﬂ:Z
iel
C’est un tore défini sur F'. L’espace =,¢, peut étre muni d'une structure de variété analytique
et d’une mesure caractérisées de la fagon suivante : pour tout & = (I, (Fy;)ier, (Fi)icer, (Yi)ier)
Eregs 1l existe un voisinage ouvert w de 1 dans T¢(F') tel que Papplication w — =,

M

(ti)ier = (I, (Fii)ier, (Fi)ier, (iti)ier)
induise un isomorphisme de w sur un ouvert de =,¢, qui préserve les mesures. Soient £, =

(I, (Fui)ier,, (Fi)ier,» Wi)ier, ), &= = (U=, (Fas)ier_, (Fi)ier_, (¥i)ier_) € Z. On définit alors
&, UE € = comme étant égal a (1, (Fy;)ier, (Fi)ier, (Yi)ier) o0 I = I, U1 . Alorssi &, L&



est régulier, il en va de méme de &, et £ et I'application (£,,£.) € Z2 — &, UE € =
préserve localement les mesures au voisinage des éléments de Z,.,.

Soit & = (I, (Fi)ier, (Fy)ier, (Yi)ier) € Ereg- On lui associe le groupe abélien fini

C(§) = H Fixi/NFi/Fii(F;‘X>
i€l
Ce groupe s’identifie naturellement & {£1}!", on notera C'(£)! le sous-groupe des éléments
dont le produit des coordonnées vaut 1 et C'(£)™' = C(§)\C(€)'. Pour i € I, notons T'(y;)
'ensemble des éléments v; € F* tels que v;7;(7;) ™" = y;. On pose

L(¢) = [[TW:)/Neyr (F)

el

2.2 Parameétrages des classes de conjugaison

Soit (V,h) un espace hermitien de dimension d et de groupe unitaire G. Soient { =
(I, (Fii)ier, (Fy)ier, (Yi)ier) € Zpegq et ¢ = (ci) € [l Py Intoduisons I'espace hermitien
(Ve e, he ) défini ainsi

~Vee=@Bier B

- h&C(ZieI Li, Zie[ SL’;) = Zie[ TraceFi/E<Cix;Ti(xi>>

La classe d’isomorphisme de (Vg he.) ne dépend que des images de £ et ¢ dans Z,¢44
et C'(§) respectivement. De plus, il existe un unique € € {1} de sorte que (V, he ) soit
isomorphe a (V) h) si et seulement si ¢ € C(£)°. Pour un tel ¢, fixons un isomorphisme
(V,h) o (Ve, hee) et notons z(§, ¢) Pélément de G,.,(F) qui via cet isomorphisme agit sur
Ve,. comme la multiplication par y; sur F; C V.. La classe de conjugaison de z(¢,c) ne
dépend que des images de ¢ et ¢ dans =,., 4 et C(&) respectivement (donc notamment pas de
I'isomorphisme choisi) et toutes les classes de conjugaison dans G,.,(F’) sont ainsi atteintes
pour un unique § € Z,, 4 et un unique ¢ € C(§). De plus, la classe de conjugaison stable de
z(&, ¢) ne dépend elle que de & € =, 4. On obtient ainsi un diagramme commutatif

qbg /conj

Greg(F)/cong Glreg(F)/stcony
pc
Ereg,d

ou p¢¥ est un isomorphisme F-analytique qui préserve les mesures de G, (F')/stconj sur un
ouvert de =,¢4 4 €t pg est un revétement au dessus du méme ouvert. La fibre en un point £
de ce revétement s’identifie & une classe C(£)¢ C C'(§). Par les applications précédentes, une
classe de conjugaison (resp. conjugaison stable) est anisotrope si et seulement si son image

par pe (resp. pZ) appartient & =5, .
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Soit U un espace vectoriel sur E de dimension n, M = Rp/pGL(U) et M la variété
algébrique définie sur F' des formes sesquilinéaires non dégénérées sur U (notre convention
est de les prendre linéaires a droite). On laisse agir M a gauche et a droite sur M de la fagon
suivante

(manm’) (u, ') = m(m ™ u, m'u’)
pour tout m € M et pour tous m,m’ € M. Le couple (M, M) est un groupe tordu. Soit

§= (I, (Fyi)ier, (Fi)ier; (Yi)ier) € Eeqp et fixons un isomorphisme E-linéaire

M:@E
1€l

Pour v = (v;) € [[,c; I'(:), introduisons I'élément Z(&,7) € M,4(F') qui via I'isomorphisme
précédent est donné par la formule

(¢, ’V)(Z U, Z u;) = Z Tracer,r(vimi(u;)u;)
iel el iel
Alors la classe de conjugaison de Z(£,~y) est bien définie et ne dépend que des images de
€ et v dans Z,,, et T(€) respectivement. Toutes les classes de conjugaison dans M,,(F)
sont ainsi atteintes pour un unique £ € Z,.,,, et un unique v € I'(¢). De plus, la classe de
conjugaison stable de Z(§,v) ne dépend elle que de £ € Z,,,,. On obtient ainsi un diagramme
commutatif

~ @3t Jconj ~
M, ey(F)/cony 2 M, eq(F)/stconj
Pyt
Ereg,n

ou p?é est un isomorphisme F-analytique de Mreg(F )/stconj sur Z,e4, €t py; est un re-
vétement. La fibre en un point ¢ de ce revétement s’identifie & I'(¢). Par contre, 'ap-
plication pf\fd ne préserve pas les mesures et son jacobien vaut |2|%. Pour le voir, soient
§ =, (Fyui)ier, (F)icts (Yi)ier) € Eregm €t v € T'(€). Posons m = (§,7) en ayant effectués
les choix nécessaires. On a alors un isomorphisme 7y ~ My qui & t = (¢;) € T¢ associe
I’élément de My qui agit sur F; comme la multiplication par t;. Modulo cet isomorphisme,
pour tout ¢t = (t;) € My(F), la classe de conjugaison stable de mt est paramétrée par
(I, (Fi)iers (By)icr, (yit?)ier). Lapplication Mg, — M,..,(F)/stconj , t — ¢°L(1nt) préserve
localement les mesures au voisinage de l'origine, tandis que I'application

Tg(F) — Eregm
(t:) = (I, (Fei)ier, (Fiicr, (it?)ier)

est de jacobien |2|% & l'origine. Ceci entraine l'affirmation sur le jacobien de pf\fl.
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Remarquons enfin qu’une classe de conjugaison (resp. conjugaison stable) est anisotrope

si et seulement si son image par p; (resp. pf‘Z) appartient & =7, .

2.3 Définition de facteurs sur les paramétres

Soient & = (I, (Fii)ier, (Fy)icr, (Yi)ier) € Zreg- Pour tout i € I, on note ®; 'ensemble des
homomorphismes non nuls de F-algébres de F; dans F'. Définissons un polynoéme P par

P(T) =[] TT (T - 6(w))

il ped;

Posons

A = [Pe(D)]e

Soit (Vg, he) un espace hermitien de dimension de, de groupe unitaire G¢ et soit t € G req(F)
dont la classe de conjugaison stable est paramétrée par £. On a alors

|det(1 — )|z = A()
Soit d > d¢ un entier et (Z, hy) un espace hermitien de dimension d — de. Soit G' le groupe
unitaire de (Z,hz) @& (Ve, he). Alors t est un élément semi-simple de G(F) et on pose
DY(€) = D(t)

Cette fonction ne dépend que de d et £ (donc pas des choix de (V, he), t et (Z,hz)). On
pose D(§) = D%(€). On a alors

DU(&) = A()"*D(€)

Soient &4 = (I4, (Fi)icr,, (Fi)icr,, (Yi)ier,) € Sregs §— = (-, (Fii)ier_, (Fi)ier_, (Yi)ier_) €
Ereg €t piy, p— deux caracteéres continus de £*. Posons § =&, W&, [ =1, Ul _,d_=d_,
d+ :d§+ et d = dg.

Pour ¢ = (¢;)icr € C(€) et v € F*, on pose

(1) Auyppe €y 6¢) = - (Pe_(0)Pe (=1) "y (Pe, (0) Py (=1)7) [ s9mmym, (vCi)

iel—
ou
o - —(5*61*101-135'(%)Pg(—l)’lyl-l*d/2 si d est pair
' —5*d*10iP£'(yi)P§(—1)*1y£1_d)/2(1 + ;) sid est impair

Pour 7 = (1:)ier € T(€), on pose
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(2) Do (€40 607) = 1 (P (0)Pe_ (=) (P, (0)Pe, (=1)7) T s9m s, (C)
icl_
ou cette fois

i1 — 1 1-dy2 : :
C - 5~y PU(ys) Pe(—1) lyi3 ; (21 +y;) sid est pair
5*d*17;1P£'(yi)P§(—1)*1yi( 4/ si d est impair
Ramarquons que dans les formules (1) et (2), on peut remplacer le produit sur /_ par un
produit sur I* car pour ¢ € I_\I*, on a sgng,/p,, = 1.
Lemme 2.3.1 Soit ag un élément non nul de trace nulle de E. Pour A € F* assez proche
de 0, on pose (o(\) = (F, E,e*0) € 2 oq. Soient 4,6 € Z,ey et puy, p_ deuz caractéres
continus de E*. On pose dy =de,, d_=de_,d=d_+d; et =6 LUE_.
1. Soitvy € F* et posons co = (—1)" vy vu comme élément de C(Co(N)) = F* /Ng/p(E™)
pour tout \ assez petit.

S‘ S d7
~ Ol fyp|px = 89N p, ON G

P (1
(]) lli% A,u_,_,,u_,zx (£+ U C(J()‘>7 f*v (Cv CO)) = Au+,u_,u<£+7 577 C)SgnE/F<5d_ ng_(iii)>

pour tout v € F* et pour tout ¢ € C().
= Si pi_jpx = sgnif/F, on a

P (1
(2) 1 Ay (€06 UG, (600) =Dy w(Es s sgnym(6™ P;?(—l)ﬂ

sgng r(Vvy)
pour tout v € F* et pour tout c € C(£).

2. Soit vy € F* et posons 1o(\) = (=1)#11e2%/2 gy comme élément de T'(Co(N)) pour
tout A\ € F'* assez petit.

: -
= S pypx = SgNpps ON G

Pe (1)

(1) }\in% AV (f+ U Co(A), &, (’Y”Yo()\))) =D (f+7§—7’7)59nE/F(5d_P _ )
1 e (—1)
pour tout v € T'(&).

: dy+1
= Si pi_jpx = sgn +t

B/F o 0N G

P,
(2) T Ay (6,6 UGN, (15 70(N)) =By (€4 €, 7)sgmsp(8™ ‘Pj(—l i>)

sgng/r(—11)

pour tout v € I'(€).
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3 Endoscopie

Soit G un groupe réductif connexe défini sur F' et soit (H,s,“¢) une donnée endosco-
pique de G, cf |[LS] 1.2. Cela définit une application, appelée la correspondance endosco-
pique, d'un sous-ensemble de H,.,(F')/stconj, dont on qualifie les éléments de G-fortement
réguliers, vers Gy (F')/stconj. On dira que € G, ey(F)/conj et y € H,ey(F)/stconj se
correspondent si ¢ /conj(x) est I'image de y par cette application. Pour définir des facteurs
de transfert, il convient de fixer une forme intérieure quasi-déployée G de G, un torseur
intérieur ¢¥¢ : G — G et un épinglage défini sur F' de G a conjugaison par G(F') prés. Cette
derniére donnée revient a celle d’'une orbite nilpotente réguliére de g(F') (c.f lemme 5.1.A
[LS]). Avec ces données, on peut définir des facteurs de transfert relatifs A mc(y,z;7,T) ou
Yy € Hye(F)/stconj et @ € Greg(F)/conj resp. § € Hyey(F)/stconj et T € Greg(F)/conj se
correspondent. D’aprés une remarque de Kottwitz, si on fixe un cocycle u : Gal(F/F) — G
vérifiant 1¥g o 0(g) = u(o)o o Yg(g)u(o)™" pour tous g € G et 0 € Gal(F/F) (il n’en existe
pas toujours), on peut alors définir des facteurs de transfert absolus Ay ¢(y, x). Ces facteurs
de transfert dépendent du cocycle u et non pas seulement de sa classe de cohomologie. On
suppose que l'on a fixé un tel cocycle u.

Soient © une distribution localement intégrable invariante par conjugaison sur G(F') et
O une distribution localement intégrable invariante par conjugaison stable sur H(F) (on
dit alors que © est stable). On dira que © est un transfert de O si on a 1'égalité

O(z)D%(x)"* =Y 0" (y) D" (y)'*Apcly. x)

Y

pour tout z € G,.,(F)/conj, ou la somme porte sur les y € H,.,(F)/stconj qui sont en
correspondance avec .

Soit (M, M ) un groupe tordu. On suppose M déployé et on fixe un élément 6eM (F).
On suppose qu’il existe un épinglage défini sur F' de M qui est invariant par 6;. On fixe alors
une orbite nilpotente régulicre de my(F). Soit (H, s, “€) une donnée endoscopique de (M, M),
cf [KS| 2.1. On dispose alors d’une application, appelée correspondance endoscopique, d’un
sous-ensemble de H,.,(F)/stconj, dont les éléments sont qualifiés de M-fortement réguliers,
vers M,qq(F)/stconj. Deux éléments y € H,ey(F)/stconj et & € Myey(F)/conj sont dits en
correspondance, si (]5?\%[ /conj(Z) est 'image de y par 'application précédente. On dispose d'un
facteur de transfert Ay y;(y, Z) défini pour tout y € H,,(F)/stconj et T € M,eq(F)/conj et
qui est non nul si et seulement si T et y se correspondent. Soient O une distribution localement
intégrable invariante par conjugaison sur M (F) et ©F une distribution localement intégrable
invariante par conjugaison stable sur H(F). On dira que © est un transfert de ©F si on a
I’égalité

6@ DY (2)* =" 0" (i) D (y) 2 Ay 5y, 7)

Y
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pour tout & € M,,(F)/conj, ol la somme porte sur les y € H,oy(F)/stconj qui sont en
correspondance avec .

3.1 Endoscopie classique pour les groupes unitaires

Soient (V) h), (Vi,hy) et (V_, h_) trois espaces hermitiens de dimensions respectives d,
dy et d_. Notons G, G, et G_ leurs groupes unitaires respectifs. On fait les hypothéses
suivantes

~—d=dy+d_;

— G4 et G_ sont quasidéployés.

Alors G x G_ est un groupe endoscopique de G. Il y a un certain nombre de choix a
faire pour fixer la donnée endoscopique (cf [W1| 1.8). Certains de ces choix sont inoffen-
sifs (correspondant aux paramétres z, et z_ de loc.cit.), mais d’autres, dont dépendent les
facteurs de transfert, doivent étre précisés. Ce sont les caractéres u* et p~ du paragraphe
1.8 de [W1]. On suppose donc choisi deux caractéres continus p,,pu_ : E* — C* dont les
restrictions a [ sont respectivement sgné’/ et sgncg/ et on fixe la donnée endoscopique
comme en [W1] 1.8.

On doit encore fixer quelques données supplémentaires pour que les facteurs de transfert
soient bien définis. A savoir une forme intérieure quasidéployée G de G, un torseur intérieur
g : G — G, un l-cocycle u : Gal(F/F) — G et une orbite nilpotente réguliére dans g(F).
Fixons dorénavant (et jusqu’a la fin de l'article), un élément 1, € F*. Introduisons ici la
condition (QD) suivante

(QD) : les groupes unitaires de (V,h) et (V,h) & (Z1, h1,,) sont quasi-déployés.

Si d est pair cette condition est équivalente a ce que G soit quasi-déployé. On posera
w(Voh) = 1 si (V) h) vérifie (QD), —1 sinon. Si u(V,;h) = 1, on pose G = G, Yg = Idg
et u=1.Si u(V,h) = —1, il existe un unique espace hermitien (a isomorphisme prés) (V, h)
de dimension d vérifiant (QD). Notons G son groupe unitaire. Les formes sequilinéaires h et
h s’étendent naturellement en des formes F® p F-sesquilinéaires sur V®@p F et V®@p F respec-
tivement. On note encore h et h ces prolongements. Fixons un isomorphisme F ®p F-linéaire
B:V ®@rF -V ®pF qui transforme h en h. On pose ¥g(g) = BgB~ " et u(o) = po(B)~".

Dans les deux cas, il reste a choisir une orbite nilpotente réguliére dans g(F"). Si d est
impair ou d = 0, il n’y en a qu’une. Supposons d pair plus grand que 2. En 1.3, on a para-
métré ces orbites par Ker(Trp/p) — {0}/Ng/rp(E*). Rappelons que l'on a fixé un élément
§ € Ker(Trg/p) — {0} (en 1.1) et un élément vy € F*. On choisit alors I'orbite paramétrée

par I'élément 146 € Ker(Trg/r) — {0}.

Ces données permettent de définir une correspondance entre classes de conjugaison stable
semi-simples réguliéres de G(F') et les classes de conjugaison stable semi-simples G-réguliéres
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de G4 (F)x G_(F). Via les applications pg!, p2§+ X pgt | une classe de conjugaison semi-simple
stable (£1,8-) € Srega, X Sregd. est G-réguliére si et seulement si {1 UE- € S,egq et la
classe de conjugaison stable £ € I'm(pg) lui correspond si et seulement si & = £, LI_. Soient
Y+ € G-i—meg(F)/Stconja Y- € G_WEQ(F)/StCOTLj ety € Greg(F)/Conj~ Posons g—l— = pg+ (y—i—)a
& =pd (y_), & =pae(y) et supposons que £ = £, LUE . Soit ¢ € C(&) qui paramétre la classe
de conjugaison de y. On a alors

AG+ XG_,G<<y+7 y*)7 y) = A,U«-hﬂ—,VO (€+7 g*u C)
cf 1.10[W1], le 1 de cette référence vaut ici (—1)@=2/25y; si d est pair, (—1)@=3)/2y; si d est
impair.

3.2 Changement de base pour les groupes unitaires

Soient U un E-espace vectoriel de dimension d et (V4, hy), (V_, h_) deux espaces hermi-
tiens de dimension respectives d, et d_. Introduisons le groupe tordu (M, M ) associé a U
comme en 2.2 et G, G_ les groupes unitaires respectifs de (V,hy), (V_,h_). On fait les
hypothéses suivantes :

— G4 et G_ sont quasi-déployés;

—dy+d_=d.

On peut alors considérer G, x G_ comme un groupe endoscopique tordu de (M, M ).
Pour cela il faut fixer une donnée supplémentaire (cf [W1| 1.8) : deux caractéres p et
pu— de E* dont les restrictions a F'* coincident avec sgni:/ P et sgnif/;l respectivement (il
faudrait aussi fixer un couple de nombres complexes (zy, z_) mais ce choix n’importe pas).
La correspondance endoscopique, elle ne dépend pas du choix de ces caractéres car la classe
d’équivalence de la donnée endoscopique est bien définie. Elle dépend en revanche du choix
d’'un point base de M(F) Pour cela, on fixe une base (u;);=1,. 4 de U et on prend pour
point-base 'élément 6y € M (F) défini par

Oa(ug, up) = (=1)*0716; 4114

On peut alors décrire la correspondance endocopique & l'aide des espaces de parameétres
de la fagon suivante : une classe de conjugaison stable de G (F) x G_(F') paramétrée par
(§4,6-) € Eregd, X Sregd_ st M-régulicre si &, L& € Ereg.d €t de plus elle correspond
a la classe de conjugaison stable § € Hy,¢, de M (F) si et seulement si & = £, UE_. Pour
pouvoir définir des facteurs de transfert, il faut encore fixer une orbite nilpotente réguliére
dans my,(F). Si d est impair il n’y en a qu'une et si d est pair on choisit 'orbite contenant
I'élément N défini par Nu; = 0 et Nuj = —uj_y pour j = 2,...,d. Soient z € Mreg(F) et
Y= (Y+,Y_) € G4 1eg(F) X G_ ;¢4(F') dont les classes de conjugaison stable se correspondent.
La classe de conjugaison de 7 est paramétrée par £ € =, 4 et v € I'(§) tandis que la classe
de conjugaison stable de y est paramétrée par (&4,£_) € Zq, reg X Zd_reg- On a alors

A(ja y) = Auﬁ'vu/* (€+7 g—a 7)
cf [W1] 1.10, le n de cette référence vaut ici (—1)2§9+1.
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4 Deux formules revisitées

4.1 Rappel : une formule pour la multiplicité

Soient (V,h) et (V’,h') deux espaces hermitiens de dimensions respectives d et d’. Sup-
posons d pair et d impair. Notons G le groupe unitaire de (V,h) et G’ le groupe unitaire
de (V',h'). Posons r = (d—d —1)/2sid>d et r=(d —d—1)/2sid > d. On effectue
I’hypothése supplémentaire suivante :

- Sid>d, (V,h) est isomorphe & (V', 1) & (Zor11, hort1.) ;

—sid >d, (V',}) est isomorphe & (V, h) ® (Zayi1, hori1,—1)-

Fixons un tel isomorphisme, cela définit un plongement de G dans G’ ou de G’ dans G
(suivant que d’ > d ou d > d'). Soient 0 € Temp(G) et ¢’ € Temp(G'). on définit comme en
[B1] section 4 une multiplicité m(o, o’). Rappelons en la définition. On suppose pour fixer les
idées que d > d'. Rappelons que Zs,1 admet une base (2;)i—o.+1,. 4. S0it P le sous-groupe
parabolique de GG qui préserve le drapeau de sous-espaces totalement isotropes suivant

Ezo CEz®FEz,_ 1 C...CEz,®...0Ezn

On a alors G' C P. Notons U le radical unipotent de P. On définit un caractére & de U(F)
en posant

(u) = @DE(Z h(zi, uzi-1))

pour tout u € U(F). La conjugaison par G'(F) stabilise £. Notons Homer ¢(0,0"") Tes-
pace des applications linéaires ¢ : E, — E_v (ou E, resp. E_v désignent les espaces des
représentations o et o’” resp.) vérifiant

loo(g'u)=E(u)a"(g) ot

pour tous ¢’ € G'(F), u € U(F). On pose alors m(c,0’) = dim Homg ¢(o,0""). D’aprés
[AGRS] et [GGP], cette multiplicité vaut 0 ou 1. Remarquons que notre convention différe ici
de celle de [B1] : la multiplicité m(o, o) est celle notée m (o, o’") dans [B1]. On a démontré
en [B1](théoréme 17.1.1) une formule calculant cette multiplicité. Explicitons la. Supposons
encore pour fixer les idées que d > d'. Introduisons I'ensemble 7 des sous-tores T' de G'(F)
vérifiant la condition suivante : il existe une décomposition orthogonale V' = V] & W7 telle
que les groupes unitaires de V] et de Vi = V] & Zs,,; sont quasidéployés. Notons G/ le
groupe unitaire de W7. que l'on identifie & un sous-groupe de G’ en laissant agir un élément
g € G’ par lidentité sur V. Alors T doit étre un sous-tore maximal anisotrope de G’.
Remarquons que la décomposition orthogonale V' = VI @ W/ associée a T est unique.
Fixons un ensemble 7 de représentants ’ensemble des classes de conjugaison par G'(F)
dans 7. Soit T € T et notons Gy;, Gy, les groupes unitaires de V7, Vr respectivement.
Soit t € T'(F') en position générale. Alors on a G = T' X Gyy. D’aprés Harish-Chandra, le
caractére O, de la représentation ¢’ admet un développement local au voisinage de ¢ de la
forme
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O, (texp(X)) = Z o 0(t)7(O, X) pour X proche de 0 dans g}(F)
OeNil(g)(F))

Puisque G} = T X Gyy, on a une identification naturelle Nil(g;(F')) = Nil(gyy). On pose
alors

1
e — ot
¢ (t) INil(gvy )reg] >, crol)

OENZl(gV% )reg

De la méme fagon, on pose

1
C“(t):wil(gw)regl 2. ol

OENil(gVT )reg

Posons

Mgeom(0,0") = Myeom (0, 0) = Z \W(G%, T)| ™" lim o (t)co (1) DE (1)2 DY (1)1/?

+
TeT =0 T(F)

Cette expression a un sens et d’aprés le théoréme 17.1.1 de [B1], on a I'égalité

(1) m(o,0") = mgeom(o, ")

4.2 Reformulation de mgcom (0, 0’)

On conserve les notations et hypothéses de la section précédente sauf qu’on ne suppose
plus d’ < d. Notons D(h, h’) 'ensemble des entiers d € N vérifiant les conditions suivantes :

1. 0<d<min(d,d);
2. si G ou G’ n’est pas quasi-déployé, d > 2.

Pour tout d € C(h, k'), il existe un unique espace hermitien (& isomorphisme pres) (Vy, ha)
vérifiant les conditions suivantes :

— dim(Vy) = d;

— Il existe deux espaces hermitiens (V;, hy), (V, hy) dont les groupes unitaires sont quasi-

déployés, tels que (V, h) soit isomorphe & (Vg, hg) ® (V;, hy) et (V' 1) soit isomorphe &
(Viv hd) 52 (‘/u/v hé)

Notons G4 le groupe unitaire de (Vg, hg). On peut choisir des isomorphismes (V. h) =~
(Va, ha) © (V, hy) et (V7 1Y) = (Vg, ha) © (V] hy) avec (V, hy), (V] hy) comme précédemment.
Cela définit des plongements de G4 dans G et G’ bien définis & conjugaison prés. Quitte a
changer les isomorphismes, on peut toujours supposer que ces plongements sont compatibles
avec le plongement de G dans G’ ou de G’ dans G (suivant que d' > d ou d > d'). Pour
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x € Ga(F)ani, 'image commune du tore Gy, par ces deux plongements appartient a 7.
Puisque © € G4.(F'), on peut définir les coeflicients ¢, () et ¢, (x). Introduisons les espaces

Ch, W)= || GalF)ani/con;

deD(h,h')
et

E*<h’7 h'/) = |_| E:eg,d

deD(h,1)

D’aprés 2.2, C(h, h') est un revétement de Z*(h, h’'). On a alors 'égalité

Myeon(0.0) = Tim [ ey (@)e () D" (@) 2D (a) 12 Ala) >+ da
g s—0t C(h,h/)

4.3 Rappel : une formule pour un facteur epsilon de paire

Soient U et U’ deux espaces vectoriels sur £ de dimensions finies d et d’. On suppose
que d est pair et que d’ est impair. Posons M = Rg/pGL(U) et M la variété algebrique
des formes sesquilinéaires non dégénérées sur U. Le couple (M, M ) est un groupe tordu. On
introduit de méme le groupe tordu (M’, M’) relatif & U’. On pose r = (d — d' — 1)/2 si
d>d etr=(d—-d—-1)/2sid >d. Sid>d, on fixe un isomorphisme U ~ U" & Zy, 1,
si d > d, on fixe un isomorphisme U’ ~ U @ Z,, 1. Fixons (jusqu’a la fin de l'article) un
élément v, € F*. Si d > d', on plonge M’ dans M en identifiant toute forme sequilinéaire
m’ sur U’ a la somme directe de m/ et de hgyy1,, sur Zy,41. Si d’ > d, on plonge M dans M’
en identifiant toute forme sequilinéaire m sur U a la somme directe de m et de hg,4q,—,, sur

ZQT‘+1'

Soient (7, E) et (7', E) des représentations irréductibles tempérées de M (F') et M'(F).
On suppose que 7 et 7’ se prolongent en des représentations unitaires de M(F) et M'(F).
Cest-a-dire que I'on peut trouver une application 7 de M (F') dans le groupe des automor-
phismes unitaires de E, vérifiant 7 (msmm’) = 7(m)7(im)r(m') pour tout /m € M(F) et pour
tous m,m’ € M(F') (et de méme pour 7). On dira alors que 7 et 7’ sont conjuguées-duales.
Ces prolongements ne sont uniques qu’a un facteur complexe de module 1 prés. Néanmoins,
il est possible de rendre le choix unique grace a la théorie des fonctionnelles de Whittaker.
Pour cela fixons une base uq, ..., uy de U et identifions un élément de M a sa matrice dans
cette base. Notons N le sous-groupe des matrices unipotentes supérieures. On définit un
caractére ¢y de N(F') par la formule

d—1
Un(n) = ¥p(d_nii)
=1

olt pour n € N(F), on a noté n,; les coeflicients de la matrice associée. La théorie des fonc-
tionnelles de Whittaker nous dit alors que 'espace Homyp)(m,¥n) est de dimension 1. Si

19



7 est un prolongement de 7 & M(F), application ¢ — ¢ o 7(6,) est un automorphisme de
Homypy(m,4¢n). On normalise alors 7 de sorte que cet automorphisme soit l'identité. Un
simple calcul de changement de base montre que ce prolongement ne dépend pas du choix
de la base uy, ..., uq (en revanche il dépend de ¥g). On normalise de la méme fagon 7’.

On définit la quantité

e, (m,7") = €, (7', 1) = wr (1) wp (—11)e(1/2, 7 x @', Y%)

olt e(s,m x 7,4%) est le facteur epsilon défini par Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika
([JPPS]) et 99, est le caractére additif de E définit par ¢%(z) = ¥ (dz). Le résultat principal
de [B2] calcule ce terme par une formule intégrale. Rappelons cette formule. On suppose pour
fixer les idées que ' > d. On introduit un ensemble de "sous-tores" tordus 7 de M de la
facon suivante. Considérons une décomposition U = Ur & Wy, une forme hermitienne non
dégénérée (r sur Ur et un tore maximal (7 T) du groupe tordu (Mr, MT) associé a Wr.
On suppose que les formes hermitiennes (r et (r @ hg,11,-, ont leurs groupes unitaires
quasi-déployés et que T est anisotrope (ie. A7 = {1}). On plonge T dans M en identifiant
tout £ € T a la somme directe ¢ & QT et on note encore T l'image de ce plongement. On
désigne alors par 7 l'ensemble des "sous-tores" T de M obtenus de cette facon. Pour un
élement T € T, les sous-espaces Ur, Wr, la forme hermitienne (r et le tore tordu (7, T) sont
uniquement déterminés. Soit 7 € 7. On identifie T & un sous-tore de M en laissant agir un
élément ¢ € T(F') par 'identité sur Ur. La conjugaison par T C M conserve T et 'action
ainsi définie est la méme pour tous les éléments de T, on la note 8. On désignera par T le
sous-groupe de T des éléments fixes par 6 et Tj la composante neutre de 7%. On note T (F)/6
I'espace des classes de conjugaison dans T(F) par T'(F'). On peut munir cet espace d’une
unique mesure de sorte que pour tout ¢ € T(F)/6, Iapplication Ty(F) — T(F)/6, t — tt
préserve localement les mesures. Le normalisateur de T’ dans M (F) contient T'(F)x U ((r)(F)
comme sous-groupe d’indice fini. On pose

W(M,T) = Normue)(T)/T(F) x U(Cr)(F)

Les représentations 7 et 7’ admettent des caractéres pour lesquels on a les mémes dé-
veloppements locaux que dans le cas non tordu (cf [C]). En recopiant les définitions du
paragraphe 4.1, on obtient des fonctions ¢z et ¢z définies presque partout sur f(F ) les-
quelles sont invariantes par conjugaison par T'(F'). Fixons un ensemble de représentants des
classes de conjugaison dans 7 par M (F'). On pose alors

geoman (7' = D 2D WOLT) T lim [ ex()ew (DM (D)2 DM ()
TeT 0 TE)/6

A 24T

Cette expression a un sens et le théoréme 6.1.1 de [B2], on a 'égalité
(1) € (m,7") = €geomin (T, )
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4.4 Reformulation de € e, (T, 7)

On conserve la situation de la section précédente, sauf que 1’on ne suppose plus d < d'. Soit
d un entier naturel vérifiant d < min(d, d'). Fixons un E-espace vectoriel W, de dimension d
et des identifications U = Uy & Wy, U’ = U} & Wy. On peut toujours faire ces identifications
de sorte que si d < d', Uy = Uy @® Zayi1 et sid > d', Uy = Uy @ Z,1. On suppose que c’est
le cas. On peut alors trouver des formes hermitiennes non dégénérése hy sur Uy et b/, sur U}
vérifiant les conditions suivantes : - -

Les groupes unitaires de hy et hy sont quasi-déployés et si d < d', h;; est égale &
hg @ hori1,—yy, sl d > d', hy est égale a hd D hors1,, -

(Rappelons que hg,41 1., sont des formes hermitiennes non dégénérées sur Z27»+1) On fixe
de telles formes. Notons (M,, Md) le groupe tordu associé¢ a Wy. On plonge My dans M en
identifiant & € My a la somme directe de # et de hy. On plonge de méme M, dans M’. Ces
plongements sont alors compatibles avec le plongement de M dans M’ ou de M’ dans M
(suivant que d < d ou d > d'). Alors si Ty est un tore maximal anisotrope de M, défini
sur F', son image commune par chacun de ces plongements appartient a 7. Ceci permet de
définir cz(%) et cz (&) pour tout & € My(F)an;. On définit de méme les termes DY (%) et
DM'(#). Introduisons 'espace

X(dd)= || My(F)an/conj

d<min(d,d")

Cet espace est muni d’une mesure d’aprés 1.2. Alors, on a

- - . d—(d+d' ' \—1/24s 1~
Egeomn (7, 7) = lim, 215 T e (@) en (2) DY (3) 2DV () P A ()P d
s—0 X(d,d/)
5 Modéles de Whittaker pour un groupe unitaire de di-
mension paire

Soit (V, h) un espace hermitien de dimension d. Notons G son groupe unitaire. Dans toute
cette section on fait I’hypothése suivante

G est quasi-déployé et d est pair

En 1.3, on a paramétré les orbites nilpotentes réguliéres de g(F') par (KerTrg/p\{0})/N(E*).
Le choix d’un caractére continu de F' (on en a fixé un ) et d'une dualité g(F') x g(F') — F,
G-invariante (on en a fixé une en 1.3) déterminent alors un parameétrage analogue des types
de modeéles de Whittaker pour GG. Ce parameétrage est décrit explicitement en 5.2. On rappelle
alors un résultat de Rodier exprimant l'existence ou non d’un type de modeéle de Whittaker
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pour une représentation irréductible o en fonction de son caractére (ou plutot du compor-
tement au voisinage de 'origine de ce dernier). Le lemme 5.5.1 donne une fagon explicite de
calculer le coefficient qui apparait dans la formule de Rodier. Pour arriver a cette proposition,
qui ne dépend d’aucune mesure, on a besoin de changer un peu nos normalisations (notam-
ment les mesures sur les tores). Ces changements, ainsi qu'un certain nombre de notations
et résultats utiles, sont introduits dans le paragraphe suivant.

5.1 Intégrales orbitales, transformée de Fourier, mesures et constantes
de Weil

Rappelons que l'on a fixé en 1.3 une forme bilinéaire symétrique non dégénérée < .,. >
sur g(F). On en a alors déduit une mesure sur g(F) : celle qui est autoduale pour le bica-
ractére (< .,. >) : g(F) x g(F) — C*. Jusqu'a présent, la mesure fixée sur G(F) était
inessentielle. Dans cette section, on choisit sur G(F') 'unique mesure de Haar telle que I'ex-
ponentielle préserve localement les mesures a 'origine.

Soit X € greq(F). Alors Gx est un tore et la restriction de < .,. > & gx(F) est non
dégénérée. On munit alors gy(F') de la mesure autoduale associée. On a déja fixé en 1.2
une mesure sur les tores. On oublie jusqu’en 5.5 cette normalisation et on reléve sur Gx (F)
la mesure de gx(F') via I'exponentielle (comme pour G(F')). Avec cette normalisation des
mesures, on pose

Je(X. f) = / f(™ X g)dg

Gx (F\G(F)

pour tout f € C(g(F)). Clest lintégrale orbitale de f en X. D’aprés Harish-Chandra,
il existe une fonction j localement intégrable sur g(F') x g(F’), localement constante sur
Oreg(F) X greg(F), telle que, pour toute f € C°(g(F)) et tout X € g,eq(F), on ait I'égalité :

Je(X. f) = / ,, J0iCEYIay

Lorsque 1'on voudra préciser le groupe ambiant, on notera j¢(.,.) plutét que j(.,.). Pour
O € Nil(g(F)), il existe une unique fonction I'p sur g,.,(F), le germe de Shalika associé a
O, qui vérifie les conditions suivantes. La premiére est une condition d’homogénéité : pour
tout X € g,y(F) et pour tout A € F*, on a

To(AX) = [A[ @ HmOp, (X)

(rappelons que pour A € F*2 on a \O = O). La deuxiéme condition est la suivante : pour
tout f € C(g(F)) il existe un voisinage w de 0 tel que pour tout X € w N g,ey(F), on ait

Jo(X. )= 3 To(X)Jo(f)

OeNil(g(F))
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D’apreés la "conjecture de Howe", si w est un ouvert de g(F') compact modulo conjugaison et
contenant 0, alors il existe un ouvert €2 de g(F') compact modulo conjugaison et contenant
0 tel que, pour tout X € QN g,ey(F) et tout Y € w N g,e,(F), on ait I'égalité

L) XY= Y To(X)j0.Y)

OeNil(g(F))

On aura encore besoin d’une formule sur les fonctions j. Soit M un Levi de G. Alors la res-
triction de < .,. > am(F') est non dégénérée. On peut donc appliquer toutes les constructions
précédentes a M au lieu de G. En particulier, on dispose de fonctions 5™ : m(F) xm(F) — C.
Soient X € m(F) N greq(F) €t Y € gpey(F). Fixons un ensemble de représentants (Y;);—1,_,
des classes de conjugaison par M (F') dans m(F') qui rencontrent la classe de conjugaison de
Y par G(F). On a alors I'égalité

(2) j9X,Y)DE(Y)V? = ZjM(X,Y@')DM(Y@-)l/Q

i=1

On vérifie aussi que si M est un tore, alors 7™ (X, Y) = (< X, Y >) pour tous X, Y € m(F).

Soit (V,q) un F-espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme quadratique g.
Pour L un réseau de V, on pose

Jwawzz@@mmev

Alors pour L assez grand, I,(L,q)/|I4(L,q)| ne dépend pas de L, on note sa valeur 7, (q).
C’est la constante de Weil de ¢ pour le caractére ). On vérifie facilement les propriétés
suivants

— (@ ® ¢) = 1(q)1p(¢") pour toutes formes quadratiques ¢, ¢ ;
— Si (V, q) est un plan hyperbolique, v,(¢) = 1;

= yl(0)™ =10(=0);

— 7y(q) est une racine 8éme de l'unité.
En particulier, on note 4(Ng/r) la constante de Weil associée a la forme quadratique
(z,y) = 3TrE/r(zy) sur E. On a alors

Yo(ANE/r) = sgne/r(A)vy(Ne/r)
pour tout A € .

5.2 Types de modéles de Whittaker

Fixons une base (2;)i=41,. 4, telle que h(z;, z;) = 0, _;. Introduisons le sous-groupe para-
bolique Fy de G des éléments qui conservent le drapeau

EzoCEzz®FEz,_ 1 C...CEz,®...0Ezn
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et notons U son radical unipotent. Soit n € E* tel que Trg/p(n) = 0. On définit un caractére
6, de U(F') par la formule suivante

O, (u) = w(ZTrE/F (h(z,l-,l, uzl)) +2Trg/r (’r]h(z,l, uzl)))

Définissons un élément N~ € g(F) par N~ z; = z;_1 pour i = 2,...,r, N™z; = nz_q,
N z,=z, pouri=1,....,7r—1et Nz_, = 0. Notons U, le radical unipotent du sous-
groupe parabolique opposé a Py. On a alors N~ € Uy(F) et 6,(e") = ¢(< N,N~ >) pour
tout N € ug(F).

Soit o € Temp(G). On appelle fonctionnelle de Whittaker pour o relativement a 7 toute
forme linéaire

{:E, —C

vérifiant £ oo (u) = 6, (u)l pour tout u € Uy(F). On note Homy, (o, 6,) 'espace des fonction-
nelles de Whittaker relativement a ¢. Comme on le sait bien, cette espace est de dimension
au plus 1. Posons

m(o,n) = dim(Homy, (0, 6,))

Rappelons que 'on a un développement de ©, au voisinage de l'origine de la forme

0, = 3 o0, X)

OeNil(g(F))

pour tout X € g,.,(F) assez proche de 0 et oit les ¢, (1) sont des nombres complexes.
D’aprés un résultat de Rodier ([Ro]), on a

(1) m<a7 77) = CJ,On<1)
On se propose dans les paragraphes qui suivent de trouver une méthode effective de calcul
de ce coefficient.

5.3 Calcul de germes de Shalika

Soient B un sous-groupe de Borel de G défini sur F' et T},; un sous-tore maximal de B.
On fixe un élément X4 € tyq(F) N Grey(F).

Choisissons deux éléments v, v_ € F* tels que sgng/p(r+) = £1. Soit Z, un sous-espace
de V somme orthogonale de (d — 2)/2 plans hyperboliques. Pour ¢ € {£}, on peut toujours
trouver une décomposition orthogonale V' = D¢ @t D ot Z; ot

— D et D¢ sont des droites;

— la restriction de h a DS est équivalente a v.Ng/p et la restriction de h a D¢ est

équivalente a —v . Ng/p.
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Fixons de telles décompositions. On note Gy = U(Zy), c’est un groupe unitaire quasi-
déployé. Soit T} 44 un tore maximal de G inclus dans un sous-groupe de Borel. Fixons un
élément X g de tgga(F) N goreq(F) et deux éléments distincts a1, a; € Ker(Trg/p) qui ne
sont pas valeurs propres de Xy 4. Notons X¢ € g(F) I'élément ainsi défini : X¢ agit par
multiplication par a; sur D¢, par multiplication par a; sur D¢ et comme X 44 sur Zy. On
a alors X € gy (F).

Lemme 5.3.1 Pourn € Ker(Trg/r)\{0}, on a

1.
Lo, (Xq) =1

Lo, (XT) =To,(X7) = sgng/r((a1 — as)n)

Preuve : Fixons € Ker(Trg p)\{0}. La premiére assertion de I’énoncé est le lemme 9.3.1
de [B1]. Pour € € {+}, notons T¢ le tore maximal de G tel que X¢ € t(F). D’aprés Shelstad
([Shl), T, (X€) vaut 1 ou 0 suivant qu'un certain invariant vaut 1 ou non. Soit N € O,. Cet
invariant est noté inv(X)inv(T¢)/inv(N) par Shelstad, c’est un élément de H'(F,T¢). On a
une identification naturelle H'(F,T¢) = {£1} x {£1} (correspondant a I'indentification na-
turelle T° = Ker(Ng/r) X Ker(Ng/r) X (Rp/rGm)@%/?). Les invariants inv(X)inv(T¢) et
inv(N) dépendent chacun du choix d’un épinglage a conjugaison prés, ces épinglages devant
étre opposés I'un a 'autre. Le choix d'un épinglage & conjugaison preés revient au choix d’une
orbite nilpotente réguliére, donc au choix d'un élément de Ker(Trg/r)\{0}/Ng/r(£*) via
la paramétrisation 1.3. Deux épinglages n9,m € Ker(Trg/r)\{0}/Ng/r(E*) sont opposés
si np = —m. Le lemme X.7 de [W2| calcule U'invariant inv(X€)inv(T¢) pour le choix d'un
épinglage 1o (le 1 de cet référence vaut alors (—1)%22n,) :

inv(X)inv(T¢) = (esgnE/F((—l)d/QnoP)'« (a1)), esgnE/F((—l)(d_Z)/QnoP)'(e (ag)))

ol Py désigne le polynome caractéristique de X € agissant sur V. Notons A1, ..., A, = A1, ..., — s,
ot 7 = (d — 2)/2, les valeurs propres de Xj ,4 agissant sur V4. On a alors

PXe(al) 0,1—(1,2 xHa1 a1+)\)

La norme de (a; — ;) est égale & —(a; — \;)(a; + ;). On en déduit que Pi.(a;) €
(=1)“=2/2(a; —ay) N r(E*). De la méme fagon, on a Pi.(az) € (—1)¥?(a; —az) Ng/r(E).
Par conséquent

inv(X)inv(T°) = (esgnpr(—mlar — az)), esgnp/p(—no(ar — az)))

Passons au calcul de inv(N). On considére donc, comme on I'a dit, I’épinglage défini par
—1o. Au choix de cet épinglage est associé, suivant la construction de [Sh]|, un élément
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de HY(F,Z(G)) que l'on voit dans H'(F,T¢) via 'application naturelle H'(F, Z(G)) —
HY(F,T%). On a H'(F,Z(G)) = {£1} et l'application précédente est I'application diago-
nale. La construction de Shelstad n’est pas difficile & expliciter ici : on a inv(N) =1sin €
—noNg/r(E*), —1 sinon. En d’autre termes, on a inv(N) = (sgng/r(—n0/n), sgne/r(=10/1")).
Finalement, on obtient que

€ 1 sisgng F(U(Ch - a2)) =€
Lo, (X°) :{ 0 sinon. /

On retrouve alors facilement la deuxiéme égalité de ’énoncé B

5.4 Calcul de fonctions ;¢

Lemme 5.4.1 Pourn € Ker(Trg/r)\{0}, on a
1.

N w(d _
10 Xy = A0 6 x,)1

790y, X) = ed™ w(d)vy(Ngsr)sgne r(2(az — ay)n) D(X) /2
pour tout € € {£}.

Preuve : La premiére égalité est le lemme 18.2.1 de [B1]. Soient X,Y € g,¢,(F"). D’aprés
5.1(1), pour A € F'* assez proche de 0, on a

FFOXY)= ) To(AX)j90,Y)
OeN:il(g)

D’aprés les propriétés d’homogénéité des germes de Shalika, on a aussi

lim To(AX) = { Fo(X) si O est régulicre
ACFX2 0 sinon.
A—0
Par conséquent
li (AX,Y) r Y
Jim Z 0,(X)j¢(0,.Y)
A—0

ou la somme porte sur Ker(TrE/F)\{O}/N(EX). Appliquons 'égalité précédente & Y = X©
et X = X7, X~ et X,4. D’apreés le lemme 5.3.1, on a

A € I .. A ¢ A e o — vre
(1) 390X = 3t (36000 X sgnsye(an—aah) (00X, X3 0x X))
A—=0

pour tout € € {£}. Soient € € {+} et A € % La classe de conjugaison de X ne rencontre
pas t,q(F). Par conséquent, d’aprés 5.1(2), on a j9(A X4, X¢) = 0. Il ne reste plus qu’a
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calculer j¢(AX*, X¢) — 79(A\X~, X°).

Supposons dans un premier temps que d = 2. Posons G; = Gy = U(1). Alors, H =
G1 X G5 est un groupe endoscopique de G. Pour la correspondance endoscopique associée,
XT et X~ correspondent aux classes de conjugaison stable de Y7 = (ay, az) et Y2 = (ag, ay).
On peut normaliser les facteurs de transfert de sorte que

Agnu(Yi, X) =€

pour tout ¢ € {1,2} et pour tout € € {£}. Grace a Ngd Bau Chau, la conjecture 1.2 de [W3]
est maintenant un théoréme. La fonction 1%(X, Z) de cette référence vaut D% (Z)Y25%(X, Z).
Appliquée a Y = Y] et Z = X© la conjecture 1.2 de [W3| nous donne

(2) Yu(g) DXV (Agm(AY1, AXT)FOAXT, X) + Ag r(AY1, AX7)j9(A X, X))
= evs(h) (77 (WY1, Y1) + 77 (A1, Ya))

oll vy (@), resp. vy (h), désigne la constante de Weil associée a ¢ et & la forme quadratique
X = iTrg/p(Tr(X?)) sur g, resp. la forme quadratique (X1, X5) — 1Trp/p(Tr(X7) +
Tr(X3)) sur h=g; X g2. On a Ag gAY, AX1) = Agp(V1, XT) =1 et Agu(AY,A\X7) =
Agu(Y1,X™) = —1. Puisque H est un tore, on a j7(\Y},Y;) = 77(\Y3,Y2) = 1 pour A
assez petit. Par conséquent, (2) devient

jG()\X—i—’ Xe) _ jG(AX_, Xs) _ 2€7¢<U)DG’(X5)—1/2
Yu(9)

pour A € F*? assez petit. Soit £ € F* tel que F = F[¢]. La forme quadratique sur g est
équivalente a la somme orthogonale d'un plan hyperbolique et de (z,y) — 22% + 2y La
forme quadratique sur b est équivalente a (x,y) — £x%2+Ey?. La différence de ces deux formes
quadratiques est équivalente a la somme d’un plan hyperbolique et de la forme —2Ng/r. On
a donc

Yu(b
2(b) _ 1(=2Ngr) = sgnp r(=2)7u(Ne/r)
7u(9)

On obtient finalement
JEAXT, X) = J9NXT, X) = 2sgnp(—2)7y (Np/p) DY (X) 2
pour A € F*? assez petit.
Revenons au cas général. Rappelons que pour définir X, on a fixé trois espaces ortho-
gonaux D, D_ et Z,. Soient G’ le groupe unitaire de Dy @ D_ et Tj 44 le tore maximal de
Go = U(Zy) que Pon a fixé pour définir Xt et X~. Alors M = G’ x Tj 4q est un Levi de

G auquel appartient X+ et X~. Soit X' (resp. X’7) la projection de Xt (resp. X ™) sur
g’. Alors la classe de conjugaison de X¢ rencontre 24/271(d/2 — 1)! classes de conjugaisons
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de m(F') et la projection de chacune de ces classes de conjugaison sur g’'(F") coincide avec la
classe de conjugaison de X’“. D’aprés 5.1(2), on en déduit que, pour A assez petit,

jG()\X—i—’ Xe) _ 2d/2—1(d/2 _ 1)!5G/(>\X/+’ X/E)DG” (X/6)1/2DG’(X5)—1/2
et

jG()\X—’ Xe) _ 2d/2—1(d/2 o 1)!5G’(>\X/—’ X/E)DG”(X/E)l/QDG’(XE)—l/Z

D’aprés le résultat obtenu dans le cas d = 2, on a donc

jG()‘X+7X€) _jG()‘X_vXE)
_ 2d/2—1(d/2 _ 1)!(5G/(AX/+, X/é) _ jG”()\X/f’ X/e))DG/(XIE)l/ZDG(Xe)—l/Q
= €2%(d/2 = 1)!sgnpr(—2)yy (Ng/r) DY (X) 712

pour tout A\ € F*% assez petit. Réinjectant dans (1), on obtient

790y, X°) = 271 (d/2 — 1)lsgnpr(2(az — a1)n)ve(Ngyp) D (X) /2

C’est la deuxiéme égalité de I’énoncé B

5.5 Une formule pour la multiplicité m (X, n)

Soit ¥ = ), ayo une combinaison linéaire formelle de représentations irréductibles
tempérées de G(F). Soit n € KerTrgp\{0}. En prolongeant par linéarité 'application
o — m(o,n), on définit m(%,n)

Lemme 5.5.1 1. On a l’égalité
m(X,n) = (2w(d)™" lim (Og(e* ) DY (Me)1/?
55
+d sgng/r(2(az — al)n)’Vw(NE/F)fl@z(eAXWDG(€AX+)1/2)
2. Si Oy, est stable alors,

lim Ox(eM)DE(MT)2 =

A—0

Preuve : Le premier point est une conséquence facile de 5.2(1), du lemme 5.4.1 et des

propriétés d’homogénéité des fonctions jG(O, .). Supposons que Oy soit stable. Comme X
et X~ sont stablement conjugués, pour tout A € F*, on a Og(e?X") = Og(e? ) et
DG (XY = DE(eMX 7). Par conséquent dans la deuxiéme limite, on peut remplacer X+
par X . D’aprés le lemme 5.4.1, la limite existe et selon qu’on la calcule avec X' ou X,
on obtient deux résultats opposés. La limite est donc nulle Il
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6 Endoscopie

6.1 Rappel sur les fonctions ¢, 0

Soit (V, h) un espace hermitien. Donnons nous une décomposition orthogonale V-.=W @
Vi. On note G, Gw, Gy les groupes unitaires de respectivement V', W, Vj et on suppose que
Gl est quasi-déployé. Soit t € Gy (F') un élément semi-simple tel que Gy = T'x Gy ot T est un
tore maximal de Gy . Soit o une représentation irréductible de G(F'). On définit comme en
4.1 un coefficient ¢, (t) a partir du caractére O, de o. On va rappeler une formule permettant
de calculer ce terme. Fixons un sous-groupe de Borel By de Gy et un tore maximal T}, de B,
tous deux définis sur F'. Soit Y, € t;(F) N gy req(F), on a alors

(1) Ca(t)zw(dn)_l lim @U(texp()\Yh))DGh()\Yh)l/Q

AEFX A0
of 18.4 [B1].

6.2 Définition d’une multiplicité stable

Soient (V,h) et (V' h') deux espaces hermitiens de dimensions respectives d et d' (on
ne fait ici aucune hypothése sur leurs parités). On note G et G’ leurs groupes unitaires
et on les suppose quasi-déployés. Soient ¥ = >, ago), et ¥ = >, byo) des combinaisons
linéaires formelles finies ot les ay, et les by, sont des nombres complexes, les o, appartiennent a
Temp(G(F)) et les o, appartiennent & Temp(G'(F)). On définit par linéarité leurs caractéres
Oy et Oyxy. On suppose qu’il s’agit de distributions stables (c’est-a-dire qu'ils sont constants
sur les classes de conjugaison stable d’éléments fortement réguliers). Pour tout d < min(d, d'),
on peut trouver une décomposition orthogonale V.= W @V} ou dim(W) = d et G} le groupe
unitaire de Vj est quasi-déployé. Notons Gy le groupe unitaire de W. Soit § € Zj,, et
r € Gwyeg(F) un élément dont la classe de conjugaison stable est paramétrée par £ (il en
existe toujours). Alors G, = T'x Gy ot T est un tore maximal de Gy,. On peut donc définir le
coefficient ¢x,(z) = ), arcy, (x). Puisque Oy est stable, ce terme ne dépend pas du choix de
x ni de celui de la décomposition orthogonale. On le note cx(§). On définit de méme cxv (€).
Soit D(d,d’) I'ensemble des entiers naturels d qui vérifient

— d <min(d,d);

—d=doud]2].

Introduisons I'espace

—k AN —k
— (d7 d ) - |_| —d,ani
deD(d,d")

. N . . . N . . /
Soit p un caractére continu de £* dont la restriction a F'* coincide avec sgndEJ;‘é“. On pose

alors

Su(®, %) = lim p(8 % Pe(1))|C(©)les(€)ew () DU(E) 2 DT (§) 2 A(€) 7H/*d

s—0t =*(d,d")
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6.3 Endoscopie et multiplicité

Soient (V) h) et (V' h') deux espaces hermitiens vérifiant les hypothéses du paragraphe
4.1 dont on reprend les notations. Considérons quatre espaces hermitiens (Vi hy), (Vo h_),
(VI h'), (V! k") de groupes unitaires respectifs G, G_, G', et G"_ et de dimensions res-
pectives d;, d_, d',, d__. On fait les hypothéses suivantes

— (Vi hy), (Vo ho), (VI R,) et (V2 B vérifient hypothese (QD) ;

—dy+d_=detd +d =d.

D’aprés 3.1, on peut donc considérer G, X G_ comme un groupe endoscopique de G et
G'_x G’ comme un groupe endoscopique de G'. Il faut pour cela fixer quelques données sup-

lémentaires : des caractéres ' et u' vérifiant — sgns — sgnt
p : Hots Hey Py € fL Het | Fx = S9N g ps K= |F* = SN p;
!

- d' , .4, . .
,LL’HFX = SYngp et uL,‘FX = sgnbf/F. On les suppose fixés. Considérons une combinaison
linéaire finie

/
Xy = E U
k

ou les o ) appartiennent & T'emp(G). On considére de méme des combinaisons linéaires
finies 33, ¥/, ¥_, 3, ¥’ de représentations irréductibles tempérées de respectivement G, G',
G_, G', et G"_. On suppose que les caractéres Oy, Oy_, @2;, Oy sont stables, que Oy, est
un transfert de Oy, x Ox_ et que Osy est un transfert de @2; X Oyy . En prolongeant par
bilinéarité 'application (o, ") = Myeom (0, 0’), on définit myeom (X, X')

Proposition 6.3.1 Sous les hypotheses précédentes, on a l’égalité

1

mgffOWL(Ev E/) = D) (SM+M,+ <2+7 E;)‘S'Mfu', (E,, EL) + M(G)SMHL (EJH EL)‘SN*M; <Z*7 E/Jr))
Preuve : Exprimons le membre de gauche de 1’égalité de I’énoncé comme en 4.2. Puisque
C(h,h') est un revétement de Z*(h, h’) qui lui-méme est un ouvert de =*(d, d’), on peut écrire

le membre de gauche sous la forme

lim FLOA)*12deg

Le membre de droite s’exprime comme limite d’une intégrale sur Z*(d,., d’,) x =*(d_,d") U
E*(dy,d_) x 2*(d_,d/,). L’application (&1,&2) — & U & définit un revétement qui préserve
localement les mesures d’un ouvert de complémentaire de mesure nulle de cet espace au
dessus d'un ouvert de Z*(d,d'). On a 'égalité A(&; U &) = A(&)A(&), ce qui permet de
réécrire le membre de droite sous la forme

lim ) A(E)2de

s—0t =k (d,d/)

Pour établir le lemme, il suffit donc de montrer I'égalité f1(£) = fo(€) pour tout € € =*(d, d').
Soit donc & = (I, (Fyi)ier, (Fi)ier, (Yi)ier) € Z*(d,d’). Posons d = d¢. On construit comme
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en 4.2, un espace hermitien (Vg, hg) qui se plonge a la fois dans (V, h) et (V', h’). Notons Gy
son groupe unitaire. On dispose donc de deux plongements bien définis & conjugaison preés
de G4 dans G et G'. On a alors

(1) A& = Y DU es(a(& ) DT ()P en(w(é )
ceC(&)¢
pour un certain e € {£1}. Soit ¢ € C(§). Notons V; 'orthogonal de V; dans V, d, sa
dimension et G} son groupe unitaire. D’apres la construction 4.2, Gy est quasi-déployé. Soit
T} un sous-tore maximal d’'un sous-groupe de Borel de G} tous deux définis sur F'. Fixons
Y, € gyreg(F) N4(F) qui n’admet pas 0 comme valeur propre dans V;. D’aprés 6.1(1), on a

(2) DUE Pes((€,e)) = w(dy) ™ lim  Ox(z(€, c)e*) D (x(€, ¢)eM)!/?
AEFX A0
Pour tout A € F* assez petit, notons () € Zg, ¢y 'élément qui parametre la classe de conju-
gaison stable de e*¥s. On distingue alors deux cas.

Supposons tout d’abord que d est pair. Il existe alors une famille (a;);e; d’éléments non
nuls de £ telle que {\ = (J, (Fij)jes, (F})jer, (Y;(X))jes) pour tout A € F* assez petit, ot :

- Fij:EetF]:ExE,

() = (@, )
pour tout 7 € J. On a alors C(()) = {1}, i.e. ) détermine aussi la classe de conjugaison
stable de e*%. La classe de conjugaison de z(&,c)e est alors paramétrée par € LI ¢ et
c € C(EU ) = C(§). Pour tout I" C I, on pose {(I') = (I', (Fyi)ier, (F3)ier, (Yi)ier) et
dp = de(ry. On définit de méme (5(J') et dy pour tout J' C J. Puisque Oy, est un transfert
de Oy, X Ox_,on a

(3) Ox(z(E, )M DY (z(¢, c)eMe)V? =
Z Oy, (§(I1) U G\(J1)) D (E(I) UG (1)) 205 (E(12) U ()

11,1
J1,J2

DO (&(In) U G (J2)) 2 Ay o (€(11) UG (), €(12) U Ga (), )

ot la somme porte sur les quadruplets (11, Is, Ji, Jo) satisfaisant Iy U I, = I, Jy U Jy = J,
dp, +2|J1| = dy et dy, + 2|.J5] = d_. Fixons un tel quadruplet. d’aprés 6.1(1), on a

(1) lim O (6(1) U G(J) DO (1) UG = e, (61) D™ (E(1) V2

(5)  lim O _(£(12) U () D ((12) UG (J2)* = ex(€(12)) D™ (§(12))"?

Montrons que
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(6) Pour A\ assez proche de 0, on a

Aupp (EI) UAG(N), E(2) UG (), 0) = Ay, (§(11),E(12), )
D’aprés 2.3(1), il suffit de vérifier que pour A assez petit, on a
- ILL+(P<)\(J1)(0)PC>\(J1)(_]‘)71) =1;
= 1= (Poy(02)(0) Py ) (1)) = 15 .
- J1072 =)y — )1+ 9) 7 (14 e9) Ny ) € Ny (F)
=
pour tout ¢ € I.
Pour le premier point, on a

PC/\(Jl)(O)PC/\ J1 H eMai=Ti) (1 4 eAaj)fl(l + 67,\@)71

je1

La norme de (1 + %)~ vaut e % (1 + ) ~1(1 + ¢72%)~! et pour A assez proche de 0,
iy (e2%) = 1. Cela conclut, puisque g est trivial sur N(E*). On établit de la méme fagon
le deuxiéme point. Enfin, pour le troisiéme point, il suffit de remarquer que pour tout j € J
et pour tout 7 € Iy,

572(%‘ Aa])<yz )\Ej)(l —I—eAaj)*l(l _'_ef)@])fly;l

est la norme de 6 1(y; — e )(1 + )L

Pour I 1,1, C I, tels que d;, < dy et dy, < d_, posons

B(I1, Ib) = e, (§(1)) D™ (E(1)Pes_(E(12)) D (£(12)) 2
De (2), (3), (4), (5) et (6), on déduit que

CZ(x(ga C))Dd(g)l/Q = w(dh)_l Z w(d-i- - dh)w(d— - d[2)B(‘[17 IZ)AM%M* (g(]l)a 5(12)7 C)
W

ou la somme porte toujours sur les mémes quadruplets qu’en (3). Examinons la somme sur
(J1,J2) & (I, I5) fixé. La somme est vide sauf si [y U [y = I, dy — dy, et d_ — dj, sont des
entiers positifs pairs. Si 'on est dans ce cas, alors (Ji, J3) est soumis aux seules conditions
JUJy=J, 2|01 =dy —dp et 2|5 =d_ —dp,. llya ((d+_“21)/2) tels couples. On vérifie

facilement 1’égalité

((d+ |Jd|1 )/2) (dy = dp)w(d- —dp,) = w(d —d) = w(d,)

On arrive donc a 'égalité
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(7) es(@(&0))DUOY? = B(L, L)A,, . (§(1h), (1), c)

11,12

ot la somme porte sur les couples (I3, I5) vérifiant I1Uly = I, dy —dy, et d_—dj, positifs pairs.

Supposons maintenant que d est impair. Il existe alors une famille (a;);ec; d’éléments non
nuls de E et jo € J tels que (\ = (J, (Fyj)jer, (Fj)jes, (y;(A))jes) pour tout A € F* assez
petit, ou :

- Fj:jo = F, Fjo = E, TTE/F(ajO) =0et y]0(>\) = 6)\%0 ;

~ Fyj=F, Fj=F x F et y;j(\) = (%, e™%) pour tout j € J\{jo}

On aalors C((y) = F*/N(E*), donc () ne détermine pas entiérement la classe de conjugaison
de 3. Celle-ci est déterminée par la donnée supplémentaire d’un élément ¢y € F* /N (E>).
L’hypothése faites sur (V,h) et (V',h') entraine ¢y = 1. La classe de conjugaison de
z(€,c)eMt est alors paramétrée par £ U () et (c,cp) € C(EUC) = C(€) x F*/N(E®).
Puisque Oy, est un transfert de Oy, x Ox_, pour tout A assez petit, on a

(8) Ox(z(§ c)e Ayh)DG( (€, )M/ —
> 05, (€() UG D (E(1) UG (1)) 205 (€(12) U ()

11,12
J17J2

DO (E(L) L () 2 A, o (E(1) LW G(T), E(12) U (), (¢, o))

ot la somme porte sur les quadruplets (I, Is, J1, Jo) vérifiant Iy U1, = I, Jy U Jy = J,
dr, +dj, =dy et dr, + dy, = d_. Fixons un tel quadruplet. On a toujours (4) et (5). Il y a
essentiellement deux cas possibles : jy € J; ou jy € Jy. De fagon tout a fait analogue a (6),
on montre que pour A assez proche de 0, on a

Ay (EI) U G(T1), €(12) UG(R), (¢, o)) =

{ [ opi (f f1 ) U Ca(jo): €(12), (¢, c0)) sijo € Sy
Ay (E(11), (L) UG (o), (¢, o)) sijo € Ja

ot on a posé (x(jo) = (\({Jjo}). D’apres le lemme 2.3.1, on a donc
9) T Ay (€01) UGER), E(1) UG ), (6 ) =

_ Pr. (-1 P, (1 ..
Ao (E(1), (L), ¢)sgng e (6 dﬁ) si jo € Jy
Ay (§(I), E(12), ¢)sgnpe (0~ d“%) st jo € Ja

ol on a posé P = Pe(py pour tout I’ C 1. De (2), (4), (5), (8) et (9), on déduit que
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(10) CE('T<§7 C))Dd<§)1/2 :U}(du)il ( Z w<d+ - dh)w<d* - d12>B<[17 [2>AM+7H— <§<[1)7 §<[2>7 C)

11,12
J1,J2
4 PrL(=1)Pr(1)
d I Ip)
sgnp/r (0 IQW) + IEI w(dy —dr)w(d- —dg,)
T

B(I1, I)Ay, i (§(1h),§(12), ¢)sgne;r (5_d11 M))

PI1 (0)

la premiére somme (resp. la deuxiéme) portant sur les mémes quadruplets que (8) avec la
condition supplémentaire jo € J; (resp. jo € Jo). Dans la premiére somme, & (I, I5) fixé, la
somme sur (Jy,Jo) est vide sauf si Iy U Iy = I, dy — dj, est positif impair et d_ — dj, est

positif pair. Dans ce cas, elle contient ((d ‘i'd;l)ﬂ) termes . On vérifie que
- 2

(<d_|‘]_| ;fl>/z)w<d+ — dpud- —dy,) = w(d — d) = w(dy)

Dans la deuxiéme somme, & (I, I5) fixé, la somme sur (Jy, J2) est vide sauf si [; LI I, = 1,
d, — dj, est positif pair et d_ — dj, est positif impair. Dans ce cas, elle contient (( dJﬂZl) /2)

1
termes. On a de méme

<(d+u_| 511>/2)“}(d+ — dr)w(d- —dp,) = w(d;)

Par conséquent, (10) devient

1 2 7, P[2
(1) ex(alg, DU ZB (11, 12) Dy (6(1),E(I2), €)sgnisy i (675 <P30) Of
+ Z B(I, 1) Ay - (§(1), €(12), C)SgnE/F(5 PIl(Pfl—zOP)h())

la premiére (resp. la deuxiéme) somme portant sur les couples ([1, I3) vérifiant [y U Iy = 1,
d, — dy, positif impair (resp. pair) et d_ — dy, positif pair (resp. impair).

On montre de la méme facon des formules analogues a (7) et (11) pour csy (x(€, ¢)) D (£)Y/2.
Plus précisément, pour tous Iy, Iy C I vérifiant d/, > dy, et d_ > dy,, posons

B'(I, I) = ey, (§(1)) D™ (§(1)?esr (£(12)) D™ (€(12))?

On a alors

34



— Si d est impair,

(12) ess((€, )D€ = 3 B, ) Ay e (6(1), E(12), )
I, I
ou la somme porte sur les couples (I, I5) vérifiant [; LI Iy = I, d, —dp et d_ —dy,
positifs et pairs.
— Si d est pair,

(13) en(ale. DD (€2 = 3 Bl )y o (E(1). (L) hsgn e (57 2Dy

I1,12 PIQ (0)
30 B U 1) (60, 6(0), s (572 S )
1,13 1

la premiére (resp. la deuxiéme) somme portant sur les couples ([1, I3) vérifiant [; LT, =
I, d, —dj, positif impair (resp. pair) et d’ — d;, positif pair (resp. impair).
Les formules (7), (11), (12) et (13) permettent d’exprimer f;(§) en fonction de Oy, x Oy,
et Os, x Oy . Supposons a nouveau d pair. De (1), (7) et (13), on déduit que

d
I

Pyy(—1)Py(1)

AL, I, I, I
P[é<0> ) (17 2541, 2)

(14) £1(6) =" B(Iy, I,)B'(I}, 1) sgngr (8~
11,12
11,1

_a, P P
+ZB (I, I2) B'(1}, Iy) sgngyr (0 IT(O))A(IMI%ILQ)

11,12 1

la premiére (resp. la deuxiéme) somme portant sur les quadruplets (I3, I5, I, I}) vérifiant
hul,=1LUly=1,dy —dy et d_ — dp, positifs pairs, d, — dp positif impair (resp. pair)
et d’_ — dy; positif pair (resp. impair), et ol on a posé

A(IMI??I{?I, Z AM+M 1),§(12), )A,u;,ﬂ'_(g(ji)vg(jé)vc)

ceC(§)°

Examinons ce dernier terme. C’est & une constante ne dépendant pas de ¢ prés la somme de

H SNE,/Fy, (C) H SGNE, /P (i)

1€l i€l

sur C'(€)°. Cette somme est donc nulle sauf si (11, Iy) = (11, I}) ou (11, Iy) = (14, I7). Dans le
cas ou (I, ) = (I1,1}), on a

Ay (61, 6(12), Dy (E(1), €(I2), €) = puaply (Pr, (0)Pr, (=1) ) p—p (Pr, (0) Pr, (1))
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pour tout ¢ € C(£)°. D’ou

A<[17 [27 [17 [2> = |C<§)6|/~L+/~L/+<Ph (O)Pfl(_Uil)M*ML(PIQ (0)P12<_1)71>

Considérons maintenant le cas ([q,I3) = (I3, 17). La formule (6) relie A, ,,_(£(11),£(12), )
au facteur de transfert relatif au groupe endoscopique G, x G_ de GG. Comme on le sait,
permuter G, et GG_, ne change pas le facteur de transfert si G est quasi-déployé, multiplie
le facteur de transfert par —1 si G n’est pas quasi-déployé. Par conséquent

Ay (§(11),€(12),¢) = (G) Ay i (§(12),§(11), ¢)
On en déduit que

Ay (€(1),E(L2), ) Ay, (€(12), E(1), )
= u(G)py i (Pry (0)Pr, (=1) ")y (Pry(0) P (1))

Puis

A(I1, Iy, Iy, ) = (G| C (&) o 1 (Pry (0) Pry (= 1)) pu gty (Pry (0) Py (=1) )

Revenons a (14). Supposons § # 0 et d’. de méme parité que d; et d_. Alors |C(§)]] =
|C(£)]/2 et on ne peut pas avoir (Iy, ) = (I1,1}) ni (I1,15) = (15, 1]) dans la premicre
somme. Par conséquent seule la deuxiéme somme contribue et, d’aprés ce qui précéde et le
fait que les cas (I, Iy) = (I}, 1) et (I, Is) = (I}, I}) sont exclusifs (car & # (), celle-ci vaut
|C'(€)]/2 multiplié par

b, (=1) P (1)

B(I,,1,)B'(I,. I —dn
Z (11, ) B'(11, 2)59”E/F(5 Pr.(0)

I,1

)N+/~L/+(Ph (0)PL(=1)7")

o (P OPr(1)1) + 4(6) T Bl 1B (I sy (575 P2 LD

et (P (0) Pry (=)~ Yty (P (0) Pra(=1)™)

la premiére (resp. deuxiéme) somme portant sur les couples ([, I5) vérifiant I U I, = [,
dr, € D(dy,d') (vesp. d, € D(dy,d")) et d;, € D(d—,d") (resp. d;, € D(d—,d,)). Dans le
cas que 'on consideére (pyp!,)px = sgnp/p et (u_p' ) px = sgng/p, donc

PRCDPL) (P (0) P (1)) = e (574 Py (1)

et
)11ty (Pr (0) Pry(=1) 1) = puy gty (572 Pr (1))
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Toujours dans le cas que l'on considére, puyp’ et pu_p’ sont triviaux sur F*. On vérifie que
64 Pp(1)Pp(—1)Pp(0)~! est élément de F* pour tout I’ C I. Par conséquent

! (Pry(0)Pr, (=1)7Y) = puypd (67 Py (1)
et

p i (P (0) Py (=1)71) = ppt (6% Pp, (1))

On peut donc rééerire (14) sous la forme

1O =""F X Bl BB Bt (57 P (67 P(1)
dllggai]dﬁr)
dr,€D(d_d")

+u(G) D By, L)B' Iy, Iy) g (5~ Pry (1)) iy (5~ P12(1)))

ILUlo=1
dr, €D(ds,d)
dr,eD(d-d})

On vérifie facilement que le membre de droite vaut f5(£). Supposons maintenant £ = (). Alors
le membre de droite de (14) ne comprend qu’un seul terme et on trouve

f1(€) = [C(€) es, (Dew (Desy, (Desy (1)

D’un autre coté, on a

14+ p(G
) = G ey Men (e, (Mest (1)
Dans tous les cas, on a |C(§)¢] = H“—;G) ce qui établit 'égalité voulue. Le cas ou d/, est de

parité différente de d, et d_ et le cas ou d est impair se traitent de la méme maniére

6.4 Endoscopie et facteur epsilon

Soient U, U’ deux E-espaces vectoriels de dimensions respectives d, d’. Soient (V, hy),
(V_,ho), (VL R.), (VZ,h") quatre espaces hermitiens de dimensions respectives d., d_, d’,,
d’_. On adopte les notations suivantes :

— (M, M) et (M', M’) les groupes tordus associés & U et U’ respectivement ;

— Gy, G_, G' et G les groupes unitaires de (Vy, hy), (V_,h), (VI B)) et (VI h")

respectivement.

On fixe de plus des caractéres continus piy, p—, p,, p’ de E* dont les restrictions a F'*
- . d d. . .
coincident respectivement avec sgndE’/ = sgndbf/;l, S9N p €t sgn E*;;l On fait les hypotheéses

suivantes :

—dy+d_=d d, +d =d;
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— les groupes G, G_, G'_ et G_ sont quasi-déployés.

Le paramétre supplémentaire (i, p—) (resp. (p,, ")) permet de considérer G4 x G_
(resp. G'. x G”_) comme un groupe endoscopique tordu de M (resp. M'). Tous les autres
choix permettant de définit des facteurs de transfert ont été effectués en 3.2. Soient des
combinaisons linéaires formelles

1:[ = Zakﬁk s II = Za;ﬁ;
k k

des combinaisons linc¢aires formelles de représentations tempérées irréductibles de M(F) et
M'(F) respectivement. On considére de la méme fagon des combinaisons linéaires formelles
¥4, 2,3, ¥ dereprésentations tempérées irréductibles de G (F), G_(F), G'.(F), G (F)
respectivement. On suppose

— Les caracteres Oy, , Oy _, @z; et Oy sont stables;

— O est un transfert de Oy, X Oy et O, est un transfert de Osy x Oy .

11 + 11 + —

En prolongeant par bilinéarité 'application (7, ') + €geom,u, (T, 7'), on définit €yeom,,, (11, IT').
Proposition 6.4.1 Sous ces hypothéses, on a I’égalité

egeom,,l(l:[,l:[’) = sgnE/F(—ul)d‘er/—Su Y,20)8, w (BL,E0)

+H;<

Preuve : Exprimons egeom,,l(l:[, I ) comme en 4.4. Puisque X (d,d’) est un revétement de
=*(d,d'), on peut réécrire le membre de gauche sous la forme

lim FUEAE)2de

s—0t =k (d,d/)

Le membre de droite est défini comme la limite d’une intégrale sur Z*(dy,d’,) x =*(d_,d").
L’application (&;,&) — & U & définit un revétement qui préserve localement les mesures
d’un ouvert de complémentaire de mesure nulle de cet espace au dessus de Z*(d, d’). Puisque
A(& U &) = A(&)A(&), on peut donce réécrire le membre de droite sous la forme

lim f2(EA(E)*12dg
s—0t == (d,d')

Pour établir le lemme, il suffit donc de prouver I'égalité fi(£) = fo(€) pour tout £ € =*(d, d').
Soit & = (I, (Fyy)ier, (Fy)icer, (Yi)ier) € 2*(d,d"). En tenant compte du jacobien de 'applica-
tion X (d,d) — =*(d,d’), on a

(1) fu€) = [2[“ ST cq(@(e, 7)) DM (@€, 7)) e (3(6,7) DM (3(€, 7))

vel(§)

Posons d = d. Introduisons comme en 4.4 des décompositions U = Uy ® Wy, U' = Uy © W,
des formes hermitiennes hy sur Wy et hj sur Wj et le groupe tordu (My, M,) associé a Uy.
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Alors en 4.4, on a défini un plongement de My dans M et M’. Pour tout v € I'(€), (&)

représente une classe de conjugaison dans My et les coefficients ¢ (i(€,7)), DM (Z(€,7)),
e (2(€,7)), DM (2(€,7)) sont définis au moyen des plongements.

Soit v € I'(§). Notons Gy le groupe unitaire de (Wy, hy). Ce groupe est quasi-déployé.
Fixons un sous-tore maximal 7} d'un sous-groupe de Borel de G} tous deux définis sur F'.
Soit Y, € t,(F) N gyreg(F) qui n’admet pas 0 comme valeur propre dans W,. D’apres 6.1(2),
on a

(2) (@€ 7)) DM (R(E )Y = w(d) ™" lim O(F(E,7)e™) DY (F(E, 7)e)?
A—=0

ou dy = d — d est la dimension de Wy. Pour tout A\ € F* assez petit, la classe de conju-
gaison stable de e*® admet pour paramétre ¢ = (J, (Fi;)jers, (F))jes, (yi(N))jes) (les trois
premiéres données du quadruplet ne dépendent pas de ). Alors la classe de conjugaison
stable de Z (&, 7)eM est elle paramétrée par £LICE ou (§ = (J, (Fyy)jer, (F})jer, (5;(N)?)jer).

Supposons dans un premier temps que d est pair. Alors Fy; = E, F; = E x E pour tout
J € J et il existe une famille (a;);c; d’éléments distincts et de traces non nulles de E telle
que y;(\) = (e*9,e %) pour tout A assez petit. On a alors I'(§ U ¢}) = ['(€) et la classe
de conjugaison de Z(£,7v)e*s est paramétrée par v € T'(€ LU ¢3). Pour tout I’ C I, on pose
&) = (I', (Fyi)ier, (Fy)ier, (Yi)ier). On définit de méme ¢3(.J') pour J' C J. Puisque O
est un transfert de Oy, x Ox_, pour tout A assez petit, on a l'é¢galité

(3) O(E(E, 7)) DY (z(€,7)eM)? =
> On, (€I UG D™ (E(1) U R(N)) PO (€(12) U GR())

I,
J1,J2

D (E(L) U () V2D, i (E(11) U GR(N), E(L) U GR (), )

ou la somme porte sur les quadruplets (I, Iy, Ji, Jo) vérifiant Iy U Iy = I, Jy U Jy = J,
dp, +2|J1| = dy et dy, + 2|.J5] = d_. Fixons un tel quadruplet. D’aprés 6.1(1), on a

(4) lim Ox, (§(1) UG (J)D™ ((1) U Q) = w(dy — du,)es, (1)) D™ (§(1)'

(5) lim O (§(L2) U GK(J2)) D™ (§(I2) U G (2))'? = wld- — dp,)es_(€(12)) D™ (€(1))"?
De fagon analogue a 6.3(6), on montre que
(6) Pour A assez petit, on a
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Ay (€M) U GRN), E(T) U G(),7) = Dy (6(1), €(12),7)
On vérifie facilement que

(7) DM(z) = 12%D§" (%)
pour tout T € Mreg(F). Pour tous Iy, Iy C I tels que dj, < dy, dy, < d_, posons

B(I1, ) = e, (§(1)) D (E(I)Pes_(E(12)) D (£(12)) 2
De (2), (3), (4), (5), (6) et (7), on déduit que

(8) cn(@(&,7)DM(#(&, )2 =
w(de) 217 Y wldy —dn)w(d —dp) B(h, 1) Ay (€(1),€(1),7)

Iz
J1,J2
ou la somme porte sur les mémes quadruplets qu’en (3). Fixons (Iy,[5) et examinons la
somme sur (Ji, J). Elle est vide sauf si d, —dj, et d_ — d;, sont positifs et pairs et si tel est
le cas, elle comporte ( 11 ) termes. On vérifie que
(dy—dp,)/2

((d+ —Uclf >/z)“’<d+ —dpJu(d- — dp,) = w(d — d) = w(dy)

Par conséquent, (8) devient

9) cnl@(€.))DY@E N = 242" B 1) Ay (6010, €(12), 7)
11,12
ot la somme porte sur les couples ([, I5) vérifiant Iy U Iy = I et dy — dy,, d_ — dj, pairs et
positifs.

Supposons maintenant que d soit impair. Alors il existe une famille (a;);e; d’éléments de
E et jo € J tels que, pour \ assez petit,

- Fj:jo = F, Fjo = E, TTE/F(ajO) =0et y]0(>\) = 6)\(10;

~ Fy;=F, Fj=F x E et yj(\) = (e%,e™%) pour tout j € J\{jo}
On a alors ['(E U ¢3) = T(€) x ['(e*®)/N(E*) et la classe de conjugaison de (€, v)e*s est
paramétrée par (7,7o()\)) pour un certain yo(A\) € I'(e**®)/N(E>). D’aprés la fagon dont
Mi a été plongé dans M, on a Yo(\) = vie*. Puisque O est un transfert de Oy, X Oy _,
pour tout A assez petit, on a ’égalité

(10) ©4(Z(&,7)eM ) DY (E(¢, 7)ee)V? =
> 05, (E(1) U G(I)) D (6(1) U G(1) 20 (€(I2) L GR())

I,
J1,J2

DU (€(I2) U G () * Ao (6(0) U G(1),€(L2) LG, (7:70(A)
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ou la somme porte sur les quadruplets (I, Iy, Ji, Jo) vérifiant Iy U Iy = I, Jy U Jy = J,
dy, +dj, = dy et d, +dj, = d_. Fixons un tel quadruplet. On distingue deux cas suivant
que jo € Ji ou jo € Jo. Toujours de la méme fagon que 4.3(6), on montre que pour A assez
proche de 0, on a

Ay (€I UG (1), 6(T2) UG ( ), (7,7%0(N)) =
);

{ e (E(1) U CR(do), E(I2), (7,70(N))) sijo € Ju
(&(1),€(12) U (o), (v:70(N))) i o € T

D’apreés le lemme 2.3.1, on en déduit que

u+u

}E}% Ay E@M) UGN, E(I) UG (a), (1,7(N) =

_ P, Pr, (— ..
Ay (&), E(12),7)sgngp(5~ %{8;1)) si jo € 1
Ay (61, E(L2), 7)sgnsy (8- dh%@;f%sgnm(—m i jo € T

ol pour tout I’ C I, on a posé Py = Pepry. On a toujours (4) et (5). D’aprés (2),(7) et (10),
on en déduit que

(1) eq(@(&7)DY (7)) = 217 w(dy) ™ ( > w(dy —dp)w(d- — dp)B(L, I)

1,1
J1, J2
—dj PI2( PIQ
A (E),E(12),7)sgne (6 M2 ——2—— Pr(0 )+ Z —dp)w(d_ —dp)B(I, I5)
2 I, 12

Pfl(l)Ph(_l)
W)SQ”E/F(_”))

la premiére somme (resp. la deuxiéme) portant sur les mémes quadruplets que (10) avec la
condition supplémentaire jo € J; (resp. jo € Jo). Dans la premiére somme, & (I, I5) fixé, la
somme sur (Jy, J3) est vide sauf si d; — dj, est positif impair et d_ — dj, est positif pair. Si

tel est le cas, elle contient (( J |igl) /2) termes. On vérifie que
- 2

Aﬂ%ﬂf (§(11),&(1), V)SQHE/F((Sfd’I

02 () Jwlds = it — i) = i - ) = i@y

De méme, dans la deuxiéme somme, a (I, [3) fixé, la somme sur (Ji, J2) est vide sauf si

d —dy, est positif pair et d_ —dj, est positif impair. Si tel est le cas, elle contient (( dJi‘;) /2)
1

termes. On vérifie que

13) (o717 ) wlde et = dn) = wia - ) = w(dy

De (11), (12) et (13), on déduit que
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(1) eq(@(6,7)) D (@(€, 1) = \2|d/2(23 1 ) A (61, E(12), )

11,12

soni(5-n LI, 3 B l) e (61601
sgngp(6~n Pr, (llD)Iij(l))(_l) )SgnE/F(—Vl))

ou la premiére (resp. la deuxiéme) somme porte sur les couples (17, I5) vérifiant I; U Iy = 1,
d, — dj, positif impair (resp. pair) et d_ — dj, positif pair (resp. impair).

On montre de la méme facon des formules analogues a (9) et (14) pour ¢, (#(€, 7)) DM (E(£,~))Y2.
Plus précisément, pour tous Iy, I, C I vérifiant al’+ > dy, et d_ > dy,, posons

B'(I1, ) = exy (£(1)) D% (£(11))Pess (€(12)) D™ (£(12))"?
On a alors
— Si d est impair, alors

(15) g (#(& DY @) = 1205 D7 B/ (L L) Ay (€(11),€(12).7)
11>
ou la somme porte sur les couples (I, I5) vérifiant [; LI Iy = I, d, —d et d_ —dy,
positifs pairs.
— Si d est pair, alors

(16) g (F(&,7)) DM (#(€,7))/? = |2\5£/2(Z B'(I1, ) Ay, (6(1), (1), )

I,

sgnE/F((Vd‘72

%) +Y B L)Ay w (§(1),£(12),7)
PLPL(-D),
)

ot la premiére (resp. la deuxiéme) somme porte sur les couples (I, I5) vérifiant [ L1 =
I, d —dj, positif impair (resp. pair) et d_ — d;, positif pair (resp. impair).
On peut maintenant, grace a (1), (9), (14), (15) et (16), exprimer f;(£) en fonction de
Oy, X Ox_ et @g/+ X Oy . Supposons a nouveau d pair. On obtient

sgnE/p(éfd’l
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—dy Py (=1) Py (1)

(17) f(&) =D B, I)B'(I}, Iy)sgngr (0 QWM(E,&J{JQ)
14
o
—a, Pr(=1)Pp (1)
+Y " B(I, L)B'(I}, Iy)sgngyr (5 dflP—(O))SWE/F(—M)A(A,Iz,fi,fé)
1,1 I
1.1}

la premiére (resp. la deuxiéme) somme portant sur les quadruplets (11, Io, I], I;) vérifiant
hul,=1LUly=1,dy—dy et d_ — dp, positifs pairs, d, — dp positif impair (resp. pair)
et d’_ — dp positif pair (resp. impair), et olt on a posé

A<[17[27[{7[/ Z AH+H £<[2) ’V)Au;,u’,(f([{)f([é)ﬁ)
Y€EL(€)

Cette somme est & une constante prés la somme des
-1 -1
11 somre. (' +90)) T sgn e, (it (1 + 1)
i€l S

sur I'(¢). Comme I'(£) est un espace principal homogéne sous C'(§), cette somme est nulle
sauf si (I, Iy) = (17, 15). Si (11, Is) = (11, 1), on a

A (§(10), E(I2), M)Ay (§(17), (1), 7) = et (Pr (0) Pry (1) ) pl (P, (0) Pry(=1) ™)

pour tout v € I['(§). On a [T'(§)| = |C(§)], et par conséquent

(18) A(L, I, I, I) = [C(&) |4ty (Pry (0) Pry (= 1) ™) pu—pt”_ (Pr (0) Py (—1) ™)

Supposons que d’, est de méme parité que dy et d_. On en déduit que (¢, jiy)|px = Sgng/r
et (p—p’_)|px est trivial. Un quadruplet de la forme (11, I3, I1, I3) ne peut intervenir que dans
la deuxieme somme de (17) (donc la premiére somme est nulle). Pour un tel quadruplet, on
vérifie que 69 Pp, (1) Pr,(—1)Pr,(0)~! € F*. Par conséquent

p-pi(Pr, (0)Pr,(=1)7") = pu_p”_ (6742 Pp, (1))
et
P (=1)P;, (1)
PII (0)

Gréce a (18), on en déduit que

Sgnp/Fr (5_d11 )M+N/+(PH(O)P11(—1)_1) = N+N/+(5_d11 Pr (1))
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(19) f1(&) = sgnp/r(—1) > B(I, 1) B/ (I, L) et (61 Pry (1)) g’ (62 Pr, (1))

1,13

ot la somme porte sur les couples (I, I) vérifiant Iy U1y = I, dy —dy,, d— —dy,, d, — dp,
positifs pairs et d’ — dj, positif impair. On vérifie que les quatres derniéres conditions sont
équivalentes a dj, € D(dy,d',) et dy, € D(d_,d"). On voit aussi que 'on peut remplacer le
terme sgng/r(—11) par sgng/r(—v1)®T%. Le membre de droite de (19) s’identifie alors a
f2(&). Dou légalitée f1(€) = fo(§). Les autres cas (d” de méme parité que d_ et d; puis d
impair) se traitent de la méme fagon W

6.5 Endoscopie et modéles de Whittaker en dimension paire

Soient (V. h), (Vi, hy), (V_, h_) trois espaces hermitiens de dimensions respectives d, d.,
d_ et de groupes unitaires respectifs G, G, G_. On fait les hypotheéses suivantes

— d est pair;

~—d=dy+d_;

- G, G, et G_ sont quasi-déployés.

On peut alors considérer G X G_ comme un groupe endoscopique de G. Fixons un couple
(f4, p—) de caractéres continus de £ dont la restriction & F* coincide avec (sgndE’/ I sgndE+/ P
On normalise alors les facteurs de transfert comme en 3.1. Soient X, ¥, ¥ des combinai-
sons linéaires formelles d’éléments de Temp(G), Temp(G4) et Temp(G-) respectivement.
On suppose que

— Oy, et Ox_ sont stables;

— Oy est un transfert de Oy, x Oy _.

Soit n € Ker(Trg/r) — {0}/N(£*). En prolongeant par linéarité I'application o
m(o,n), on définit m(3, n).

Proposition 6.5.1 Sous ces hypothéses, on a l’égalité
m(D,) = cs, (Des_(1) si dy et d_ sont pairs
)= sgnp/r(—2vond)vy(Nesr) tes, (Des (1) sidy et d_ sont impairs

Preuve : Fixons deux éléments distincts a;,a; € KerTrg p\{0}. Introduisons des élé-
ments X, Xyq € @rey(F) comme en 5.3. D’apres le lemme 5.5.1, on a alors

(1) m(Z,n) = (2w(d))™
lim (2@2(6)\qu)DG(6)\qu)l/2 + d SgnE/F(QAn),yw(NE/F)—lgz(e)\)QL)DG(G)\X+)1/2)

AEEFX:2
A—0

ol on a posé A = ay — a;. 1l existe une famille («;);c; d’éléments de E telle que, pour
tout A € F* assez petit, la classe de conjugaison stable de e soit paramétrée par &, =

(I, (Fyi)ier, (Fier, (yi(A))ier) ou
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— F:tl':E, FZ:EXE7

= Bi(A) = (X, e )
pour tout i € I. On a C(&,) = {1}, c’est a-dire que la classe de conjugaison de e*Xed est entié-
rement déterminée par &,. Pour tout I’ C I, posons (1) = (I, (Fyi)icrs (F)ier, (Yi(A))ier)-
Puisque Oy, est un transfert de Oy, x Oyx_, on a, pour tout A assez petit,

(2) O DY (M) =} Ox (64(1)) DU (1)) ?O5_(6(12))

11,12
DE- (f,\(lz))l/QAuwu— (fA([l)a fA([2)v 1)

ot la somme porte sur les couples (I, I5) vérifiant Iy U [y = I, 21| = dy et 2|,] = d_.
Fixons un tel couple. D’aprés 6.1(1), on a

lim O, (€4(1) D% (63(I)"? = w(d. )es, (1)

lim Oz (&(1)) D% (6(12))"? = w(d_)es (1)

On montre alors comme en 6.3(6) que pour A assez petit, on a

AH-MH— (5)\([1)7 §>\(12>7 1) = Aﬂ+7ﬂ— (Q)v (Z)v 1) =1

Par passage a la limite dans (2), on en déduit que

(3) | _Jim  On(ee) D)2 =3 Tudu(d-)es, (e (1)

AEFX A0
11,12

la somme portant sur les mémes couples que (2). Si d, et d_ sont impairs, cette somme est

vide. Si dy et d_ sont pairs, cette somme comporte ( d‘f/‘z) termes. On vérifie que

(1)) utdute) = wla

Par conséquent (3) devient

w(d)es, (1)es_(1) sidy et d_ sont pairs

. AXqa\ NG (A Xqa\1/2 _
(4)  lim O (e o) D7 (e ) { 0 si dy et d_ sont impairs

A—0

Il existe une famille (f5;);c; d’éléments de E avec {1,2} C J, 81 = a1, B2 = ay telle
que, pour \ assez petit, la classe de conjugaison stable de e**+ soit paramétrée par ¢, =

(4, (Fej)jes: (Fj)jes, (yj(A)jes), on
_ Fj:l = F:I:Z = F’ Fl = F2 = E’ y1(>\) — 6)\0,1’ yQ()\) — 6)\0,2;

- F;=E Fj=ExEy(\= (e, e=*P5) pour tout j € J\{1,2}.
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On a alors C(C\) = F§/N(F)) x F5/N(Fy) = F*/N(E*) x F*/N(E*). La classe de
conjugaison de e**+ est alors déterminée par ¢ = (1,—1) € F*/N(E*) x F*/N(E*) (ou
pour x € F*, on désigne par T I'image de z dans F*/N(E*)). Puisque Oy est un transfert
de Oy, X @gf, on a , pour tout \ assez petit,

(5) O (M) DMV = Z@z+ (1)) DO (G (1)) 205 (Ga(J))

() 2B i (G (1), (), €)

ot la somme porte sur les couples (Jy,.Jo) vérifiant J; U Jo = J, dj, = dy et dj, = d_.
Fixons un tel couple. Supposons dans un premier temps que d, et d_ sont pairs. Alors,
on a {1,2} C J; ou {1,2} C Jo. Si {1,2} C J;, alors, en remplacant G par G, dans les
constructions, on peut trouver un élément Xf+ € g req(F) analogue a X tel que pour tout

G
A € F* assez petit, la classe de conjugaison stable de AT soit paramétrée par ((Jq).

D’aprés le lemme 5.5.1, Ox, (¢ (J1)) D% (¢, (J1))Y? tend vers 0 pour A € F*2 qui tend vers
0. D’aprés 6.1(1), Ox_ (i (J2)) D% (¢a(J))/? admet aussi une limite lorsque A tend vers 0,
tandis que A, ,_ ((3(J1), (\(J2), ¢) reste borné (car ¢’est un nombre complexe de module 1).
On en déduit que le terme indexé par (I1, I5) dans la somme (5) tend vers 0 pour A € F:?
qui tend vers 0. Le méme résultat, avec la méme preuve, est valable pour les couples (Ji, J3)
avec {1,2} C J,. Par conséquent, si d, et d_ sont pairs, on a

(6) AeFlXi,gn)\ao Ox (M) D ()2 =0

Supposons maintenant que d et d_ sont impairs et fixons un couple (J;, J5) comme dans
la somme (5). On a alors 1 € Jy et 2 € Jyou2 € J; et 1 € Jy. Dans les deux cas, d’aprés
6.1(1), on a

(7)) 1lim Ox (G(1)) D (G(A)"? = w(di)es, (1)

(8) lim Ox_(G\(12)) D (G (J2)? = w(d-)es (1)

De fagon tout a fait analogue a 6.3(6), on montre que, pour \ assez petit, on a ’égalité

9) Ay (G(J1),C(Sa), ) =
(

{ pe (G(1),00(2),¢) sile Jiet2€ Jy
;L+,u (CA()CA()C) si2e Jietle ),

ot on a posé (x(i1) = (\({¢}) pour i € {1,2}. On calcule

(10) Aup (1), CM(2),¢) = Ay (GA(2), (1), €)

Aaz 6)\@1 -3/ _Aai Aaz Aap\—1 Aaz)—1
)sgngr( — 10 2 — ) (1 + )T (14 €M) )

Ju—(

e
1 + eraz

= M+( 1 + 6)\a1
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On peut remplacer le §—2 de I'égalité précédente par 6 (car §* est une norme de E*). Lorsque

A tend vers 0, =<2 tond vers 1. Par conséquent pour A € F*2 assez proche de 0, on a

? )\(al —(12)

sgnE/F(é(e)‘“l — M) = sgnp/r(0X (a1 — az))
= sgnp/p(6(ar — az))
Les autres termes de 'expression (10) admettent des limites lorsque A tend vers 0 qui se
calculent aisément. On obtient

(11) lim Ay, (G(1),0(2),¢) = lim A, L (G(2),0(1),¢) =

AEF X2 A0 AEF X2 A0
pipi—(1/2)sgnpp(vod (a2 — ar)) = sgngr(vodA)

ou a la derniére égalité, on a utilisé le fait que le caractére p p_ est trivial sur F'*. De (5),
(7), (8), (9) et (11), on déduit que

lim  Og(eM+)DY ()2 = Z w(dy)w(d-)sgngr(redA)cs, (1)es_(1)

AEFX2 A0
J1,J2

ot on somme sur les mémes couples (J, J2) qu'en (5). Il est facile de compter le nombre de

tels couples : il y en a 2((d|+‘]‘:1)2/2) = 2((di/i)1/2). On vérifie aisément que 1'on a 1’égalité

d/2 —1 B
2<(d+ - 1)/2>w(d+)w(d_) = 2d" w(d)
On obtient finalement que, pour d et d_ impairs, on a
(12) )\Eleigl)\_)O Oy (M +)DE (M) 12 = 2d " w(d)sgnp,r(vedA)es, (1)es_ (1)

L’égalité de I’énoncé est maintenant conséquence facile de (1), (4), (6) et (12) W

7 L-paquets tempérés pour les groupes unitaires et en-
doscopie

7.1 Paramétres de Langlands et représentations conjuguées-duales
du groupe de Weil-Deligne

Notons WDg = Wg x SLy(C), ot Wg est le groupe de Weil, le groupe de Weil-Deligne
de E. Soit N > 1 un entier. On appelle paramétre de Langlands de dimension N tout
homomorphisme continu

¢:WDg — GLN(C)

vérifiant les deux conditions suivantes :
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—  est semi-simple ;

— la restriction de ¢ a SLy(C) est algébrique;

On dira de plus que ¢ est tempéré si 'image de Wg par ¢ est relativement compacte.
Deux parameétres de Langlands ¢ et ¢’ sont dits conjugués, ce que l'on note ¢ ~ ¢,
s’ils ont méme dimension N et qu'’ils sont conjugués par un élément de G Ly(C). Notons
D,y (GLy) ensemble des parameétres de Langlands tempérés de dimension N & conjugai-
son pres. La correspondance local ede Langlands, due a Harris-Taylor et Henniart, associe
a tout ¢ € Pye,y(GLy) une représentation irréductible tempérée m(y) de GLy(E). No-
tons ®iepmpirr(GLN) le sous-ensemble des ¢ € @y, (GLy) qui sont irréductibles. Fixons
t € Wgp —Wipg, cet élément agit par conjugaison sur Wy, on prolonge cette action & W Dg en
laissant agir ¢ de fagon triviale sur SLy(C). Pour tout ¢ € ®yep,,(GLy), on définit un nou-
veau paramétre de Langlands ¢? € ®y.,,,(GLy) de la fagon suivante : ¢?(7) = ‘p(trt=1) !
pour tout 7 € WDg. L’élément ¢’ ainsi construit ne dépend pas (& conjugaison prés) du
choix de t. Un paramétre ¢ € @y, (GLy) sera dit conjugué-dual, si on a ¢ ~ ¢’ Clest
équivalent & I'existence d’une forme bilinéaire non dégénérée B : CN x CN — C vérifiant

(1) B(o(m)w, p(trt™"w') = B(w,w'), pour tous w,w’ € CV et pour tout 7 € WDg
Notons @Y, (GLy) le sous-ensemble des parametres ¢ € ®yen,(GLy) qui sont conjugués-
duals. Un élément ¢ € ®y.,,,(GLy) sera dit conjugué-orthogonal (resp. conjugué-symplectique)
§'il existe une forme bilinéaire non dégénérée B : CNV x CN — C qui vérifie (1) et la condition
supplémentaire

(2) B(w, p(t))w') = B(w',w) (resp. B(w, p(t*)w') = —B(w',w)) pour tous w,w’ € CV

Cette définition ne dépend pas du choix de t. Fixons une telle forme B et notons Aut(y, B)
le groupe des éléments g € GLx(C) qui préservent B et commutent a I'image de . A auto-
morphisme intérieur prés, ce groupe ne dépend pas de ¢ ni de B et ¢’est un groupe algébrique
réductif complexe (en général non connexe). On pose alors S, = Aut(p, B)/Aut(p, B)? ou
Aut(p, B)? désigne la composante neutre. Ce groupe est abélien et est donc bien défini & un
unique isomorphisme prés (indépendamment de B et de s). La notation S, est cependant
quelque peu imprécise : elle ne dénote pas le méme objet suivant que ’on considére  comme
un paramétre conjugué-orthogonal ou conjugué-symplectique (certain parameétres peuvent
étre considérés des deux fagons). Néanmoins, dans ce qui suit, le contexte devrait effacer toute
confusion possible (ou en tout cas I'auteur espére qu'il en est ainsi). On note ®;,, (GLy)
(resp. @i, (GLy)) le sous-ensemble de Py, (GLy) constitué des parameétres conjugués-
orthogonaux (resp. conjugués-symplectiques). On a alors ®, (GLy) C @, (GLy). On
adopte la notation suivante ®f, .. (GLy) = Piempir(GLy) N P4, (GLy) pour tout
e € {+,—,0}. On a alors D'égalite ®f, . (GLy) = &L . (GLy)U®; .. (GLy). On
posera aussi @5, = | |50 Plernp(GLa) pour tout € € {4+, —,0,0}. On vérifie alors aisément

les propriétés suivantes
— Pour tous 1 € @, w2 € B, €1,60 € {£1}, ona v @, € P

€1€2 .,
temp
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— Pour tout ¢ € ®f
Soit ¢ € ®Y

femp € € {£1}, on a detp € B, .
Alors, il existe une décomposition, unique au choix des indices prés

o~ @t o P lilei® )

jeT i€l

temp*

ou

— [ et J sont des ensembles finis (disjoints),

~les ¢;, ¢; (i€ l,je J)sont des entiers naturels non nuls,

— pour tout j € J, ¢; appartient a @temp i

— pour tout ¢ € I, ¢; est un élément de Py i qui n’est pas conjugué-dual,

— les ¢;, p; (1 € I,j € J) sont distincts deux & deux.
On notera alors J* (resp. J~) le sous-ensemble des j € J tels que ¢; € <I>;;mp i (LESD.
©j € Prpirr) On @ @ € @temp (resp. ¢ € ®,,,,) si et seulement si £; est pair pour tout
j € J~ (resp. pour tout j € J). Soit € € {£} et supposons que ¢ € @temp e Fixons une
forme bilinéaire B qui vérifie les points (1) et (2) (avec le signe qui convient suivant €). On

a alors une identification (& automorphisme intérieur preés)

Aut(o,B) = [] 0(¢;,€) x [] Sp(t;,C) x [[GL(¢:, ©)

jeJe jeJ ¢ icl

d’ott 'on déduit une identification (bien définie cette fois)

(3) 8, = {1}

7.2 Conjectures

Soit (V,h) un espace hermitien de dimension finie d et notons G son groupe unitaire.
On pose Pie,y(G) = e Ve (GLd) On conjecture qu’il existe une application qui a ¢ €

temp
®,...,(G) associe un sous-ensemble T1%(p), appelé L-paquet, de Temp(G) vérifiant les pro-
priétés ci-dessous. Tout d’abord, les I1(¢) forment une partition de Temp(G). Soit ¢ €
D1y (G). On note £(p) lensemble des caractéres € de S, tels que €(z,) = u(V, h). Alors
il existe une bijection € — a(p,€) de E(p) sur I%(p) vérifiant les conditions qui suivent.
Pour tout s € S,, posons O, s = Eeegg(w) €(5)Oo(p,e)- Supposons que (V, h) vérifie (QD), la

distribution O, est stable (on note 0 I’élément neutre de S,,).

On revient au cas général et on ne suppose plus que (V, h) vérifie (QD). Soient (V. , hy),
(V_, h_) deux espaces hermitiens. On utilise des notations que ’on espére maintenant habi-
tuelles au lecteur : G4 = U(Vy), G- = U(V_), dy = dim(V,)... On suppose que (V,,hy)

t (V_,h_) vérifient I'hypothése (QD) et que d = dy + d_. Soient ¢ € Pipmp(Gy),
0_ € P,y (G), py, - deux caractéres continus de Wy que l'on identifie via la théorie
du corps de classe & des caractéres de E*.
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Supposons tout d’abord que les restrictions de py et u_ & F'* coincident respectivement
avec sgn%’/F et sgndE+/F. Alors ¢ = pipy @ u_p_ appartient & ®ep,(G). Soit s I'élément
qui agit comme l'identité sur (I’espace sous-jacent &) pypy et comme la multiplication par
—1 sur p_p_. Il existe sur p,p. et u_@_ des formes duales-conjuguées non dégénérées de
signe (—1)4*1. Fixons en une B, sur u @, et une B_ sur u_p_. Alors B = B, ® B_ est
une forme duale-conjuguée sur ¢ de signe (—1)*!. On a s € Aut(p, B), donc s détermine
un élément, aussi noté s, de §,. Comme élément de S, s ne dépend pas des choix de B,
et B_. Le couple (py,p_) permet de définir comme en 3.1 des facteurs de transfert entre
Greg(F)/cong et G4 yeq(F)/stcong x G_ ¢q(F')/stconj. Alors, pour ces facteurs de transfert,
il existe un nombre complexe fyff%uf (¢4, p_) de module 1 tel que fyfwb (P4,9-)0, s soit le
transfert de ©,, o X O,_ .

On suppose maintenant que les restrictions de py et p_ a F'* coincident respectivement
avec sgndE‘/F et sgnif/;l. Alors ¢ = prpy @ u_p_ appartient a ‘I’femp(GLd)- Introduisons
un espace U de dimension d sur E et le groupe tordu (M, M) associé. Posons m = 7(¢).
Alors 7 est une représentation conjuguée-duale de M (F'). On en déduit comme en 3.2 un
prolongement 7 de 7 & M(F). De plus, le couple (i, p—) permet de définir des facteurs
de transfert entre M,q,(F)/conj et Gy eq(F)/stconj x G_ ,..,(F)/stconj. Alors, pour ces
facteurs de transfert, il existe un nombre complexe c,, , (¢+,¢-) de module 1 tel que
Cuy (04, 9_ )O3 soit le transfert de ©,, o x O,_ .

Remarque : Ces conjectures ont récemment été démontrées par C.P.Mok pour les
groupes unitaires quasi-déployés ([Mol|, [Mo2]). Les techniques développées par Arthur dans
le cas des groupes orthogonaux ([A]) permettront probablement d’établir les conjectures dans
le cas général.

Dans tout ce qui suit, on admet ces conjectures pour tout les espaces hermi-
tiens (V. h)

7.3 Remarques sur les conjectures

Soient (V, h) un espace hermitien de dimension d, de groupe unitaire G' et ¢ € ®yepn,,(G).
On dispose donc d'un paramétrage de 119 () par £%(p). On peut changer le paramétrage
de la fagon suivante : soit € un caractére de S, vérifiant €y(z,) = 1, pour € € £%(p) on
note alors o((p, €) la représentation notée avant o (i, €ey). Les conjectures sont alors encore
valable pour ce paramétrage a condition de multiplier les constantes 7&7 (1, o) par €o(s).

Il y a quelques cas ot on peut déterminer les constantes. Tout d’abord dans le cas ou
d =0 : on a formellement ¢, , (0,0) = 1. Il y a aussi le cas ou (V, h) vérifie (QD), s =1
et ol uy est le caractére trivial. On trouve alors que fyf . (9,0)0, est le transfert de O .
Puisque dans ce cas, les facteurs de transfert valent 1, on en déduit que
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(1) 27, (,0)=1

Dans le cas de ’endoscopie entre groupes unitaires, examinons ce qu’il se passe lorsque 1’on
échange G et G_. Alors s est remplacer par sz, et on a O, = u(V,h)O,,. Dun autre
cOté, les facteurs de transfert sont inchangés si le cocyle choisi pour les définir est trivial,
ils sont multipliés par —1 sinon. Comme on a choisi le cocycle de sorte qu’il soit trivial si
et seulement si p(V,h) = 1, les facteurs de transfert sont aussi multipliés par p(V,h). Par
conséquent, on a

2) v . (o) =75 . (o— 04)

Supposons maintenant que d est impair et que (V, h) ne vérifie pas (QD). Soit (V, h) I'unique
espace hermitien de dimension d qui vérifie (QD). Notons G sont groupe unitaire. Pour
a € FX\N(E*), (V,ah) est isomorphe & (V,h). On en déduit un isomorphisme bien défini
a conjugaison prés entre G et GG, donc aussi une identification entre leurs représentations
tempérées irréductibles. On peut considérer G comme un groupe endoscoplque de G (avec
py = 1). D’aprés les conjectures, 7% (o )@GO est le transfert de @* Ici le transfert
correspond & l'identification entre classes de conjugaison stable de G et de G et les facteurs
de transfert valent 1. On en déduit que via l'isomorphisme entre G et G, on a l'égalité
fyf (e, 0)95,0 = @%0. D’aprés I'indépendance des caractéres, on en déduit que fyf . (p,0) =
1 et I%(p) = I%(¢p). Les conjectures fournissent un paramétrage de cet ensemble par EE(yp).
Définissons un caractére € de S, donné, via l'identification 7.1(3), par

jeJt

ol pour tout j € J', d; est la dimension de ¢;. On a alors €(z,) = —1. Pour tout € €
EC(p), posons a(p,€) = a(p,eey). On vérifie que pour cette paramétrisation de T19(y), les
conjectures 7.2 sont encore valables et que 'on a les égalités

(3) ,75;7“_ <¢+7 @*) = fy;%“u,_ (90“1’7 SO*)

dans la suite, on supposera que la paramétrisation de I1%(¢) est ainsi obtenue.

Enfin, on peut complétement déterminer les L-paquets dans le cas ou d = 1. Dans ce
cas, la correspondance de Langlands pour GL; est juste la théorie du corps de classe, et les
représentations tempérées irréductibles de G(F') sont les caractéres continus de KerNg/p.
Soit p € Premp(G). Via la théorie du corps de classe, on identifie ;1 & un caractére de E*
trivial sur . On a alors 7(;) = p. Notons p’ le caractere de KerNg,p défini par

(W (/) = p(x)

pour tout x € E*. On vérifie que fi(Z(§,7)) = p'(a) pour tout § = (F,E,a) € Zq,¢, €t
pour tout v € I'(¢). On a S, = {£1} donc d’aprés les conjectures £(u) est réduit a un
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élément. Notons g cet élément. D’aprés les conjectures, ¢, (1, 0)pe est le transfert de
ii. Les facteurs da transfert valent alors 1 et on en déduit que pug = p'. En particulier, le

L-paquet correspondant au caractére trivial 1 € ®,.,,,(G) ne contient que le caractére trivial
de G(F).

7.4 Facteurs epsilons de représentations du groupe de Weil-Deligne
Soient d,d" > 0 deux entiers. Pour toutes représentations admissibles irréductibles 7 de

GL4(FE) et 7" de GLy(E), on pose

e(m) = e(1/2,m,¢%)
e(m x ') = e(1/2,m x 7', %)
Pour tout ¢ € ®yep,(GLg), on pose

e(p) = (o, ¥)

ot €(ip, %) est défini comme dans [GGP] §5. D’aprés les résultats d’Haris-Taylor et Henniart,
on a les identités

(2) elp®¢) = e(m(p) x 7(¢))
pour tous ¢, ¢’ € Pyep,. Pour ¢ € &, la proposition 5.2(2) de [GGP] affirme I’égalité

temp>

3) elp)=1
Puisque pour p € @7, onap® e e ®F, . on en déduit que
(4) e(p) =elpop) =1
pour tout ¢ € ®), .

7.5 Calcul d’un facteur espilon par une formule intégrale

Pour deux nombres complexes non nul z et z’, on notera

zox 2

pour signifier que z/z’ est un réel strictement positif.

Lemme 7.5.1 Soit u un caractére continu de E* tel que pypx = sgng/r. On a alors

e(p) o< sgnp/p(—2)7y(Ng/r) lim p(071 (1 —2)) |1 - x\f{md:c

SH0+ KET‘NE/F
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Preuve : Munissons E de la mesure de Haar qui donne & Op + dOp la mesure 1. On note
dx cette mesure. Pour ® € C°(FE) et s € C, posons

(@1, s) = /E & (2) () 3  dx

L’intégrale est convergente pour Re(s) > 0 et la fonction s — (P, i, s) admet un prolonge-

ment méromorphe a tout le plan complexe. On pose aussi pour tout s € C,

L, ) = { (1 — pu(wr)gy®)™ s% i est non ramifié
1 sinon.

On définit de méme ¢(®, =1, s) et L(p~', s). On a alors 'équation fonctionnelle

[ C((I)7 H, 3)

6(‘97 K, wE) L(/i, 8)
pour tout & € C°(E), ou i) désigne la transformée de Fourier de ® par rapport au caractére
Y9, et a la mesure autoduale associée que 1'on note dz. L’hypothése sur y entraine I'identité
L(p,.) = L(p™',.). Soient N et N’ deux entiers naturels non nuls. On définit ®y ys comme
la fonction caractéristique de I’ensemble des © € E qui s’écrivent © = a + bd, a,b € F, avec
valp(a — 1) = N et valp(b) = N’. Dans tout ce qui suit, on suppose que N et N’ sont assez
grands. On a l'égalité

C(é)v :u_lv 1— S)
(1> L(:u717 1— 8)

C(q)N,N/7 M, 8) = QENiN,

pour tout s € C. Notons n(v) le conducteur de v, i.e. le plus petit entier tel que 9 soit
triviale sur pz(w). Soit C' tel que dz = C'dz. Posons Ny = n(v)) — valp(26%). On calcule

CarN"N4(26%) sivalp(b) = —N + Ny et valp(a) > —N' 4+ N
0 sinon.

@)N7N/(a+ bé) = {

Posant ® = &y yv dans (1), on en déduit que pour tout s € C tel que Re(s) < 1, on a

(:ual_s)_

@) e(s ) (26%)u{a-+b6) " |a-+bo] 5 dad

_c /
L, s) valp (a)=—N'+No;val p (b)=>—N+Ng

Pour Re(s) > 1/2, 'intégrale de droite converge lorsque N’ — oo vers

/ / D(26%) u(a + b3) " |a + bs| - dadb
’UalF(b)Z—N—f—NQ F

Puisque le membre de gauche de (2) ne dépend pas de N’, on a I'égalité

L(p 1

(3) (s i) 2 1=9) o / / B(28%B)u(a + b8)~|a + bS| - dadb
L(u, s) valp (b)>—N+No J F
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pour Re(s) > 1/2. Examinons le membre de droite. Aprés le changement de variable a — ab,
celui-ci est égal au produit des intégrales

(4) / (267)sgr e (b) o] db
’UalF(b)Z—N—f—NQ

et
6) [ nta+d) Mot ol da
F

On a / 1(26%b)db = 0, par conséquent l'expression (4) évaluée en s = 1/2 est
Ualp(b)Z—N-i-N()

égale a
/ 1(26%b)db
’UalF(b)Z—N—f—NQ,bENE/F(EX)
A une constante multiplicative positive prés c’est / ¥(26°Ng/p(z))dz. Par
UalF(NE/F(x))27N+NQ

définition de la constante de Weil c’est aussi & une constante multiplicative positive pres
V(402N r) = sgng/p(—1)7vy(Ng/r). Examinons maintenant l'intégrale (5). Par le change-

ment de variable v € KerNg/p — a = % dont le jacobien est proportionnel & |1 — x|§1,
on obtient
/ pla+8)"Ha + 6|5 da sgnE/p(Q)\Qé\Es/ p( T =)l — 2|5 de
F KGT’NE/F

Le résultat du lemme est alors conséquence de ce qui précéde et de I'égalité (3) évaluée
ens=1/21

7.6 Une application de la proposition 6.4.1

Soient (V,hy), (V_,h-), (Vi,h.), (VL,h") des espaces hermitiens de dimension respec-
tives dy, d_, d',, d_ et de groupes unitaires respectifs G, G_, G',, G'_. On suppose que ces es-
paces hermitiens vérifient tous la condition (QD). Soient ¢ € Py, (G4 ), - € Premp(G-),

O € Premp(G'L), ¢ € Brepp(G) et py, p—, gy, 1 des caractéres continus de E* vé-

. d— dy+1 d_ 1
riflant i px = sgnp g, pojpx = sgng/;, Wy px = S9N s Mo s = sgny,p - Posons
o=y Opp €@y, o =p o e®,,  d=d +d etd=d +d.

D’aprés 4.3(1), on a 'égalité

(1) €geomun (T(0), T(¥")) = €, (7(), 7("))
= Wr(p) (V1) wr(p) (—11)e(m () X T(¢"))
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ot 'on rappelle que wr(y) et wr(y) désignent les caractéres centraux de m(p) et 7(y') respec-
tivement. Supposons d pair et d’ impair. On a alors p_p_Q@u!, ¢/, € ®F, et pyp, @u ¢ €
&) . D’aprés 7.4(2) et 7.4(3), on en déduit que

(2) e(m(p) x m(¢)) = e(lp ®¢)
= e(prpy @ i@l e(pp_ @ pl L)

D’aprés les résultats d’Harris-Taylor et Henniart, on a

Wr(p) = dety

Wr(p) = dety’

On a detyp = (detpipi)(detp—p_) et dety' = (detp! ¢, )(detp’ " ). Puisque pip, €

(—1)d+1 (—1)ld+Ddy _ (d+1)d
D, (GLg,), on a detpyp, € @4, (GL1) donc (detpippi)px = sgng . De
la méme facgon, on a

dd_ (d'+1)d’ dd’
(detp_p_)px = sgnpp, (detpl @'y ) ipx = sgnp,p " " et (detp_¢")jpx = sgny, .

On en déduit que

d(d+1)+d_ d_
(3) (wr(p))1px = SQ”E(/F - = S9NEp

&' (d'+1)+d. &
(4)  (Wr(e)|px = S9N = S9N p

Posons

Yy = Z o

o€l (p4)

On définit de méme 3_, ¥ et ¥’ . Les conjectures 6.2, la proposition 6.4.1, ainsi que les
points (1) a (4) précédents, entrainent

(5) Supw, (B, EY S (B2, 20) =
G (P ) (Pl ) sgnp (1) e(pypy @ @, Je(u—p- @ p¢l)

+H

7.7 Détermination des constantes pour le changement de base

Soient (V,h) et (V' k') deux espaces hermitiens qui vérifient (QD) et qui sont de di-
mension d et d’' respectivement. On note G et G’ leurs groupes unitaires respectifs. Soient
© € By (G) et ¢ € Pieyp,(G'). On pose

Y= Z oetY = Z o’

o€l (p) o/ €Nl (¢')
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Soient j, ' deux caractéres continus de £ tels que ppx = sgndE//F et /,L"FX = sgndEJ;}.
Proposition 7.7.1 Sous ces hypothéses on a les égalités suivantes

Sy (3,%7) { Yo(Ng/p) tsgngp(—2) sid et d sont impairs

lpo@uyp) |1 sinon.

, Yo(Ng/r) tsgnp/r(2) sid et d sont impairs
Cunt (P:) = 1 S1Mon.

3. Cz(]_) = Czl(l) =1.

Preuve : On reprend les hypotheses du paragraphe 7.6 et les notations afférantes : ¢,
o, ¢, dydod d gy, ... Appliquons 7.6(5) au cas oi d = 0. On obtient I'égalité

g (Pl ) = esy (Desy (1)
D’aprés le résultat de Rodier ([Ro]), sy, (1) compte le nombre de représentations ad-

mettant un modéle de Whittaker de IT¢* (¢',) divisé par le nombre de types de modeéles de
Whittaker pour G’,. Dans tout les cas c’est un demi-entier positif et de méme pour csy (1).
Puisque ¢, (¢, ¢") est un nombre complexe de module 1, on a par conséquent

(1) STANTE (QO/-H 90,—) =1
Appliqué a ¢ = ¢/, ¢ = ¢_, on en déduit le 2. de I'énoncé avec d et d’' de parités
différentes. Remarquons que pour d” = 0 ou 1, on a trivialement ¢y (1) = 1 entrainant ainsi

Csy, (1) = 1. On en déduit le point 3. de I’énoncé. Appliquons maintenant 7.6(5) au cas ou
d_ =d/, = 0. On obtient

Cy o (P15 O)Cu’yu’, 0,¢") = sy (Desy (1)

D’aprés ce que 'on vient de voir, on a ¢,y v (0,¢7) = es, (1)esy (1) = 1. Cela entraine

(2) cuppu(p,0)=1

Dans le cas ou d_ = 0, I'égalité 7.6(5) nous donne

S,u ! (EJﬂE/Jr)
Cpig s (Qp-l—ao)c;t;,u’_ (90;-730/—) = E(MIQOJ; ® M/Jr(pzr

Drapreés (1), (2) et le 3. de I'énoncé, on a ¢, (¢+,0) = ¢ (¢l 901) = e (1) = 1.
L’égalité précédente se simplifie donc en

Su+u’+ (Z+v Z/Jr)

)CZ'_(I)

e(ypy @ plyoly)
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Appliqué a ¥ =¥, , 3 =3 et a ¥ =3, ¥ =X, on en déduit le 1. de I’énoncé dans
le cas ot dd’ est pair.

Sidy et d_ sont pairs, 'identité 7.6(5) s’écrit

_ S“+“'+<E+’ E,Jr) Sp_u’ (X_,%0)
ey @ pl ) e(pp- @ plpl)

Le 1. de I’énoncé ayant été établi dansles cas ¥ =3, , X' =X et X =X_, 3 =3'  on
en déduit

Crpn (P15 0-)

Cp_ (g, 0-) =1

Pour ¢, = p et ¢_ = ¢, on obtient ainsi le 2. de I’énoncé dans le cas ot d et d’ sont pairs.

On vient de démontrer toutes les assertions de la proposition sauf les deux premiers points
dans les cas ou d et d’ sont impairs. Appliquons 7.6(5) avec d_ =d_ =1let p_ =¢' =1.
On obtient

o S;uru; (2+7 Ei{—) SM*ML (17 1)
e(prpy @ plply ) e(pu-p)

Le point 1. ayant été établi dans le cas ot d' est pair, on a

Crp (4, 1)sgne r(—1)

S

u+u’+(2+v E,Jr) _
e(ypy @ ply o))

Par définition de S, s (1,1) (6.2), et puisque le L-paquet associé¢ a 1 ne contient qu le
caractére trivial, on a

Sy w (1,1) =2 lim bl (571 — o)1 -l de

Si}O_’» KGT’NE/F

. S, o (L)
D’apres la proposition 7.5.1, A

a vy (Ngsp) tsgnp/p(—2). Puisque ¢,, ,_(¢+,1) est de module 1, on en déduit que

est donc égal a une constante multiplicative prés

(3)¢usi (91, 1) = 1 (Neyr) ' sgn5/r(2)
Appliquons 7.6(5) ad_ =1, p_ =1 et d_ pair. On obtient
- SN-H!;(Z-H Z,Jr) Su—u'_ (17 ZL)
e(prpr @ plyoly) e(p-pl ')
D’aprés (3) et le 1. de ’énoncé dans un cas déja établi, cette égalité se réécrit
Suw; (X4, ZI+)
(ot ® plely

Cup o (4, 1)sgne p(—1)

7= Yo(Ng/p) " sgnp/r(—2)
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Pour ¥ = 3, ¥' =3/, c’est le point 1. dans le cas ot d et d' sont impairs. On déduit
alors facilement 2. dans le cas ot d et d' sont impairs en appliquant 7.6(5) a ¥ = 3, et
Y=X_1

On en déduit en particulier que ¢, ./ (¢, ¢') ne dépend que de ¢ et ¢'. On note dorénavant
c(p, @) cette constante.

7.8 Le théoréme

Soient (V,h) et (V',h') deux espaces hermitiens vérifiant les conditions du paragraphe
4.1 dont on conserve les notations. Soient ¢ € ey, (G) et @ € Pyepp(G'). Soit s € S, et B
une forme conjuguée-duale non dégénérée de signe (—1)?+! sur . On peut relever s en un
élément, encore noté s, de Aut(p, B) vérifiant s = 1. Soit p*=~! la sous-représentation de
© ol s agit comme —1. On pose

€op(s) = (@ @)
Cette définition ne dépend pas du choix de B et du relévement : cela découle essentiellement
de 7.4(3) cf theorem 6.1 [GGP]. Alors €5, est un caractére de S, (cf theorem 6.1 [GGP])
et on a eg,@,(zga) = €e(p ® ¢'). On définit de la méme fagon un caractére egw/ de S, vérifiant

ng(zw/) =e(p®¢).

Théoréme 7.8.1 Quitte a reparamétrer les L-paquets de G et G', pour tous ¢ € Piemp(G)
et ¢ € By, (G'), on a avec les notations précédentes

- Sie(p @) # u(@), alors m(o,a') = 0 pour tout (o,0") € TI%(p) x TI¥(¢').

~ Sie(p® ) = (@), alors pour tout (¢,€) € E%(p) x EX ('), on a

by 1 si(ed) = (eg@/, eg:w/)
m<0-<()07 6)7 U(@ , € )) - { 0 sinon.

Les paramétrages des L-paquets I1¢(y) et TI¢ (') pour lesquels le théoréme précédent est
vérifié seront définis au paragraphe 7.10.

7.9 Utilisation des résultats précédents

On conserve les notations et hypothéses du paragraphe précédent. Soient s € S, et
s" € Sy. On pose

m(p,s9,8) = Y e(s)d(s)m(o(p,6), (¢, )
€€ (p)
eeed ()
On peut toujours trouver une décomposition ¢ = pi@y @ p_p_ et des entiers naturels
dy,d_ tels que

_1)d++1 C\d_+1
g e® ) (GLy,), oo €@ (GLy);

temp
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— d++d7:d,

— py et p_ sont des caractéres continus de E* tels que py jpx = sgndE’/F, P px =
d
59”E+/F9

— s provient de I’élément qui agit comme l'identité sur p, @y et par —1 sur pu_¢p_.

On peut de méme trouver une décomposition ¢’ = ', @ p’ " (et des entiers naturels
d',,d_) relative a s'. Il existe un unique espace hermitien (V,,hy) de dimension dy qui
vérifie la condition (QD). On introduit de méme les espaces hermitiens (V_, h_), (V] , 1/ ) et
(VZ,h"). On pose, comme toujours, G4 = U(V,4),G_ =U(V_),G". =U(V]) et G_ =U(V’).
Les parameétres ¢, p_, ¢/, ¢ déterminent des L-paquets tempérés de G4, G_, G'., G_
respectivement. On introduit la combinaison linéaire formelle suivante

Yy = Z o

o+ €9+ (p+)

On définit de méme ¥_, ¥, et ¥’ . D’aprés les conjectures 7.2 et la proposition 6.3.1, le
terme

(1) 7 (P 0 (Pl )mlp, 536, 8)

est égal a

(2) %<Su+u’+(2+a S)Su e (B D) + il G) Sy (B4, ) Sy, (8-, 5))
Fixons un caractere continu p de £ dont la restriction a F'* coincide avec sgng/p. On a
pop = (pop)(pp™t) et popdy = (pop) (i pt). D’apres 7.6(5), on a les égalités
Supw, (B, Z)S,_p (B-,80) = o1y o )e(@, o) sgnpe(=1)%
e(prpy @ ! e(p—pp— @ pl =o' )
- c(prs - )e(@ys ) sgnye(—1)*

e(pripr @ pl @y e(p-p- @ plgl)

SlLHlL (2+7 EL)Suf,u; (E,, EIJF) = C<¢+7 @*)C(Splfa @;)SgnE/F(_l)d_
e(prpr @ plgl)e(p—pp— @ pp~ '@l

= (s p-)ele!, @ )sgnpyp(—1)"

e(prpr @ plol)e(p-p- @ pl )

D’apreés la proposition 7.7.1, on a I'égalité c(¢’_, ¢',) = c(¢/,, ¢" ). On en déduit que I'expres-
sion (2) est égale a

(o, o)l ¢ )sgnep(—1)"
(3) 5 / (e(psos @ pll el @ plgl)

+ 1(G)e(prpr @ @ e(p_p_ @ 1l ¢,))
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D’aprés 7.4(4), la forme bilinéaire (1, ) € (B9 )2 — €(p1 ® o) prend ses valeurs dans

temp
{£1}. On peut donc réécrire (3), sous la forme

(4) (o p)e(@e, @ )sgnpr(—1) " e(u_p- ® ¢ el ® MLQOI,)(E(('O ® ‘P/z) + M(G))

G

Par définition, on a e(u-p- @ ¢') = €

I'égalité entre (1) et (4) s’écrit

(8) et e(p@plpl) = egw(s’). Par conséquent,

(5) Vi (P10 e (Pl )mlp, 53¢, 8') =

(o, o )e(¢y, @L)SQHE/F(—l)d‘egw(s)egw(s’) (e(<p ® @'2) + M(G))

7.10 Paramétrages des L-paquets et constantes 'yfi#f(gmr, ©w_)

On conserve les hypothéses et notations du paragraphe précédent. Dans ce paragraphe,
on va fixer les paramétrages des L-paquets I1(p) et 119 (¢) et en déduire les valeurs des
constantes vir’“_(cp% p_) et yfi#,_(cpﬁr, ¢’ ). Supposons dans un premier temps que G est
quasi-déployé. Rappelons que G' admet un unique type de modéle de Whittaker et que G
en admet deux paramétrés par KerTrg/p —{0}/N(E*) si d > 2, un seul sinon.

Lemme 7.10.1 [l existe une unique représentation du L-paquet HG'(go’) qui admet un mo-
dele de Whittaker. Pour tout n € KerTrg/p — {0}, il existe une unique représentation du
L-paquet I () qui admet un modele de Whittaker de type 1.

Preuve : D’aprés un résultat de Rodier ([Rol), pour tout ¢/ € 1% (¢'), on a c,/(1) = 1 si
o’ admet un modele de Whittaker, 0 sinon. D’aprés le 3. de la proposition 7.7.1, on a

ev()= Y c(l)=1

o'l (¢")

On en déduit le résultat pour G'. D’aprés la proposition 6.5.1 appliquée a ¥, = 3 et le 3.
de la proposition 7.7.1, on a

m(%,n) = es(1) =1

pour tout € KerTrgp—{0}. Or, m(X,n) compte précisément le nombre de représentations
du L-paquet I19(¢) qui admettent un modele de Whittaker de type 1 I

Quitte & reparamétrer, on peut supposer que I'unique représentation de II¢ (') qui admet
un modeéle de Whittaker correspond au caractére trivial de 5G/(g0/ ). Quitte & reparamétrer
aussi, on peut supposer que l'unique représentation de I1%(p) qui admet un modéle de
Whittaker de type —1d correspond au caractére trivial de £9(ip).

Lemme 7.10.2 Supposons que G est quasi-déployé et que les paramétrages de T19(p) et
1% (¢') sont fizés comme ci-dessus. Alors on a
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G | (Ng/p) tsgngp(—2) sidy et d_ sont impairs
Ve (P 0-) = 1 sinon.

Vo (P ) =1

Preuve : L’égalité 7.9(5) appliquée a d = 0 devient

Vi (Pl )m(0,05 ¢, 8") = e, 1)
D’aprés le choix de la paramétrisation, on a m(0,0;¢’,s’) = 1. D’aprés la proposition
7.7.1, 0on a c(¢,, ¢ ) = 1. On en déduit la deuxieme égalité du lemme. Posons

m(p,s,m) = Y els)m(o(p,€),n)

)

pour tout n € KerTrg p — {0}. D’aprés la proposition 6.5.1, on a I'égalité

. B | w(Ner) tsgnep(—2)es, (1)es (1) st dy et d_ sont impairs
Vo (o= o )m(p, s, —10) —{ ex, (es. (1) sinon.

D’aprés le choix de la paramétrisation, on a m(yp, s, —1pd) = 1. D’aprés la proposition
7.71,0onacy (1) =cs_(1) = 1. On en déduit la premiere égalité du lemme B

Supposons maintenant que G n’est pas quasi-déployé. Alors (V', h') ne vérifie pas (QD).
Soit (V', 1) 'unique espace hermitien de dimension d’' qui vérifie (QD) et G’ son groupe
unitaire. On fixe comme précédemment un paramétrage du L-paquet HQ,(QOI ). D’aprés 7.3,
on en déduit un paramétrage de HG'(W ). 1l existe un vecteur vy € V tel que h(vy) = vp.
Fixons un tel vecteur. Notons Vj 'orthogonal de vy dans V' et G{, son groupe unitaire. Mon-
trons le fait suivant

(1) Il existe ¢} € Premy(Gyh) tel que Papplication (o, 0y) — m(o, o) ne soit pas identi-
quement nulle sur I1%(¢) x 1% (h).

Preuve : Soit o € I1%(¢) et munissons E, d’un produit scalaire invariant. Pour ey, e; € F,,
notons f, ., la fonction sur Gy(F') définie par g — (e1,0(g)ez). Daprés?.7 [B1], cette
fonction appartient a l'espace de Schwartz-Harish-Chandra de G{(F). Pour e; et ey conve-
nables, fe, ¢, est non nulle. D’apres la formule de Plancherel-Harish-Chandra, il existe of, €
Temp(Gy) telle que 0§ (fe,.c,) soit non nulle. Munissons aussi E,; d'un produit scalaire
invariant. Il existe alors €}, e; € Eyy tels que

/ (1, 0(9)en) (9 (9)éh )y # 0
Gy (F)

D’apreés [B 7| proposition 7. 7, cela entraine m(o,op) =1 B
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Fixons un tel paramétre ¢ € Prmy(Gy). Quitte a reparamétrer, on peut supposer que
I'unique représentation o de I1%(y) telle que Z m(o, o) = 1 est associée au caractére
o4 €11 (i)

G

€ s
®,%0

Lemme 7.10.3 Supposons que G ne soit pas quasi-déployé et que les paramétrages de 11 (i)
et TI (') sont fizés comme ci-dessus. Alors on a

a —vy(Ngyp) tsgnp/p(—2) sid. et d_ sont impairs
Tne o (P 0-) = -1 sinon.

%i,}/_(%u p-)=1

Preuve : La deuxiéme égalité découle du lemme précédent et de 'égalité 7.3(3). Appli-
quons 'égalité 7.9(5), au cas ou G’ = Gj,, ¢’ = ¢} et s = 0. On obtient

Vo (P9 )mlp, 5390, 0) = —c(¢h, 0)c(pr, - )sgnpp(=1)" € ()

D’aprés le choix du paramétrage, on a m(p, s; ¢, 0) = Egga (s). D’apreés la proposition 7.7.1,
on a c(pp, 0) = 1. Par conséquent

V5 (s o) = —cloy, - )sgnpp(—1)"

La premiere égalité est alors conséquence de la proposition 7.7.1 B

7.11 Preuve du théoréme 7.8.1

On conserve toujours les hypothéses et notations du paragraphe 7.8. D’apreés les lemmes
7.10.2, 7.10.3 et la proposition 7.7.1, on a les égalités

Vot (P 01) = ey, o)

W,i,u, (1, 0-) = w(G)c(py, <P—)59nE/F(—1)d
L’égalité 7.9(5) devient alors

) w1t ele®)u(G
(1) mlp.si ) = € (5)eC () L2 ENAE)

Pour s = s’ = 0, on obtient m(y,0;¢’,0) = %‘O,)“(G). Par conséquent, si €(¢ ® ¢') =

—u(G), pour tout (o,0") € TI(p) x II¥(¢') on a m(o,0’) =0, si e(p® ¢') = u(G), il existe
un unique couple (¢, €) € EF(p) x EF ( " tel que m(o(p,€),0(¢,€)) = 1. Dans le deuxiéme

cas, 'égalité (1) entraine € = €5 , et € =¢5 , W
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