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Abstract: We give an account of results involving hyperdeterminants in the
context of symmetric functions and their applications in physics.
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Résumé : Nous donnons un apergu de résultats faisant intervenir des hyperde-
terminants dans un contexte lié aux fonctions symétriques et leurs applications
en physique.
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1 Introduction

L’hyperdeterminant que nous allons considérer dans ce papier est la plus simple des
généralisations du déterminant aux tenseurs d’ordre supérieur définies par Cayley [3] :

1
Det(M) = ﬁ Z 6(01) e E(Uk)Mal(l)...aku) s Mal(n)...ak(n) (1)
) 01,y..,0L,ESH

k

ou M = (Ml-l,___,ik)1&.17._%9 est un tableaux n x --- x n, G,, est le groupe symétrique et
(o) est le signe de la permutation o.

Bien que cette généralisation soit naturelle, elle n’a pas été bien exploitée dans la littérature.
Voici quelques ouvrages qui traitent du sujet : [3, 7, 14]. Cela peut s’expliquer par le niveau
de complexité de la formule qui rend les calculs difficiles. Pourtant cette notion apparait
dans de nombreux contextes en physique et en mathématiques. La connaissance de la com-
binatoire de ces objets devrait pouvoir étre mise a profit dans de multiples situtations.
Dans ce résumé nous présentons quelques exemples de propriétés et d’applications.

*Ce travail a été financé partiellement par I’accord CMEP 09MDU765.
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2 Définitions de base

2.1 Hyperdéterminants

Les hyperdéterminants sont, en général, beaucoup plus difficiles a calculer que les déterminants
car il n’existe pas d’algorithme polynomial permettant leur évaluation. Néanmoins, ils
possedent de nombreuses propriétés permettant d’accélerer les calculs dans certains cas.
Les formules se comprennent mieux si on les exprime en utilisant des variables grassma-

niennes (c’est a dire anticommutatives) {n,...,n,}. Un tenseur est assimilé & un élément
de (C")®k :
M = Z Milv---yiknil @+ & 1y (2)
1<t ,.ig <n

L’hyperdéterminant de M est alors défini par
M" = n!Det(M)(n; . .. 7,) " (3)

Lorsque k est impair 'anticommutativité des variables grassmaniennes implique Det = 0 ;
cette propriété peut aussi se prouver tres facilement a partir de la formule (1). L’invariance
sous 'action du groupe spécial linéaire se lit :

Det((gV @ --- @ g@) %« M) = det(gV) ... det(¢gV)Det(M), (4)

ot x désigne l'action naturelle des 2k-uplets de matrices n x n sur les tenseurs de (C")®?

(g(l) ® PP ® g(2k)) * M —= Z M.]h 7.]2k <Z g“]lnﬁ) (Z glk]k”]k) .

1<g1,--572 < i1=1 =1

Un autre exemple est donné par la formule du déterminant d’une somme de tenseur. La
preuve se ramene a étudier les hypermineurs apparaissant dans le développement :

(M + N)" = zn: (2’) MIN".

=0

Pour plus de détail sur ces techniques, le lecteur peut se référer aux articles [2, 8, 9, 10]

2.2 Quelques propriétés des fonctions symétriques

Les fonctions symétriques sont des polynémes sur un alphabet X = {z1,...}, infini et sans
relation algébrique entre les variables, qui sont invariants par permutation des variables.
L’ensemble des fonctions symétriques a coefficients dans un corps est stable par combinai-
son linéaire et produit ; c’est une algebre que I’on notera Sym. Cette algebre est librement
engendrée par les sommes de puissances p, = ) 2", par les fonctions completes h,, =

Z m ou les fonctions élémentaires e,, = Z T1...%p "

m est un mondéme de degré n z1,....an distincts
Sym = C[pl,p27 .. ] = (C[h,l, h,2, .. ] = C[el, €9, .. ] (5)

Cette liberté permet de spécialiser les fonctions symétriques h,, (ou p,, ou e,) a n’importe
quel ensemble de nombres ou de polynomes commutatifs (a;);e . Cette opération consiste,
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en quelque sorte, a considérer un alphabet virtuel A tel que h;(A) = a;. Si on connait la
fonction génératrice o,(A) = Y. a;t’, cette opération est assimilable au calcul du terme
constant :

hi = C.T{t'c,1(A)}. (6)

La spécialisation h;(A) est alors considérée comme un moment. Cette astuce permet d’uti-
liser les fonctions symétriques dans le cadre d’un calcul d’intégrale.

D’autres fonctions symétriques sont tres utiles. Par exemple, les fonctions de Schur sy
(qui permettent de coder les caracteres irréductibles du groupe symétrique) et leurs
généralisations : les polynomes de Jack (avec un parametre) et les polynémes de Macdo-
nald (avec deux parametres); ces deux généralisations interviennent dans la théorie des
représentation de 'algebre de Hecke double affine du groupe symétrique. Pour plus de
détails sur les fonctions symétriques, le lecteur peut se référer aux ouvrages [6, 11]

3 Intégrales de type Selberg et Hyperdeterminants

Une intégrale de type Selberg est une intégrale multiple faisant intervenir une puissance
paire du Vandermonde :

Iy ::/.../f(xl,...,xn)H(xi—xj)%du(xl)...du(xn).

1<j

Lorsque f est une fonction constante (ou une puissance de z .. .x,), elle peut s’exprimer
comme un hyperdéterminant

[f = n!Det (hi1+"'+i2k <A>>1§i1,...,i2k§n <7>

ot h, (A) représente le ni®Me moment associé & la mesure w. L'identification d'une intégrale
a un hyperdeterminant permet de calculer certains hyperdéterminants en utilisant des
égalités connues sur les intégrales itérées (voir par exemple [9]) ou de bien de calculer
certaines intégrales en utilisant la combinatoire des hyperdéterminant ( dans [10] nous
donnons une preuve des formules de Selberg et Aomoto en utilisant uniquement un rai-
sonnement sur les hyperdéterminants).
L’utilisation de la spécialisation d’alphabet dans (7) permet d’aller un peu plus loin.
En effet, les polynomes orthogonaux apparaissant dans ce genre de mesure multivariés
font intervenir des polynémes de Jack (c.f.[5, 11]). En fait, on peut montrer qu’une telle
intégrale est un polynome de Jack rectangulaire spécialisé an A. Mais plus généralement,
certains polynomes de Jack rectangulaires ont une expression hyperdeterminantale. C’est
ce que nous avons montré dans [1] en généralisant une identité de [12].

4 La fonction d’onde de Laughlin

Le développement des puissances paires du Vandermonde dans la base des fonctions de
Schur est un probleme notoirement difficile relié a la théorie de I'effet de Hall fraction-
naire quantique [4, 13]. Dans [2], nous avons donné une identité hyperdéterminantale
exprminant les coefficients apparaissant dans le développement et nous avons utilisé un
développement de Laplace généralisé afin de les calculer. Nous avons poussé les calculs
jusqu’a un alphabet de taille 11 pour le carré du Vandermonde.
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5 Vers des fonctions de Schur hyperdéterminantales 7

Nous sommes en train d’explorer la possibilité de construire des fonctions de Schur hy-
perdéterminantales. Ces fonctions de Schur ont la propriété de pouvoir s’exprimer comme
un hyperdéterminant de fonctions completes, d’avoir une identité de type Jacobi-Trudi et
de pouvoir se définir alternativement comme les duales des fonctions de Schur pour un
noyaux décalé par le Vandermonde. De nombreuses questions sont en suspend au sujet de
ces fonctions. Par exemple : Sont-elles linéairement indépendantes? Permettent-elles de
coder des caracteres de certains groupes ?
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