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A LA RECHERCHE DU TORE PERDU
THOMAS BLOSSIER, AMADOR MARTIN-PIZARRO ET FRANK O. WAGNER

RiESUME. Un groupe interprétable dans le mauvais corps vert est isogéne a un
quotient d’un sous-groupe d’un groupe algébrique par une puissance du groupe
vert. Un sous-groupe définissable d’un groupe algébrique dans un corps vert
ou rouge est une extension d’une puissance du groupe coloré par un groupe
algébrique. En particulier, tout groupe simple définissable dans un corps coloré
est algébrique.

INTRODUCTION

La conjecture d’algébricité énoncée par Cherlin et Zilber affirme que tout groupe
simple infini N;-catégorique s’interpréte comme un groupe algébrique sur un corps
algébriquement clos. Cette conjecture donna naissance a une intéraction entre la
théorie des modeles et la théorie des groupes.

Un mauvais groupe serait un contre-exemple a la conjecture de dimension mini-
male. La dimension en question est le rang de Morley, c¢’est-a-dire le rang de Cantor-
Bendixon de I'espace de types de la théorie sur un modele suffisamment saturé. Un
des premiers obstacles pour la caractérisation algébrique des sous-groupes de Borel
(sous-groupes résolubles connexes maximaux) d’un groupe simple R;-catégorique
fut 'existence éventuelle d’'un mauvais corps : un corps de rang de Morley fini muni
d’un prédicat pour un sous-groupe multiplicatif propre et infini. Rappelons qu’un
corps de rang de Morley fini est algébriquement clos et que dans le langage pur des
anneaux le rang de Morley équivaut a la dimension de Zariski.

L’existence d’un mauvais corps en caractéristique positive est improbable [18].
En caractéristique nulle, Poizat [15] utilisa la construction par amalgamation déve-
loppée par Hrushovski [9, 10] pour introduire un corps de rang w-2 avec un prédicat
pour un sous-groupe multiplicatif de rang w, qui fut collapsé dans [2] pour obtenir
un mauvais corps. Par ailleurs, Poizat [15] construisit également un corps avec
un prédicat pour un sous-ensemble algébriquement indépendant, collapsé dans [1],
et [14] un corps de caractéristique positive avec un prédicat pour un sous-groupe
additif infini et d’indice infini, collapsé dans [3]. Poizat nomma les prédicats vert,
noir et rouge, respectivement, les corps ainsi obtenus (collapsés ou non) s’appellent
donc les corps colorés.

L’étude des groupes définissables dans les corps colorés fut entamée dans [5] out
les auteurs montrérent que tout groupe simple définissable est linéaire. Grace a
[16], ils conclurent qu’un corps rouge n’admet pas de mauvais groupe définissable,
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et un mauvais groupe définissable dans un corps vert serait un groupe linéaire
constitué uniquement d’éléments semi-simples. Notons que les corps de rang de
Morley fini éliminent les imaginaires; pour les corps collapsés on peut donc rem-
placer définissable par interprétable. Néanmoins les techniques utilisées n’ont pas
permis I’étude des groupes abéliens.

Dans cet article nous donnons une caractérisation des groupes définissables dans
le corps vert collapsé en montrant le résultat suivant.

Théoréme A. Un groupe interprétable dans un corps vert collapsé est isogéne a
un quotient d’un sous-groupe d’un groupe algébrique par un sous-groupe central qui
est lui isogéne a une puissance cartésienne du sous-groupe multiplicatif vert.

Notre méthode pour démontrer ce théoreme ne s’applique pas au cas rouge col-
lapsé : par exemple, a plusieurs reprises on utilise que les sous-groupes multiplicatifs
connexes sont des tores et donc défnissable sur (). Dans le cas rouge, on devra traiter
les sous-groupes additifs donnés par des p-polynomes.

Le théoréme A nous amene naturellement a étudier les sous-groupes définissables
d’un groupe algébrique. Nous les caractérisons non seulement pour le mauvais corps
vert de [2], mais en général pour tous les corps colorés, quels que soient leurs couleur
ou rang.

Théoréme B. Dans un corps coloré, tout sous-groupe définissable d’un groupe
algébrique est l’extension d’une puissance du sous-groupe coloré par un groupe
algébrique. En particulier, il n’interpréte pas de mauvais groupe.

Les corps colorés peuvent étre considérés comme une fusions de deux structures
fortement minimales par amalgame de Hrushovski [9]. Hrushovski construisit ces
fusions dans le cas ot le réduit commun est I’égalité (cas du corps noir) ; dans le cas
ol le réduit commun est un espace vectoriel sur un corps fini (cas du corps rouge),
cette construction est due & Baudisch, Martin Pizarro et Ziegler [4]. Dans le cas du
corps vert, elle reste conjecturelle.

Hrushovski affirma que tout groupe définissable dans la fusion de deux théories
fortement minimales sur 1’égalité est isogene a un produit direct de deux groupes,
chacun définissable dans I'une des théories initiales. Il ne donna pas de preuve, et
on n’en trouve qu’une esquisse dans [7, Claim 3.1]. En nous inspirant de la preuve
qu’aucun groupe infini n’est définissable dans une théorie plate, nous donnons une
démonstration complete de ce résultat.

Théoreme C. Dans une fusion sur l’égalité, tout groupe définissable est isogéne a
un produit direct de groupes définissables dans les théories de base.

1. PRELIMINAIRES

Dans cette partie nous rappelons des résultats portant sur les groupes stables
qui seront utilisés par la suite.

Définition 1.1. Soit un groupe G stable, un ensemble A de parametres et un
élément g de G. Le stabilisateur (& gauche) de g dans G sur A est le sous-groupe
défini par

Stab(g/A) ={h € G : Tz Estp(g/A) [z JX h Ahz | stp(g/A)]}.
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Ainsi, Stab(g/A) = Stab(g/ acl®(A)). De plus, si h € Stab(g/A) et ¢’ = stp(g/A)
avec g' | , h, on voit facilement que hg' |= stp(g/A) et hg" | , h.
Le lemme suivant est di & Ziegler dans le cas abélien [19, Theorem 1].

Lemme 1.2. Soit H un groupe type-définissable dans une théorie stable et h,h' €
H tels que h, h' et hh' sont deuz-a-deuz indépendants sur un ensemble A. Alors
chacun des éléments a un stabilisateur (& gauche) connexe et I’élément est générique
dans un translaté (o droite), qui est définissable sur acl®(A). De plus, les trois
stabilisateurs sont conjugués.

Démonstration. Nous travaillons sur acl®d(A). En remplacant le rang de Morley par
chaque rang local stratifié D dans la preuve de [13, Lemme 2.3], il suffit de vérifier
I'inégalité D(Stab(h’)) > D(h') pour la premiere partie.

Soit A" k= tp(h/hh') avec B |, K. Comme h | hh' on a b | hh' et donc
r'" | h,h";alors b’ | h donne h' | h,h"” et

h/\Lh//—lh.
Comme h,hh' = h" hk', on a h,h' = k", K"~ hhk . En particulier,
' hh = 1.

On a donc h”"~'h € Stab(R/). Ainsi
D(Stab(h')) > D(h"~'h) > D(K""*h/h") = D(h/h") = D(h) = D(h/L')
= D(hh' /W) = D(hh') = D(hh'/h) = D(IW /h) = D(I).
Pour la deuxieme partie, on voit facilement que
Stab(hh') = Stab(hh'/h'") = Stab(h/h’) = Stab(h)
et
Stab(hh') = Stab(hh'/h) = h Stab(h//h)h~' = h Stab(h/)h L.
O

Remarque 1.3. Le lemme reste essentiellement vrai si H est hyperdéfinissable
dans une théorie simple, en travaillant sur la cléture bornée bdd(A) : La démon-
stration de la premiere partie reste inchangée (avec la notion de stabilisateur cor-
respondante aux théories simples) ; pour la deuxiéme partie, on obtient que les sta-
bilisateurs sont commensurables. En fait, comme les stabilisateurs sont connexes

sur bdd(A), on a méme Stab(hh') = Stab(h).

Définition 1.4. Soient G et H deux groupes type-définissables. Un sous-groupe
type-définissable S de G x H est une endogénie de G dans H si

— la projection sur G est un sous-groupe Gg d’indice borné, et

— le co-noyau coker(S) = {h € H: (1,h) € S} est fini.
Une endogénie induit donc un homomorphisme de Gg dans Ny (coker(S))/coker(S).
Une isogénie de G vers H est une endogénie de noyau ker(S) = {g € G : (g,1) € S}
fini et dont "image (la projection sur H) est d’indice borné dans H.

Lemme 1.5. Soient G et H deuz groupes type-définissables dans une théorie stable.
Soit S < G x H est un sous-groupe, A un ensembles de paramétres et (g,h) € Gx H
avec h € acl(4,g) tel que (g,h) soit générique sur A dans le translaté S(g,h) et
que ce translaté soit type-définissable sur A. Alors S définit une endogénie de m1(S)
dans H, ou m dénote la projection sur G. Si de plus g et h sont interalgébriques sur
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A, alors ’endogénie est une isogénie de w1(S) vers ma(S), ot wo dénote la projection
sur H.

Démonstration. Soit (¢, h') | stp(g, h/A) avec g',h" | , g, h. Alors (g'g~ 1, h'R™1)
est générique dans S et indépendant de g’, b/ sur A. Or, h~! € acl(A, g,¢'), ce qui
implique h’'h=1 € acl(A, ¢g'g~1, ¢') et enfin A’h~1 € acl(4,¢'g~!). Ainsi coker(S) est
fini et S est une endogénie de 71 (H) vers mo(H). Si g € acl(4, g), on obtient de la
méme facon h'h~! € acl(A, g’g~ 1), ce qui implique que ker(S) est fini. O

Remarque 1.6. Le lemme 1.5 reste vrai avec un translaté de S a gauche plutot
qu’a droite. Si en plus g est générique dans un groupe (G; type-définissable sur A,
alors ¢’g~! est aussi générique dans Gy et m1(S) est d’indice borné dans G;. Ainsi
S définit une endogénie de G; dans m2(S). De méme, si h est générique dans un
sous-groups Hy < H, alors m5(.5) sera d’indice borné dans Hj.

Remarque 1.7. Si G, H et S sont hyperdéfinissables dans une théorie simple, le
lemme reste encore vrai, sauf que dans la définition d’une endogénie on doit rem-
plager co-noyau fini par co-noyau borné (et de méme pour le noyau d’une isogénie).

Soit maintenant T’ une théorie stable avec un réduit Ty qui a élimination géomé-
trique des imaginaires. On utilisera 'indice 0 pour dénoter I'indépendance et la
cloture algébrique au sens du réduit 7Ty. Soient G un groupe connexe type-définissable
sur () dans T et a, b deux génériques indépendants de G. Les deux faits suivants
seront utilisés a plusieurs reprises.

Fait 1.8. [5, Lemme 3.4] Soit D une suite de Morley du générique de G' que l'on
ajoute au langage. On pose

a1 = aclp(acl(b), acl(ad)) Nacl(a),
b1 = aclp(acl(a), acl(ab)) Nacl(b),
aby = acly(acl(a), acl(b)) Nacl(ab),

ol ab; ne signifie pas le produit de a par by, mais 'uple (ab);.
Alors aq, by et ab; sont indépendants deux-a-deux, chacun est 0-algébrique sur
les deux autres, et en plus

acl(b),acl(ab) |° acl(a).

ay

Fait 1.9. [5, Théoréme 3.1] Apres adjonction de parametres indépendants de a,b
il existe un groupe connexe O-interprétable H et un homomorphisme définissable
¢: G — H tel que
acl(a),acl(b) |° acl(ab).
¢(ab)

En fait, on voit facilement que ab; est O-interalgébrique avec ¢(ab) sur les pa-
rametres ajoutés.

Soit maintenant G un groupe Tj-définissable, et H un sous-groupe connexe
T-type-définissable, les deux sur (). Soit p le type générique de H et pg son Tp-
réduit. Alors H = Stab(p), et H = Stabg(pg) est le plus petit sous-groupe Tp-type-
définissable contenat H. La proposition suivante donne un critere pour que H soit
To-définissable.



A LA RECHERCHE DU TORE PERDU 5

Proposition 1.10. Sip est de rang mazimal (rang de Lascar, de Morley, ou rangs
locaux stratifiés) dans py (vu comme T-type partiel), alors H est d’indice borné

dans H. Si p est l'unique complétion de py de rang mazimal, alors H = H est
To-type-définissable.

Démonstration. Puisque Stabg(pg) = H, le O-type générique de H est bien py. Or,
une O-formule ¢ est générique pour H au sens de T si et seulement si elle I'est au
sens de T, si et seulement si un nombre fini de translatés recouvre H., si et seulement
si ¢ A go ne devie pas sur () pour tout A = H. Donc py se compléte en un type
générique pour H qui doit avoir rang maximal. Ainsi p est générique pour H, ce
qui signifié que 'indice de H dans H est borné.

Si p est la seule complétion de rang maximal, notons d’abord que H est Tp-
connexe en tant que stabilisateur. Donc pgy est le seul type 0-générique, qui n’a
qu'une seule complétion de rang maximal : p est le seul type générique de H. Ainsi
H est connexe, et H = H. O

2. DIE LIEBE FARBE

Dans cette partie nous rappelons quelques propriétés du mauvais corps obtenu
dans [2] qui seront utilisées pour la démonstration du théoreme A. Il s’agit d’'un
corps K algébriquement clos de caractéristique nulle muni d’un sous-groupe propre
multiplicatif divisible et sans torsion, noté U et coloré en vert, tel que RM(K) =
2 et RM(U) = 1 (ot RM(X) désigne le rang de Morley de X, qui dans tout
groupe de rang de Morley fini est égal au rang de Lascar). On peut alors voir U
comme un Q-espace vectoriel qui est fortement minimal avec toute la structure
induite. Nous travaillons dans un langage relationnel, a 1’exception de la loi du
groupe multiplicatif et, pour chaque ¢ € Q, de la multiplication linéaire par ¢
sur les éléments verts. A I'élément zéro pres, nos structures sont donc des sous-
groupes multiplicatifs d’'un corps de caractéristique nulle dont le sous-groupe vert
est divisible sans torsion. Pour deux structures A et B on note AB la structure
engendrée, qui est le sous-groupe multiplicatif engendré, cloturé par les racines
vertes et augmenté de 1’élémént 0.

Pour deux structures A C B avec B finiment engendrée sur A on définit une
prédimension relative

§(B/A) = 2 degtr(B/A) — dimling(U(B)/U(A)) ;
lorsque A est vide, on omet. Notons que § est sous-modulaire : §(A) + §(B) >
§(AB) + 6(A N B). On dit que A est autosuffisante dans B, noté A < B, si
§(Bo/A) > 0 pour tout A C By C B. La sous-modularité de la prédimension
donne que l'intersection de deux sous-structures autosuflisants ’est aussi.
Une extension autosuffisante A < B est minimale s’il n’y a pas de structure
intermédiaire propre autosuffisante dans B.
Le corps K est caractérisé par les conditions suivantes :
— 6(A) > 0 pour tout A C K finiment engendrée.
— Si A < K et A < B est une extension minimale , alors il existe un plongement
de B dans K sur A avec image autosuffisant.
- Si A< Ket A< B avec §(B/A) = 0, alors il n’y a qu'un nombre fini de
plongements de B dans K sur A.
Etant donnée A C K , la plus petite sous-structure autosuffisante de K contenant
A est sa cldture autosuffisante (A), qui est algébrique sur A dans la théorie T' du
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mauvais corps K. Si A est finiment engendrée alors (A) 'est aussi. De plus,
RM(a/C) = 6((aC)/(C)).

L’indépendance au sens de T est caractérisée de la maniere suivante : soient a, b
deux uples et C' = (aC) N (bC). Alors a | b ssi 6((abC)/(bC)) = 6({aC)/C) ssi

(aC) %0<bc>, (abC) = (aC) - (bC) et U((abC)) = U ((aC)) - U((bC))

ol 'indice 0 fait référence au réduit au pur langage des anneaux, et donc a la théorie
Ty des corps algébriquement clos de caractéristique 0. En particulier, I'indépendance
au sens de T sur un ensemble algébriquement clos entraine 'indépendance au sens
de Ty. Notons aussi que si A et B sont autosuffisants et indépendants sur leur inter-
section, alors la structure engendrée AB et juste le produit de groupes (augmentée
de 0). Dans [5] on montre que T est relativement CM-triviale au-dessus de Ty par
rapport a la cloture autosuffisante.

Remarque 2.1. Soient A C B autosuffisants et C' C acl(A) autosuffisant tel que
BNnC=A. Alors, B JBAC.

Démonstration. Par le caractere local de la déviation, on peut supposer que C
est finiment engendré au-dessus de A. Or, comme C est T-algébrique sur A, on a
§(C/A) = 0. La sous-modularité de la prédimension nous donne que

0<8(C/B) < 6(C/CNB)=5(C/A) = 0.

On a donc égalité. Comme dimling(U(BC)/U(B)) = dimling(U(C)/U(A)), on
obtient degtr(CB/B) = degtr(C/A), c’est-a-dire C JBA B. O

On appelle base verte d'une sous-structure autosuffisante A de K toute base
linéaire de U(A). Terminons par quelques remarques utiles sur le corps K :

Remarque 2.2. (1) Si A est autosuffisante, alors aclo(A) lest aussi et ne
contient pas de nouveaux points verts.

(2) Si A est autosuffisant et b € acl(A), alors il existe B O Ab finiment en-
gendré sur A tel que §(B/A) = 0. Si T est une base verte de B sur A alors
degtr(B/A) = degtr(z/A) = |Z|/2. En particulier, B € acly(A,U(B)); si A
est vert, on a B C acly(U(B)).

(3) Tout point = de K est la somme de deux points verts. De plus, il n'y a
qu’un nombre fini de couples verts (y, z) tels que x = y + z. Soit B la
sous-structure engendrée par I’ensemble des couples de points verts dont la
somme est un point d’une sous-structure A fixée. Si A est autosuffisante
alors B l'est également et B C acl(A).

3. CHERCHEZ LE TORE

Dans cette partie nous allons démontrer le théoréme A énoncé dans l'introduc-
tion. Pour ce faire, nous allons décomposer le groupe en une partie 0-algébrique
et une partie O-transcendante. En utilisant cette décomposition, on construira un
groupe algébrique. Finalement, on exhibera une isogénie non trivial de notre groupe
vers une section du groupe algébrique construit.

Rappelons qu’un corps de rang de Morley fini élimine les imaginaires [17] et donc
tout groupe interprétable est définissablement isomorphe & un groupe définissable.
En particulier le quotient K*/ U est en bijection avec un groupe définissable. Hélas,
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pour deux uples réels a et b en bijection avec deux génériques indépendants de
K*/U, I'élément a; décrit dans le fait 1.8 est vide. Il s’avere donc nécessaire de
faire une analyse plus précise des groupes définissables et cet exemple en est notre
fil conducteur.

Fixons alors un groupe infini connexe G interprétable dans le corps (K, 7). Grace
a I’élimination des imaginaires, on peut supposer que 'univers de G est réel. Nous
ajoutons aux parametres de la théorie ceux nécessaires pour définir G ainsi que la
cloture algébrique d’une suite de Morley D du générique de G. Nous supposons en
particulier que G est définissable sur §.

Prenons a, b et ¢ trois points génériques de G indépendants, et posons

a1 = acl(a) Nacly(acl(b), acl(ab))

ol l'indice 0 refere au réduit a la théorie des corps algébriquement clos purs. Alors
ay est autosuffisant comme intersection de deux sous-structures autosuffisants. Le
fait 1.8 donne

acl(a) |° acl(b), acl(ab).

Considérons un uple réel ap représentant 'ensemble {a,a~'}. Alors a, a=! et ap
sont tous O-interalgébriques. Puisque (b, ab) et (c™1, (ca)™!) ont le méme type sur
ag, on a également a; = acl(a) Nacly(acl(c), acl(ca)) et

aclp(acl(c), acl(ca)) |° acl(a).

La cloture autosuffisante (a,a™!) est une sous-structure finiment engendrée et
algébrique sur ap. Soit © un ensemble fini ap-définissable qui engendre (a,a~1).
Par la remarque 2.2(3), 'ensemble (fini) a? constitué de tous les couples de points
verts dont la somme est un point de © est aussi définissable sur ag. De plus, 'uple
a est O-algébrique sur a2, et a? engendre une sous-structure verte autosuffisante
incluse dans acl(a).

En utilisant la définissabilité de a? sur ag et le fait que (b, ab) =, (¢~ 1, (ca)™1),
on décompose de la méme fagon les points b, ab, ¢, ca et cab. Posons

Al = aclp({ay,a?, by, b?, aby, ab?)) A% = aclg({(ay,a?, c1,c?, cay, ca?))

A3 = acly({(by,b?, car, ca?, caby, cab®)) A* = acly({aby,ab?, c1,c?, caby, cab?)),
ol la multiplication est prioritaire sur les indices : par exemple cab; signifie (cab); et
ab? signifie (ab)?). Par la remarque 2.2(1), les sous-structures A, A2, A3 et A* sont

toutes autosuffisantes. Soit a’ = acl(a) N Al. Alors @’ = acl(a) N A? car A =, A?.
Notons que acl(a) = acl(a’). De méme, on pose b’ = acl(b) N Al = acl(b) N A3.

Lemme 3.1. L’uple a’ est autosuffisant et contient a1 et a®. De plus, a € acly(a’)

et o’ € aclp(U(a')). Le dégré de transcendance degtr(a’/a1) est fini.

Démonstration. Comme intersection de deux sous-structures autosuffisantes, a’ I’est
aussi. Puisque a? C @’ C acl(a?), on a §(a’/a?) = 0. Par la remarque 2.2(2), I'uple
a’ est 0-algébrique sur sa base verte. Enfin, puisque

acl(a) |° acl(b), acl(ab),
on a l'inégalité

degtr(a’/ay) = degtr(a’ /a1, b1,b?, aby,ab?) < degtr(A' /ay, by, b?, aby, ab?).
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Le degré de transcendance degtr(A! /a1, b1, b2, aby, ab?) est fini car a2, b? et ab® sont
finis et aclp(a1, b1, ab1) = aclp(a1, b1) est autosuffisant. O

Lemme 3.2.
A |%acl(a), A' |© A% et Al |0 A% A3

a’ b’

Démonstration. La premiere indépendance suit de la remarque 2.1.
1 2 10 2 10 42 RN,
Comme A J/acl(a) A% ona At |Y acl(a) A® et donc A* [0 | A par transitivité.
Pour la derniére 0-indépendance, vérifions d’abord que

A' |9 acl(a) acl(b).
a’b
Comme a et b sont indépendants, a’d’ et acl(a)acl(b) le sont aussi. Grace a la
remarque 2.1, il suffit de montrer que A' N (acl(a)acl(b)) = aclp(a’d’). Comme
acl(a) acl(b) C acl(a’d’), 'ensemble A'N(acl(a)acl(b)) est O-algébrique sur ses points
verts et a'b’ par la remarque 2.2 (2). Puisque son degré de transcendance sur a’b’
est fini, sa base verte e l'est aussi. Par hypothese e = e, - €, avec e, € acl(a) et
ep € acl(b), ou le produit est pris coordonnéee par coordonnée. Notons que

el ea car Al 9 acl(a),
e |° oy €0 car A2 Jfa, acl(a), et
ea e car acl(a) |2 acl(b) par indépendance au sens de T.

Donc e est le générique d’un translaté d’un sous-groupe connexe multiplicatif d’apres
le lemme 1.2. Un tel sous-groupe de (K*)™ est un tore, défini par des relations Q-
linéaires. La dimension linéaire d’un point générique coincide donc avec le degré de
transcendance [11].

Notons que §(e/ aclg(a’d’)) = §(AL N (acl(a) acl(b))/ aclp(a’d’)) = 0. Ainsi

0 =4d(e/aclp(a'd’)) = 2degtr(e/a’,b") — dimling(e/ aclp(a’,d")) = degtr(e/a’,b’),

et donc e € acly(a'bt’).

Pour terminer, observons qu’une relation 0-algébrique entre A' et A2, A3 se
produit déja au-dessus d’une partie finie D’ de la suite de Morley D fixée au départ.
Cela donne une relation 0-algébrique entre les A’' et A’2, A’ correspondants. Mais
alors on peut envoyer ¢ sur un élément de D\ D’ pour obtenir une copie de A’?, A’
au-dessus de A’' dans acl(a), acl(b). Donc cette relation 0-algébrique se produit déja
entre A' et acl(a) acl(b). O

Soit as un uple fini de points verts de @’ maximal O-transcendant sur aj, qui
existe d’apres le lemme 3.1. La structure @ = (aja2) < a’ est algébrique sur a.
Notons que a’ ainsi que @ et a sont 0-algébriques sur ajas.

Avec les mémes notations pour chacun des points, on obtient le quadrangle
algébrique suivant :

Notons que nous avons remplacé chaque point du groupe G par une base verte
au-dessus des points provenant du fait 1.8. Nous allons modifier (une partie de) ce
quadrangle afin de construire un groupe O-interprétable.

On considere les clotures autosuffisantes des droites du diagramme précédent.

Al = aC10(<a,l_7, %» A2 = aC10(<a, E, E})
Az = aclo({(b,ca, cab)) Ay = acly({ab,C, cab)).
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ab ca

Notons que A;A; est autosuffisant, car A; et A; sont indépendants au-dessus
du point & intersection de ces deux droites. Le lemme suivant montre la méme
propriété pour chaque triplet de droites.

Lemme 3.3. La structure A1 AsAs est autosuffisant. De plus,
A1 JB AQ et Al J_E) AQ,Ag.
a a,b
Démonstration. Du fait que @ et a’ sont O-interalgébriques, le lemme 3.2 implique

les indépendances.
Montrons que A; AsAs est autosuffisant. Par sous-modularité,

0 < §(Az/A3) < 5(Az/AaN As) = §(As/ca)
— §((a,z,ca) /ea) = d(aca/ca) = () = RM(G),
puisque As est autosuffisant et 6((a,¢,ca)/aca) = 0. Donc
5(AzA3) < 0(Az/A3) + 6(As) < RM(G) + 6({ab, cab,))
= RM(G) + 6(ab ©) = 3RM(QG).

De plus, B

8(A1/A2A3) < 6(A1/A1 N A As) =0(A1/ab) =0,
d’ot1 6( A1 Az A3) <3 RM(G). Notons que A; A2 A3 contient déja les points génériques
indépendants @, b et ¢ qui engendrent une structure autosuffisante de prédimension

3RM(G). Donc A; A3 A3 est autosuffisant. O

Maintenant, nous allons construire une base verte de @ sur ajas avec de bonnes
propriétés.

Lemme 3.4. [l existe une base verte t, de a sur ajas qui est O-transcendante sur
ai.

Démonstration. Soit t, une base verte quelconque de @ sur ajas. Comme aq est
autosuffisant, toute sous-structure de @ engendrée par n éléments de ao,t, sur a; a
degré de transcendance au moins n/2 sur a;. On peut alors transformer linéairement
les éléments de t, avec les points de as pour que t, soit également O-transcendant
sur aj. O

Notons que t, est aussi 0-algébrique sur ajas. Nous obtenons des bases vertes
comme ci-dessus pour chaque point du diagramme. Les indépendances

acl(b) |%acl(ab) et acl(a) | acl(b),acl(ab)

impliquent que as, by, aba, tq, ty, tap, est une base verte de @bab sur aibiabs.
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Lemme 3.5. Les uples

a
tca cab tcab

satisfont
(1) t, -ty =1t
(2) t!, est O-transcendant sur a,ca et de méme sur @,c.

Démonstration. 1’égalité est évidente. Comme ¢, JB . a,ca et t. est O-transcendant
1

sur ¢y, il ’est aussi sur @, ¢a. Puisque t., € aclp(ca) on voit que ¢/, est O-transcendant

sur a, ca. (I

Soit t; une base verte de A; sur @bab, et de méme pour les autres droites. Nous
allons transformer ces bases afin qu’ils satisfassent les conditions du lemme 1.2.

Proposition 3.6. On peut transformer linéairement les uplets t; de facon que
(1) t1-tg =tg - t3,
(2) ti, ainsi que A;, est 0-algébrique sur les trois points de la droite A;,
(3) [ta] + [te] = |ca| et RM(¢/c1) = d(¢/c1) = [ta],
(4) to est O-transcendant sur a,¢,t,, et sura,ca,t, (et de méme pour ts et ty),
(5) to est un uple vert T-générique sur a.

Ainsi, les uples @, €, t/, et t2, tout comme a, ca, ), et ta, sont 0-indépendants.

Démonstration. La structure A1 As A3 est autosuffisante par le lemme 3.3. Comme
elle contient ab, ¢ et cab, elle doit contenir (ab,E, %>. En particulier, la base verte
de Ay, qu1 est aussi de (ab,¢,cab), est combinaison linéaire des points verts de
A1A5As. A transformation linéaire pres, on a donc ty - t4 = tg - t3, ce qui montre

(1).
Par les indépendances du lemme 3.3, pour tous i, j, k € {1,2,3,4} distincts on a
ti 1° ti,th.
a,b,ab,cab,¢,ca

Par le lemme 1.2 appliqué & t1, ts - t3 et t4 au-dessus de @, b, ab, cab, ¢, ca, le O-type

de 1 sur acly(a, b, ab, cab, ¢,ca) est générique dans un translaté définissable V' sur
acly(@, b, ab, cab, ¢, ca) d'un tore de (K*)!"l. Puisque
ty |9 cab,c,ca,
@,b,ab
le translaté V' est définissable sur acly(@, b, ab). Or, pour tout translaté d'un tore,

sa dimension de Zariski correspond a la dimension linéaire multiplicative du point
générique. Donc

degtr(t, /@, b, ab) = dimling(t1/ acly(a@, b, ab)) = §(t1/ acly(a, b, ab)) < 0
puisque t; € A} = aclo((@, b, ab)). Ainsi t; € acly(a@, b, ab). Alors
Ay = acly({(@,bab)) = acly(a, b, ab, t;) = acly(a, b, ab).

Pour (3), posons n = degtr(A42/a,ca). Du fait que §(Az/aca) = 0 et que aca est
autosuffisant, la base verte ca, to,t. de Az sur aca est de longueur 2n. Par (2) on

As = acly(¢,a,ca) = acly(cz, a, ca).
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Du fait que ¢ JSC a,ca l'uple cy reste O-transcendant sur a,ca et un calcul de
1
prédimension donne que

0 = d(ca, ta, te/a,ca) = 2degtr(ca/a, ca) — |ca| — |t2] — [t
Ainsi |ta| + [tc| = |c2|. Comme € est autosuffisant, on en déduit
RM(¢/c1) = 6(¢/c1) = 2degtr(t/c1) — dimling(¢/c1) = 2|ca| — |c2| — |tc| = |t2|-

Pour (4), supposons que les j — 1 premieres coordonnées ta 1, ...,t2 ;1 de 'uple
to sont O-transcendantes sur @, ca, t), et sur a,¢,t,. Par (3), 'une des coordonnées
z de ¢y est O-transcendante sur @, ca, t/,, t21,...,t2,j-1. Si ta ; est O-algébrique sur

a,ca,t),taq1,...,t2j—1 alors ty;z est lui O-transcendant. De plus si t5; était O-

s as
transcendant sur @,c,t/,t21,...,t2 1, 'élément ¢5 jz l'est toujours.

Afin de conserver I'égalité t; - t4 = to - t3, on multiplie ¢4 ; par z. Notons que
si ts; était O-transcendant sur ab,€,t);,ta1,...,t4,j-1, alors ty4 jz 'est toujours.
Enfin, si t4; était O-transcendant sur ab, cab,t/;,ta1,...,ta ;-1 mais t4 ;2 devient
0-algébrique, alors t4 ;2 est & nouveau 0-transcendant, ainsi que 5 ;2% sur les points
correspondants. Le résultat suit par induction.

Pour (5), comme a et ¢ sont indépendants, on a

C2 \L a.
c1

Par (3), une des coordonnées z de cy est T-transcendante sur @, to1,. .-, l2, -1
pour j < [to]. Si t2; est algébrique sur @,to1,...,t2 -1, Vélément to ;2™ est T-
transcendant sur @,ts 1, ...,t2 ;—1 pour tout n > 0. Comme %5 ; est O-transcendant
sur @, ca, t), (tz; : ¢ # j), il y a au plus un n pour lequel ¢ ;2" est 0-algébrique sur
a,ca,t), (ta; 1 i # j). De méme pour t4 ;2" au-dessus de ab,cab,t,,, (ts; : i # j).
Il existe donc un n commun permettant de préserver (1) et (4). On conclut par
récurrence.

La derniére remarque suit du lemme 3.5 et du point (4). il

Corollaire 3.7. La droite Ay est 0-algébrique sur a,c,t!,ts et les points ¢ et ca

s bas
sont 0-interalgébriques sur a,t,, ts.

Démonstration. D’aprés la proposition 3.6(2), la droite As est 0-algébrique sur
a,¢,ca et donc sur @, ¢, cas. Par la proposition 3.6, 'uple ¢/, t2 est O-transcendant
sur @, c. On en déduit que

degtr(Az/a,c) = degtr(caz/a,c) = |cas| = |t,| + |t2| = degtr(t,,t2/a,c),

d’ott Ay = acly(a,¢,t,,t2) et en particulier ca € acly(a,¢c,t),t2). Par symétrie,
EEaclo(E,ﬁ,t;,tg). [l
On pose

a = acly(¢,ca) Nacly(a, t,, ta),
B = acly(ca, cab) Nacly(b, ), t3), et
v = acly(cab,€) N acly(ab, t,;, t4).
Proposition 3.8. Le diagramme
est un quadrangle 0-algébrique.
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[0

vy ca

Démonstration. Remarquons que ai,t, € o et by, t, € [, ainsi que aby,t), € 7.
Montrons d’abord que
(%) Ay 9D, t),t3,ab, th,, Ly
«

Le lemme 3.3 donne 'indépendance As, A4 JBEE As. Celle-ci entraine

b, 1y, t3,ab, th,,ts |° As

z,ca

et donc Cb(b, t,,t3,ab,t!, t1/As2) € acly(c,ca).

a

I reste & montrer que Cb(b,t},t3,ab,t,, t1/As) € acly(a,t,,t2), c’est-a-dire

a rrar

1_77 t;ﬁt?n%a t/b; t4 J_(/) A2'

a
AT

Comme Aj JBgAl on a ca, ty,t3 Jngl. Puisque b, a et t}, t3 sont 0-indépendants
par la proposition 3.6, il suit que ca, t,,t3 |° A; et
(T) ca \|.9 t;)? t3-

A
L’indépendance As \Bﬁa Ay, Ag entraine ty, t3 |9 Tty t2; par transitivité avec

) 1
(1) on obtient t;,t3 JBAI ¢, tl,t2 et donc
t,ts 0 <

Ar,tl t2

Comme t1 -ty =ty -tz et t, -t, =1/, on a

(1) toyeta [0 ©

Ar,tl t2
Ensuite A JBEAl implique ¢ \Ba,t;,tz Aj ce qui entraine avec (1)
t % At
a,tl t2
Comme As C acly(a,¢,t,,t2) d’apres le corollaire 3.7,
Ay [0 Agthy,ta.
a,t] tz

A nouveau les identités t; - t4 = to - t5 et tl, - t, = t!, donnent

T 4 = 0
bv tb7t37abatabat4 J./ AQ’
a,t! ta

ce qui entraine (x).
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Nous allons maintenant vérifier que les points et les droites du diagramme satis-
font les relations d’un quadrangle 0-algébrique.
L’indépendance (x) entraine

E, ca J_E) E, f;), t?n %a t;b’ t4’
«
ce qui implique

¢,ca Y B,v;
«

c’est-a-dire les droites («, 8,7) et (o, ¢, ca) sont 0-indépendants sur leur intersection
a. Par symétrie, chaque autre droite est 0-indépendante de («, 3,) sur I'intersec-
tion.

L’indépendance de deux droites différentes de («, 3,7) sur leur intersection suit
du lemme 3.3.

D’apres le corollaire 3.7 appliqué aux droites Az et Ag ;onaca € acly (b, cab, t,, t3)
et cab € acly(ab, ¢, t),,t4), ce qui implique ¢a € acly(b, t},t3,ab, ¢, t),,ts). Par (x)
on conclut

ca € acly(a, ).

De méme, ¢ € aclp(, ca). Donc «, € et ca sont deux-a-deux 0-interalgébriques sur
le troisieme.

Par la proposition 3.6,

a,th,ta ¢ et a,t,,ts |°ca.

Ainsi a, ¢ et ¢a sont deux a deux 0-indépendants. Cela montre les propriétés pour
la droite («,¢,ca). Par symétrie, on obtient les mémes propriétés pour les droites
(B, cab,@a) et (vy,cab,?).
Pour la droite («, 8,7), 'indépendance A JBEA3 implique « J/Oﬁﬁ. Comme
a |°ca on aa |°B. Les points «, B et v sont donc deux-a-deux 0-indépendants.
De plus, ¢,ca Jﬁ)a 8,7 et cab € acly(B,ca) impliquent

v |° ¢, za, cab.
B

D’ott v € aclp(e, 8). Il s’agit bien d’un quadrangle 0-algébrique. O

Le théoreme de la configuration de groupe [8] (voir aussi [6] ou [12, Theorem 5.4.5
et Remark 5.4.9]) nous donne, sur quelques parametres indépendants qu’on ajoute
au langage, un groupe Tp-définissable O-connexe H et des éléments 0-génériques
0-indépendants h, h’ € H tels que « est O-interalgébrique avec h, ainsi que 3 avec
h', et v avec hh'. Par contre h et h' ne sont pas nécessairement indépendants, et
leur T-type n’est pas forcément générique dans H.

Pour la suite, nous utiliserons le rapport entre h et le générique a du groupe G
de départ.

Lemme 3.9. Les uples h et t/,ta sont 0-interalgébriques sur a, et a,ty sont algé-
briques sur h. De plus,
¢,ea °a,tl, ts.
h
Démonstration. Comme « et h sont O-interalgébriques, il suffit de démontrer le
lemme pour « a la place de h.
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- ) Réciproquement, par la proposition
ty donne ¢ JB ! ta. D’ou

— — |0
c,caita,tg,

a,x

Par définition, 'uple « est dans acly(a, t/
3.6, 'indépendance ¢ |° ¢

7a,

car € et ¢a sont O-interalgébriques sur . Comme ¢}t € acly(a,¢,ca), on conclut
que
t! s € acly(@, o).

Remarquons maintenant que la proposition 3.6 entraine également
¢, ca JB a,th,t

Comme ¢ et ca sont indépendants, ¢ca est autosuffisant, ainsi que acly(¢, ca).
Donc () est dans acly(¢, ¢a). Par I'indépendance précédente, on a

(>J/a, t' ta et cea |°at,t
(o)

Alors
d(a,t, ta/a) = 6(a, t,,ta/ () = d(a,t,,ta/ acly(c,ca)) = 6(Az/ acly(c,ca)) = 0.
On conclut que @, ty est algébrique sur (o), qui est elle algébrique sur a. O

Cette interalgébricité nou permettra de définir un homomorphisme de G vers H.
Posons r = [t/| et s = [t2]. Soit

S = Stabo(h, a,tg/a)
le O-stabilisateur de (h,t},t2) dans H x (K*)"*. Puisque Ap |”_A; implique

h,tl, ta JB b, ab, on a S = Stabg(h, !, to/a,b, ab).

s Yao

Lemme 3.10. Le point (h,t, t2) est 0-générique sura dans le translaté S-(h,t,,t2),

» Ya

qui est Ty-définissable sur acly(@). En particulier, le stabilisateur S est conneze.

Démonstration. Vérifions que (h,t),t2) et (h',t,,t3) satisfont les hypotheses du
lemme 1.2. Remarquons tout d’abord que

(h’atav ) (h/7t27t3) = (hhlvt;b;tl : t4)-

Nous allons montrer

(t) hoto,ta,tr [0 Bt ts,
a,b,ab
et en particulier h,t/,to JE 55 I, t, t3. Par symétrie, (f) donne également

hh' ty,, ta, by LO h’,tb,tg et hh  thy, ta,tr [0 h,t),ts,
a,b,ab a,b,ab
ce qui permet de conclure.
Comme Ay J/ Aj,onat), ts JB b ab,t;. Onat! to JB ca d’apres la propo-

sition 3.6, et donc t, ta J/ b, ab, ca, t1 Comme h est 0-algébrique sur a, ), ts, on

rrar

obtient h,t’ . t, JS 255,00 ca. Enfin A JS As donne t; JB ——ca, d’ou on conclut

’Vad a,b,ab

hitl t1,ta |° ca.
a,b,ab
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Enfin, I'indépendance A; A, JEEE As implique

hat;atlatQ J_E) h/at;)at?) 3
@,b,ab,ca
on en déduit () par transitivité. O

Comme la paire (t,,t2) est 0-générique sur @, la projection de S sur les deux
dernieres coordonnées est 0-générique dans (K*)" %, et donc surjective par connexité
de K*.

Par le fait 1.9, il existe un groupe algébrique H; (que 'on suppose définissable
sur () et des éléments génériques indépendants hi,h] € H; tels que a; est O-
interalgébrique avec hi, ainsi que by avec h}, et aby avec hih]. Comme a; est
contenu dans «, on a h; € aclg(h); de méme h} € acly(h’) et hih} € aclg(hh').
D’apres les lemmes 1.2 et 1.5 et la remarque 1.6, le stabilisateur Stab(h, h1) induit
une endogénie ¢ de H sur H; Tjp-définissable. Soit N la O-composante connexe de
ker(¢).

Comme h est 0-générique dans H, il est 0-générique dans le translaté Nh sur
son parametre canonique; ce dernier est O-interalgébrique avec ¢(h) = h;y et donc
avec a1. Comme h est 0-algébrique sur ¢,ca et

¢,ca |°a,
al

on conclut que h est 0-générique dans Nh sur a. De plus, la O-interalgébricité entre
h et t,,,to sur @ entraine par le lemme 1.5 que le stabilisateur S induit une isogénie
To-définissable entre N et (K*)™*s. Ainsi, le sous-groupe N est I’enveloppe Tp-
définissable de sa torsion, car c’est le cas de (K*)"T*. Comme H normalise N, il
normalise la n-torsion de N pour tout n < w. Celle-ci est finie et donc fixée puisque
H est 0-connexe. Ainsi H centralise toute la torsion de N, et N < Z(H).

Lemme 3.11. Le stabilisateur S est To-définissable sur acly(().

Démonstration. Considérons le stabilisateur S’ = Stabg(h/,t},t3/b), qui induit
également une isogénie ¢’ de N sur (K*)"+*. Celle-ci est Ty-définissable sur acly(b).
Alors, le groupe N x (K*)"** est isogene via (¢, id(joeyrte) & (K*)™F x (K*)"F2,
L’'image de S par (¢',id(x«)r+:) est un sous-groupe connexe 0-algébrique d'un tore
et donc définissable sans parametres. Comme S est connexe, il est Tp-définissable
sur acly(b). Puisque @ et b sont 0-indépendants, S est Tp-définissable sur acly(#)). O

Rappelons que t2 est un uple vert générique sur @ par la proposition 3.6(5). 11
se peut que l'uple (t2,t,) ne le soit pas. Cependant, nous allons modifier h pour
supprimer t).

Comme S est une isogénie, il existent hg, hy € N tels que (ho, t),,1) et (hy,t},1)
sont dans S. Alors, I'élément (hohy,t.,,1) € S car t,, - t, =t',. On pose k = hhy'
et k' = h'hy". Le translaté & droite

S (hyt, te) =S - (k,1,t2)
est 0-algébrique sur @ par le lemme 1.2 ; comme S est une isogénie définissable sur
() on obtient k € acly(@, t2). De méme, k' € acly(b,t3) et kk' € acly(ab, t3). De plus
t,, € aclp(h) et ho € aclp(t,), d’on

k € aclo(h) C acly(c,ca).

Par symétrie, k' € acly(h’) C acly(ca, cab) et kk' € acly(hh') C acly(C, cab).
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On vérifie maintenant que k satisfait les propriétés analogues a celles de h.

Lemme 3.12. On a
acly (¢, ca) Nacly (@, t2) = acly(k).

De plus
¢,ca |V a,ts.
k
Enfin, k et to sont 0-interalgébriques sur @, et @,tsy est algébrique sur k.

Démonstration. Les remarques précédentes montrent que k € acly (¢, ca)Nacly(a, t2).
Comme a; C acly(h) = acly(c,ca) Nacly(a, t), t2) et

— — 0= 4/
C,C J,,a/ataatQa
h

le lemme 3.6 donne :
degtr(a, ¢, ca, t), t2/a1) = degtr(¢,ca/ay) + degtr(a, t,, ta/a1) — degtr(h/ay)
|az| + lea| + [caz| = [ea| + |caz| + |az| + [t| + [t2| — degtr(h/a1).
Ainsi degtr(h/a1) = r + s. Comme degtr(hg/a1) = degtr(t,/a1) = r et kho = h, on
obtient degtr(k/a1) > s. De lautre coté,
degtr(k/a1) < degtr(acly(¢,ea) Nacly(a, t2)/a1)
< degtr(¢,ca/ay) + degtr(a,t2/a1) — degtr(a, ¢, ca, ta/a1)
= |co| + |caz| + [az| + [t2] — |az| — [c2| — [caz| = s.
En particulier, on a acly(¢,ca) N acly(a, t2) = acly(k, a1). Pour montrer que cette

intersection est égale a aclp(k), vérifions que a1 € aclp(k). Comme degtr(k/a1) = s
et

degtr(k/hoar) = degtr(h/hoar) = degtr(h/a1) — degtr(ho/a1) =r+s—1r =s,
on a k Jfal ho. La O-interalgébricité de hg et ¢/, et la proposition 3.6 entraine
ar % ho. Par transitivité, on a hg |° a1, k et donc ho Jfk ap. Puisque a; € aclg(h),
on conclut que a1 € acly(k). De plus,
degtr(¢,ca/k) = degtr(c,ca/a1) — degtr(k/a1) = |co| + |cas| — s

et
degtr(c,ca/a, t2) = degtr(¢, ca, a,t2/a1) — degtr(a, t2/a1)
= |ea| + [caz| + [az| — |az| — [t2] = |co| + [caz| — s,
d’ou
¢,ca |°a,ts.
k
Comme t5 € acly(a, ¢, ca), on en déduit ¢y € acly(a, k), ce qui donne la O-interalgé-
braicité de k et ty sur a. Enfin, puisque ¢ca est autosuffisant, la cloture autosuffi-
sante (k) est dans acly(¢,ca). Ainsi,
(k) |°@,ta et ¢ca |a,ts.
k (k)
Alors,
6(a,t2/k) = 6(a,t2/(k)) = 0(a,t2/ aclo(¢,ca)) = 2|az| — [az| — [ta| — [t2| = 0.

On conclut que @ et to sont algébriques sur (k), et donc sur k. (I
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Soit
S = Stabo(k,tg/a)

le O-stabilisateur de (k,t2) dans H x (K*)*. De fagon analogue aux lemmes 3.10 et
3.11, le groupe S’ est Tp-définissable sans parametres et (k, ta) est 0-générique sur
@ dans le translaté S’ - (k,t2), qui est Tp-définissable sur acly(a).

On pose

T={neN:3tcUs (nt)ecs}

Alors S’ induit une isogénie entre I" et U* par le lemme 1.5, la remarque 1.6 et la
proposition 3.6(5). Comme N est central dans H, le groupe I' I’est aussi.

La proposition suivante termine la preuve du théoreme A.

Proposition 3.13. Le groupe G est isogéne & un sous-groupe de H/T', ot le groupe
H est algébrique et I' est central dans H et isogéne a une puissance du sous-groupe
coloré U.

Démonstration. On considere le stabilisateur
S* = Stab(a, kT")

de tp(a, k") dans G x (H/T").

Notons d’abord que I' - kK = kI est la projection sur la premiere coordonnée
de S'(k,ty) N (H x U®) puisque ty est vert. Ainsi kI’ € acl(a), car S'(k,t3) est
définissable sur acl(a). De méme k'T" € acl(b) et kk'T € acl(ab). Comme

(a,kT) - (b, K'T) = (ab, kk'T)

et a, b et ab sont deux-ad-deux indépendants, (a, k') est générique dans un trans-
laté de S* d’apres le lemme 1.2. Or, a est générique dans G. Donc S* induit une
endogénie de G dans H/T par le lemme 1.5 et la remarque 1.6.

Pour vérifier que le noyau de cette endogénie est fini, il suffit de montrer que a
et kT sont interalgébriques. Comme RM(U) = 1, on a RM(T') = s et RM(kT') >
RM(k) — s. Comme to est vert générique sur @, on a RM(t2/a) = RM(t2/a) = s.
Puisque k et t2 sont O-interalgébriques sur @, on obtient que RM(k/a) = s. Ainsi

RM(KT) > RM(k) — s = RM(k/a) + RM(a) — s = RM(a) > RM(KT).

On a bien interalgébraicité entre a et kI. O

4. SOUS-GROUPES COLORES

Le théoreme A ainsi que [5, Corollaire 4.3] nous amenent a étudier les sous-
groupes définissables d’un groupe algébrique. Ceci s’avere simple, dans les cas col-
lapsé ou non :

Théoréme 4.1.

— Dans un corps rouge, tout sous-groupe définissable connexe d’un groupe algé-
brique est une extension des points rouges d’un sous-groupe additif par un
groupe algébrique.

— Dans un corps vert, tout sous-groupe définissable connexe d’un groupe algé-
brique est une extension des points verts d’un tore par un groupe algébrique.

— Tout groupe simple définissable dans un corps coloré est algébrique.

— Dans le cas noir, tout groupe définissable est algébrique.

Le dernier point a été montré dans le cas non-collapsé [14, Proposition 2.4] dont
la preuve ci-dessous s’inspire.
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Démonstration. De fagon analogue a la partie 2, on notera T la théorie du corps
coloré et I'indice 0 fera référence au réduit du pur corps algébriquement clos.

Soit G un sous-groupe connexe définissable d’un groupe algébrique. Prenons deux
génériques indépendants a et b et notons ¢ leur produit. Alors (a) et (b) sont en
amalgame libre ; par hypothese ¢ est 0-algébrique sur a et b. Ainsi

(¢) C (aclp(a,b)) C acly({a, b)) = acly((a)(b)),

par la remarque 2.2(1) qui est valable pour tout corps coloré (collapsé ou non).

Cela entraine que la base colorée t de (c) est une combinaison linéaire de r et s,
les bases colorées respectives de (a) et (b). On peut alors supposer que t = r-s dans
le cas vert (ou t = r 4+ s dans le cas rouge). Puisque (a,r), (b, s) et (c,t) sont deux-
a-deux indépendants et que r est algébrique sur a, d’apres les lemmes 1.2 et 1.5 et
la remarque 1.6, le stabilisateur Stab(a,r) induit une endogénie définissable ¢ de
G vers les points colorés d’un sous-groupe algébrique d’une puissance cartésienne
de KT (ou de K* dans le cas vert). Comme le quotient d’un groupe algébrique par
un groupe fini est encore algébrique, on peut supposer que coker¢p = {1} et ¢ est
un homomorphisme; il est surjectif puisque r est linéairement indépendant.

Soit N = ker ¢, et n générique dans N sur a. Alors tp(na) est générique dans
G, et tp(na/a) est générique dans Na; comme Na est définissable sur ¢(a) = r,
a fortiori tp(na/r) est générique dans Na. De plus, comme (n,1) € Stab(a,r), les
clotures autosuffisantes (na) et {(a) ont les mémes points colorés, le groupe engendré
par r, qui est clairement autosuffisant et donc égal & (r). Ainsi (a) est le groupe
engendré par a et r, et (na) celui engendré par na et r. Si x |= tpy(na/r), alors

RM(z/r) =0({z,r)/{r)) <d(x/r) = 2degtr(z/r) — dimlin(U(:c,T)/r)

< 2degtr(z/r) < 2degtr(na/r) = 2degtr(na/r) — dimlin(U (na,r)/r)
=d(na/r) =6({na,ry/(r)) = RM(na/r).

Ainsi RM(tpy(na/r)) = RM(na/r), et tp(na/r) est la seule complétion de tpy(na/r)
de rang maximal. Donc N est 0-définissable d’apres la proposition 1.10, c’est-a-dire
algébrique.

Si G est un groupe infini définissable simple, [5, Corollaire 3.9] implique que G
est & isomorphisme preés un sous-groupe d’un groupe algébrique (et méme linéaire).
L’image de G par ¢ doit étre triviale car elle est incluse dans un groupe abélien.
On conclut que G = ker ¢ est algébrique.

Enfin, dans le cas noir, I’hypothese de simplicité n’est pas nécessaire car les bases
noires r, s et t obtenues au début de la preuve sont nécessairement triviales. (I

5. LA FUSION AU DESSUS DE L’EGALITE

Dans cette partie, nous décrirons completement les groupes définissables dans
une fusion T' de deux théories fortement minimales 77 et T> & langages disjoints
ayant élimination des imaginaires [9]. Rappelons que T est fortement minimale et
son rang de Morley est induit par la prédimension

§(X) = dimy (X) + dimy(X) — | X,

ou dim; et dims sont les rangs de Morley respectifs de 77 et T5.
Nous commengons par étudier les sous-groupes T-définissables d’un produit de
groupes T;-définissables.
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Lemme 5.1. Soient H; des groupes T;-définissables pour i = 1,2. Tout sous-groupe
T-définissable connexe K de Hy x Hs est de la forme K1 X Ks, ou K; < H; est
T;-définissable.

Si le groupe K est définissable sur 'ensemble A, les groupes K; et K5 le sont
sur acl(A4). La démonstration qui suit s’inspire de la preuve de la platitude dans la
théorie de I’ensemble ab initio [10].

Démonstration. On peut supposer que le langage est relationnel et que les groupes
Hy, H> et K sont définissables sur (). Chaque élément g de K s’exprime sous la
forme g = (g',¢?). Pour le générique g de K, nous allons vérifier que g* et g°
sont T-indépendantes. Pour cela, nous considérons une suite de Morley (g;)i<. du
générique de K.

Remarquons que (gig;1> N (gi/gjil> = Z C acl(f) est indépendant de (i,j) #
(7', 7"). L’ensemble Z est autosuffisant comme intersection de deux ensembles auto-
suffisants. On considére X le plus petit sous-ensemble de acl(f)) contenant Z clos
par acl; et acly. Cet ensemble X reste autosuffisant car sa prédimension sur Z est
nulle.

Fixons n > 0. Pour chaque i < j < n, ’élément g;g; ! est aussi générique et par
connexité a méme type que gg sur X. Il suit que

Dicjen/X) < dimy ((gh)k<n/X) < n dimi (g5/X).

dimy (9795

Notons

y={J (o)

0<i<j<n
Alors

. . —1 . —1
dimy (Y/X) = dimy ((g79]  Di<jen/X) +dimi(Y/(gig; icjen, X)
. . _ —1
< ndimy(g5/X) + Y dimi((gig; ") /99 X)

< n dim;(g5/X) + (Z) dimi ({g0)/ g5, X)-

De méme,
dima(¥/X) < n dina(gf/X) + ( 5 ) ({90 3. X).

Comme X est autosuffisant, on a 6(Y/X) > 0. Comme Y est la réunion d’ensembles
deux-a-deux disjoints au-dessus de X, on obtient :
0< §(Y/X) = dimy (Y/X) + dima (Y/X) — [V \ X]|
< n (dimy (go/X) + dima(g5/X))

() Ctms () ) + i/, ~ (o0) \ X0,

Donc,

0 < dimi ((go)/95, X) + dima({go) /g5, X) — [{(g0) \ X|
= 6((g0)/90, X) + dim1(go/gg, X) + dima(go/g5, X) — |90 \ X|.
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Notons que dimi(go/g8, X) < |93 \ g¢, X|, avec égalité si et seulement si g2 \ gi, X
est un uple de points Tj-indépendants sur g3, X. De méme pour dima(go/g3, X).
Comme

lgo \ X|=lg5 \ 95, X| + |95 \ 90, X| + (96 N g5) \ X,
on en déduit que

dimi(go/gg, X) + dimz(g0/93, X) — |90 \ X| < [(90 N g3) \ X|.
De plus, 6({go)/go, X) < 0 et donc par (x), on a
(90 Ng3) € X,
6({g0)/90, X) = 0,
dimi(go/g0, X) = [g5 \ X[,
dimz(go/g5, X) = |90 \ X[,

ce qui entraine que g} et g3 sont T;-indépendants pour chaque i au-dessus de X.
De plus, comme 1'uple g2 \ X est un uple de points T3-indépendants sur g¢, X, il
suit que g3, X est autosuffisant dans go, X, qui est lui-méme autosuffisant. Par la
caractérisation de l'indépendance dans la théorie de la fusion 7', on obtient que
96 Ly 95 et donc g5 | g5 comme X C acl(@). Enfin, le type tp(gg/X ) est I'unique
type de rang maximal dans le type stationnaire tp,(gi/X), car les éléments de
g4 \ X sont Ty-indépendants sur X.

Soit H; la projection de K sur H;. Comme la projection d’un générique est
générique, g§ est générique dans H,; puisque g¢ | g7 élémént go = (g, 93) est
générique dans Hq X Hs. Ainsi l'indice de K dans H; x Hs est fini. Mais la connexité
de K implique la connexité de H;, et donc de Hy X Hs, ce qui donne K = H; x Hs.
Enfin, H; est T;-type-définissable d’apres la proposition 1.10 pour ¢ = 1, 2. O

Grace au lemme précédent, nous sommes maintenant en mesure de montrer
Passertion faite dans [10] : les groupes définissables dans la fusion sur 1’égalité sont
essentiellement des produits de groupes définissables dans chacune des théories de
base.

Théoreme 5.2. Tout groupe connexe définissable dans une fusion fortement mi-
nimale de deux théories fortement minimales, avec élimination des imaginaires,
au-dessus de ’égalité est isogéne a un produit de groupes définissables dans cha-
cune des théories.

Démonstration. Considérons G un groupe infini connexe T-définissable. Par la suite
on travaille toujours au-dessus d’une suite de Morley dénombrable D. Considérons
le diagramme suivant.

a

ab ca
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On définit les ensembles suivants de T-dimensions finies :

Ay = acl(a,b,ab), As =acl(a,c,ca), As=acl(ca,cab,b), A4 = acl(ab,c,cab),
A@:U?:l Aia As: ﬂ Ai pour@#s§{1,2,3,4}.

€S

De maniére analogue & [10, lemme 15], on trouve des ensembles finis autosuffisants
acl()) € B; C A; pour i € {1,...,4} tels que, si on note

By = UBi et Bs:ﬂBz- pour § # s C {1,2,3,4},

alors
6((Bg)) = 6((4g)) = RM(4g) = 3RM(G),
0((B;)) = d(B;) = §(4;) = RM(4;) =2RM(G), pouric {1,2,3,4}
6((Bij)) = 5(31'3 = 6(As) = RM(4;;) = RM(G) pour i # j,

pour |s| > 3.
On a
RM(G) = 3RM(G) — 4 - 2RM(G) + 6 RM(G)

= Y (DPIS(A)/Bras) < > (=1)6(By/Biasa)

sC{1,2,3,4} sC{1,2,3,4} )
= Y (=DFldim(Bs/Biasa) + Y. (1) dima(Ba/Buasa).
sC{1,2,3,4} sC{1,2,3,4}

La premiere inégalité ci-dessus suit du fait que §({Ap)/Bi2ss) < 6(By/Bi23a)-
L’égalité vient de la modularité de la cardinalité.

Par la suite, on travaille au-dessus de acl()) qu'on nomme au langage. Pour
chaque k =1, 2, on a par sous-modularité

dimy,(By) = dimy(B;) + dimy (B2 B3 By/B,)

< dimy,(B1) + dimy (B2 Bs B/ B12B13Bi)

= dimy(B1) + dimg(B2B3By) — dimg(B12B13B14)

= dimy(B1) + dim(Bs) + dimy (B3 Bs/B2) — dimy (B12B13/B14)
— dimg (Bi4)

< dimy,(B1) + dimy(Bs) + dimg (Bs B/ Ba3 Baa) — dimy(BiaBis/Bus)
— dimyg (Bi4)

= dimg(B1) + dim(Bs) + dimy (B3 B4) — dimg,(Bas Bag)
— dimy(B12B13/B14) — dimy(Bi4)

= dimg(By) + dimy(B2) + dimg(B3) + dimg (Bs/Bs) — dimy (Ba3 Ba4)
— dimy, (B12B13/B14) — dimy (B14)

< dimg(B1) + dimg(Bs) + dimy (B3) + dimg (By/Bsy) — dimy (Bz23 B24)
— dimy(B12B13/B14) — dimy (Bi4)

= dimg(By) + dimg(B2) + dimg (Bs) + dimg (By) — dimg (B34)
— ditg (Ba3 Bas) — dimy(BiaBis/Bua) — dimyg(Bus).
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Comme Ba3 | Bay implique Bas |* Bay, nous avons

dimy, (B@) < dimy, (Bl) + dimg (BQ) + dimyg (33) + dimy (B4) — dimyg (334)
— dimk (B14) — dimk(ng) — dimk(BQ4) — dimk (BlgBlg/B14).

En développant les séries alternées dans (1), on obtient

2
RM(G) S Z (dlmk(Blg) + dimk(Bl3) - dimk(BlgBl3/Bl4))
k=1
= Al + AQa

Ofl Ak = dimk(BuBlg) — dimk(BuBlg/BM).

a,b |*ab
Tk
ou v = aclg(acl(a), acl(b)) N acl(abd), et en particulier,
Bi2Bi3 |* Bis.
Tk

Par le fait 1.9, on peut supposer de plus que y; est le générique dans le sens de
la théorie T}, d’un groupe *-définissable Hj. Par superstabilité, comme Hj, est une
limite inductive de groupes Ti-définissables, il existe un sous-uple fini ~; générique
d’un groupe T}-définissable connexe Hj, tel que

Bi2B13 |* Bi,
Yk
puisque B13 B3 est fini. Ainsi,
Ay = dimg(B12B13) — dimy (B12B13/B1a) = dimy (B12B13) — dimy(B12B13/7;)
= dimy (y},) + dimg (B12B13) — dimg (B12B1374)
= dimy (y},) — dimg(v;,/B12B13) < dimg(v,).
Le lemme 1.57 77 donne une endogénie T-définissable
v: G — HjxH,
ab = (71,72)

En quotientant H{ x H) par un produit de groupes finis contenant le conoyau,
on peut supposer que ¢ est un homomorphisme de groupes, par élimination des
imaginaires dans T et 1.

Le lemme 5.1 entraine que 'image ¢(G) est un produit de groupes définissables
dans chacune des théories. De plus, le point (7], 75) est générique dans ¢(G) et ses
coordonnées sont T-indépendantes. Enfin,

RM(G) < dimy (v]) + dimz(75) = dim(v7,75)

entraine que ab et (1, v4) sont T-interalgébriques et donc G est isogéne avec un
produit de groupes définissables dans chacune des théories. O

Question. Existe-t-il une caractérisation analogue pour les groupes définissables
dans la fusion fortement minimale au-dessus d’un espace vectoriel sur un corps fini ?
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