N

N

Théoreme de Poincaré-Alexander pour les domaines
modeles. Poincare-Alexander Theorem for model
domains.

Marianne Peyron

» To cite this version:

Marianne Peyron. Théoréme de Poincaré-Alexander pour les domaines modeles. Poincare-Alexander
Theorem for model domains.. 2012. hal-00751257v1

HAL Id: hal-00751257
https://hal.science/hal-00751257v1

Preprint submitted on 13 Nov 2012 (v1), last revised 29 Nov 2012 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-00751257v1
https://hal.archives-ouvertes.fr

THEOREME DE POINCARE-ALEXANDER POUR LES DOMAINES
MODELES.

MARIANNE PEYRON

RESUME. Le Théoréme de Poincaré-Alexander stipule qu’une application holomorphe
définie sur un ouvert de la boule unité de C" peut, sous certaines conditions, étre pro-
longée en un biholomorphisme de la boule unité. Dans le cadre presque complexe, la
boule unité n’est plus, & biholomorphisme prés, le seul domaine strictement pseudo-
convexe et homogéne. Un domaine strictement pseudoconvexe et homogeéne est biho-
lomorphe & un “domaine modéle. Nous donnons dans cet article une généralisation
du théoréme de Poincaré-Alexander pour les domaines modéles.

INTRODUCTION

Nous démontrons dans cet article le Théoréme suivant :

Théoréme 0.1. Soit n un entier strictement supérieur o 1. Soit (D,J) un domaine
modele dans C™. Soit p € 0D. Soit U une boule ouverte dans C", centrée en p.

Soit f : U — C"™ une application de classe C*, pseudo-holomorphe sur U, telle que
f(UNOD) C 9D. Si f est un difféomorphisme local en p, alors, f s’étend en un
automorphisme de (D, J).

Dans C", (n > 1), le Théoréme de Poincaré-Alexander stipule que si f : Q — C" est
une application non constante, de classe C' et holomorphe sur €, telle que f(QNIB") C
OB™, ot B™ désigne la boule unité dans C" et U est une boule ouverte dans C” telle
que OB" NU # @, avec 2 = B" N U, alors, f s’étend en un biholomorphisme de B".
Ce Théoréme a été démontré par H. Alexander dans [1] pour une application lisse, puis
par S. Pin¢uk ([10], [11]) pour une application C!. (cf. aussi [13] th 15.3.8).

Dans une variété complexe, tout domaine strictement pseudoconvexe homogéne est
équivalent, & biholomorphisme pres, & la boule unité. Ce n’est plus le cas dans une variété
presque complexe : tout domaine strictement pseudoconvexe homogéne est équivalent
a un domaine modéle. (cf. [5], [7],16], [8], [9], [4]). Ainsi, il est naturel de chercher a
généraliser le Théoréeme de Poincaré-Alexander aux domaines modéles, ce qui est fait
dans le Théoréme 0.1.

Dans la premiére partie de 'article, nous définissons les notions de base telles que
les structures modéles et nous rappelons un résultat concernant les jets d’ordre 2 d’une
application CR, qui sera utilisé dans la deuxiéme partie, consacrée a la démonstration

du théoréme 0.1.
1
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1. PRELIMINAIRES

1.1. Variétés presque complexes, pseudoconvexité. Soit M une variété différen-
tielle de dimension réelle 2n. Une structure presque complexe J sur M est la don-
née d’un isomorphisme de fibrés vectoriels différentiable, J : T(M) — T(M) vérifiant
J? = —I. On appelle variété presque complexe une variété différentielle M munie
d’une structure presque complexe .J.

Une structure presque complexe J est dite intégrable lorsque (M, J) est une variété
complexe.

Soient (M, J) et (M’,J') deux variétés presque complexes. Une application f : M —
M’ de classe C! est dite (J,J')-holomorphe, ou pseudo-holomorphe, si

(1.1) Vze M, df.oJ. = Jy,odf..

Sif: (M,J)— (M',J), est une bijection pseudo-holomorphe, on dira que f est un
(J, J")-biholomorphisme. On parlera de J-automorphisme si (M', J') = (M, J).

Si I' est une sous-variété de M, on définit ’espace tangent J-holomorphe de I' par
HWT ={Z € TeL, JZ = iZ}.

Définition 1.1. Soient (M,J) et (N,J') deux variétés presque complexes. Soient T’
et IV deux sous-variétés de M et N. Une application Ct, f : T' — I” est dite CR si
fAHYT} Cc HYOT.

Remarque 1.2. Soit [ : (M,J) — (M',J') une bijection pseudo-holomorphe. Soit
[ une sous-variété de M. Alors Uapplication f = fir définie sur I' et a valeurs dans
f(I') =T1" est CR.

Localement, soient Q) et () des ouverts de M et M', tels que I' N §2 est non vide, soit
[ (Q,J) = (&, J") une bijection pseudo-holomorphe. Alors lapplication f = firno
définie sur I'NQ et a valeurs dans f(I'NQ) est CR.

Soit (M, J) une variété presque complexe. Si ¢ est une 1-forme sur M, alors J*p est
la forme définie sur 'espace tangent de M par (J*p)X = p(JX), pour X € TM. Le
crochet de Lie de deux champs de vecteurs X et Y est le champ de vecteurs [X, Y] tel
que pour toute fonction f de classe C* sur M, on ait : [X,Y]f = X(Yf) — Y(X/f).
Soit I' une hypersurface réelle lisse de M définie par I' = {r = 0}. Soit p € I". Le fibré
tangent .J-holomorphe de I' est défini par Hi,] I' = T,I' N JT,I. C’est sur cet espace
qu’est définie la forme de Lévi :

Définition 1.3. (1) La forme de Lévi de T en p est l’application définie sur Hi)]F

par LL(X,) = J*dr[X, JX],, ou X est un champ de vecteurs de H'T tel que
X(p) = X,. (La définition ne dépend pas du choiz d’un tel X ).

(2) Une variété presque complexe (M, J) est dite strictement J-pseudoconveze
en p si, pour tout X, tel que X, € HI;]F, L{(X,) > 0. L’hypersurface T est dite
strictement J-pseudoconvexe si elle [’est en tout point.

1.2. Domaines modéles. Nous définissons maintenant les structures modeéles. Nous
utilisons les notations utilisées dans [7].



THEOREME DE POINCARE-ALEXANDER POUR LES DOMAINES MODELES. 3

Définition 1.4. Une structure presque complexe J sur C" est dite structure modéle
si J(z) = Jg + L(z), o L est une matrice L = (L;;)1<jr<2n telle que

Lip=0s1<7<2n—-2,1<k<2n,
n—1

L= Z(af’kzl +a{”“zl), a{’k eC, sij=2n—12netk=1,...,2n —2.
=1

La complexification Jc d’une structure modéle s’écrit comme une matrice complexe
2n X 2n

l 0 0 0 0 0

0 —1 0 0 0 0

0 0 ? 0 0 0

12)  Jo= 0 0 0 —i 0 0
0 Egn,lvg(z, E) 0 Z-/2n71,4(27 3) . ] 0

Lon1(2,%) 0 Lons(2,%) 0 .0 =i

. 3 L . . . -
avec Lonoi—1(2,2) =Y 1, (g2 + BiZ1), ot af, B} € C et Loy oi—1 = Loyp_1,;.

Une structure modele J est dite structure modéle simple si 5] = 0, pour i, =
1,...,n—1.
Soit J une structure modéle sur C*, et D = {z € C", Re(z,) + P(¢,2') = 0}, avec P
un polynéme homogene du second degré sur C*~! a valeurs réelles. Le couple (D, J) est
dit domaine modéle si D est strictement J-pseudoconvexe au voisinage de 'origine.
Les domaines modéles sont appellés 'pseudo-Siegel domains’ dans [9].

Soit H le demi-plan de Siegel, défini par H = {z € C" Re(z,) + |#/|* = 0}, ou
2= (z1,*+,2n_1). On notera p(z) = Re(z,) + |2/|* et T' = OH.
Nous étudions maintenant les structures modéles et ’espace tangent J-holomorphe pour
I'hypersurface I'. Soit J,,,q une structure modéle sur C". Soit H'T' I'espace tangent
J-holomorphe . Les (n — 1) champs de vecteurs

0 0 o .
(13) sza—zj‘f‘aj(z)a—zn‘l—ﬁj(Z)a—zn, jzl,...,n—l,
forment une base de H''T, avec
. . n—1 n—1
(- 1
(1.4) Bj(2) = =g Lonpj1(2) = =5 ) (e + fiz) = > (alz+b=)
=1 =1
et,
n—1

(15) Oéj(Z) = Q(ZLZn,Zj—l(Z) — ij) = — (G{Zl —+ b{?l) — 253‘
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Soit
0 0
1.6 T —j(— — —
(1.6) U5 5
Alors, {T, L;, L;; j = 1,...,n — 1} est une base de CTT, le complexifié¢ de I'espace
tangent de I'.

Pour une matrice complexe antisymétrique B = (b;x);k=1,..n—1, o0 définit une struc-
ture presque complexe modéle simple JP, par sa complexification J& :

0
JB ( ) = Z— + b ka
0z; 0z; Z

0

jg(a_zj)—_za—zjjtgbjkzk ,pour j=1,...,n—1, et
0 0

B Y \_.Y

’c (8zn) "0z

0 9
B - — g
Je (azn) m

En utilisant les résultats des Théorémes 3.4, 5.2, et 5.3 de 9], nous obtenons :

Proposition 1.5. Soit (D, J) un domaine modeéle dans C". Alors, il existe une matrice
antisymétrique B telle que (D, J) est biholomorphe a (H, JP). De plus, le biholomor-
phisme construit est un biholomorphisme global de C".

1.3. Forme des applications pseudo-holomorphes locales entre deux domaines
modéles. Nous donnons ici une version locale des résultats sur la forme des applications
pseudo-holomorphes entre deux domaines modeéles obtenus dans [9] et [3]. La preuve
donnée dans [9] et [3] est identique lorsque l'application est définie localement, nous ne
I'incluons pas ici.

Proposition 1.6. Soit U une boule ouverte dans C", centrée en 0. Soient J, et J. deux
structures modeéles simples et non intégrables sur C™.

Soit F' : U — C" une application (Js, J.)-holomorphe, telle que F(U N OH) C OH et
F(0) = 0. Alors, il existe une constante réelle c, telle que

(1.7) Vz=(2,2,) €U, F(2,2) = (F'(¢), czp + (7)),

ot ¢ est une application antiholomorphe (au sens standard) de U dans C et F' est une
application holomorphe (au sens standard) de U dans C"*

1.4. Jets d’ordre 2. Nous donnons ici I’énoncé du Théoréme 3.1 de [12] qui constitue
un ingrédient essentiel de la preuve du Théoréme 0.1.

Théoréme 1.7. Soient Jyoq €t J,, ., deux structures modéles sur C". Soit U une boule
ouverte centrée en 0 dans C".

Soit f : (T NU, Joa) — (T, J!,q) une application CR de classe C*, définie sur U, qui
est un difféomorphisme local en 0 et qui vérifie f(0) = 0.
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Alors f est uniquement déterminée par son jet d’ordre 2 en un point, et f est analytique
réelle.

Nous mentionnons aussi le résultat obtenu par D. Zaitsev ([14]), dans le cas ou I'ap-
plication CR est un difféomorphisme lisse entre deux hypersurfaces dans deux variétés
presque CR de méme dimension. L’hypothése de régularité C* de ’application ne per-
met pas d’utiliser ce résultat ici. Nous signalons enfin deux résultats obtenus par F.
Bertrand et L. Blanc-Centi (|2]), I'un en dimension réelle 4, I'autre dans le cas o la
structure presque complexe est une petite déformation de la structure standard. Ici
aussi, 'hypothése sur la structure presque complexe ne permet pas d’utiliser le résultat
pour la preuve du Théoréme 0.1.

1.5. Automorphismes de (H, J?). .
Les dilatations A, sont les automorphismes de H définis sur C", pour 7 > 0, par
Z oz,

1. A(2)=(—,—).

(1.8) ()= (77

Pour ¢ € ', W/ est 'automorphisme de H défini sur C* par

(1.9) \Ilf(z) =4+ 20+ —2< 2, >c +iReB(, ().

. —1 -1 =
ou B(2', (") = 3201 bjwziGr et < 2, ¢ >e= 30000 26

Nous pouvons caractériser les automorphismes de (H, J?) a I'aide de la Proposition
suivante :

/

Proposition 1.8. |9] Le groupe des automorphismes de (H, JB) admet la décomposition
suivante :

Aut(H, J?) = Aut_y(H, J?) o Do H”

ot Aut_y (H, JB) est le groupe d’isotropie de —1 = (0,...,0,—1), D = {A,, 7 > 0} et
HP est le sous-groupe de Aut(H, JP) défini par H? = {V¢, { € T'}.
Si JB est non intégrable, on a de plus,

Aut_;(H, JP) = {®4(2) = (A(¢'),2n), AABA=B et Ac U(n —1)}.

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 0.1

Si n = 2, nous savons d’aprés [5] que toutes les structures modeéles sont intégrables.
Ainsi, dans les cas ot n = 2 ou n est supérieur ou égal a 3 et la structure .J est intégrable,
il existe, d’apres [5], un (J, Jy)-biholomorphisme global de C™. Soit ¢ une telle applica-
tion, et soit D' = ¢(D). Le domaine D’ étant strictement pseudoconvexe et homogene,
Le Théoréme de Wong-Rosay ([6]) assure qu'’il existe un biholomorphisme global de
C", ¢ de D sur B". Les domaines D et B™ étant analytiques réels, ’application ¢ se
prolonge en un biholomorphisme défini au voisinage de B". Quitte a rétrecir Pouvert U,
nous définissons I'application F sur U’ = 1o ¢(U) par F(z) =1 ogo fop~lo™(2).
L’application F vérifie les hypothéses du Théoréme de Poincaré-Alexander. Par com-
position, nous pouvons prolonger 'application f en un automorphisme de (D, J).
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Nous nous plagons maintenant dans le cas ou n est supérieur ou égal a 3 et ou la
structure J n’est pas intégrable. Nous démontrons d’abord, grace a la Proposition 1.5,
que I'on peut se ramener au cas particulier d’un domaine modeéle de la forme (H, J?), ot
la structure JZ est définie par une matrice antisymétrique . Nous démontrons ensuite
le Théoreme 0.1 dans ce cas particulier.

Soit (D, J) un domaine modele dans C". Soit p € 9D. Soit U une boule ouverte

dans C", centrée en p. Soit f : U — C" une application non constante, de classe C* et
pseudo-holomorphe sur U, telle que f(U NoD) C 9D, f(p) = q. On suppose que f est
un difféomorphisme local en p.
D’apreés la Proposition 1.5, (D,J) est biholomorphe a (H, JZ). Le biholomorphisme
entre (D, J) et (H, JP) est en fait un biholomorphisme global ¢ de C* dans C". Soient
P = ¢(p) et ¢ = ¢(q), p’ et ¢ appartiennent a I'. L’action de HZ sur T" est transitive.
Il existe donc (et (y tels que \IJZ/ (p)=0et \Ifg/(q’) =0.

On considére I'application F : U' = W2 o ¢(U) — C" définie par

(21) F(z) =8 060 foo o (W2) (2)

L’application F' est de classe C* et pseudo-holomorphe sur U’, vérifie F(0) = 0 et
F(U'NT)) c I'. L’application F' est un difféeomorphisme local en 0.

Nous allons montrer que I'application F s’étend en un automorphisme de (H, J?). L’ap-
plications \Ifg/ (resp. ¢) étant un JZ-biholomorphisme global de C" (resp. un (J%, J)-
biholomorphisme global), nous obtiendrons, par composition, que Iapplication f se
prolonge en un automorphisme de (D, J).

Nous allons d’abord calculer le jet d’ordre 2 en 0 de I'application F'. Nous verrons
ensuite que ce jet d’ordre 2 en 0 coincide avec le jet d’ordre 2 en 0 d’un automorphisme
de (H, J?). Nous obtiendrons le résultat recherché en utilisant le Théoréme 1.7.

La structure J n’étant pas intégrable, d’aprés la Proposition 1.6, il existe une constante
réelle ¢, telle que

(2.2) Vz= (2, 2,) €U, F(2,2) = (F'(?), cz, + ¢(2)),

ol ¢ est une application antiholomorphe (au sens standard) de U dans C et F’ est
une application holomorphe (au sens standard) de U dans C*~!. Puisque F(0) = 0, le
développement limité de F' en 0 est de la forme

n—1
(2.3) Fi(z)=dalzi +...a] 21+ Z a£7lzkzl +o(|z]*) pour j=1,...,n—1,
koi=1

(24) F,.(z,72) —czn—irZa zk—l—Za zkzl+0|z|)
k=1
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Puisque F vérifie les équations de pseudo-holomorphie (1.1), on obtient, d’aprés (1.2),
pour j=1,....,n—1,

0F, OF, ~ OF,
(2.5) ZLMH Nz () = g (@) + Lanaja () 52 ()

avec E2n721_1<’LU) = ZZ: b pwy. D’ou, d’aprés (2.4),

(26) Z (Z bl ka > 2—2( ) 82] + & (Z b],kzk) .

=1

Puisque F(0) = 0, les termes constants sont nuls dans le membre de gauche de (2.6).
On obtient donc a? =0,pourj=1,....,n— 1

De plus, puisque F(QNT) C T, on a, pour z € T,

(2.7) p(F(2)) = 0.

C’est a dire, pour z € T,

(2.8) Re(F,(2,%)) + Y Fj(2)Fj(z) = 0.

D’aprés (2.3) et (2.4), pour k,l = 1,...n — 1, les seuls termes en Z;z; dans le membre

de gauche de I'¢galité (2.8) sont a7 72671 On obtlent donc ag; = 0.

Ecrivons le développement limité de F,, alordre 3 :
F.(2,2) = czp, + Z az & 22k +o(]z]*).

L’égalité (2.8) donne, pour z € I' :

(2.9)
n—1
cRe(z,) + Re ( Z a1 ZpZkz + o(|2] ))
p,k,l=1
n—1 n—1
+ Z (Zalzl + Z aklzkzl + o(|z|? ) (Zalzl + Z aklzkzl + o(]z] )) =
j=1 \i=1 k=1 k=1
En écrivant le terme en Zjz,2 dans 'équation (2.9), pour k,p,l = 1,...,n — 1, on
obtient :
(2.10) ap,af + a2l + .. +altap Tt =0,

Etant donné la forme de I donnée en (2.3) et (2.4), F' étant un difféomorphisme local
en 0, la matrice A = (a},); x=1,..n—1 est inversible. En inversant le systéme qomposé des
équations (2.10) pour k =1,...,n— 1, a p et [ fixés, nous obtenons donc a;’l = 0, pour
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J,p,l=1,...,n— 1. Le développement limité de F' en 0 est donc de la forme
Fi(z,Z2)=dlz +...a) 1z 14 0(]z]*) pour j=1,...,n—1,
Fo(2,2) = cz, + o(|2]?).

De plus, lorsque nous écrivons 1’égalité des coefficients des termes en 2,7z, dans 1'égalité
(2.7), nous obtenons, pour p=1,...,n_1,

(2.11) —c+Za’ap:

Lorsque nous écrivons 1’égalité des coefﬁments des termes en z,z), dans l'égalité (2.7),
nous obtenons, pour p,k=1,...,n—1,p #k,

n—1
(2.12) > abal =0
j=1

Les équations (2.11) et (2.12) signifient que A*A = cI,,_;.

Définissons 'application G = (G, ..., G,) sur C" par

(2.13) Gj(z,%z) = alz+ ... ai_lzn,l pour j=1,...,n—1,
(2.14) Gn(2,Z) = czp.

aij

En posant A" = (' ;)i j=1,.n-1 = ( ’ > ,ona G(z) = 0 A1 o UF. Ainsi,
\/E ,J=1,...,n—1 ¢

d’aprés la Proposition 1.8, I'application G est un JZ-automorphisme de H. Son jet
d’ordre 2 en 0 coincide avec celui de F. D’aprés la Remarque 1.2, Papplication F, res-
triction de l'application F' & I' N U’ est CR, vérifie les hypothéses du Théoréme 1.7 :
application F est donc uniquement déterminée par son jet d’ordre 2 en 0. Les appli-
cations F et G sont donc égales sur U’ N T'. Ainsi, application F se prolonge en un
automorphisme de (H, J?).

Montrons maintenant que application F se prolonge en un automorphisme de (H, J?).
D’aprés V'écriture (2.2), 'application F' est analytique réelle sur U’. Nous allons dé-
montrer que ses dérivées en 0 coincident avec celles de I'application G, qui est aussi
analytique réelle. Les applications I et GG seront donc égales sur U’ et nous obtiendrons
que I'application F se prolonge en un automorphisme de (H, J?).

D’apreés écriture (2.2) et la définition de I’application G donnée dans (2.13) et (2.14),
nous obtenons directement que :

OFFi okGY ,

W(O):W(O)pourjzl,...,n—l, k22,a:(al,...,an),B:(ﬁl,...,ﬁn),
la| 4+ |8] = k, et a,, # 0 ou I'un des f3; # 0.

ok orGn ,

W(O) 820‘82ﬁ< ypour j=1,....n—1, k>2 a=(ar,...,a), 8= (b1,...,0n),

la| 4+ |B] = k, et B, # 0 oul'un des «; # 0.
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Nous rappelons que les champs {T, Ly, Ly, k = 1,...,n — 1} définis en (1.3) et (1.6)
constituent une base du complexifié de I'espace tangent CTT. Les applications F' et G
étant égales sur U’ N JH, nous avons, pour tout p € U’ N JH, pour tout j = 1,...,n,
pour tout ¢t € N, pour tous multi-indices a = (o, ..., ay) et 8= (B1,...,5n),

04_5 _
T'LYTOF; = 0.

En particulier, pour p = 0, j = 1,....n—1,t =0, a« = (a1,...,0,-1,0) et f =
(0,...,0), on obtient,

ok Fi k(i

(0) = "G

0z 0z
De méme, pour p=0,j=n,t=0,a=(0,...,0) et 8= (51,...,0n_1,0), on obtient,

ok Fm oFGn ,

——5(0)=—=%0)pourj=1,....n =1, k=2, B=(B1,...,0-1,0), |B] = k.

0z 0z

Ainsi, toutes les dérivées partielles en 0 de I'application F' coincident avec celles de
Iapplication GG, qui est aussi analytique réelle. Les applications F' et GG sont donc égales
sur U’, et I'application I se prolonge en un automorphisme de (H, .J?). Ceci termine
la démonstration.

O)pour j=1,....n—1, k>2, a=(aq,...,a,1,0), |a] = k.
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