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Introduction

Contexte

La motivation de ce mémoire provient d’une construction classique de résolution des singularités de
certaines variétés qui sont des quotients par des groupes finis. Plus précisément, soient G un groupe
fini, W une représentation linéaire de dimension finie de G et v : W — W/G le morphisme de
passage au quotient. En général, le morphisme v n’est pas plat et le quotient W /G est singulier. On
peut construire une platification universelle de v en considérant le G-schéma de Hilbert Hilb® ().
Celui-ci paramétre les sous-schémas fermés G-stables de W dont I’anneau des coordonnées est
isomorphe a la représentation réguliéere de G comme G-module. On a le diagramme commutatif
suivant :

X —— Hilb% (W)
pl l’y
W———=W/G

ol 7 est la famille universelle (plate par définition), p est la projection naturelle et 7 est le mor-
phisme de Hilbert-Chow qui & un sous-schéma Z de W associe le point Z/G de W /G. Le morphisme
de Hilbert-Chow est propre, et c¢’est un isomorphisme au dessus de 'ouvert de platitude U de v
(celui-ci consiste en les G-orbites dans W dont le groupe d’isotropie est trivial). On définit la
composante principale de Hile(W) par

Hilb® (WP := 4-1(0).

La restriction v : Hile(I/V)prin — W/G est birationnelle et propre. Il est donc naturel de se
demander si le morphisme v, éventuellement restreint a Hile(W)prin7 est une résolution des sin-
gularités de W/G. Autrement dit, on souhaite connaitre les couples (G, W) tels que Hilb (W) soit
une variété lisse. Et lorsque Hile(W) est singulier, on veut savoir si sa composante principale est
lisse. La réponse n’est pas connue en général, mais on a tout de méme (entre autres) les résultats
suivants :

e Si dim(W) < 2, alors Hilb%(W) est une variété lisse. En particulier, si W = A? et si G c
SL(W), alors Ito et Nakamura ont montré que ~ est 'unique résolution crépante de W /G
(voir [IN9G, IN99]). Signalons que cette construction joue un role clé dans la correspondance
de McKay.

e Si dim(W) = 3 et G ¢ SL(W), Bridgeland, King et Reid ont montré par des méthodes
homologiques que Hile(W) est encore une variété lisse, et que ~ est une résolution crépante
de W/G (voir [BKROI]).

e Si dim(W) = 4, alors Hilb% (W) peut étre pathologique. Par exemple, si G ¢ SLy(k) est le
groupe tétrahédral binaire et si W est la somme directe de deux copies de la représentation
standard, alors Lehn et Sorger ont montré que Hile(W)p’rin est lisse, mais que Hile(W)
est réductible (voir [LS0S]).
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Par la suite, on travaille sur un corps k algébriquement clos de caractéristique 0, et on considére
la situation plus générale ot G est un groupe réductif, W est une représentation linéaire de dimen-
sion finie de G et v: W — W//G est le morphisme de passage au quotient. Ici W //G désigne le
quotient catégorique, c’est-a-dire le spectre de I’algébre des invariants k[W]¢ ; celle-ci est intégre et
de type fini (car G est réductif), donc W //G est une variété irréductible. En général, comme c’était
déja le cas lorsque G est fini, le quotient W //G est singulier et le morphisme v n’est pas plat. On
dispose toujours d’une platification universelle de v ; celle-ci est donnée par le schéma de Hilbert
invariant construit par Alexeev et Brion (JABO05 [Bril0]). On en rappelle briévement la définition
(voir la section pour plus de détails). On note Irr(G) 'ensemble des classes d’isomorphisme
des G-modules irréductibles et h une fonction de Irr(G) dans N. Une telle fonction h est appelée
fonction de Hilbert. Le schéma de Hilbert invariant Hilbf(W) paramétre les sous-schémas fermés
G-stables Z de W, tels que

k[Z] o @ MEBh(JW)
Melrr(G)

comme G-module. On note
H := Hilb{ (W)

pour alléger les notations. Si h(Vy) = 1, ou Vg est la représentation triviale de G, alors on a le
diagramme suivant :

| T
WT>W//G

ou 7 est la famille universelle, p est la projection naturelle et « est un morphisme propre qui fait
commuter le diagramme. Si de plus on fixe h = hyy, la fonction de Hilbert de la fibre générique de
v, alors le morphisme de Hilbert-Chow ~v: H — W //G est un isomorphisme au dessus de 'ouvert de
platitude U du morphisme v. En particulier, v est plat si et seulement si H = W //G. Par analogie
avec le cas des groupes finis, on définit la composante principale de H par

HP = A 1(T).
La restriction v : HP''™ — W //G est birationnelle et propre, d’oil la

Question. Dans quels cas le morphisme v, éventuellement restreint a la composante principale,
est-il une résolution des singularités de W [|G ?

Le schéma de Hilbert invariant a été trés étudié ces derniéres années ([Bud10l [CF09, Jan07,
JR09, [PVS1Q, ...]), mais surtout en relation avec des problémes de classification. Lorsque le groupe
G est infini, la question précédente est totalement ouverte !

Résultats

Dans ce mémoire, on apporte des éléments de réponse a la question ci-dessus lorsque G est un
groupe classique et que W est une représentation classique de GG. Nous décrivons explicitement H
lorsque :

e G=SL,(k) et W:= Ve est la somme directe de n’ copies de la représentation standard

(théoréme [1.5.11]),

o G=GLy(k), n<2, et W:=V®" @ V*®"2 ggt la somme directe de ny copies de la représen-
tation standard et de ny copies de la représentation duale (théorémes [2.1.16]et [2.1.25)),

e G =0,(k) ou Span(k), n <2, et W est la somme directe de n’ copies de la représentation

standard (théorémes[3.1.11]et [3.3.15)).

Dans chacun de ces cas, on donne d’une part des équations pour H, et on réalise d’autre part H
comme l’espace total d’un fibré homogéne sur une grassmannienne (ou sur un produit de deux
grassmanniennes lorsque G = GL, (k)). Notre description implique le
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Théoréme A. Le schéma de Hilbert invariant H est une variété lisse dans les cas suivants :
e G=5SL,(k) et n quelconque,
e G=GL,(k) etn<2,
e G=0,(k) etn<2,
o G=Spy, (k) etn<2.

Il convient d’ajouter & cette liste les cas "triviaux" ou le morphisme v est plat et le quotient
W /|G est lisse (voir les corollaires [2.1.13] [3.1.8] [3.2.4] et [3.3.9]). Cependant, nous montrons qu’en
général v: H — W//G n’est pas une résolution.

Théoréme B. [théorémes [2.1.44] [3.1.25] et [3.2.§]
Le schéma de Hilbert invariant H est singulier dans les cas suivants :

e G=GLs(k) et n1,n2 >3,
e G=03(k) etn' >3,
e G=50;3(k) etn' =3.

Dans la section on définit G’ un sous-groupe algébrique réductif de AutG(W). L’existence
d’une opération de G’ dans W, W//G et H, telle que tous les morphismes que 1’on manipule
soient G'-équivariants, joue un role essentiel dans ce mémoire. Par exemple, pour décrire ouvert
de platitude du morphisme de passage au quotient v : W — W//G pour les différents groupes
classiques, il est (presque) suffisant de connaitre la dimension de la fibre de v en un point de chaque
orbite de G'. De méme, pour déterminer si H est lisse ou singulier, il suffit (par un argument de
semi-continuité) de déterminer I'espace tangent de H en un point de chaque orbite fermée.

Tous les quotients étudiés dans ce mémoire sont munis d’une stratification naturelle

(*) XocXjc--cXy=W/G,

ot chaque X; est "adhérence d’une orbite de G'. Lorsque H est lisse (c’est-a-dire dans les cas donnés
par le théoréme A), on montre que le morphisme de Hilbert-Chow v s’identifie & la composition
des éclatements successifs de certaines strates de W//G. Donnons un exemple pour rendre les
choses plus claires. Soient G' = GLo(k) et ny, ng > 2, alors W//G est la variété déterminantielle
Xo:={M e My, n, (k)| rg(M) < 2}. Pour résoudre les singularités de Xo, on éclate Xy = {0}, puis
on éclate la transformée stricte de X := {M € My, », (k) | rg(M) < 1}. La variété obtenue est lisse
et nous montrons qu’elle est isomorphe & H. De plus, le morphisme de Hilbert-Chow ~ s’identifie
a la composition de ces deux éclatements.

On s’est également intéressé aux schémas de Hilbert invariants liés aux réductions symplec-
tiques. Plus précisément, soient G un groupe classique et

Wi=Vel Vel

la somme directe de d copies de la représentation standard et de d copies de la représentation duale.
La variété W est naturellement munie d’une forme symplectique qui est préservée par G. On note
w: W - g* ou g est 'algébre de Lie de G, l'application moment pour l'opération de G dans W,
et on définit la réduction symplectique de W par

WG = (0)//G.

Dans tous nos exemples le quotient W //G n’est pas symplectique (sauf lorsqu’il est trivial). En
revanche, les composantes irréductibles de W///G (munies de leur structure réduite) sont toujours
symplectiques. Lorsque G est un groupe fini, de "bonnes" propriétés géométriques pour W///G
donnent de "bonnes" propriétés géométriques pour V&4 /|G, et on espére que cela reste vrai lorsque
G est un groupe réductif arbitraire. On a par exemple la

Conjecture (Kaledin, Lehn, Sorger). Si chaque composante irréductible de W [[|G, munie de sa
structure réduite, admet une résolution symplectique, alors le quotient V|G est lisse.
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Tous les exemples traités dans ce mémoire vérifient cette conjecture. Par ailleurs, lorsque W ///G
est réduit et irréductible, on a encore le morphisme de Hilbert-Chow

7+ Hilbg (57(0)) » WG,
otl hy est la fonction de Hilbert de la fibre générique du morphisme p~(0) - ~(0)//G. On note
H, = Hilb§ (17(0))

pour alléger les notations ('indice s est pour symplectique). Comme précédement, on se demande
dans quels cas le morphisme de Hilbert-Chow -y, éventuellement restreint a la composante princi-
pale, est une résolution des singularités de W ///G.

Lorsque G = G,,, O2(k) ou Spa(k), nous décrivons explicitement Hy par des équations. Mention-
nons que le cas G = Spa(k) et d = 3 a été traité par Becker dans [Becl(]. Puis, pour certaines
valeurs de n et de d, nous décrivons la composante principale HP' " comme ’espace total d’un fibré
homogéne sur une variété de drapeaux. Notre description implique le

Théoréme C. [corollaires [2.2.18] [3.4.11] et [3.5.12]
La composante principale HE™ est lisse dans les cas suivants :

e G=GL,(k) et

— d est pair et d<n+1,
— n=1 etd est quelconque,

n=2etd+3,

o G=0,(k) et

’

_ n+l
d§2

— n<2 etd est quelconque,
o G=S5pan(k) et

—n=1etd>3,
—n=2etd>5.

A cette liste s’ajoutent les cas "triviaux" ou Hg = W///G. Nous avons également obtenu la

Proposition D. [proposition [2.2.20]
Si G =GL,(k) et d>2n, le schéma Hs est toujours réductible.

Toutes les réductions symplectiques W ///G qui apparaissent dans ce mémoire sont des adhé-
rences d’orbites nilpotentes (ou bien des revétements doubles d’adhérences d’orbites nilpotentes
lorsque G = SO,,(k)). En particulier, ce sont des variétés symplectiques et elles admettent une
stratification naturelle analogue a (*).

Pour démontrer les théorémes A, B et C, on montre dans chaque cas I'existence d’un principe
de réduction (section qui permet de réaliser H comme ’espace total d’un fibré G’-homogeéne
sur une base projective dont la fibre est isomorphe & un schéma de Hilbert invariant plus simple
que H. Par exemple, pour déterminer H lorsque G = SL, (k) et n’ > n, il suffit de le déterminer
pour n' = n. On n’a malheureusement pas pu obtenir de tel principe de réduction pour SO, (k).
L’ingrédient clé qui fait fonctionner le principe de réduction est la

Proposition E. [proposition |1.3.1]
Pour tout M ¢ Trr(Q), il existe un G'-sous-module Fyy ¢ Hom® (M, k[W]) de dimension finie
qui engendre Hom® (M, k[W]) comme k[W]%, G'-module, et il existe un morphisme de schémas
G’ -équivariant

opm: H— Gr(hw(M),Fj\})
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Une fois que 1'on a effectué cette étape de réduction, on fixe B’ un sous-groupe de Borel de G’
et on cherche les points fixes de B’ dans H (qui sont en nombre fini dans tous mes exemples). Si
H admet un unique point fixe zg, alors H est connexe et zy appartient a la composante principale
HP'™ | Sinon, on utilise la théorie des bases de Grobner pour déterminer les points fixes de B’ qui
sont dans HP'". On calcule alors la dimension de ’espace tangent & H en chacun de ces points
fixes, et on la compare avec la dimension de HP'™. Si toutes ces dimensions coincident, alors
nécessairement HP'" est une composante connexe lisse de H. Sinon, plusieurs pathologies sont
possibles. Le schéma H peut étre réductible, non réduit ou encore ses composantes irréductibles
munies de leur structure réduite peuvent étre singuliéres. Déterminer dans laquelle de ces situations
I’'on se trouve est un probléme difficile. Je n’ai généralement pas été en mesure de le résoudre.

Il doit étre souligné que la proposition E joue un réle de premier plan dans tout ce mémoire,
et qu’elle sera sans doute trés utile a ’étude de futurs exemples de schémas de Hilbert invariants.
On peut montrer qu’il existe un sous-ensemble fini £ de Irr(G) tel que le morphisme

vx [T 6ars H— WJIG x [ Gr(hw (M), Fy)
Me€& Me€&

soit une immersion fermée (c’est une conséquence de la construction de H comme sous-schéma fermé
du schéma de Hilbert multigradué). Ce constat suggére de choisir une représentation irréductible
"simple" M; de G et de regarder si v xdp, est une immersion fermée de H. Si tel est le cas, alors il
faut ensuite identifier 'image. Sinon, on on choisit une autre représentation irréductible "simple"
My et on regarde si v x dpr, x das, est une immersion fermée de H. Cette procédure s’arréte en un
nombre fini d’étapes et permet de construire une immersion fermée de H qui soit explicite et aussi
simple que possible.

Une partie "Questions ouvertes" figure a la fin de ce mémoire. Elle permet de faire le point sur
les résultats que I'on a obtenus et sur les problémes qu’il reste a résoudre pour espérer une meilleure
compréhension des schémas de Hilbert invariants. Ce mémoire s’achéve par les annexes A et B.
Dans 'annexe A, on montre d’une part que les résolutions de W //G données par le morphisme de
Hilbert-Chow lorsque H est lisse (voir le théoréme A) ne sont jamais crépantes; on étudie d’autre
part les liens entre la restriction du morphisme de Hilbert-Chow « : HP"™ — W ///G et les réso-
lutions symplectiques de la réduction symplectique W ///G. L’annexe B est consacrée a I'étude de
certaines propriétés géométriques des fibres de la famille universelle 7: X — H.



Chapitre 1

Le schéma de Hilbert invariant

1.1 Généralités

L’article d’exposition [Bril0] fournit une introduction détaillée aux schémas de Hilbert invariants.
Dans cette section on donne quelques définitions et propriétés fondamentales de ces schémas.

On suppose que le lecteur a des notions de base de la théorie des schémas ([Har77]), la théorie
des groupes algébriques linéaires ([Bor91]) et la théorie des représentations des groupes algébriques
réductifs ([FH91]). On travaille sur un corps k algébriquement clos de caractéristique 0 et tous les
schémas considérés par la suite sont supposés séparés et de type fini sur k. Pour nous, une variété
sera toujours un schéma réduit et irréductible. Soient G un groupe algébrique réductif et Irr(G)
I’ensemble des classes d’isomorphisme des G-modules irréductibles. On note Vj la représentation
triviale de G. Si N est un G-module rationnel, alors on a une décomposition de N en G-modules
irréductibles :

(1.1) Nz @ NoneM
Melrr(G)

ot N(ary = HomG(M ,IN) est I'espace vectoriel des morphismes G-équivariants de M dans N. Le
G-module Ny ® M s’appelle la composante isotypique de N associée & M et dim(N(yp)) est la
multiplicité de M dans N. On note N = {0,1,...} Pensemble des entiers naturels. Si pour tout
M e Trr(G) on a dim(N(ar)) < oo, alors on définit

h : Ir(G) - N
M e dim(Na)

la fonction de Hilbert du G-module N. Plus généralement, on appelle fonction de Hilbert une
fonction h: Irr(G) - N.

Soient S un schéma, Z un G-schéma et 7 : Z - S un morphisme affine, de type fini et G-
invariant. D’apreés [Bril0) §2.3], le faisceau F := 7,0z admet la décomposition suivante comme
Og,G-module :

(12) F = @ f(]w) M

Melrr(G)
ot l'opération de G' dans F est induite par I'opération de G dans chaque M, et chaque F(y) :=
HomG(M ,F) est un F%module cohérent. On dit que la famille 7 est a multiplicités finies si F¢
est un Og-module cohérent. Si de plus 7 est plat, alors chaque Og-module F(yr) est localement
libre de rang fini (et ce rang est constant sur une base connexe). Toutes les familles considérées par
la suite seront supposées plates et & multiplicités finies.

Définition 1.1.1. Soient i : Irr(G) — N une fonction de Hilbert et W un G-schéma affine. On
définit le foncteur de Hilbert Hilby (W) : Sch® — Ens par :

Z—— SxW | Z sous-schéma fermé G-stable,
, 7 morphisme plat,
" BN ' '/T*OZ = @Melrr(G) ~7:‘]\/I(X)]M',
S Fur loc. libre de rang h(M) sur Og.

S

11
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On fixe W un G-schéma affine. On appelle famille plate de G-sous-schémas fermés de W au
dessus de S un élément (7: Z — S) € Hilb§ (W)(S), avec h est une fonction de Hilbert arbitraire.
D’aprés [Bril0, Theorem 2.11], le foncteur Hilb$ (W) est représenté par un schéma quasi-projectif
Hilbf(W) : le schéma de Hilbert invariant associé au G-schéma affine W et a la fonction de Hilbert
h. On note Univ§ (W) ¢ W x Hilb$ (W), muni de la seconde projection, la famille universelle
correspondante. Par définition, la famille universelle vérifie la propriété suivante : pour tout (7 :
Z > S) e Hilb§ (W)(S), il existe un unique morphisme g: S — Hilb{ (W) tel que

Zx Univg(W)xHilb,?(W)S'

Remarque 1.1.2. La construction du schéma de Hilbert invariant par Alexeev et Brion repose sur
une réduction (via la théorie des représentations) au schéma de Hilbert multigradué construit par
Haiman et Sturmfels dans [HS04].

L’algébre des invariants k[W]G c k[W] est de type fini, donc c’est 'algébre d’un schéma affine
W //G, muni d’un morphisme de passage au quotient v : W — W//G. On dit que W//G est le
quotient catégorique de W par G. Les propriétés du quotient W //G sont données dans [SBOO, §3],
en particulier :

e si W est irréductible (resp. réduit), alors W //G est irréductible (resp. réduit),
e si W est normal, alors W//G est normal ([SB00, §3.2, Théoréme 2|),

e si W est un G-module rationnel, alors W //G est de Cohen-Macaulay ([SB00, §3.4, Théoréme
41),

e si W est un G-module rationnel de dimension finie et si tout caractére multiplicatif de G est
trivial, alors W//G est de Gorenstein ([SB00, §4.4, Théoréme 4]).

Le lemme et la proposition qui suivent sont démontrés dans [Bril(, Proposition 3.15],
nous en redonnons les démonstrations avec plus de détails.

Lemme 1.1.3. Soient G un groupe algébrique réductif, W un G-schéma affine, h une fonction de
Hilbert telle que h(Vo) = 1, S un schéma arbitraire et (x: Z — S) € Hilb (W)(S). Alors il existe
un morphisme f: S > W//G tel que le diagramme suivant commute :

(1.3) z—2.ow

S —=W/|G

Démonstration. On note py : Z — W le morphisme obtenu en composant U'inclusion Z < S x W
avec la seconde projection S x W — W. Montrons que F& = Og via le morphisme 7% : Og — F :

FC o @(G) Fon®MY = FyeV© = Fy,.
Melrr

Puis, 7 induit le morphisme Og k4 Fy, = F& entre Og-modules localement libres de rang 1. Or,
pour chaque point fermé s € S(k), la fibre de Og en s vaut

Os(s) = OS,s/Ms = k(s) =k
puisque k n’admet pas d’extension de dimension finie, et la fibre de Fy;, en s vaut :
Fuy(8) 2 (m.02)%(s) = (1.02)“®k(s) = (. 0z)®k (5))7 = k[Z,] 2 k.

Et sur chaque fibre, le morphisme ¢(s) : k — k est un isomorphisme. Donc, d’aprés le lemme
de Nakayama, pour chaque s € S(k), le morphisme ¢4 : Og s — Fy, s est un isomorphisme, et
donc ¢ est un isomorphisme. Autrement dit, le morphisme 7 : Z — S induit un isomorphisme
7//G : ZJ/G - S. On note f : S — W//G I'application obtenue en composant (7//G)™! avec
Vinclusion Z//G ¢ W/|G et on vérifie alors que f fait commuter le diagramme (1.3). O
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D’aprés le lemme et par définition du produit fibré, on a une immersion fermée Z —
SxwyeW. On a donc le diagramme commutatif suivant :

(1.4) E > Sxw W ———>W
y

Soit h une fonction de Hilbert telle que h(V;) = 1. Si 'on prend S = Hilb§ (W) dans le lemme
alors on obtient l'existence d’un morphisme ~ : Hilbg(W) - W//G tel que le diagramme
(1.4) commute. Ce morphisme ~y est appelé morphisme de Hilbert-Chow et va jouer un role trés
important par la suite. Ce morphisme est propre ([Bril(, Proposition 3.12]) et donc projectif.

On suppose dorénavant que le schéma affine W est réduit (mais non nécessairement irréductible)
et que W//G est irréductible. D’apres [Eis95, Theorem 14.4|, le morphisme v: W — W//G est plat
sur un ouvert non vide de W//G. On note (W//G), le plus grand ouvert de platitude.

Définition 1.1.4. La décomposition (1.2 implique que toutes les fibres au dessus de (W //G), ont
la méme fonction de Hilbert. On note hy cette fonction de Hilbert ; celle-ci est égale a la fonction
de Hilbert de la fibre générique de v. Enfin, on note H := Hilbfw (W) et X := Univfw (W).

Remarque 1.1.5. Si I'une des fibres de v au dessus de (W//G), est isomorphe au groupe G, alors
hw (M) = dim(M) puisque
kG2 @ MeImOD
Melrr(G)
comme G-module & gauche.
La proposition qui suit fournit un role privilégié a hyy :

Proposition 1.1.6. Soient G un groupe algébrique réductif, W un G-schéma affine, v: W —» W /|G
le morphisme de passage au quotient, (W [[/G), Uouvert de platitude de v et h = hy la fonction de
Hilbert de la fibre générique de v. Alors v induit un isomorphisme

THW)G),) = (W/[G), .

Démonstration. Quitte & remplacer W par un ouvert affine G-stable contenu dans v~ *((W//G),),
on peut supposer que v est plat sur W. On souhaite montrer que, dans ce cas, v: H - W//G est
un isomorphisme. On fixe S un schéma arbitraire, (7: Z - S) € Hilbgw (W)(S) et on reprend les
notations du diagramme .

Par hypothese, v est plat sur W, donc p1 : S xy g W — S est une famille plate dont chaque
fibre F a pour fonction de Hilbert hy,. De méme, par définition, 7: Z — S est aussi une famille
plate dont toutes les fibres Z, ont pour fonction de Hilbert hyy . Ensuite, on a le morphisme surjectif
de Og-modules puOSxW//GW - 1,0%z. Mais les morphismes 7 et p; sont tous deux G-invariants,
donc il s’agit en fait d’'un morphisme de Og, G-modules. On en déduit, pour chaque M € Irr(G), un
morphisme surjectif de Og, G-modules : (p1,Osxy,,ew)(ar)y > (7:Oz)(ar)- En passant aux fibres,
on obtient pour chaque s € S(k) le morphisme surjectif :

k[Fs](M) - k[ZS](M)'

Or, par définition de Z et par hypothése sur v, les espaces vectoriels k‘[Zs](M) et k[FS](M)
ont la méme dimension hw (M) et donc k[Fy] ) 2 k[Z;] (5. D’apres le lemme de Nakayama
(P14O5xyy W) (1) 2 (1:0z) (ary, d’0olt un isomorphisme Z = Sxy;;W. 1l s’ensuit que W //G re-
présente le foncteur de Hilbert, v: W — W//G est la famille universelle et v: H — W//G est un
isomorphisme. O

Définition 1.1.7. On définit la composante principale de H par
HP = L (WG,

La variété H est une composante irréductible de H4, le schéma de Hilbert invariant # muni
de sa structure réduite. La restriction du morphisme de Hilbert-Chow ~ : HP™ — W//G est un
isomorphisme au dessus de (W//G), et donc un morphisme birationnel et projectif.

prin
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On termine cette section avec la proposition suivante (|[Bril0, Proposition 3.10]) :

Proposition 1.1.8. Soit G’ un groupe algébrique tel que G' c AutG(W), alors G' opére dans
le schéma de Hilbert invariant H et dans X ¢ W x H de telle sorte que tous les morphismes qui
apparaissent dans le diagramme soient G’ -équivariants.

Remarque 1.1.9. Sous les hypothéses de la proposition [1.1.8] le morphisme 7% : Oy — F := 1,0
est un morphisme de G’-modules, et les F(5;) qui apparaissent dans la décomposition (1.2]) sont
des Og, G'-modules.

1.2 Points fixes pour 'opération d’un groupe de Borel et es-
paces tangents

On fixe un sous-groupe algébrique G’ ¢ Aut®(W) et un sous-groupe de Borel B’ ¢ G’. Dans cette
section, on démontre une série de lemmes qui seront utiles par la suite pour montrer des résultats
de connexité et déterminer les espaces tangents en certains points de H.

Lemme 1.2.1. On suppose que W /|G admet une unique orbite fermée pour l'opération de G' et
que cette orbite est un point x. Alors chaque fermé G'-stable de H contient au moins un point fize
pour lopération de B'. Si de plus H admet un unique point fixe de B’, alors H est connezxe.

Démonstration. Le morphisme v est projectif et G’-équivariant donc la fibre ensembliste v~ (z)
est une G'-variété projective. Soit C un fermé G’-stable de H, alors v(C') est un fermé G’'-stable
de W//G. Donc x € v(C), autrement dit C'n~y~!(x) est non-vide. Donc C'n~~1(z) contient au
moins un point fixe pour 'opération de B’, d’aprés le théoréme de point fixe de Borel ([Bor91
Theorem 10.4]). Enfin, chaque composante connexe de H admet au moins un point fixe de B’, d’ou
la derniére assertion du lemme. O

Lemme 1.2.2. On suppose, comme dans le lemme m que W[IG admet une unique orbite
fermée x pour opération de G'. Alors on a I’'équivalence :

H = HP'™ est une variété lisse <> { VZeH", dim(TzH) = dim(HP™), et

H est conneze.
Démonstration. Le sens = est clair. Montrons I'autre implication. On note d := dim(HP""). L’en-
semble E = {Z e H™ | dim(TzH) > d} est un fermé G’-stable de H**. On suppose que E
est non-vide. D’aprés le lemme le fermé E contient un point fixe de B’, noté Zg; alors
dim(Tz,H) > d ce qui contredit notre hypothése de départ. Il s’ensuit que E est vide et donc
H est une variété lisse. On a supposé de plus que H est connexe, donc H est irréductible d’ou

H = Hprin ) O

Soit Z € H(k) et I c k[W] l'idéal de Z. On note R := k[W]/I l'algébre des fonctions réguliéres
de Z. On rappelle le résultat important suivant (|Bril0, Proposition 3.5]) :

Proposition 1.2.3. On a un isomorphisme canonique
TyH = Hom$(I/1%, R).

On suppose maintenant que R 2 k[G] comme G-module, c’est-a-dire pour chaque M € Irr(G),
on a hy (M) = dim(M). Soit N un G-sous-module de k[W] contenu dans I tel que le morphisme
naturel de R, G-modules §: R® N — I/I? soit surjectif; et soit R un G-sous-module de R® N tel
que l'on ait la suite exacte de R, G-modules

(15) ReR % RoN 2 I)I> >0
fel > f

ot 'on note f I'image de f eI dans I/I2.
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Remarque 1.2.4. Le module N est appelé module des générateurs de I/1°. Le module R est appelé
module des relations entre les générateurs de I/I2.

Lemme 1.2.5. Si§ est un isomorphisme, alors
dim(Hom$ (1/1%, R) = dim(N).

Démonstration. On a l'isomorphisme canonique d’espaces vectoriels :

Hom$%(R® N,R) = Hom“(N,R)
f > (n~ f(len))
(ren—rg(n)) <« g

et donc

dim(Hom% (R ® N, R)) = dim(Hom“(N, R))
= dim(Hom% (N, k[G]))
= dim((k[G] & N*)%)
= dim(Mor® (G, N*))
=dim(N)
ou ’on note MorG(G , N*) Tespace vectoriel des morphismes de schémas G-équivariants de G dans
N*. O

On applique le foncteur contravariant et exact & gauche Hompg( ., R) a la suite exacte (L.5)) puis
on prend les G-invariants. On obtient alors la suite exacte d’espaces vectoriels de dimension finie :

(1.6) 0 — Hom$(I/I2, R) —> Hom%(R&N, R) ——~ Hom% (R ® R, R)
Hom“(N, R) Hom®(R, R)

On a donc TzH = Im(6*) = Ker(p*). De plus, si I'idéal I est B’-stable, alors on peut choisir
pour N et R des B’ x G-modules tels que tous les morphismes de la suite exacte (1.5]) soient des
morphismes de R, B’ x G-modules et que tous les morphismes de la suite exacte soient des
morphismes de B’-modules.

Lemme 1.2.6. Avec les notations précédentes, on a
dim(Hom$(1/1%, R)) = dim(N) - rg(p*).
Démonstration.
dim(Hom$, (I/1%, R)) = dim(Ker(p*))
= dim(Hom%(R® N, R)) —rg(p*)
=dim(N) —rg(p*) d’apres le lemme [[.2.5

O

1.3 Construction de morphismes équivariants vers des grass-
manniennes
Soit G’ un groupe algébrique tel que G’ ¢ AutG(W) comme précédemment. Si £/ un espace vectoriel

et m un entier, on note Gr(m, F) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension m
dans E. Le but de cette section est de démontrer la
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Proposition 1.8.1. Pour tout M € Irr(G), il existe un G'-sous-module Fir ¢ k[W ],y de dimen-
sion finie qui engendre k[W](M) comme k[W]%, G'-module, et il existe un morphisme de schémas
G’ -équivariant

Démonstration. Avec les notations du diagramme (1.4)), I'inclusion & — Wxy ot est G' x G-
équivariante et donc induit un morphisme surjectif de Oy, G’ x G-modules pa, O« gew = F =

7 Ox. Mais p2, O%xyy o = On®ppw a1 k[W ], ott 'on rappelle que k[W//G] = k[W]G par défini-
tion de W //G. On peut alors considérer la décomposition en Oz, G’ x G-modules

(1.7) OH@k[W//G]k[W] x EB OH‘X’k[W//G]k[W](M)@M
Melrr(G)

ot l'opération de G" dans Oy®pwja1k[W] est induite par 'opération de G’ dans W (et G’
opére trivialement dans M). On en déduit, pour chaque M € Irr(G), un morphisme surjectif de
O3, G'-modules

(1.8) OH®k[W//G]k[W](M) - F(nm)-

Il s’ensuit que I’espace vectoriel k[W](M) engendre F(y7) = HomG(M7 F) comme Oy, G'-module.
Malheureusement, k[W]( My est en général un espace vectoriel de dimension infinie. Cependant,
k[W]( M) est un k[W]G—module de type fini, donc il existe un G’-module F}; de dimension finie
qui engendre k[W],,) comme kJ[W]G-module :

(1.9) KW1%@Fy - k[W] -

Ensuite, on déduit de (1.8) et (1.9) le morphisme surjectif de Oz, G'-modules :

(1.10) On®Fn ~ F(un

ot 'on rappelle que F(ysy est un Oy-module localement libre de rang hy (M). Or, d’aprés [EHO1,
Exercice 6.18], un tel morphisme est équivalent & la donnée d’un morphisme de schémas

§: H— Gr(dim(Fy) — hw (M), Fa).
On vérifie que ce morphisme § est G’-équivariant. Enfin, on a l'isomorphisme G’-équivariant
Gr(dim(Far) - hw (M), Far) = Gr(hay (M), Fiy)
ce qui termine la preuve de la proposition. O

Remarque 1.3.2. La proposition [I.3.1] reste vraie plus généralement si 1'on considére une fonction
de Hilbert A telle que h(1p) = 1.

On termine cette section par une description ensembliste du morphisme d,;. On rappelle que,
pour tout G-module M, on a les isomorphismes canoniques suivants :

KWl = Hom®(ME[W]) = (M*ek[W])Y = Mor®(W,M").
(m = ¢(m) f) oo f (w > f(w) d)

Via ces isomorphismes, les éléments du G’-module Fy; ¢ k[W](ys) s’identifient & des morphismes
G-équivariants de W dans M* et 'application d,; est donnée ensemblistement par :

(1.11)

(1.12) 6M : H(k) g Gr(dim(FM) - h{/{/(]\f),]*—}w)7 Z Ker(fz)

ou
fz + Fu - Fuz
q = 41z

est 'application linéaire surjective obtenue en passant aux fibres dans (1.10)).
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1.4 Les différentes situations étudiées

1.4.1 Les différentes situations étudiées

Soient E et F' des espaces vectoriels de dimension finie sur &, on note Hom(FE, F') lespace vectoriel
des applications k-linéaires de F dans F'. On a toujours un isomorphisme canonique

(1.13) Hom(E,F)=E*®F.

Nous allons nous intéresser aux cing situations qui suivent.

e Situation 1 : soient V et V' des espaces vectoriels de dimensions n et n’ respectivement. On
note W := Hom(V', V), G := SL(V) et G' := GL(V"). Le groupe G’ x G opére dans W de la
fagon suivante :

(1.14) VweW, V(g',9) € G'xG, (¢',g)w:=gowog".

o Situation 2 : soient V, V} et V5 des espaces vectoriels de dimensions n, n; et ny € N* respec-
tivement. On note W := Hom(V1,V) x Hom(V, V3), G := GL(V) et G’ := GL(V1) x GL(V2).
Le groupe G’ x G opére dans W de la fagon suivante :

(1.15) V(u1,uz) e W, ¥(g1,92) € G', Vg€ G, (g1,92,9)-(u1,u2) = (gouiog; ', gaousog ™).

e Situation 3 : comme la situation 1 sauf que l'on considére G := O(V'), le groupe des automor-
phismes de V qui préservent la forme quadratique ¢ sur V définie par :

(1.16) Vo= (21,...,2n) €V, q(xl,...,mn)::Zaﬁ?.
i=1

e Situation 4 : comme la situation 1 sauf que 'on considére G := SO(V) =O(V)n SL(V).

e Situation 5 : comme la situation 1 sauf que 'on suppose que n est pair et on considére
G := Sp(V), le groupe des automorphismes de V' qui préservent la forme symplectique §2 sur
V' définie par :

(1.17)
n/2
Voa:= (Zla' "7xn)a Y= (yla" ayn) € ‘/a Q(xla" 3 Tny YLy e 7yn) = Zin—lyZi —Y2i-1T24-
i=1

La situation 1, qui est de loin la plus simple, sera traitée dans la section [I.5.2] Les autres
situations sont plus compliquées et seront traitées dans les chapitres 2] et [B] Dans chaque situation,
V est la représentation standard de G et on note V* sa duale. Remarquons que, dans les situations
3 a b, le groupe G préserve une forme bilinéaire non-dégénérée, et donc V = V* comme G-module.
On remarque également que les opérations de G’ et G sur W commutent dans les cing situations,
donc d’aprés la proposition le groupe G’ opére dans W //G, dans H et dans X.

Pour tous p,q € N*, on note M, ,(k) P’espace vectoriel des matrices de taille p x g & coefficients
dans k. Nous serons amené par la suite a faire des calculs explicites sur des idéaux de k[W]. On
fixe donc une bonne fois pour toute des bases

o B:i={b,...,b,} de V,

e B :={c1,...,cpr} de V',
o By:={ey,...,en, } de V7,
o By:={f1,..., fny} de V3,

et on note B*, B, By, B3 les bases duales associées. Via le choix de ces bases, on a des isomor-
phismes
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e Hom(V', V) =2 M,, v (k),
° HOI’D(Vl,V) XHOIH(V,‘/Q) ;Mn,nl(k) Xanyn(k)’
[ ] HOII](Vl,V2) g-/\/lnz,nl(k)‘

Dans la situation 2, on note

By :=Stabgr({e1), {(e1,e2), ..., {€1,--yeni-1)),
BZ = StabG’((fl)a(flafZ)v"',<f1a" '7fn2—1>)~

Autrement dit, By (resp. Bg) est le sous-groupe de Borel de GL,, (k) (resp. GLy,(k)) formé des
matrices triangulaires supérieures. Pour ¢ = 1,2, on note U; le radical unipotent de B; et T; le tore
maximal des matrices diagonales de B;. Alors B’ := By x By est un sous-groupe de Borel de G’, son
radical unipotent est U’ := Uy x Uy et T' := T} x T5 est un tore maximal de B’. Enfin, on note B
le sous-groupe de Borel formé des matrices triangulaires inférieures de G 2 GL,(k), U le radical
unipotent de B et T' le tore maximal des matrices diagonales de B.

Dans les situations 1, 3, 4 et 5, on note

B/ = Stabgl((cl),<01,62),. cey <Cl,. . ~;cn’—1))~

Autrement dit, B’ est le sous-groupe de Borel de G’ formé des matrices triangulaires supérieures.
On note U’ le radical unipotent de B’ et T" le tore maximal des matrices diagonales de B’. Enfin,
on fixe B un sous-groupe de Borel de GG, on note U le radical unipotent de B et T un tore maximal
dans B.

1.4.2 Rappels concernant la théorie des représentations des groupes
classiques

Notre référence pour la théorie des représentations des groupes classiques est [FHII]. Dans cette
section, on fixe des notations et on rappelle quelques faits qui nous seront utiles par la suite. Soient

e F un espace vectoriel de dimension finie d,

e G un sous-groupe fermé, connexe et réductif de GL(E),
e B un sous-groupe de Borel de G,

e T un tore maximal de B.

Le groupe des caractéres A := X(7T') ne dépend pas (& isomorphisme prés) des choix de B et T et
est appelé le réseau des poids de G. On note ® = (G, T) les racines de l'algebre de Lie g de G,
c’est-a-dire les poids de T dans g pour ’action adjointe. Le choix de B définit le sous-ensemble
®, c & des racines positives. On note II le sous-monoide de A engendré par les éléments de &, et
on définit un ordre partiel sur A de la facon suivante :

VA pueA, p<he d-—pell

Si M est un G-module irréductible, alors M admet un unique plus haut poids A pour l'ordre partiel
< et ce poids détermine entiérement M. On note alors M = E,. On appelle poids dominants, noté
A, Pensemble des poids qui apparaissent comme plus hauts poids de G-modules irréductibles. On
a donc une correspondance bijective

Ae A, < E) eIrr(G).

La formule des dimensions de Weyl permet d’exprimer explicitement la dimension de ', en fonction
de A ([EH91, Corollary 24.6]).

Remarque 1.4.1. En pratique, on utilisera la notation S*(E) (resp. I'y(E)) pour désigner Ej
lorsque G = GL(E) (resp. G = SO(FE) ou G = Sp(E)).
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Cas du groupe linéaire

Soit G := GL(F) le groupe linéaire, alors A est un Z-module libre de rang d et on note {e1,...,€q}
une base de A. Pour un choix approprié de B, on a

A+={T161+‘..+7“d6d€A|7‘12...27“d}.

Si ryg 2 0 (resp. 71 < 0), alors la représentation S*(E) est polynomiale (resp. duale d’une repré-
sentation polynomiale). En particulier, lorsque 74 > 0, alors E + S*(E) est un foncteur appelé
foncteur de Schur. Si r1.r4 < 0, alors il existe 1 < ¢ < d tel que r; > 0 > ry1 et un unique d-uplet
(k1,...,kq) e N? tel que

(118) A= ]f161 + ]f262 +...0+ ktet - kt+1€t+1 — .= kdﬁd.

Cas du groupe spécial orthogonal

Soit G := SO(FE) le groupe spécial orthogonal, alors A est un Z-module libre de rang d’, ou
d' = E(£) est la partie entiére inférieure de 4. On note {e1,...,eqx} une base de A. Pour un choix
approprié de B, on a
_ rlz,,,ZTd,_IZird/ SidZQd,
A+_{r161+"'+rd’€d'€A ri2...2rg 20 sid=2d"+1 [~

Cas du groupe orthogonal

Soit G := O(E) le groupe orthogonal, alors on a la suite exacte naturelle de groupes :

det

(1.19) 0——=SO(E) ——=O(F) ——=12Zs ——=0
ou Zso désigne le groupe d’ordre 2. Cette suite est scindée, donc
(1.20) O(F) 2 SO(FE) xZs

+1 0

ou 'on identifie Zs & {[ 0 Id

]} Et ce produit est direct lorsque d est impair. On distingue alors

deux cas.

1. Si d est impair, alors les représentations irréductibles de G' sont paramétrées par les couples
(A, s) € Ay x {£1}, ot A, est I’ensemble des poids dominants de SO(E). On note My (resp.
€) la représentation triviale (resp. signe) de Zs. La représentation irréductible de O(E) =
SO(E) x Zs associée a (A, s) est :

o I\(BE)" =T\(E)® My sis=1,
e I'\(E) =T \(F)®esis=-1.

2. Si d est pair, alors une représentation irréductible de O(F) est soit une représentation irré-
ductible de SO(E) stabilisée par Zs (par exemple la représentation standard si d > 4), soit
la somme directe de deux représentations irréductibles de SO(FE) échangées par Zg. Plus
précisément, si A =rieq +...+rgeq € Ay, alors on peut considérer la représentation de O(FE)
induite :

e sirg #0, alors

Indggfé)(Fx(E)) =T\(E)®T\(E)

comme SO(FE)-module, avec X = r1€1+. . .+rg_1€0_1-Ta€q. Le O(E)-module Indgé]?])a)(FA(E))

est irréductible et Zy opére en échangeant T'y(E) et 'y (E).
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e sirgy =0, alors

Ind(E ) (PA(E)) 2 TA(E) @ T (E)

comme SO(E)-module. Le O(E)-module Indggf;;)(FA(E)) se décompose en deux mo-
dules irréductibles T\ (E)* et T'\(E)~ sur lesquels Zs opére trivialement et par le signe

respectivement.

Et toutes les représentations irréductibles de O(F) sont de cette forme.

Cas du groupe symplectique

On suppose que d = 2d’ pour un certain d’ > 1 et soit G := Sp(E) le groupe symplectique. Alors A
est un Z-module libre de rang d' et on note {e,...,e4} une base de A. Pour un choix approprié
de B, on a

Ay ={rier+...+rgeg e N|ri>...>2ry >0}.

1.5 Le principe de réduction et le cas du groupe spécial li-
néaire

1.5.1 Le principe de réduction

On utilise la proposition m pour construire, dans les situations 1,2,3 et 5, un morphisme G’'-

équivariant p de H vers un espace homogéne G'/P ou P est un sous-groupe parabolique de G'.

Puis, on montre que la fibre schématique de p en eP s’identifie & un schéma de Hilbert invariant H’

plus "simple" que H (proposition [1.5.6). On obtient ensuite un résultat analogue pour la famille
universelle 7: X — H (proposition [1.5.9

Construction d’un morphisme H — G’/P dans la situation 2

Dans le lemme qui suit, on utilise la théorie classique des invariants pour déterminer un G’-sous-
module de dimension finie de Hom®(V*, k[W]) (resp. Hom®(V,k[W])) qui engendre ce k[W]C-
module. La référence que nous utiliserons systématiquement pour les résultats de la théorie classique
des invariant est [ProQ7].

Lemme 1.5.1. 1. Le k[W]%-module k[W](yy est engendré par Hom® (V, W*).

2. Le k[W]%-module k[W] ) est engendré par Hom® (V*, W*).

Démonstration. Les preuves étant analogues pour la représentation standard et sa duale, on se
contente de traiter uniquement le cas de la représentation standard, c¢’est-a-dire de montrer que le
morphisme naturel

(1.21) k(W19 @ Hom® (V, W*) > k[W] 1,

de k[W]G,G'—modules est surjectif. On identifie k[W], lalgébre des fonctions réguliéres sur W,
avec S(W*), lalgebre symétrique de W. Alors

KWl 2 (S(W) e v)©
P (SP(V")e SUV™) e V)
p>0,¢>0

B ("(VHe-es(V)eSH(V)e- o5 (V)e V)"
P1y---3Pnq >0,
q17~--7Qn220

112

112

On fixe (p1,.--Pny,q1s- -5 qn,) € N"*72 Alors
(S (V)@ @5 (V) @St (V)@ 85 (V)e V)
* * G
2(k[Vo-oVeV e oV eV]p, padm)
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est lespace des invariants multihomogeénes de multidegré (pi,...,Pn;,4q1,---,Gn,, 1). On applique
l'opérateur de polarisation P défini dans [Pro07, §3.21] :

* * G
(kVe--oVeV @V ®V]p .pu.adny.)

7_;; (k[Vpl @ VP eV @ VI $V]mu1ti)G

D’aprés le premier théoréme fondamental pour GL(V') (voir [ProQ07, §9.1.4]), on a nécessairement
p+l=qg,avecpi=p;+...+pp, et q:=q1 +... +qn, €t

(k[VPl ®---@ VP g V*ql DD ‘/*qn2 @ V]multi)G

est engendré comme espace vectoriel par

{fa H( o(i)), oe Eq}

ou l'on note ¥, le groupe des permutations de 1,...,¢ et pour chaque couple (4,5), i =1,...,q,
j=1,...,q, la forme bilinéaire (i | j) sur VP @ V*9 est définie par

(1.22) Yor,...,00 €V, Yo1,...,04 € V™, (i]J): (vi,...,0q,P1,...,04) = &j(vi).
Ensuite, d’aprés [Pro07, §3.2.2, Theorem]|, le k[T ]%-module

(SP(V) @@ 8P (V) e ST (V)®- oS8T (V)e V)
est engendré comme espace vectoriel par

{Rfs, c€X,}

ou I’on note R l'opérateur de restitution défini dans [Pro07, §3.2.2].
On fixe o € 3, alors

fo= Ii(i | o(i)) = ( [T G U(i))) x (07 (q) | )

i,0(i)*q
-1
=fox (07 (a) [ @).
Donc, pour tous v1,...,v,,,v €V et pour tous ¢1,...,¢n,, € V*, on a

Rfa’(vla"'7vn1,¢1,"'a¢nzvv) = (Rf;(ylv"',vnlad)la'"7¢n2)) X¢io(v)

pour un certain 1 < ig < n2. Or RfL(v1,...,Un,, 1, Pny) € k:[W]G et (v (diy = ¢iy(v))) €
Hom® (V,W*) d’ou le résultat. O

On note Fy := Hom®(V,W*) et Fy := Hom®(V*,W*). On a
Wr2(VieVH)e(Vely)
comme G’ x G-module et donc Fy = V5 et Fy =V} comme G'-modules.

Ecrivons explicitement ces deux isomorphismes dans les bases que ’on a fixées, cela nous sera utile
lors de la démonstration du lemme [[L5.5l On a :

(1.23) Vo = Fy = Hom®(V,W*), ff > (v~ ([0],]0 -~ 0 v 0 - 0]))

onwveV et ([O] , [O o 00w 0 - O]) e W* 2 Hom(V, V1) x Hom(V5, V). Le vecteur colonne
v occupe la i-éme colonne et les autres colonnes sont toutes nulles.
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De maniére analogue, on a :

0
(1.24) Vi 2 Fy =Hom®(V*,W*), ¢; > | o~ || 0].[0]
0

0
oungpeV* et]||o ,[0] e W*. Le vecteur ligne ¢ occupe la j-éme ligne et les autres lignes sont
0

0

toutes nulles.

Puis, via I'isomorphisme , le G’-module F} s’identifie au sous-espace vectoriel de MorG(W, V*)
engendré par les no projections linéaires p1,...,pn, de W 2 (Vi@ V)@ (V* @ V,) sur V* et le
G'-module F; s’identifie au sous-espace vectoriel de MOTG(VV, V) engendré par les ny projections
linéaires q1, ..., qn, de W sur V. Avec ces notations, le lemme|1.5.1|admet la reformulation suivante :
tout morphisme G-équivariant de W dans V* (resp. de W dans V') peut s’écrire comme combinaison
linéaire de la forme ¥; fip; (resp. ¥; fiqs), ot f; € K[W]Y. Par la suite, on fera parfois I’abus d’écrire

F = (plvl =1,.. 'an2> c MOI‘G(W V*)v
F = (q]?] =1,... 7n1) c MOTG(WV)'
On note my := hy (V*), ma := hy (V) et on fait 'hypothése suivante : 1 < m; < n;, pour
1 =1,2. Cette hypothése sera toujours vérifiée dans les exemples que nous allons traiter. Le but est

simplement d’éviter de construire des morphismes triviaux. La proposition [1.3.1| nous donne des
morphismes G’-équivariants :

p1: H—>Gr(my, V'), Z~Ker(q—qz) ol geF,
et
p2: H - Gr(msg, V), Z~Ker(q—qz) ou qeF.

Les grassmanniennes Gr(mq,V;*) et Gr(mg,V2) sont des espaces homogénes pour les opérations
naturelles de GL(V1) et GL(Vz) respectivement, et donc Gr(mq, V;*) x Gr(mg, V2) est un espace
homogene pour lopération de G' = GL(V1) x GL(Vz2). On note E; le sous-espace vectoriel de V*
engendré par les m; premiers vecteurs de la base B et on note Es le sous-espace vectoriel de Vs
engendré par les ms premiers vecteurs de la base By. On a un isomorphisme G’-équivariant

(1.25) Gr(my, Vi*) x Gr(ma, Vo) 2 G'/P

ol P est le stabilisateur de (F1, F2) € Gr(mq, V}*) x Gr(ma, V) dans G, et donc un sous-groupe
parabolique. On compose le morphisme p; x p2 avec I'isomorphisme , on obtient un morphisme
G'-équivariant :

p: H-G'|P.

Construction d’un morphisme H — G'/P dans les situations 1, 3 et 5
On commence par énoncer le

Lemme 1.5.2. Le k[W]%-module k[W ]+ est engendré par Hom® (V*, W*).

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme[I.5.1] Les ingrédients clés sont d’une part
les opérateurs de polarisation et de restitution ([Pro07, §3.2]) et d’autre part le premier théoréme
fondamental pour les groupes classiques ([Pro07, §11.2.1]). O
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Remarque 1.5.3. Le lemme [1.5.2] est faux pour G = SO(V) si n’ > dim(V') > 2. En effet, on vérifie
que le k[W]%-module k[W](y+ est engendré par Hom® (V*, W*@k[W],_1). On écarte par la suite
le cas n’ < dim(V') car alors nous verrons que W//SO(V) 2 W//O(V) et on obtient des résultats
identiques dans les situations 3 et 4.

On a Hom®(V*,W*) 2 V' comme G’-module. On note m := hyy (V*) et on suppose que 1 < m <
n'. Cette hypothése sera toujours vérifiée dans les exemples que nous traiterons. La proposition
nous donne un morphisme G’-équivariant :

H — Gr(m,V"™).

On note E le sous-espace vectoriel de V'* engendré par les m premiers vecteurs de la base B’ et
P le stabilisateur de E dans G’. Alors Gr(m, V") 2 G'/P, d’oit un morphisme G’-équivariant :

p: H->G'|P.

Réduction

Soient P un sous-groupe parabolique de G’ et F' un P-schéma. On considére G’ comme une P-
variété pour l'opération par multiplication & droite de P :

Vg eG', VpeP, pg =gpt.

On rappelle que si P est un sous-groupe parabolique de G’, alors le morphisme de passage au
quotient G’ - G’/ P est localement trivial pour la topologie de Zariski. D’apres [Jan03, §1.5.16], le
quotient du P-schéma G’ x F' par 'opération du groupe P est naturellement muni d’une structure
de G’-schéma. Il s’ensuit que, si X est un G’-schéma muni d’un morphisme G’-équivariant vers
G'[P, alors on a un isomorphisme G’-équivariant

(1.26) X=G'x"'F

ou F est la fibre schématique en eP. Et de nombreuses propriétés géométriques et topologiques de
X peuvent se lire sur F' : lissité, connexité, irréductibilité,...

On se place maintenant dans I'une des situations 1,2,3 ou 5. Le morphisme p: H — G'/P est
G’-équivariant et donc, d’aprés ce qui précéde, on a un isomorphisme G’-équivariant

H2G xTF

o F est la fibre schématique de p en eP. Pour déterminer H comme G’-schéma, on est donc
ramené & déterminer F' comme P-schéma.

Notation 1.5.4. Si E est un sous-espace vectoriel de V', on note E* I'orthogonal de F dans V'*.
On note :

o Wi Hom(V1/E{,V) x Hom(V, E;) dans la situation 2,
| Hom(V'/E*, V) dans les situations 1, 3 et 5

o H':=Hilby (W'),
o X' := UnthGW(W') et 7' X' - H' la famille universelle.

Lemme 1.5.5. La fibre F' du morphisme p est isomorphe au schéma de Hilbert invariant H' et
Uopération de P dans F' coincide, via cet isomorphisme, avec l'opération de P dans H' induite par
Dopération de P dans W'.

Démonstration. On donne ici la démonstration dans la situation 2, la démonstration dans les autres
situations est analogue.
Par définition de F', pour tout schéma .S, on a :

e STV Z Sous—s§hema fermé G-invariant,
7 morphisme plat,
MOI‘(S,F) = T lpl 7.0z :®MelrrGfM®M7
A Fur loc. libre de rang hy (M) sur Og,

S| ¥seS(k), p(Z,) = By x Es.
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Or

p(Z;) = Eq1 x By > Pniliz, == Pz, = nel)z, = = dnyjz, =0
< Z; cHom(V'/E},V) x Hom(V, Ey) = W'.

Donc

Z—— SxW' | Z sous-schéma fermé G-invariant,

~ 7« morphisme plat,
MOI“(S, F) - L lpl 70z = @petrra FMOM,
s Fur loc. libre de rang hy (M) sur Og.
= Hilby, (W')(S)

= Mor (S, Hilb§y (W)

ot le dernier isomorphisme est une conséquence directe de la définition du schéma de Hilbert
invariant comme foncteur représentable. Il s’ensuit que F' =~ H' comme P-schéma. O

D'ou la
Proposition 1.5.6. On a un isomorphisme G'-équivariant

wl . G,XPHI H
(¢",2)P — gz

112

Remarque 1.5.7. La fonction de Hilbert hy, qui apparait dans la définition de H' et de X’ n’est
pas égale a la fonction de Hilbert hyys de la fibre générique du morphisme de passage au quotient
W’ - W'[/G en général et on n’a donc pas de "vraie" réduction dans ce cas. Cependant, dans la
plupart des exemples que nous traiterons, on aura bien hy = hyy.

Ensuite, soit m: X — H la famille universelle. On note ¢ la composée
x Sy-Lap

Le morphisme § est G'-équivariant et munit X’ d’une structure de fibré G’-homogéne. On note F’
la fibre schématique de § en eP, alors d’aprés (1.26)) on a un isomorphisme G’-équivariant

X =G'xPF.
Donc, pour déterminer X comme G’-schéma, on est ramené a déterminer F’ comme P-schéma.

Lemme 1.5.8. On a un isomorphisme ' = X' et le morphisme mp: : F' — H' s’identifie a la
famille universelle 7' : X' — H'. De plus, l'opération de P dans F' coincide, via cet isomorphisme,
avec lopération de P dans X’ induite par 'opération de P dans W',

Démonstration. On identifie H' & un sous-schéma fermé de H grace au lemme [1.5.5] Par définition
du schéma de Hilbert invariant, on a le diagramme cartésien

X ——x

HC——H
qui induit le diagramme cartésien

G xP X =G xPx —==G'|PxXx

Idxw'j LIdx# l]dxw

G P WG x"H—=G'|PxH
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On en déduit que le diagramme suivant est cartésien :

el « P X! P2

X
Idxn-'t Lﬂ'

G,XPH/?H

ot I'on note v, le morphisme obtenu en composant le morphisme G’ x”” X’ - G'/P x X avec la se-
conde projection G'/PxX — X. D’apres la proposition le morphisme 7 est un isomorphisme,
donc ¥y également. On a donc

GI ><P X/ G/ ><P FI

.

et donc X' = F' comme P-schéma. O

/P

D’ou la
Proposition 1.5.9. On a un isomorphisme G'-équivariant

Py ¢ G'XPXT 2 X
(¢, x)P = gz

Corollaire 1.5.10. On a le diagramme commutatif de G'-schémas suivant :

(127) G/XPXI G'xPr’ G/XPH/ G'xP’Y' G’xPW///G

wz[ ¢1L ldﬁ

| Tr H | g
¢

ol

o G'xP 1" et G' xF ~" sont les morphismes induits par ©' et v respectivement,
e Uy et 1o sont les isomorphismes des propositions[1.5.0] et respectivement,
e ¢ est le morphisme induit par Uinclusion de W' [|G dans W [|G comme sous-variété P-stable,

o v : H > W'[|G est le morphisme de Hilbert-Chow.

Démonstration. D’aprés ce qui précéde, la seule chose & vérifier est que le carré de droite est
commutatif. On considére le diagramme

(1.28) T T
WG ——~ WG

ou la fleche du haut est I'immersion fermée donnée par le lemme Par définition du morphisme
de Hilbert-Chow (voir la section , le diagramme (|1.28)) est commutatif. Puis le diagramme

(1.29) G'xPH' G'xPH G'|PxH

G’xP’y'j LG'XP’Y lldw

GxPW' |G — G <P W |G —= G [P x W |G
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est aussi commutatif et le résultat s’ensuit. O

Par la suite, lorsque nous mentionnerons le principe de réduction, nous ferons implicitement
référence aux propositions et Dans la section [1.5.2] nous illustrons le principe de ré-
duction en traitant le cas de la situation 1. Nous verrons que dans cette situation, le principe de
réduction permet de "trivialiser" ’étude du schéma de Hilbert invariant.

1.5.2 Cas du groupe spécial linéaire

On se place dans la situation 1 : on a G := SL(V), G’ := GL(V") et W := Hom(V"’,V'). L’opération
de G’ x G dans W est donnée par (1.14). On note C(Gr(n,V"™)) c A"(V'"*) le cone affine au
dessus de la grassmannienne Gr(n, V") identifiée & une sous-variété fermée de P(A™ (V")) via le
plongement de Pliicker ([Sha94l §4.1, Example 1]). Dans toute cette section, les points de Gr(n,V'*)
sont ainsi vus comme des points de P(A™(V'*)). On note Blo(C(Gr(n,V'*))) la variété obtenue
en éclatant C(Gr(n, V")) en 0. C'est aussi l'espace total du fibré en droite Ogy(y,,yr+)(~1) sur
Gr(n, V'), c’est-a~dire

Blo(C(Gr(n, V™)) ={(z,L) e C(Gr(n, V")) x Gr(n, V") | x € L}.
Nous allons démontrer le

Théoréme 1.5.11. Sin' =n>1, alors H = A}, et v est un isomorphisme.

Sin'>n>1, alors H = Blg(C(Gr(n,V'™))) et v est l’éclatement de C(Gr(n,V'*)) en 0.

En particulier H est toujours une variété lisse et donc v est une résolution de W[/G lorsque ce
quotient est singulier.

Remarque 1.5.12. Si n’ < n, alors nous verrons que W//G = {0}, donc le morphisme de passage au
quotient v : W — W//G est plat et donc H = {0} d’apreés le corollaire [1.5.18] De méme, si n = 1,
alors nous verrons que v est I'identité, donc v est plat et H = V'*.

Le cas n’ =n > 1 est le corollaire [1.5.18 Le cas n’ > n > 1 est la proposition [1.5.20, La famille
universelle m: X — H lorsque 1 <n < n’ est étudiée a la fin de cette section.

Etude du morphisme de passage au quotient

Notation 1.5.13. On rappelle que 'on identifie W = M,, ,.,(k) via les bases B et B’ fixées dans
la section [[.4.1] On notera parfois w € W sous forme de vecteurs colonnes ou de vecteurs lignes de
la fagon suivante :

o w= [01 C’n/] ou les C; sont les vecteurs colonnes de la matrice w et s’identifient natu-
rellement a des éléments de V,
Ly
e w=|: |olles L; sont les vecteurs lignes de la matrice w et s’identifient naturellement a
Ly,

des éléments de V'*.

D’aprés le premier théoréme fondamental pour SL(V) (voir [Pro07, §11.1.2]) l'algebre des

invariants k[W]% est engendrée par les [iy,...,i,], oit pour tout w € W et pour tout n-uplet
1<iy <...<i, <n', on définit [iy,...,4,] par :
(130) [11,,zn](w) = det([Cil Cin])~

On a le morphisme naturel G’ x G-équivariant
Hom(V', V) - Hom(A™(V"),A™(V)), w+ A™(w),

et A"(V) 2 Vp, d’ott un isomorphisme Hom(A™(V'),A"(V)) 2 A™(V"*). Le morphisme de passage
au quotient v: W — W//G est obtenu en composant ces deux morphismes :

v: Hom(V',V) - A™(V"™)
w = Lin...ANL,.

On distingue trois cas de figure :
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e sin’ <n,alors W//G=A"(V"™) = {0} et le morphisme v est trivial,
e sin’=n,alors W//G=A"(V") 2 A} et v(w) = det(w),
e sin'>n, alors W//G = C(Gr(n,V'"™)).
En particulier, lorsque n’ > n, on a v(W) = A" (V') si et seulement sin=1oun=n"-1.

Lemme 1.5.14. La variété quotient W /|G est lisse sauf lorsque 1 <n <n' -1, auquel cas W /|G
admet une unique singularité en 0.

Démonstration. Sin =1 oun’—1<n, alors W//G est un espace affine, donc une variété lisse. Si
1<n<n'-1,alors W//G = C(Gr(n, V")) est un cone affine dans A™(V"*) mais n’est pas un espace

affine. Et Gr(n, V") est une variété lisse, donc le cone C(Gr(n,V'*)) est singulier uniquement en
0. O

La variété W //G est normale (J[SB00, §3.2, Théoréme 2]) et de Gorenstein ([SB00, §4.4, Théo-
réme 4]) car le groupe des caractéres de G est trivial. Lorsque n’ > n, la variété W //G est la réunion
de deux orbites pour 'opération de G’ : 'orbite fermée {0} et 'orbite ouverte U := W //G - {0}.

Lemme 1.5.15. Lorsque n' >n, la fibre de v en un point de U est isomorphe a G.

Démonstration. On identifie V = k™ et V' = k™ via les bases B et B’ fixées précédement. On définit
AeW =2 M, (k) par

1 sit=j5<n,
Aiu‘:{ !

0 sinon,

et on pose B:=v(A)=ci A...Ac}. Alors B € U et nous allons montrer que v~ (B) = SL, (k).
On a
vIB)={weW |Lin...AL,=c} An...AC.}.

On décompose chaque L; € V'* dans la base B’ :
nl
Vi<i<n, L;= Z aw-c’f.
j=1

Alors
Lin...ANL, = > det ([Cj, - Cj]) ¢ n-onc

1<j1<...<jn<n’

et donc nécessairement

0 lorsque (j1,...,4n) # (1,...,n),
det([le Cj"]):{ 1 sinon. !
Il s’ensuit que les C; sont nuls, pour j = n+1,...,n', et que la matrice carrée de taille n dé-
finie par [Cl Cn} appartient & SL, (k). Réciproquement, une matrice w € W de la forme
[Cl - C, 0 . 0] vérifie v(w) = B. On en déduit que la fibre de v en B est isomorphe a
G. O

En fait le lemme [1.5.15| est une conséquence d’un résultat de Luna ([SB0O0, §2.1, Theorem 6])
qui dit que, si n’ > n, alors v est un G-fibré principal au dessus de 'ouvert U.

Proposition 1.5.16. e Sin'<n oun=1, alors v est plat sur W/[/G tout entier.
e Sin'>n>1, alors U est l'owvert de platitude de v dans W J|G.

Démonstration. Sin' <n, alors le morphisme v est trivial donc plat sur W//G = {0}.

Si n’ =n, alors W//G = Aj. et v est le déterminant. Dans ce cas, d’aprés [Har77, Exercice 10.9], le
morphisme v est plat sur W//G tout entier.

On suppose enfin n’ > n. On sait que v est plat sur un ouvert non-vide de W//G, donc nécessairement
v est plat sur U par G’-homogénéité. Ensuite, on vérifie que v71(0) = {w e W | rg(w) <n -1} est
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de dimension (n’ +1)(n —1). D’apreés le lemme la dimension de la fibre de v en un point
de U vaut n? - 1. Les fibres d’un morphisme plat ont nécessairement toutes la méme dimension,
donc si n > 1, Vouvert U est 'ouvert de platitude de v. En revanche, si n =1, alors W//G est lisse
et toutes les fibres de v ont la méme dimension donc d’aprés [Har77, Exercice 10.9], le morphisme
v est plat sur W//G. O

Corollaire 1.5.17. Sin' > n, la fonction de Hilbert de la fibre générique de v est donnée par :
VM eIrr(G), hw (M) =dim(M).
On déduit des propositions et le
Corollaire 1.5.18. Le morphisme de Hilbert-Chow vy est un isomorphisme dans les cas suivants :
e n' <n et alors H est un point réduit correspondant au schéma W tout entier,
e n/ =n, alors H = A}c etdet: W — A}C est la famille universelle,

en' >n=1,aors H2V"™ et Id: V'™* - V'™ est la famille universelle.

Détermination de H lorsque 1 <n<n’
Soient

o E:={(cf,...,c}) e Gr(n,V"™) et P:=Stabg/ (E),

1Cn
e Ly l'image de E par le plongement de Pliicker Gr(n, V') = P(A"V'*),
o W :=Hom(V'/E*+*,V) et v': W' - W'//G le morphisme de passage au quotient,
o H = HilbfW, (W') 2 A} d’aprés le corollaire
o X' := Univ,?w, (W) et ' X' > H' la famille universelle.
D’aprés la proposition on a un isomorphisme G’-équivariant
H2G xPH
ou P opére dans H' par multiplication par l'inverse du déterminant. En particulier H est une

variété lisse. On a vu que W//G = Gr(n, V") et donc P(W//G) = Gr(n,V"") 2 G'/P. On rappelle
que l'on a défini un morphisme G’'-équivariant p: H — Gr(n,V'*) dans la section m

Lemme 1.5.19. Le morphisme v x p envoie H dans Blo(W [|G).

Démonstration. D’aprés la proposition [[.5.16, le morphisme v est plat sur U. Donc, d’aprés la
proposition le morphisme v se restreint en un isomorphisme de y~(U) sur U. On note Z
l'unique point de H tel que v(Zy) = ¢f A ... Ac). On vérifie que

Q = StabG,(cI A... A C:L) = {[g g:| s Ace SLn(k?), Be Mn’—n,n(k) et Ce GLn/_n(k)} .

Le morphisme ~ est G'-équivariant donc 7 est stable par ). Ensuite, p est aussi G’-équivariant,
donc p(Zy) est une droite Q-stable de W //G. Mais W //G admet une unique droite @Q-stable qui est
la droite {cj A ... Ac}) et donc y(Zp) € p(Zp). Il Sensuit que (yxp)(Zy) € Blo(W//G). Puis, comme
yxp: H - WG xP(W//G) est G'-équivariant et que Blo(W //G) est G'-stable, pour chaque
Z ey 1 (U), on a (7 x p)(Z) € Blog(W//G). Enfin Blo(W//G) est un fermé de W//G x P(W/|G),
donc (v x p) " (Blo(W//G)) est un fermé de H contenant v~ (U), d’oit le morphisme de variétés
vxp: " - Blo(W/JIG). O

La seconde projection pg : Blo(W//G) - G'/P est un morphisme G’-équivariant et munit donc
Blo(W //G) d’une structure de fibré en droites G’-homogéne au dessus de G’/ P. On note D la fibre
schématique de ps en eP et on vérifie que 'opération de P dans Dg A}f coincide avec 'opération
de P dans H’. D’aprés , on a un isomorphisme G’-équivariant

Blo(W/|G) = G’ x¥' Dy.
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Proposition 1.5.20. Le morphisme v x p: H — Blo(W/[/G) est un isomorphisme.
Démonstration. On a le diagramme commutatif suivant :

¥xp

(1.31) T Blo(W/|@)
Glez]\ 0 > G'XPDO
G'/p

ol l'on note 6 le morphisme de variétés induit par v x p tel que le carré commute. Par construction,
le morphisme 0 est G'-équivariant. Soit 6, : H’' — Dy le morphisme P-équivariant obtenu en
restreignant 6 a la fibre en eP € G'/P. D’aprés le corollaire le morphisme 6, s’identifie au
morphisme de Hilbert-Chow ~': H' — W'//G; ce dernier est un isomorphisme d’aprés le corollaire
Il s’ensuit que @, et donc 7 x p, est un isomorphisme. O

La famille universelle lorsque 1 <n <n’

On rappelle que 'on note 7 : X — H la famille universelle. Soit T' (resp. V', V) le fibré tautologique
(vesp. les fibrés triviaux de fibre V/,V') au dessus de la grassmanienne Gr(n, V'*). Avec les notations
précédentes, on a

X = G' xP X' d’aprés la proposition [1.5.9]
= G' xP W' d’apres le corollaire [1.5.18
Autrement dit, le morphisme porw : X — G'/P permet d’identifier X a 'espace total du fibré

vectoriel
Hom(V' /T V)=ToV.

Notre but est d’obtenir une description alternative de X comme sous-variété de W x P(W//G). On
rappelle que P(W//G) = Gr(n, V") et donc, un point de P(W//G) peut étre considéré comme une
droite de W //G ou bien comme un sous-espace de dimension n de V'* suivant le contexte.

Proposition 1.5.21. On a un isomorphisme G'-équivariant

X2 {(w,L) e WxP(W/|G) | L* c Ker(w)}.
Et la famille universelle s’identifie & (w, L) € X — (v(w), L) € Blo(W//G).
Démonstration. On note Z := {(w,L) e W x P(W//G) | L* c Ker(w)}. La seconde projection est
un morphisme G’-équivariant vers l’espace homogéne P(W//G) 2 G’/ P, donc d’aprés (1.26), on a
un isomorphisme G’-équivariant Z = G’ x Hom(V'/L§, V). Autrement dit, Z s’identifie 4 I'espace
total du fibré vectoriel Hom(V'/T*, V) au dessus de Gr(n, V"), et donc Z 2 X comme G'-variéteé.

Ensuite, d’aprés le corollaire[I.5.10] la famille universelle s’identifie & la composition des morphismes
suivants :

Et on vérifie que le morphisme obtenu est bien (w, L) € Z — (v(w), L) € Blo(W//G). O

Bly(W[|G)

Remarque 1.5.22. Soit Z c¢ W un sous-schéma fermé G-stable tel que k[Z] = k[G] comme G-
module. Alors Z s’identifie & un point (z, L) de H et est défini comme sous-schéma de W par

Z={weW | L* cKer(w) et v(w) =x}.

En particulier :
e Si z # 0, alors Z est isomorphe & SL,, (k).
e Si z =0, alors Z est isomorphe a la variété déterminantielle {M € M,, (k) | det(M) =0}.
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1.5.3 Détermination de la composante principale dans un cas simple
Dans la section [[.5.2] la détermination de H s’est faite en trois étapes :

1. étudier le morphisme de passage au quotient W - W //G,

2. montrer que H = HP"™ avec le principe de réduction,

3. montrer que 7 x p est un isomorphisme entre HP"" et Blo(W //G).

Nous allons voir que I’étape 3 est en fait un cas particulier d’un énoncé plus général (proposition
529,

Soient, comme dans la section G un groupe algébrique réductif, W un G-schéma affine
réduit et G’ ¢ AutG(W) un sous-groupe algébrique. On suppose que G’ contient un sous-groupe
central isomorphe a G, tel que

e l'opération associée de G,, dans W //G a un point fixe 0 qui est I'unique orbite fermée,

e le quotient X := (W //G\{0})/G,,, est une unique orbite de G".

En particulier W //G est la réunion de deux G’-orbites : {0} et U := W//G\{0}. On suppose de plus
Pexistence d’un morphisme G’-équivariant p : ‘H — X. Cette hypothése est, a priori, trés forte, mais
elle sera vérifiée dans plusieurs exemples que nous traiterons par la suite. Le morphisme de passage
au quotient v: W — W//G est plat sur un ouvert non-vide, donc sur U par G’-homogénéité. Si v
est plat partout, alors H = W//G et ~y est un isomorphisme. Sinon, on a la

Pro_position 1.5.23. Sous les hypothéses précédentes, le morphisme yxp envoie isomorphiquement
HP™ dans Blo(W//G) :={(f,L) e W/|Gx X | feL}.

Démonstration. On a un morphisme G’-équivariant v x p : HP'™ — W//G x X. Soit yo € U et
H := Stabg (yo), alors d’apreés la proposition m, il existe un unique zg € H tel que y(z0) = yo. Le
morphisme 7 est G'-équivariant, donc H c Stabg(20). De méme, le morphisme p est G’-équivariant,
donc H c Py := Stabg/ (p(20)). On note H' le sous-groupe algébrique de G’ engendré par H et par
Gy.Ona H c Py et

dim(H') = 1 +dim(H) =1+ dim(G") - dim(W//G) = dim(G") - dim(P(W//G)) = dim(P).

On en déduit que H' = Py et donc H stabilise un unique point de P(W//G) qui est le point
correspondant & la droite (yo) de W//G. Il s’ensuit que, pour tout z € v~ (U), on a v x p(z) €
Blo(W//G). Puis, (7 x p) H(Blo(W//G)) est un fermé de HP"™ qui contient I'ouvert 41 (U), donc
c’est HP" tout entier. On a donc montré que 7 x p envoie HP"™ dans Blo(W //G), il reste & voir
que c’est un isomorphisme.

On considére le diagramme commutatif suivant :

(1.32) Hp““\ L Blo(W/|G)
X /

oll po est la seconde projection. Tous les morphismes qui apparaissent dans ce diagramme sont
G'-équivariants. On fixe x € X et soit P := Stabgs (), alors X 2 G'/P. On note F; et F; les fibres
schématiques en e P des morphismes p et ps respectivement. D’apres , on a des isomorphismes
G'-équivariant HP' = G xP ) et Blo(W//G) = G’ x Fy et la restriction de v x p & Fy donne un
morphisme P-équivariant f: Fy — F, tel que v x p s’identifie & G’ x* f, le morphisme induit par f.
Le morphisme + est birationnel et propre (voir la section , donc 7 x p est birationnel et propre,
et donc f également. On a bien str Fo A}v, et donc f un isomorphisme. Le résultat s’ensuit. [

On fait maintenant I’hypothése supplémentaire que H = HP* ™. On a le carré cartésien

Blo(W/|G) xwye W ——=W

Blo(W]IG) WG

p1
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ol q1, g2 sont les projections naturelles. La variété Z := g7 (p7!(U)) est une composante irréductible
de Blo(W/|G) xw e W et on a le

Corollaire 1.5.24. Le morphisme q1 : Z — Blo(W//G) s’identifie a la famille universelle.
Démonstration. On considére le diagramme commutatif suivant :

q1

Z

Bloy(W[|G)

S /

X

ot ¢ est défini comme la composition py o ¢;. On fixe g € X et on note F| et Fj les fibres
schématiques en xy des morphismes ¢ et ps respectivement. On a Fj 2 A}C, donc d’apres [Har77,
Proposition 9.7], le morphisme qu|p; est plat et donc ¢; est plat. Par la propriété universelle du
schéma de Hilbert invariant, il existe un morphisme ¢ : Blo(W//G) - H tel que le diagramme
suivant soit cartésien :

Z—X

Bly(W/|G) ——H

D’aprés la proposition et par définition de la famille ¢; : Z - Blog(W//G), le morphisme
(7% p) o) est l'identité sur I'orbite ouverte de Blo(W //G), et donc sur Bly(W //G) tout entier. Or,
d’aprés la proposition [1.5.23] v x p est un isomorphisme et donc 1) est un isomorphisme. Le résultat
s’ensuit. O

On finit cette section par quelques remarques sur les résultats obtenus.

e Le morphisme % qui apparait dans la preuve du corollaire est I'inverse du morphisme
v x p de la proposition [1.5.23

e La variété Blo(W //G) est la réunion de deux G'-orbites, et donc la famille universelle ¢; : Z —
Bly(W//G) admet deux types de fibres : les fibres générales, qui sont les fibres en n’importe
quel point (x, L), avec x # 0, et les fibres spéciales, qui sont les fibres en n’importe quel point
(0,L). La fibre générale de ¢; est bien sir isomorphe a la fibre générale du morphisme de
passage au quotient W - W //G.



Chapitre 2

Cas du groupe linéaire

2.1 Cas de GL(V) opérant dans V®u g |/ *®n2

On se place dans la situation 2 : on a G := GL(V), G' :== GL(V"), W := Hom(V;, V) x Hom(V, V3)
et Popération de G’ x G dans W est donnée par (|1.15)).

2.1.1 Etude du morphisme de passage au quotient

Les résultats essentiels de cette section sont les propositions et qui décrivent les fibres
et I'ouvert de platitude de v. La plupart des résultats de cette section se trouvent dans [Kra84!
§I1.4.1]. Cependant, d’une part le livre [Kra84] est écrit dans la langue de Goethe, ce qui peut étre
une difficulté pour certains lecteurs, et d’autre part, nos formulations, notations et méthodes sont
quelque peu différentes. Donc, dans un souci de cohérence et de complétude, nous pensons que
cette section a pleinement sa place dans ce mémoire.

D’aprés le premier théoréme fondamental pour GL(V') (voir [Pro07, §9.1.4]), la k-algebre des
invariants k[W]G est engendrée par les invariants (i | j), ot pour chaque couple (i,5),i=1,...,n1,
j=1,...,n2, la forme bilinéaire (i | j) sur W = (Vi*®@V) @ (V*®@V2) 2 VO @ V*®"2 est définie par
(1.22)).

11 s’ensuit que le morphisme de passage au quotient v: W — W //G est donné par :

v: Hom(V1,V)xHom(V,V2) — Hom(Vi,Vs)
(ur,ug) +— ugouy.
Et donc
W/|G = {f e Hom(V,V5) | rg(f) <n} = Hom(Vy, Va)="

est une variété déterminantielle.
Siny,n2 > n, alors la variété W //G est de dimension nn +nns—n?, de Cohen-Macaulay (JACGHS5,
Theorem 3.1]), normale et son lieu singulier est Hom(V;, V3)<"* (JACGHSH, § I1.2.2]). Nous verrons
dans la section que W//G est de Gorenstein si et seulement si ny = ns.
Sinon, W //G = Hom(V, V2) est un espace affine.
On note

N :=min(ny,ng,n).

L’opération de G’ dans W induit une opération dans W//G telle que v soit G’-équivariant. Cette
opération est donnée par

V(g1,92) € G', ¥V f e Hom(V1,V2), (91,92)-f :=g20 fogi"

La variété quotient W //G se décompose en N + 1 orbites pour cette opération :

(2.1) Ui = {f e Hom(V1,Va) | 1g(f) =i}
pour ¢ =0,..., N, les adhérences de ces orbites sont imbriquées de la facon suivante :
(2.2) {0V=Uyc U, c-cUyn=WJG.

32
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En effet, pour chaque i = 0,..., N, on a U; = Hom(V;, V). En particulier, 'orbite Uy est un
ouvert dense de W //G.

Définition 2.1.1. On appelle nilcone de v, noté N (W, G), la fibre schématique en 0 du morphisme
V.

Certaines propriétés géométriques de N (W, G) sont étudiées dans [KSTI|. En particulier, le
schéma N (W, G) est toujours réduit mais il est irréductible si et seulement si ny + ny < n ([KS11}
Theorem 9.1]). Nous allons déterminer les composantes irréductibles de N'(W,G) et leurs dimen-
sions. Soit m € {0,...,n}, on définit

Im(u) c Ker(usg),
rg(uy) < min(ny, m),
dim(Ker(u2)) > max(n - na, m).

Zm
7
Xm

Gr(m,V)

X =2 (ug,u2) €W

et soit

ol

Zm = {(u1,u2,L) e Hom(V1,V) x Hom(V, V3) x Gr(m,V) | Im(u;) c L c Ker(uz)}
et les p; sont les projections naturelles. On fixe Ly € Gr(m,V'). La seconde projection munit Z,,
d’une structure de fibré vectoriel homogéne au dessus de Gr(m,V), de fibre en Ly isomorphe a
F,, = Hom(Vi, Lo) x Hom(V /Lo, V). Autrement dit, on a Z,, = Hom(V1,T) x Hom(V /T, V3) ou T'
est le fibré tautologique de Gr(m, V') et V, Vi, V; désignent les fibrés triviaux de fibres V,V; et V5
respectivement. Donc Z,,, est une variété lisse de dimension :

dim(Z,,) = dim(Gr(m,V)) + dim(Hom(Vy, Lo) x Hom(V /Lg, V2))

m(n-m)+nim+(n-m)nsg.

Proposition 2.1.2. Chaque X,, est un fermé irréductible de W et les composantes irréductibles
de N (W, G) sont :

X;, i =max(0,n —ng),max(0,n—nz) +1,...,min(n,ny) sin<ny+no,
X, St M >nq+ No.

De plus, lorsque m <nj ou m > n —ne, Uapplication py : Z,, - X,, est birationnelle.

Démonstration. Déja, par définition, les X, sont des fermés de W. Le morphisme p; est surjectif,
et Z,, est irréductible, donc X, est irréductible. Ensuite
n

NW,G) ={(u1,uz) € Hom(V;,V) x Hom(V,V3) | Im(u;) c Ker(ug)} = _L=JOX7;.

Si ni <n—mno, alors
XO C - C an’
an == Xn—nza
KXy 22 X,

donc X = X,,.
Si ny >n —ng, alors

Xpc-c Xmax(o#n—m)’
Xmin(n,ny) 22 Xn,

et on vérifie comme conséquence de la définition des X,,, qu’il n’y a pas d’autre relation d’inclusion.
Ensuite, soient

Zr ={(u1,uz, L) € Zy, | rg(uy) =min(m,ny) et dim(Ker(uz)) = max(m,n —nz)}
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et
X! = {(u1,u2) € Xy, | rg(uy) =min(m,ny) et dim(Ker(ug)) = max(m,n—nz)}.

Alors Z! (resp. X!,) est un ouvert dense de Z,, (resp. de X,,,) et on a Z! =p; (X/). Sim<ny
oum >n-na, alors py : Z — X/ est un isomorphisme, donc p; est birationnelle. O

Corollaire 2.1.3. La dimension de N(W,G) est :
e nns lorsque n < ng —nq,
e nny lorsque n <ni—no,
. in(n +2n1 +2n9) + i(nl - ng)2 lorsque [ny —na| <n<ny+ng et n+ny —ng est pair,

2 . .
e =n(n+2ny+2n9)+ i(nl -n3) —i lorsque [ny —na| <m<nj+ng et n+ny —ny est impair,

=

e NNy +nng —nine lorsque n > nq +na.

Démonstration. D’aprés la proposition [2.1.2] il nous suffit de calculer la dimension des X, pour
certains m particuliers. On note P(m) := m(n—m)+nim+na(n—m) la dimension de Z,,. Lorsque
m<ng oum>n-ng, on adim(X,,)=dim(Z,,) = P(m).

Sin >nyg +neo, alors

dim(N (W, G)) = dim(X,,,) = nny + nny — nina.

Sin <nyi+neo, alors

min(n,n1)
dim(N (W, @)) :dim( U Xi)

i=max(0,n-nz)

= max dim(X;)
i=max(0,n-ng2),...,min(n,n1)
= max P(i).

i=max(0,n—nz),...,min(n,n1)

On est donc ramené a étudier les variations du polynéme P :

1
P'(m)=0<m-= §(n+n1 -ng) =2m'.

Si m’ < max(0,n - ny), alors m’ <0 et donc dim(N (W, G)) = P(0) = nna.

Si m' > min(n,ny), alors m’ > n et donc dim(N (W, G)) = P(n) = nn;.

Simax(0,n-ny) <m’ < min(n,n1), on a deux possibilités : ou bien m’ € N et alors dim(N (W, G)) =
P(m’), ou bien m’ ¢ N et alors dim(N(W,G)) = P(m/ + 3).

Et ces différents cas fournissent le résultat annoncé. 0

Nous allons maintenant nous intéresser a la description géométrique des fibres de v au dessus de
chaque orbite U;. On rappelle que par homogénéité toutes les fibres au dessus d’une orbite donnée
sont isomorphes, il suffit donc de décrire la fibre de v en un point de chaque orbite.

Notation 2.1.4. Soit 0<r < N, on note

I Opmy-
Jr _ T r,ni—r
[O’I’LQT,’I‘ Onz’r’,’an]

ou I, est la matrice identité de taille r. La matrice .J, s’identifie & un élément de U, via l’isomor-
phisme Hom(V1, V2) = M, n, ().

On fixe r € {0,..., N} et on définit

(1 )

et G, le stabilisateur de w, dans G. On note E,. (resp. E}) la représentation standard (resp. duale)
de G, et Vj la représentation triviale de G,.
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Lemme 2.1.5.
I, 0 o
G, = {[ 0 M], M e GLn_TUc)} = GLn-r (k)

et V=rVy® E, comme G, .-module.

Démonstration. On écrit g € GL(V') sous forme d’une matrice par blocs : g = [é IB;], alors

g.[lr 0]:[Ir 0]:>A:L,etC’:O

0 0 0 0
puis
5 thetfis §-e
dou g = [IO' ]\04 avec M € GL,_.(k). Réciproquement, si g est de cette forme, alors g € G,.

Ensuite, le sous-espace vectoriel de V' engendré par les n — r derniers vecteurs de la base B est la
représentation standard de G,. et GG, opére trivialement dans le sous-espace vectoriel de V' engendré
par les r premiers vecteurs de la base B. O

Lemme 2.1.6. L’orbite Gaw, c W est fermée dans W, et c’est l'unique orbite fermée contenue
dans v71(J,.).

Démonstration. On a v(w,) = J,. et d’aprés le lemme m G, 2 GL,_.(k) est un sous-groupe
réductif de G. On applique [SB00) §I.6.2.5, Theorem 10] qui nous fournit I’équivalence :

G.w, est fermée dans W < Cg(G,).w, est fermée dans W.

Puis Ca(G,) = {[1\04 )\IO_ ], MeGL.(k), \e Gm}, ou G,, est le groupe multiplicatif. Donc

{2 Y1 ) wrenee

est un fermé de W, et donc G.w, est une orbite fermée de v~1(J,.).
Enfin, d’aprés [SB00, §11.3.1, Théoréme 1], la fibre v~*(.J,.) contient une unique orbite fermée, d’oil
le résultat. O

Définition 2.1.7. Soit z € W tel que l'orbite G.z est fermée dans W et G, le stabilisateur de x
dans G. Alors, d’aprés [SB00, §6.2.1], le G-module T,,(G.z) admet un supplémentaire G,-stable
M, dans W. La représentation M, de GG, ainsi construite est appelée représentation slice de G en
T.

Lemme 2.1.8. On a un isomorphisme de G,.-modules :
My, 2(ni-1)E. @ (na—-r)E; @r(ni +ne —1)V.

Démonstration. Par définition de la représentation slice M,,. de G, on a M,, = W /[T, (G.w,)
comme G,-module. On déduit du lemme [2.1.5]la décomposition de W comme G,-module :

Wx(VieV)s (V' eW)
(Ve (Voo E.)) e ((rVoe EX) ® Vs)
=(WeE)e (B eVz)e (Vi erly) e (rVyels))
2 B @nsEl @r(ng +ng)Vp.
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Puis T, (G.w,) 2 g/g, ot I'on note g Palgébre de Lie de G et g, I'algébre de Lie de G,.. Or
gV eV
>(rVhpe E)®(rVoe E,)
2(rVoerWpy) e (rVo®E) @ (E;@rVy) e (E:®E,)

et
g-2E'®F,
donc
Tw, (Gw.) 2 (r'VoerVp) e (rVo @ Ey) @ (B @ rVp)
*rE.orE’® Vo
d’ou
M, 2= W/[T, (G.w,)
2(n-r)E,®(na-r)E. @r(ny+n2—-1)V

comme G-module. O

On note vy : My, = M, /|G, le morphisme de passage au quotient et
N (Nuy,,Gr) = var (var(0))

le nilcone de vy. Le groupe G, opére naturellement dans G par multiplication a droite, ainsi que
dans N (M, ,G,) par définition de vy;. On peut donc considérer le quotient

GxC N (M,, ,G,)

qui est naturellement muni d’une structure de G-schéma d’aprés [Jan03] §1.5.14].

Ensuite, on définit (W//G)(GT) c W//G Tensemble des G-orbites fermées de W telles que G, est
conjugué au stabilisateur d’un point de ces orbites. En particulier, G.w, € (W//G)(GT) d’aprés le
lemme On note W(G+) := V‘l((W//G)(GT)) c W. Alors, d’aprés [SB00, §6.2.3, Theorem §],
les ensembles (W//G)(GT) et W(G) sont des sous-variétés lisses de W //G et W respectivement. TI
s'ensuit que v := Ve WG (W//G)(GT) est un morphisme de variétés, et en fait, toujours
d’aprés [SB00, §6.2.3, Theorem 8|, c’est méme une fibration de fibre isomorphe (comme schéma) a

Fy, = Gx% N(M,, ,G,).

En particulier, on a
v () =N () 2 GO N (M, , Gy).

Soient Fy, F5 et F3 des espaces vectoriels de dimensions nq —r, na —r et r(ny +ng—r) respectivement
dans lesquels G, opére trivialement. D’aprés le lemme [2.1.8]on a un isomorphisme de G,-modules

M, = Hom(Fy, E,.) x Hom(E,, F») x Fj.
Ensuite, le morphisme de passage au quotient vy, est donné par :

vy Hom(Fy, E.) xHom(E,, Fy) x F3 — Hom(F, Fy) x Fj.
(uj,up, ) = (upoul,x)

Donc N (M, ,G,) = v} (var(0)) = v37(0) 2 4, (0) avec

vy +  Hom(Fi, E,) xHom(E,,Fy,) — Hom(Fi,Fs).
(ui,up) = wpou

La proposition qui suit résume notre étude de la fibre du morphisme v en J,., pour r=0,..., N.
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Proposition 2.1.9. Avec les notations précédentes, on a un isomorphisme G-équivariant
v () 2 Gxrvp 0.
En particulier, si l’on note H := Gy, on a

G si N =n,

G/H si N=nq=n9<n,
GxHHom(EyN, Fy)  si N =n; <min(n,ny),
GxHHom(Fy,Ex)  si N =ng <min(n,ny).

I/_l(JN) =

ot H opere de la fagon suivante dans Hom(Fy, En) x Hom(Ey, Fy) :
VheH, V(u),ub) e Hom(Fy, Ex) x Hom(Ey, Fy), h.(u},ub) = (hou},uboh™).

Comme pour le cas G = SL,, (k) étudié dans la section si N = n, alors [SB00, §2.1, Theorem
6] implique que v est un G-fibré principal au dessus de Pouvert Uy.

Corollaire 2.1.10. Soitr € {0,..., N}, alors la dimension de la fibre du morphisme v en J,. vaut :
e NNy +nT—ngr lorsque n—r <Ny —ng,
e nny+nr—nyir lorsque n—r <ny —ng,

o L(n-r)(m +n2)+i(r+n)2+%(n1 —n2)? lorsque [ny —na| < n—r < ni+no—2r et ntny—ns—r
est pair,

. %(n -r)(ny +n2) + i(r+n)2 + i(nl —ng)2 - % lorsque [ny —nal < n—7r < ny+ng—2r et
n+mny—Ng — 1 est impair,

e nny +nng —ning lorsque n>ny +ng — 1.
Démonstration. D’aprés la proposition [2.1.9] :
dim(v~'(J,)) = dim(GxS" 14,71 (0))
= dim(G) + dim(v/4,; "' (0)) - dim(G,.)
=n? - (n-7r)%+dim(}, " (0))
= 2nr — % + dim(v/}, " (0)).

Enfin, le corollaire donne dim(uj'w_l(O)) en fonction de n, ni, ny et r. Le résultat annoncé
s’ensuit. O

Pour chaque triplet (n,n1,n2), le corollaire [2.1.10| permet d’une part de calculer la dimension
de la fibre générique de v, d’autre part de déterminer 'ouvert de platitude de v.

Proposition 2.1.11. La dimension de la fibre générique et l'ouvert de platitude de v sont donnés
par le tableau suivant :

configuration dim. de la fibre générique ouvert de platitude
n >max(ny,ng) nni +nng — NNy UN U+ U Unax(n; +ns-n-1,0)
n = max(ny,ng) n? UnuUpn_1
min(ny,ne) <n < max(ny,ng) nny + nng — N1Na Un
n < min(ny,ns) n? Un

Démonstration. On sait que v est plat sur Uy. On distingue alors deux cas de figure.

e Soit W //G est une variété lisse (c’est-a-dire n > ny oun > ng), auquel cas d’aprés [Har77, Exercice
10.9], le morphisme v est plat sur lorbite U,., 0 <r < N — 1 si et seulement si la dimension de la
fibre au dessus de U, est égale a la dimension de la fibre au dessus de Up. Il s’agit donc, pour
chaque triplet (n,n1,7n5), de déterminer les valeurs de r telles que la dimension de la fibre v=1(.J,.)
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coincide avec la dimension de la fibre générique.

e Soit W//G n’est pas une variété lisse (c’est-a-dire ni,ny > m), alors le critére précédent ne
s’applique plus. Cependant, les fibres d’un morphisme plat ont nécessairement toutes la méme
dimension, or d’apres le corollaire 2.1.10] la dimension de la fibre de v en J, € U,, 7=0,...,N -1,
est strictement plus grande que la dimension de la fibre générique, donc Uy est 'ouvert de platitude
de v. O

Corollaire 2.1.12. Le morphisme v est plat sur W [/G tout entier si et seulement sin > ny+ng—1
et dans ce cas W [/G = Hom(V4, V).

Le corollaire qui suit est une conséquence de la proposition et du corollaire [2.1.12]:
Corollaire 2.1.13. Sin>nji+ns -1, alors H 2 Hom(Vy,Vs) et v est un isomorphisme.

On s’intéresse, dans la proposition qui suit, & la fonction de Hilbert de la fibre générique de v.
Autrement dit on va déterminer, pour chaque M € Irr(G), la multiplicité Ay (M) du G-module M
dans le G-module k[v~!(Jx)]. On note comme précédement H = Gy = GL,_n(k) le stabilisateur
de wy dans G.

Proposition 2.1.14. La fonction de Hilbert de la fibre générique de v est donnée par :

dim(M) si N =n,

dim(MH) st N =ny=ng<n,
dim((Mek[Hom(Ey, F>)])")  si N =n; <min(n, ny),
dim((M&k[Hom(Fy, Ex)])")  si N =ny < min(n,ny).
Démonstration. On utilise la description de la fibre de v en un point de Uy fournie par la propo-
sition

e Si N =n, alors

VM eIrr(G), hw(M) =

kv (In)]2k[Glr @ MeM
Melrr(G)

comme G x G-module, d’ot hy (M) = dim(M).
e Si N =nq =ny <n, alors

v (In)] 2k[G/H] 2k 2 @ MM eM
Melrr (G)

comme G-module & gauche et dim(M*#) = dim(M*), puisque H est réductif.
e Si N =n; <min(ng,n), alors

K™ (n)] 2 K{Gx T Hom( By, )]
= k[GxHom(Ey, F2)]H
(k[G]ek[Hom(Ey, FQ)DH

P M*e (Mek[Hom(Ey,F)])"
Melrr(G)

112

112

ot hy (M) = dim ((Mek[Hom(Ew, F>)])").
De méme, si N = ny < min(ny,n), alors hy (M) = dim((M@k[Hom(Fl),EN])H). O

Remarque 2.1.15. Lorsque N =nj =no <n et M = ri€; + - + rp€,, on peut calculer dim(MH)
explicitement en fonction des r; en utilisant les bases dites de "Gelfand-Tsetlin" (voir par exemple
[Mol06]).

2.1.2 Etude du cas min(dim(V'),ny,ny) =1

Dans cette section, on traite le cas min(n,ni,ng) = 1 qui est trés similaire a la situation 1 traitée
dans la section On a W//G = Hom(Vy, Vo)t = Uy u {0} et p: H - Gr(hw (V*),V}") x
Gr(hw (V),Va2) est le morphisme construit dans la section Sin >ng+ng -1, alors H =
Hom(V1, Vs) d’apres le corollaire on peut donc exclure ce cas par la suite. Il reste les cas
suivants (ou la fonction de Hilbert hy est calculée grace a la proposition :
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e sin=1,alors hyy (V*) = hw (V) =1,

e sing >ny =1, alors hy (V*) =ng et hyy (V) =1,

e sing >ng =1, alors hyy (V) =nq et hy (V*) = 1.

Sin =1, alors on a le morphisme p: H — P(V}*) x P(V3). Puis, le plongement de Segre donne
(2.3) P(Vy') x B(V2) = P(Hom(Vi, V2)™') = P(W//G)

et on peut donc considérer le morphisme p: H — P(W//G).

Si min(ni,n2) = 1 < n, alors comme n; et ny jouent des roles symétriques, on peut supposer que
ns >n1 = 1. On a le morphisme G'-équivariant p: H — P(V3), ou GL(V;) opére trivialement dans
P(V3). Or, P(W//G) 2 P(V}* ® V) =2 P(Va) comme G'-variété et on peut donc considérer, comme
dans le cas n = 1, le morphisme p: H - P(W//G).

Dans tous les cas, on obtient un morphisme G’-équivariant H - P(W //G), ou la variété projec-
tive P(W//G) est G’-homogéne, et donc on peut appliquer la proposition pour déterminer
HP™™ . On note

Blo(W//G) :={(f,L) e W[|GxB(W[|G) | feL}=Opwyc)(-1)
léclatement de W //G en 0. On a la

Théoréme 2.1.16. Si min(ni,n9,n) = 1 et n < ny +ny — 1, alors on a un isomorphisme G'-
équivariant

HP'™ = Blo(W/IG)
et le morphisme de Hilbert-Chow s’identifie & ’éclatement Blo(W [|G) - W|G.
De plus, sin =1, alors H = HP'™ et la famille universelle est le morphisme (uy,uz,L) € X +
(ugouy,L) e H, ot la variété X est définie par

= {(Uhuz,L) eW xP(W//G) Ker(L) c Ker(u1), }

Im(uy) c Im(L).

Démonstration. La premiére partie de la proposition découle de la proposition [1.5.23]

Ensuite, si n = 1, alors d’aprés la proposition et le corollaire on a un isomorphisme de
G'-schémas H = G’ xP Al out P est un sous-groupe parabolique de G’, et donc H = HP'". Enfin,
pour montrer la partie de la proposition qui concerne la famille universelle X - H, on procéde
comme pour la proposition [I.5.21] O

Remarque 2.1.17. Si n =1, on considére le diagramme suivant

P(Vi) x P(V3)

RN

P(VY) P(V2)

ol p1 et p2 sont les projections naturelles. On note T3 (resp. 7») le tiré en arriére du fibré tautolo-
gique de P(V7*) (resp. de P(V3)) et V le fibré trivial de fibre V' au dessus de P(V}*) xP(V3). D’aprés
la proposition et le corollaire [2.1.13] la variété X' s’identifie a ’espace total du fibré vectoriel

(hieV)e (V2eTy)

au dessus de P(V}*) x P(V2).

Remarque 2.1.18. Soient n =1 et Z ¢ W un sous-schéma fermé G,,-stable tel que k[Z] 2 k[G,]
comme G,,-module. Alors Z s’identifie & un point (f, L) de H et est défini comme sous-schéma de
W par

uzouy = f,

Z =1 (uy,uz) e W | Ker(L) c Ker(uy),

Im(us) c Im(L).
En particulier :
e Si f #0, alors Z est isomorphe & G,,.
e Si f =0, alors Z est la réunion de deux droites qui se coupent en 'origine.
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2.1.3 Description de 1’algébre du nilcone

Dans les sections et nous allons étudier les cas n = 2 et n = 3 respectivement. Comme
pour le cas cas n = 1 étudié dans la section nous allons utiliser le principe de réduction (voir
la section pour nous ramener du cas ni,ng > N au cas ny = ny = n. Le résultat essentiel de
cette section est la proposition qui donne la description de I’algébre du nilcone N(W, G)
comme G’ x G-module lorsque n1 = ny = n. Cette description nous sera trés utile par la suite.

Notation 2.1.19. On note J I'idéal engendré par les G-invariants homogénes de degré positif de
L’idéal J est G’ x G-stable par définition. On note
(2.4) si(V)={feEnd(V) | tr(f) =0}

le G-module irréductible de plus haut poids €; — €,, ou tr(f) désigne la trace de 'endomorphisme
F.OnaV*eVzEnd(V)zsli(V)® Vet
(2.5) KW, =5 (e V) e (Vels))
=S?VieVHYe(VieV eVeVy)eS*(VeVy)
=(S2(V) @S2 (V) e (A2(VD)eA (V) e (VieV eV ely)
® (S°(V)® 5(V5)) @ (A*(V) ® A*(Vy))
= (S* (M) e S*(V7)) @ (S*(V) @ $*(V5)) @ (A* (Vi) @ A* (V™))
& (A2(V)® A2(V3)) & (i V5 @ si(V)) & (Vi 5 ©17)
comme G’ x G-module. Donc Jnk[W], = V1 @ V5 ® V x Hom(V2, V1) comme G’ x G-module et ce
module engendre ’'idéal J.
On rappelle que l'on a défini les sous-groupes B’, 7', U’ de G’ (resp. B,T,U de G) dans la

section et que l'on identifie Hom(V1, V) & My, , (k) (resp. Hom(V,V2) & M, »(k)) via les
bases B, B; et B2. La proposition qui suit est prouvée dans [KS1I) §9] :

Proposition 2.1.20. Soient x;, 1 < i < n, le i-éme mineur principal de Hom(V,V) et y;, 1 <
Jj < n, le j-iéme mineur antiprincipal (c’est-a-dire extrait en partant du coin inférieur droit) de
Hom(V, Va). Alors la T' x T-algebre (k[W1/J)" "V est engendrée par les z; et les y; et les relations
entre ces générateurs sont engendrées par les mondmes {xiyj |i+7>n}. Autrement dit, on a une

suite exacte ,
0> J > k[21,. .., 20yt yn] = (KW Y >0

ou J' est l’idéal monomial engendré par {z;y; | i+j>n}.
On reprend les notations de la section On a la

Proposition 2.1.21. Soit X\ € A+, alors la composante isotypique associée au G-module S*(V)
dans k[W]/J est :

o SANVy)® SMNV) sir, 20,

o S}V ®SMNV) sir <0,

o Ghnerthn-teztothien (1)) @ Skt thee (V*) @ SN (V) sinon.
De plus, la représentation S*(V') apparait dans k[W1,/(J nk[W],) si et seulement sip =3, k;.
Démonstration. D’aprés la proposition on a un isomorphisme de T x T'-algébres :

UxU’
(k[W]/‘]) gk[xlw"7xn7yla"'7yn]/<]l-
D’aprés [ProQ7, §11.4.2], on a les isomorphismes de T” x T-modules suivants :

klz1,...,zn] 2 k[V ® V]UXU,,
k[yL, .. yn] 2 K[V @ V5]V Y.
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Donc la formule de Cauchy-Littlewood ([Ful97, §8.3, Corollary 3]) nous permet de conclure lorsque
rn >0 ou rq <0. Il reste a étudier le cas r{.r, <0. On vérifie que le poids du monéme

kiv1 Kktro—kiv1 , kir3—Kir2 kn—kn-1, k¢, kt-1-k¢, ki—2—ki-1 k1—ko
Ty T i1 Tplig T T YT Yl Y1
est
(A, kper +kp1ea+ ...+ kt+1€1+nf(t+1)7 —ki€ran—t — ... —ki€y)

et que A détermine uniquement ce monoéme. Il s’ensuit que la composante isotypique du G-module
SM(V') dans k[W]/J est

Sknel+kn,1eg+...+kt+15n,t(Vl) ® Sk151+~~+kt€t(‘/2*) ® S/\(V)
En particulier, la représentation S*(V) apparait dans k[W1],/(J nk[W],) si et seulement si

p= (kn—kn_l)+2(l€n_1—kn_g)+...+(’I'L—t)kt+1+(kl—k2)+2(k'2—k3)+...+tkt
=ki+ko+...+k,.

O

Remarque 2.1.22. Si M est une représentation polynomiale ou la duale d’une représentation poly-
nomiale, alors il découle de la proposition [2.1.21] que la multiplicité de M dans k[W]/J est égale
4 sa dimension.

Définition 2.1.23. Si [ est un idéal homogene de k[W], on appelle fonction de Hilbert classique
de I la fonction définie par :

VpeN, fr(p) = dim (K[W],/(k[W],n1)).

Corollaire 2.1.24. Si I un idéal G-stable et homogéne de k[W] contenant J et qui a pour fonction
de Hilbert h, alors la fonction de Hilbert classique de I est donnée par :

VpeN, fi(p)= 3 h(S"OTT(V))dim(ST T (V).

(71,000, )EL™
T12...2Tp
\r1\+..-+|rn|:p

Démonstration. Soit X\ = ri€q + ...+ rpe, € A+, alors d’aprés la proposition le G-module
SM(V') apparait dans k[W],/(k[W], n I) uniquement si p = |ri| + ...+ |r,|. La multiplicité de
chaque G-module étant fixée par la fonction de Hilbert A de I, on en déduit la dimension de
chaque k[W],/(k[W], nI) par la formule annoncée. O

2.1.4 Etude du cas dim(V) =2

Dans toute cette section, on fixe n = 2. On a G = GLy(k), W//G = Hom(Vy,Va)* et p: H —
Gr(2,V7*) x Gr(2, V2) est le morphisme construit dans la section On note

Yo:={(f,L) e W/[|GxB(W/]|G) | f € L} = Opqwyc)(-1)

léclatement de W//G en lorigine et Y7 'éclatement de Yy le long de la transformée stricte de
Hom(Vl,Vg)Sl. Nous verrons & la fin de cette section que Y7 est isomorphe & ’éclatement de la
section nulle du fibré Hom(V1/T},T>) au dessus de Gr(2, V") x Gr(2,V2) ot T (resp. T3) est le
fibré tautologique de Gr(2,Vy") (resp. de Gr(2,V2)) et Vi désigne le fibré trivial de fibre Vi au
dessus de Gr(2,V}*) x Gr(2,V3). Le but de cette section est de démontrer le

Théoréme 2.1.25. Siny,noe > 2, alors H 2 Y, est une variété lisse et v est une résolution des
singularités de W [|G.

Lorsque nj = ny = 2, alors on a Y7 = Yy et v est 'éclatement en 0 de W//G. Pour démontrer le
théoréme [2.1.25] on commence par établir le cas particulier ny = ny = 2 (proposition [2.1.41)). Le cas
général nq,ny > 2 est ensuite traité a I’aide du principe de réduction (voir la section [1.5.1]).

Remarque 2.1.26. Si ny +ng < 3, alors H = W//G est une variété lisse et v est un isomorphisme
d’aprés le corollaire [2.1.13

Remarque 2.1.27. Les cas particuliers (nq = 1, ng > 2) et (n2 = 1, ny > 2) ont été traités dans la
section [2.1.2]

On suppose dans un premier temps que ny = no = 2.
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Points fixes de H pour ’opération de B’

On souhaite montrer que H est une variété lisse. D’aprés le lemme il suffit de montrer que
les points fixes de H pour opération de B’ sont tous dans HP™™ et de vérifier que la dimension de
I'espace tangent a H en chacun de ces points fixes est égale & la dimension de HP™". On commence
donc par déterminer les points fixes de B’ dans H.

Notation 2.1.28. On note D := (e; ® f5) P'unique droite B’-stable de V; ® V5.
On note I l'idéal de k[W] engendré par (Vi ®@ V5 @ Vo) @ (D@ sl(V)) c k[W],.

Remarque 2.1.29. L’idéal I est homogeéne, B’ x G-stable et contient 'idéal J engendré par les
G-invariants homogenes de degré positif de k[W].

Théoréme 2.1.30. L’déal I est l'unique point fize de H pour l'opération de B'.

Démonstration. Soit Z € H(k), vu comme sous-schéma fermé de W, et Iy l'idéal de Z dans
E[W]= S(W*) = @50 S’ (W) ot I'on identifie comme précédemment k[W], I’algebre des fonctions
régulieres sur W, avec S(W™), lalgébre symétrique de W*. Alors

ZeHP < VbeB' Vfely, b.fely.

En particulier, Iz est nécessairement un idéal homogéne puisqu’il est stable pour l'opération du
groupe des matrices scalaires inversibles qui est un sous-groupe de B’.
Donc, les points fixes de H pour l'opération de B’ correspondent exactement aux idéaux homogénes
Iz de k[W1] tels que :
i) I est B’ x G-stable,
ii) kK[W]/Iz = ®nenr(c) MEImM) comme G-module.
Comme k[W] est une algébre graduée et que Iz est un idéal homogene, k[W]/I est encore une
algébre graduée :

kW]/z = @Ok[W]p/(Iz NE[W],).

p2

Nous allons donc pouvoir étudier Iz degré par degré.
e Composante de degré O :
On a Iz nk[W], =0, sinon I contient les constantes de k[W] et donc I = k[W].
e Composante de degré 1 :
On a Iz nk[W], # kE[W],, sinon k[W]/I; =V, comme G-module.
e Composante de degré 2 : on utilise la décomposition .
Pour avoir la décomposition souhaitée de k[W]/I; comme G-module, on a nécessairement k[W],n
Iz 2 sl(V)@4Vp. En effet, le G-module k[W]/Iz contient déja une copie de la représentation triviale
(les constantes), il ne peut donc pas en contenir d’autre. Ensuite, k[W], contient 4 copies de sl(V)
qui est un G-module de dimension 3, donc k[W], n I; contient au moins une copie de sli(V').
Comme k[W]s n Iz est B'-stable, il contient D ® sl(V') car D est I'unique droite B’-stable de
V1 ® V', 1l ’ensuit que Iz contient (V1 @ Vi @ Vo) @ (D ®sl(V)) et donc Iz o I. Le lemme qui suit
implique que cette inclusion est en fait une égalité et achéve ainsi la démonstration du théoréme
2.1.50 :

Lemme 2.1.31. L’déal I a pour fonction de Hilbert hyy .

Preuve du lemme : On rappelle que par définition de hyy, pour chaque M € Irr(G), hw (M) =
dim(M) et donc il faut montrer que

k[W]/I: @ M&Bdim(M)
Melrr(G)

comme G-module. On a l'inclusion d’idéaux J c I, d’ou la suite exacte de B’ x G-modules :
0->1/J—>Kk[W]/J—>KkW]/I-0

et donc .
= 00
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comme B’xG-module. La proposition|2.1.21|nous fournit la décomposition isotypique du G-module
k[(W]/J :

-Si M est un G-module polynomial (ou le dual d’'un G-module polynomial), alors la multiplicité
de M dans k[W]/J est dim(M).

-Sinon, M = S*1<1k2€2(V') pour un unique couple &y, ko > 0 et la multiplicité de S*1€17%2¢2(V') dans
E[W1]/J est égale a dim(S*2 (V1) ® S (V) = (ky + 1) (ko + 1).

i Tiz) Y22 Y2 ) et on identifie K[W] & k[z;;, 5, 1<
T21 22 Y21 Y11

2.1.20, on a

On note w € W sous la forme w =
i,j < 2]. D’apreés la proposition
U
(E[W1/T)" 2 k[z11, 212, T11T22 — T21T12, Y11, Y12, Y11Y22 — Y21Y12] [ K
ol

K= ($11(y11y22 - y21912)7 5U12(yl1y22 - y21y12)7
yn(Inl‘zz - 17211712), y12(I111‘22 - 17211712),
(33113322 - 33213?12)(2/11922 - y21y12))-

Et (I/J)Y est Iidéal de (k[W]/J)" engendré par z11y11. Donc

I/J = @ (D (Sk2_1(‘/1) ® Skl_l(vz*))) ® Sk161—k262(v)
k1,k2>0

comme B’ x G-module. Il s’ensuit que

EWI=Vo@k[Vi"®@ V], @ k[V" ® V3],

Skz(vl) ® Skl (V*)

) ® Sk’lel—k2€2 (V))

comme B’ x G-module, ou k[V* ® V], (resp. k[V* ® V3], ) désigne l'idéal maximal homogéne de
E[Vy* @ V] (resp. de k[V* ® 12]).

On remarque que les multiplicités des représentations polynomiales (et de leurs duales) dans k[W]/1
sont les mémes que dans k[W]/J. En revanche, la multiplicité de S*<1=%2¢2(V') dans k[W]/I est :

o 5™ (Vi) ® 5 (V;)
(D.(5%1 (V) @ S (15)))

) = (k‘l +1)(k’2 +1) —kilk‘z

= ]4}1 + kg +1
= dim(SMerFze2 (7)),

O

Remarque 2.1.32. On a Stabg/(I) = B’, donc I'unique orbite fermée de H est isomorphe a G'/B’
P! x PL.

Le corollaire qui suit découle du lemme et du théoréme

Corollaire 2.1.33. Le schéma H est connexe.

Espace tangent de H en [
On note Z := Spec(k[W]/I). Nous allons démontrer la

Proposition 2.1.34. dim(7z,H) =4.

On identifie k[W] & k[2;;,yi;, 1 <4,j < 2] comme dans la preuve du lemme [2.1.31]et on explicite
des bases de certains B’ x G-modules qui apparaissent dans k[W ] :
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f1
fo
f3
fa
hy
ho
h3
hy
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= Y2711 + Y12721
= Y22%12 + Y12722
= Y1211 + Y1121
= Y1212 + Y1122
=T11Y11
= T11Y21
= T21Y11
= T21Y21

est une base de V1 ® V5" ® Vj,

On reprend les notations de la section Soient R := k[W]/I et

N :={f1, f2, f3; fa, h1, ha, h3, ha) € E[W]

est une base de D@ V* @V 2D (si(V) @& ).

qui est un B’ x G-module qui engendre idéal I. D’aprés [GS| Macaulay2], les relations entre les
générateurs ci-dessus du R-module /1% sont données dans la table

#21y12+x11y22
¥22y124+x12y22
¥21y11+x11y21
¥22y11+x12y 21
x11yll
¥1ly21
x21y11
%21y 21

[l ev]

(e I ol v B s T

-y2l 0

€] ¢}
-x11 O -y2l

€] ¢}

o 6]
£} ¢}
o

¥1l 0

-y22 -y21 -x22 x21 0 ¢]
-x12 x11 y22 y2l

yl1 ©
o 0
-ylz 0
o 0
ylz yll
£} ¢}
o 0

o
£}

6]
¢}

£} ¢}
ylz yll

2] ¢]
6] [¢]
%22 0
-x21 0
2] ¢]
-x22 -x21
2] ¢]
¥1l2 x11

x22y21 x12y21
6] o
-x22y22 -x12y22
x2ly22 0

€] ¥22y22
¢] 12y 22
o’ o

6] o

TABLE 2.1 — Relations entre les générateurs de /12

[l ol o R o)

¥22y21

x12y21 |
0 I
0 I

La colonne de gauche nous donne les générateurs considérés et chaque autre colonne fournit une
relation entre les générateurs des lignes correspondantes. En particulier, on a les relations suivantes
données par les colonnes 6, 5 et 4 respectivement :

r1 = —f1 ® Y21 + ha ® Yoo + hy ® Y12,

roi=—f3®x11 + b1 ® T21 + ho ® 11,

r3:= f4®T11 — h1 ® Tag — ho ® T12.

On a dim(N) = 7 et donc d’apres le lemme on a dim(7z,H) = 7-1g(p*). D’aprés le lemme
la variété HP™™ contient au moins un point fixe pour 'opération de B’, donc Zy € HP™ et
donc dim(T'z,H) > dim(HP™) = 4. Donc, pour montrer la proposition [2.1.34} il suffit de montrer

le

Lemme 2.1.35. rg(p*) > 3.

Démonstration. Pour i =1,...,4, on définit 9; € Homg(R ® N, R) par

{ ¢Z(hj ® 1) = O‘
vi(f;®1) =0}

pour j=1,...,4,
pour j=1,...,4,

ou 627 est le symbole de Kronecker qui vaut 1 lorsque ¢ = j, et qui vaut 0 sinon. Les 1; forment

une famille libre de Hom% (R®N, R), nous allons voir que p* (1), p*(13) et p*(¢4) forment une
famille libre de Homg(R ® R, R) ce qui démontrera le lemme. Soient A1, A3, A4 € k tels que

(2.6)

On évalue (2.6 en 71 ® 1, on obtient :

0=, .0 () el)

= Zi=1,3,4/\i Pi(r1)
= oic13aNii(=f1 ®y21 + ha ® Yoo + hy ® Y12)

=-A1y21.

Y. Xip (i) =0.

i=1,3,4
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On évalue ( en r3 ® 1, on obtient : 0= Ay x1.
On en déduit que (A1, A3,A4) = (0,0,0) et done p*(¢1), p*(13) et p*(1p4) forment bien une famille
libre dans Im(p*). O

On évalue (2.6) en ro ® 1, on obtient : 0 = =A3 x1;.
5.0)

Remarque 2.1.36. D’aprés [GS|, Macaulay?2|, une famille de générateurs du R-module Homp (/1% R)
est donnée dans la table 2.21

| x21yl24x11y22 D x21 x110 © y220 yl20 0 |
| x22y124x12y22 1o 0 0 0 0 0 0 0 O |
| x21yll+x11y21 D0 0 0 0 y21 x21 yl1 x11 0 |
| x22y1l+x12y21 0 0 0 y2lyllo x220 x120 |
| x11yll D0 0 0 0 yllx11o © xlzylz |
| x11y21 00 0 0 0 w20 0 x11 x12y22 |
| x21yll 6 e 0 0 6 0 x2yllo -x12y22 |
| x21yz21 00 0 0 0 0 0 y21 x21 x22y22 |

TABLE 2.2 — Générateurs du R-module Homp(I/I?, R)

La colonne de gauche donne des générateurs du R-module I/I? et chaque autre colonne représente
un R-morphisme qui a I'élément de I/I1? de la colonne de gauche associe 'élément de R situé sur la
méme ligne. On note ®; le morphisme associé a la colonne i+1. On vérifie que les quatre morphismes
Dy, Py, Yy12Pg+y20 P10, T120P7+T22Pg sont G-équivariants et linéairement indépendants. Ils forment
donc une base de I’espace vectoriel Homg(l /I?, R). Ensuite, d’aprés la suite exacte , le module

Hom@(I/1?%, R) s’identifie & un B'-sous-module de Hom® (N, R) = (V;* ® V2) @ (D* ® Vl%v';). Or

D11, y12Pg + y20P1g et £12P7 + £2oPg définissent des éléments de D* @ % tandis que ®; définit
un élément de V;* ® V5, donc nécessairement (®;) est I'unique droite B’-stable de V;* ® V5 et donc

Hom$(I/1%, R) = D* @ (D* ® M)

D

comme B’-module.

On déduit du lemme et de ce qui précéde le

Corollaire 2.1.37. H = HP''™ est une variété lisse de dimension 4.

Construction d’un morphisme G’-équivariant §: H - P(W//G)

Le lemme qui suit découle de la théorie classique des invariants de maniére analogue au lemme

L5
Lemme 2.1.38. Le k[W]G—module k[W](q(vy) est engendré par HomC (sl(V), k[W15).

Lemme 2.1.39. On a un isomorphisme de G'-modules
Hom® (sl(V), k[W]z) 2 Vi ® Vy'.
Démonstration. On a

Hom® (sl(V), k[W]2) 2 Hom® (sI(V), Vi @ V* @ V @ Vy') d’aprés (2.5),
2V ® V5 puisque V@V 2 sl(V) @ V.

La proposition et le lemme [2.1.39| nous donnent un morphisme G’-équivariant :

H~P(Vi @ V).
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Puis V; ® V5 = det(V1) ® V* ® Vo ® det ™ (V) comme G'-module donc

(2.7) P(Vi @ Vy') = P(det(Vi) ® Vi @ Va @ det™ (V2))
=PV ® V)
=P(W//G)

comme G’-variétés. On a donc un morphisme G’-équivariant :

(2.8) §: H—P(W/G).

Le morphisme 7 x § est un isomorphisme entre H et Y

On rappelle que 'on note

Yo:={(f, L) e W[|GxP(W/|G) | feL}=0pwyc(-1)

léclatement en 0 de W //G = Hom(V;,Va). L'opération de G' dans W //G induit une opération de
G’ dans W//G x P(W//G) qui préserve Yy. On montre alors, en procédant comme dans la preuve
du lemme [1.5.19] que le morphisme v x § envoie ‘H dans Y;. Ensuite, on a le

Lemme 2.1.40. Le morphisme yx§: H — Yy est quasi-fini.

Démonstration. On note comme précédement Z, I'unique point fixe de H pour l'opération de B’
et soit yo := (7 x 8)(Zy). Nous allons montrer dans un premier temps que I'ensemble (v x §) ™" (yo)
est formé de Zj. Soit Z € H tel que (7 x §)(Z) = yo. D’une part v(Z) =0, donc Iz > V3 ® V5 @ V.
D’autre part 6(Z) = 6(Zy) = D e P(V1 ® Vy'), donc Iz o D ® sl(V'). Le lemme permet alors
de conclure que Z = Zj. Puis

E :={Z € H tel que la fibre en y := (7 x §)(Z) est de dimension > 1}

est un fermé (G'-stable) de H d’aprés [Har77, Exercice 11.3.22]. D’aprés le lemme et ce qui
précéde, 'ensemble E est vide et le résultat s’ensuit. O

Proposition 2.1.41. Le morphisme vx §: H - Yy est un isomorphisme.

Démonstration. La variété Yy est lisse, donc normale et le morphisme vx§ : ‘H — Yj est birationnel,
propre et quasi-fini d’aprés le lemme donc d’aprés le théoréme principal de Zariski, c’est un
isomorphisme. O

Cas ni,ng >2

Nous allons utiliser le principe de réduction (voir la section [1.5.1)) afin de traiter le cas général du
théoréme en nous ramenant au cas ny = ng = 2.

Notation 2.1.42. Pour tout L e P(W//G) = P(Hom(V1, V2)*?), on note :
e Ker(L) :=Ker(l),
e Im(L) :=TIm(I),
o 1g(L) =rg(l),

ot [ est n’importe quel élément non-nul de L.

Sirg(L) =2, on note L A L:= (I Al) e P(Hom(A%(V1), A%(V%))).

Enfin, on note ¢; : Gr(2,V}") - P(A%(V)*)) et 1o : Gr(2,Va) » P(A%(13)) les plongements de
Pliicker de Gr(2,V;") et Gr(2,V3) respectivement.

On considére la variété

feL,
Z:=1(f, L, Er, B) e WG xP(W[|G) x Gr(2,V7") x Gr(2,V3) | Ey c Ker(L),
Im(L) c Es.
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alors on a le diagramme

y X
Yo Gr(2,V7*) x Gr(2, V)

ol q; et g2 sont les projections naturelles. La variété Y; a été définie au début de la section

Lemme 2.1.43. On a un isomorphisme de variétés Y1 = Z et via cet isomorphisme, ’éclatement
Y1 = Yy s’identifie au morphisme q1 1 Z =Y.

Démonstration. On commence par remarquer que, si L € P(W//G) est tel que rg(L) =2 et si ] un
élément non-nul de L, alors [al € Hom(A2(Vy), A%(V2))=! et donc LAL € P(Hom(A2(V7), A%(V5))<h).
On note Fy la transformée stricte de Hom(Vy, V5)*! via I'éclatement Yy — Hom(Vy, V2)*? et on
considére

a: Yy - — = P(Hom(A?(V1),A%(12))")

I’application rationnelle définie sur

U= {(f,L) €Yy |rg(L) =2} = Yo\Fo
par a(f,L) = L A L. On note

I ¢ Yy x P(Hom(A*(V1), A*(V2))*")
le graphe de l'application a. Alors

T={(f L,E)eUxP(Hom(A*(V1),A2(V2))s") | LA L = E}.

L’adhérence de T' dans Yy x P(Hom(A?(Vy),A%(V3))<!) est donnée par

B VieL, InleF,
I'= {(f,L,E) € Yo x P(Hom(A®(V1),A%*(V2))™!) | Im(E) € 12(Gr(2, V2)), }
Ker(E)* € 11(Gr(2,V7%)).

ot Im(FE) :=Im(g) et Ker(E) := Ker(g) pour n’importe quel élément non-nul g € E.

Fait : le morphisme I’ - Yy, (f,L,E)+ (f,L) est I'éclatement de Y le long du fermé Fy.

On commence par construire un recouvrement de Yy par des ouverts affines. On a P(W//G) c
P(Hom(V1,V2)) = P(My, n, (k)), oit Pon rappelle que 'on identifie Hom(Vy, V2) avec My, pn, (k)
via les bases fixées dans la section [[.4.1] Quels que soient 1 < i < ny et 1 < j < nq, on note
O, ; Touvert affine de P(M,, »,(k)) obtenu en fixant la coordonnée (i,j) égale a 1. Puis, on
note Yg7 = {(f,1) e WJIG x (P(W//G)nO;;) | fe(l)} qui est un ouvert affine (éventuellement
vide) de Yy. Alors Yy = U, ; Yoi’j est un recouvrement de Yy par des ouverts affines. Ensuite,
on note Z le faisceau d’idéaux de Fj dans Y. Alors .,Z‘Yoi,j est I'idéal de k[}f:’j ] engendré par
les mineurs de taille 2 de la matrice [. Et la restriction de a & YO7" J est Dapplication rationnelle
i Yo! — = =P(Hom(A?(V1),A%(V))!) définie sur Ui = {(f,1) € Yo | rg(l) = 2} par
i j(f,1) = (IAl). On note T;; c g7 x P(Hom(A?(V1), A%(V2))<!) le graphe de I'application a; j,
alors d’apres [EHO1), Proposition IV.22], le morphisme T'; ; — Yoi’j, (f,1,E) ~ (f,1) est éclatement
de Yoi J e long du fermé Fyn YE]Z 7 Enfin, ces éclatements se recollent pour donner le morphisme
I'->Yy, (f,L,E)~ (f,L) ce qui montre le fait annoncé.

Il reste & voir que I est isomorphe & Z. On a un isomorphisme

P(Hom(A*(V1), A*(V2))<")
E

P(A*(V1)*) x P(A*(V2))
(Ker(E)*, Im(E))

VI
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donné par le plongement de Segre. On en déduit un isomorphisme

Ker(Inl)t c Ly,
1 Im(inl) c Lo,
L€ L1(GI‘(2,VY1*))7
L2 € LQ(GI‘(Q,‘/Q)).

B Vie L, on
T ={(f,L,L1,Ls) € Yo x P(A*(V1)*) x P(A*(V2))

Soit f € Hom(V7, V5)*2, alors fAf € Hom(A%(Vy),A?(V3))*! et on a deux cas de figure : sirg(f) <1,
alors f A f =0, sinon Im(f A f) = Ly pour un certain Ls € 15(Gr(2,V2)) et Ker(f A f)* = Ly pour
un certain Ly € ¢1(Gr(2,V7*)). Pour i = 1,2, on note F; 'antécédent de L; par ¢;. Alors on a les
équivalences

Im(f A f) =Ly < Im(f) = Es,
Ker(f A f)* = Ly < Ker(f)* = E.

Il s’ensuit que
T2 {(f, L,Ey, Es) € Yy x Gr(2,V}") x Gr(2,V3) | Ef c Ker(L) et Im(L) c Ey} = Z.
O

On identifie la variété Y7 & Z grace au lemme L’opération naturelle de G’ dans W//G x
P(W//G) x Gr(2,V}*) x Gr(2,Va) stabilise Y7. On fixe (E1, Eq2) € Gr(2,V;*) x Gr(2,V2), alors on
a un isomorphisme Gr(2,V;*) x Gr(2,V2) ¥ G'/P ou P est le stabilisateur de (F1, Fy) dans G'.
La projection go : Y;—G’/P est un morphisme G’-équivariant et donc, d’aprés , on a un
isomorphisme G’-équivariant

Yl o~ G/XPF//

ot F" est la fibre schématique du morphisme ¢ en (Ey, F3). On a

F"={(f,L) e Hom(V1/Ey, E2) x P(Hom(V1/Ey, E2)) | f € L}
= Blo(Hom(Vl/Ef,Eg))

qui est P’éclatement en 0 de Hom(V;/Ef, E2). Et P opére dans F" de la fagon suivante :
Vp=(p1,p2) e P,Y(f,L) e F", p.(f,L) = (p2o fopi",(p2olopi"))

ot [ est n’importe quel élément non nul de L.

Avec les notations du début de la section on remarque que Y7 est l'espace total du fibré
Blo(Hom(V1/T},T>)) au dessus de G/ P ; celui-ci s’obtient en éclatant la section nulle dans le fibré
Hom(V41/T}, T3).

Par ailleurs, d’aprés les propositions [1.5.6 et [2.1.41] on a un isomorphisme G’-équivariant

H = G'x" Bly(Hom(V1 /E;, Es))

ou Popération de P dans Blo(Hom(Vy/Ei, E3)) coincide avec celle de P dans F"”. On a donc un
isomorphisme G’-équivariant :

(2.9) HzY,.
On reprend les notations de la section :
e W' :=Hom(V1/E},V) xHom(V, E3) c W,
o H':=Hilbj (W')cH,
e 7' : H' - W'[/G le morphisme de Hilbert-Chow,
o §': H' - P(W'[/G) le morphisme (2.8).
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D’aprés la proposition on a hy = hy, et donc H’ est simplement le schéma de Hilbert
invariant étudié précédement (avec ny = mg = 2). Puis, d’aprés la proposition m ' x 8
H' — Blo(W'[/G) est un isomorphisme P-équivariant et donc le morphisme induit G'xPH’ —
G'xF Blo(W'[/G) est un isomorphisme G’-équivariant. Les observations précédentes et le corollaire
[[.5.10 nous donnent le diagramme commutatif suivant :

IPI

(2.10) G'xPH' G'xPW'j|G

%

G'xPBly(W'[|G)

11

H 5 w/|G
Y;
ou
pria  G'XPBlL(W'IG) - G'xFW'[|G
(¢'.f,L)P = (¢, )P
et
pri Y - W//G

(f7L7E17E2) g f

On identifie H & Y7 grace a I'isomorphisme ([2.9)), alors v s’identifie & la composition des éclatements
Y1 - Yy - W//G. En particulier v est une résolution de W //G.

2.1.5 Etude du cas dim(V) =3

Dans toute cette section, on fixe n = 3. On a G = GL3(k), W//G = Hom(V;,Va) et p: H -
Gr(3,V7) x Gr(3, V%) est le morphisme construit dans la section Nous allons démontrer le

Théoréme 2.1.44. Siny,ne >3, alors H est connexe et singulier.

Lorsque nq = ny = 3, la connexité de H est donnée par le corollaire et la non-lissité de
H est donnée par le corollaire 2:1.57 Le cas général ny,ny > 3 se déduit immeédiatement du cas
particulier nq = ny = 3 par la proposition [L.5.6]

Remarque 2.1.45. Si ny +ng < 4, alors H = W//G est une variété lisse et vy est un isomorphisme
d’aprés le corollaire [2.1.13

Remarque 2.1.46. Les cas particuliers suivants ne sont pas traités par le théoréme [2.1.25]:
e ni=2etng >3,
e ny=2etng >3,

mais les cas particuliers 71 = 1 ou ng = 1 ont été traités dans la section

On suppose dorénavant que ny = ny = 3.

Points fixes de H pour ’opération de B’

On souhaite montrer que H est singulier. D’aprés le lemme [[.2:2] il suffit de déterminer un point
fixe de HP''™ pour l'opération de B’ tel que la dimension de I'espace tangent & H en ce point soit
différente de la dimension de HP™™. On commence donc par déterminer les points fixes de B’ dans
H.

On rappelle que

kW], = (S*(Vi) @ S*(V7)) @ (S*(V) ® 5% (15)) @ (A* (V1) ® A* (V™))
o (M (V)eA* () e (Viely esi(V)) e (VieV; ® V)
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comme G’ x G-module (c’est I'isomorphisme (2.5)). Et on a

(211)  k[W]=S(VieV)e(VeVy))
=SPVieVHe (S?(VieV)eVely)
e(VieV oS3 (Ve Vy))esS*(Vely)
=S e V) e ((S*(V)eS* (V) e (A2 (Vi) @ A*(VF)) e Ve Vy)
e(VieV e ((S*(V)eS*(1y)) @ (A*(V) @ A*(15)))) @ S* (Ve Vy)
=SPVieVH)e S (Vely)
e (S*(Vi)eVy @ (V' e st (V) e (M) eV, @ (V' @S1 = %(V)))
e(V1eS2 (V) e (Ve s> (V) e (Ve A*(Vy)® (Ve St s(V)))

comme G’ x G-module.

Notation 2.1.47. On note
e Ex={e1®(f5nf3), e2@(f3 A [f3), ex®(fI ASS)),
o Fi=((e1ne2) ® f5, (e1ne2)®f3, (e1ne3)® f3),

qui sont des B’-sous-modules de V; ® A%(V5') et A?(V1) ® V' respectivement.

On note D l'unique droite B’-stable de V1 ® V5'.

Enfin, on note I 'idéal de k[W] engendré par (Vi ® V5" @ Vi) @ (D ® sl(V)) c k[W], et par
(Fe S e (V))e(E® S *2"3(V)) c k[W]s.

Remarque 2.1.48. L’idéal I est homogeéne, B’ x G-stable et contient 'idéal J engendré par les
G-invariants homogeénes de degré positif de k[W].

Théoréme 2.1.49. L’idéal I est l'unique point fize de H pour l'opération de B’.

Démonstration. Les points fixes de H pour lopération de B’ correspondent exactement aux idéaux
homogenes Iz de k[W] tels que :
i) I est B’ x G-stable,
ii) kK[W]/Iz = ®menr(c) MEImM) comme G-module.
Soit Iz un tel point fixe, alors on peut étudier Iz degré par degré. En raisonnant comme dans la
preuve du théoréme [2.1.30] pour I'étude des composantes de degré 0, 1 et 2 de Iz, on montre que
17 contient

WeVyeVy)e(Desl(V))ck[W],.

En particulier Iz > J. On s’intéresse maintenant a la composante de degré 3 de Iz. On a les
dimensions suivantes :

{ dim (S~ (V) = dim (S~ (V') = 6,
dim(A2(V1) ® V) = dim(V; ® A2(V5)) = 9.

Donc pour avoir la décomposition souhaitée de k[W]/Iz; comme G-module, k[W], NIz contient
nécessairement trois copies de S 727 (V') et trois copies de 1727 (V). Comme k[W], N1 est
B'-stable, il contient (M;®S1™27(V))@(M;©517273 (1)) ot My (resp. M) est un sous-espace
B’-stable de dimension 3 de Vi ® A%(V5") (resp. de A%(V1) ® (V5')). On note Ey := Vi ® (f5 A f3),
Ey = E et E3 = (e;) ® A*(V5') qui sont des B’-sous-modules de V; ® A%(V5'), et on note Fy :=
A2(V1) ® (f}), Fo = F et F3:= (1 Aea) ® V5 qui sont des B’-sous-modules de A?(V;) ® V. On
vérifie que les B'-modules E;, Fy et E3 (resp. Fi, Fy et F3) sont les seuls B’-sous-modules de
dimension 3 de V; ® A?(Vy") (resp. de A%(V;) ® V5'). On a donc a priori neuf fagons de choisir
des générateurs pour Iz en degré 3 : pour 1 <¢,j < 3, on note [; ; I'idéal de k[W] engendré par
V1oV eVy) e (Desl(V)) c k[W], et par (F; ® S 27(V)) @ (E; ® S+ (V)) c k[W]s.
Alors I3 2 = I et le lemme qui suit montre que nécessairement Iz > I.

Lemme 2.1.50. Si I, est un idéal G-stable contenant I; ; avec (i,7) # (2,2), alors Iz ne peut pas
avoir la fonction de Hilbert hyy .
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Preuve du lemme. On suppose par exemple que j = 3 et soit ¢ quelconque. On note w € W sous
la forme
Ti1 Zi2 T13| |Y33 Y23 Y13
w=\1[%21 T22 T23|,|Y32 Y22 Y12
T31 T32 T33 Y1 Y21 Y11

et on identifie k[W] & k[zi;,v:5, 1 < 4,7 < 3]. D’aprés la proposition [2.1.20, I'idéal (Ii,;;/J)U de
(k[W]/J)Y contient les éléments suivants :

$11(y22y11 - y21y12),
1311(2/23@/11 - y13y21)7
Sﬂll(yqus - y13y22)7

qui forment une base du B’ x T-sous-module E3 ® (S~ (V))V de (k:[W]/J)U

D’aprés la proposition le G-module S€1*¢272¢ (V) apparait dans k[WW]/J uniquement dans
E[W]4/(E[W]anJ) et avec une multiplicité égale a 18, cette multiplicité étant égale a la dimension
de Pespace vectoriel engendré dans (k[W]/J)" par I'ensemble K suivant :

5”%1(y22y11 - Y12¥21);
x%z(ymyn —Y12¥21),
5533(3/22?/11 - Y12Y21)s
$11$12(y22y11 - y12921)7
$11$13(y22y11 - y12y21)7
I12$13(y22y11 - y12y21)7
x%l(y%yll ~Y13Y21),
w%z(yzsyu - Y13Y21)5
K 37%3(?/23911 - Y13Y21)s
3:113612(3/23:1/11 - y13y21),
I11I13(y23911 - y13yz1)7
58122013(2/233/11 - y13y21),
x%1(y12y23 — Y13Y22),
x%z(ymy% - Y13Y22),
3«“%3(y12y23 - Y13Y22),
$11$12(y12y23 - y13y22)7
$11$13(y12y23 - y13y22)7
90129613(31121/23 ~Y13Y22)-

Montrons que la multiplicité du G-module S**°272% (V') dans k[W ]4/(k[W]4n1; 3) est strictement
inférieure & dim (S +°272%(V/)) = 10. Pour calculer cette multiplicité, il suffit de calculer la dimen-
sion de 'espace vectoriel engendré par K’ ¢ K dans (k[W]/J )U, ot K’ est obtenu en supprimant
les éléments de K qui appartiennent & I'idéal (Ii,g/J)U. On obtient :

x%z(ymyu - Y12Y21)5
x?s(yzzyll - Y12Y21)s
$12$13(y22y11 - y12y21),
x%z(y%yn ~Y13Y21),
K’ x%s(y%yu ~Y13Y21),
212213 (Y23Y11 — Y13Y21),
5552(?/12923 - Y13Y22),
$%3(Z/12y23 ~ Y13Y22),
x12x13(y12y23 - y13y22)-

Donc K’ engendre un espace vectoriel de dimension 9, et donc on ne va jamais avoir 10 copies de
Ser+e2=2¢s (V) dans un quotient de k[W]/I; 3, ce qui montre le lemme pour j = 3. Le cas j = 1 se
démontre de maniére analogue. O

D’aprés le lemme le schéma H admet au moins un point fixe Iz pour B’ et d’apreés le
lemme [2.1.50) on a nécessairement Iz > I. Puis, d’aprés le corollaire I'idéal I; admet la
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fonction de Hilbert classique suivante :

YpeN, fr,(p)= 3 (dim(STerTEerTae(v)))*

(r1,r2,r3)eZ?
T12T22T3
[T1l+|r2|+rs|=p

D’aprés la formule des dimensions de Weyl, on a
) 1
dim(ST161+72€2+T363(V)) = 5(1 +7ry - 7"2)(2 +7ry - 7"3)(1 + 7o — 7"3).

Donc )
J1.(p) = >, 1(11“7”1—T2)2(2+7‘1—7“3)2(1+7“2—7”3)2-

(r1,72,7m3)€Z?
T12T2273
[71|+|r2|+|rs|=p

Aprés développement puis simplification, on obtient :

122 1654 , 547 5 91 , 37 5 79 4 13 ., 1 4
Vp>0 =1l+—p+— — — — — — —p°.
P20, fr ) =15 50p+ Sie P 0P * 56? * 0P T 300” azo” T s04”
Par ailleurs, un calcul direct avec [GS], Macaulay2| de la fonction de Hilbert classique de idéal T
nous donne fr = fr, et donc Iz = I, ce qui achéve la preuve du théoréme O

Remarque 2.1.51. On a Stabg/(I) = B’, donc I'unique orbite fermée de H est isomorphe a G'/B’.
Le corollaire qui suit découle du lemme et du théoréme

Corollaire 2.1.52. Le schéma H est connexe.

Espace tangent de H en [
On note Zj := Spec(k[W]/I). Nous allons démontrer la

Proposition 2.1.53. dim(7z,H) = 12.

Pour démontrer cette proposition, nous allons procéder comme pour la proposition 2.1.34] Cette
section est essentiellement calculatoire et on recommande donc au lecteur qui souhaite s’épargner
un mal de téte d’en admettre les résultats sans trop s’attarder sur les démonstrations.

On identifie k[W] & k[zi;,y:;, 1< 1,7 <3] comme dans la preuve du lemme et on explicite

des bases de certains G-modules qui apparaissent dans k[W] :
J1 = Y3311 + Y2321 + Y1331
J2 = Y3312 + Y2322 + Y13T32
f3 1= Y3313 + Y23T23 + Y1333
J1:=Y32T11 + Y2221 + Y12T31
f5 = YsaT12 + Y202 + Y1232 ¢ est une base de V1 @ V5 @ 1,
J6 = Y32T13 + Y22T23 + Y12T33
J7 = Y3111 + Y2121 + Y11731
Js = Y31212 + Y21 %22 + Y1132
Jo :=Y31T13 + Y21T23 + Y11T33
h1=2z11911
ha = x11y21
h3 = z11Y31
hy = x21911
hs:=221y21  est une base de D@ V* eV 2 D® (si(V) & V),

he = 221Y31
hy = 231911
hg = T31Y21

hg = T31Y31
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S1 = $12(y22y11 - leyu)
82 1= $12(y32y11 - y31y12)
53 1= T2 (Y3211 — Y31¥12)
54 = T12(Y32Y21 — Y31Y22)
S5 1= 22 (Y32Y21 — Ys1y22) | est une base de ea ® (fi_; A f) @A (V)@ V* c k[W]3,
S6 = z32(y32y21 - y31y22)
S7 1= $22(y22y11 - y21y12)
S8 = 132(11221111 - 1/212/12)
59 = 132 (Y3211 — Y31¥12)
t1 = y12(T22211 — T21712)
to = y12(®32211 — T31212)
t3 1= Yoo (32211 — T31212)
ty = y12(w32T21 — T31222)
ts := Yoo (T32T21 — T31T22) | est une base de (e; Aea) ® fi 1 @ A2(V*) @V c k[W]s.
te := Y32 (232221 — T31722)

(

(

(

t7 1= Yoo (222211 — T21%12)

ts = yza (222211 — T21212)

tg = yza (32211 — T31212)
Alors

N := (fl,...,fg,hl,...,hg,Sl,...,86,t1,...,t6> C k[W]
est un G-module qui engendre I'idéal I. On note R :=k[W]/I. On a le
Lemme 2.1.54. dim(Hom$(I/1%, R)) > 12.

Démonstration. D’aprés [GS, Macaulay?2], une famille de générateurs du R-module Hompg(I/I% R)
est donnée dans la table 2.3 On note ®; le morphisme donné par la i + 1-éme colonne de cette
matrice. On vérifie que les douze morphismes suivants sont G-équivariants et linéairement indé-
pendants :

o &y

o Py,

o Doy,

o Do,

o Do,

o Doy,

o —113P12 + x23P16 + 233 P15,

* y13P13 + Y23 P14 + Y33 P19,

® y12Ps — Y22 Py — Y32P10,

® y13Ps — Y23Pg — y33P10,

o 219P11 — 22 P15 — x32P17,

o 213P11 — w23P15 — x33P17.
Il s’ensuit que Homg(I/IQ,R) est de dimension au moins 12. O

On reprend les notations de la section On a dim(N) = 29 et donc d’aprés le lemme
on a dim(7z,H) =29 —rg(p*). Puis, d’apres le lemme [2.1.54] on a rg(p*) < 17 et donc il suffit de
2.1.53

mountrer que rg(p*) > 17 pour prouver la proposition
Pour i =1,...,9, on définit 1; € Hom§ (R®N, R) par

bi(f®1) =0 pour j=1,...,9,
Yi(h; ®1) =0 pour j=1,...,9,
Vi(s;©1) =1;(t;®1)=0 pour j=1,...,6,
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31yl 21y23x11y33 03l x21 11 0 0 B 0 o a y3z o ]
A3Y1Ben22y20x12y33 Q32 x22x120 0O B 0 -] a -] -y33 ]
AILFNZA23¥AYZE 1o 0 0 0 O O 0 o a -] o o
wBy12ex21y224x11y32 00 O 0 0 O © 0 <] a y3z -] -%31
AIZYL24NZAY24¥AY32 00 0 0 O O 0 0 o a -] -y32 -%32
A1 Z24w13Y32 00 0 0 y3I2 yR2yl2 0 o a 2] [:) -%33
a3yl 21y 24+x11y31 06 0 6 0 0 B X3 -x2l  -xll 3L 2] [}
3214229204123 00 0 0 0 O 0 32 22 -xl2 0 -y3l ]
W3 1L4n2y2exA3y31 0B 0 0 y3 y2L yll %33 x23  -xl3 @ [} [}
w11y1l e 0 0 0 0 B ¥l 0 a yil [} [}
W11yl e 0 0 0 O B Q 11 0 yal [} [}
w11yl e 0 0 0 O B Q [} -x1l y3l [} [}
%21y11 e 0 0 0 0 B ¥ 0 a [} [} [}
¥y e 0 0 0 O B Q X2l 0 2] [} o
w21y e 0 0 0 O B Q [} X2l @ [} [}
%31y11 e 0 0 0 0 B ¥ 0 a o [} [}
¥31y2 e 0 0 0 O B Q X3l 0 2] [} o
%31y e 0 0 0 O B Q [} X3 @ [} [}
srl2ylayAanl2ylly22 B 0 0 0 0 B xlZyZ xlxylz 0 2] ylay2l-ylly2z  x1zy2l
sxl2yley3laxlaylly32 oB 0 0 0 @ B xly3:o ¥12yl2 @ yl2y3l-ylly3z  x12y3l
w22y12y3an22ylly32 0B 0 0 0 @ B X2y O x22yl2 0 [} x22y3l
cxl2y2oy3lanly2ly32 @B 0 0 0 @ B 0 -x12y32 ¥12y22 0 y2zyal-y21y3z @
PH22y2y3led2y2ly32 e 0 0 0 0 B 0 -NE2y32 ¥22y22 0 ] ]
PHAZYy22Y3le32y21y32 e 0 0 0 0 B 0 -n32y32 x32y22 0 ] ]
lzZlylaxllx2yl2 ep 0 @ 0 O B 0 o a x22y12 x2ly12 ®12x21-x11%22
sxlZx3lyl2exllxazyl2 oo 0 0 0O O O 0 0 4] S E2y22-x12y32 -x2ly22.x1ly3  x12x3L-x11x32
SRl Z2enllx3y22 g0 0 0 0 0 B0 0 0 Q ¥32yz2 ¥3lyzz :]
cx2mAlyl2e2lx3yl2 en 0 0 0 0 B 0 o a o [ ¥22x3AL-x21%32
S2EAY224x21¥3922 00 0 0 0 O D 0 <] a -] -] ]
23y EMx21¥32932 00 0 0 0 O D 0 <] a -] -] ]

0 -y 23 o -yl3 D o 0

0 [} ¥23 [} y13 o 0

0 o o [} o o 0

%21 -y 22 o -ylz 0 -%11 0

22 [} ¥22 [} y1z -%12 0

K23 o o [} o -%13 0

0 -yl o -yll D o 0

0 [} ¥2l [} y11 o 0

0 o o [} o o 0

0 o o [} o o #12y12

0 o o [} o o #12y22

0 o o [} o o #12y32

0 -y11 ] [} o o %22y12

0 -yl ] [} o 5} %22y22

0 -y 31 ] [} o 5} %22y32

0 o ] -yl 0 5} -x22y22-%12y32

0 o o -yl 0 o %32y22

0 o o -y3 0 o %32y32

-x¥12y11 <] 6] [} o o 4]

0 o o [} o -x12y11 0

0 [} -ylzyzl g o -x22y11 0

x12y31 <] o [} o -x12y21 a

x22y31 <] ~y22y3] [} o -x22y21 4]

x32y31 o o [} -y22y31+y21y32 -x32y21 0

4] ®12yl2 xllyl2 [} o o 4]

0 o ] ¥12y12 x11y12 o 0

¥12x31-x11x32 O 6] x12y22 x11y22 o a

4] X222y 224x12y32 x21y22 x22y12 x21y12 o 4]

X223 -x21x32 -x32y22 -x3ly2 x22y22 x21y22 o 4]

0 -x32y32 X3LYE x22y32 x21y32 x22%31-321x32 0

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

0 0 0 o |

%13y13y21-x13y11y23 x12y13y21-x12y11y23 x13y12y21-x13y1ly22 0 |

%13y13y31-x13y11y33 x12y13y31-x12y11y33 x13y12y31-x13y1ly32 0 |

%23y13y31-x23y11y33 x22y13y31-222y11y33 x23y12y31-223y11y32 0 |

%13y 23931 - 213y 21y33 x12y2y31-x12y21y33 x13y22y31-213y21y32 0 |

%23y 2331 - 223y 21y33 122y 231 - 222y 21y 33 123y 22y 31 -223y21y32 0 |

%32 - 23 21yI3 132y 23 - 13221y 33 13322y 30 -233y2y32 0 |

0 0 0 #1321y13-x11023y13 |

0 -x13x21y23+x11x23y23 |

0 0 0 s133y 2321103323 |

0 0 0 $1321y33-x1la23y33 |

0 0 0 -x13x31yIFexllx33yaz |

0 0 0 $233y 3320033 |

TABLE 2.3 — Générateurs du R-module Hompg(I/12, R)
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ol 65 est le symbole de Kronecker.
Ensuite, on définit les neuf éléments ¢1,..., ¢s,v1,72,01,02 de HomG(N, R) dans la table de
la fagon suivante : pour chaque colonne 2 a 10, la premiére ligne indique le nom du morphisme et
chaque autre ligne donne 'image dans R de 1’élément de N donné dans la premiére colonne. Et les

images de fi,...

o1 P2 ¢3 o o5
fi, 1<i<9 0 0 0 0 0
hi=z11y11 T11Y13 | T12¥13 | T13Y11 | T13Y12 | T13Y13
51 = 212(Y22Y11 — Y21Y12) 0 0 0 0 0
t1 = y12(X22211 — T21712) 0 0 0 0 0
At 2 1 P
0 0 0 0
0 0 0 0
211 (Y22913 — Y23y12) | T13(Y22y13 — Y23Y12) 0 0
0 0 y11 (222213 — 23%12) | Y13(T22213 — T23712)
TABLE 2.4 —

, fo, h1,s1,t1 déterminent entiérement chaque morphisme par G-équivariance.
Enfin, on identifie ces morphismes & des éléments de Homg(R@)N , R) via I'isomorphisme HomG(N ,R) =

55

Homg(R ® N, R). Par ailleurs, [GS, Macaulay2| nous donne les relations suivantes entre les géné-
rateurs du R-module I/I? définis précédement :

1= —h1 ® yo1 + ha ® Y11,
ro = —f1 ® ya1 + ho ® Y33 + h5 ® Y23 + hg ® Y13,
r3:=—f1 ® Y21 + ho ® Y32 + h5 ® Yoo + hg ® Y12,
ry=—fr®y21 +ha ®Ys1 + hs ® Y21 + hs ® Y11,
T5 1= —fg ® Loy + hy ® Y32 + hs ® Yoo + he ® Y12,
76 1= —fg ® w21 + hg ® Y33 + hs ® Y3 + he ® Y13,
r7 = f6 ® T12Y11 — fo ® T12Y12 — 51 ® T2z — 57 ® T13,
rg = —f1 ® Taoyi2 + fo ® Ta1y12 + 11 ® Y33 —t2 ® Y13,
r9 = f5 ® T12y11 — fo ® T12Y12 — 51 ® Taz — 57 ® T19,
710 = —h1 ® T32y22 — ho ® (22y22 + T12Y32) + 51 ® T31 — 17 @ Y21 + T8 @ Y11.

Remarque 2.1.55. Ces relations ne suffisent pas & engendrer le module des relations entre les
générateurs de /1.

Le lemme qui suit achéve la preuve de la proposition [2.1.53]:
Lemme 2.1.56. rg(p*) > 17.

Démonstration. Soit (A1, A2, Ay, ..

(2.12)

.,)\9,0[17..

'aa5761a€2a617/62) € kl? tel que

2 Aip (W) + Y ajpt(95) +erp () +e2p™(v2) + Bip*(81) + B2p* (82) = 0.

1<i<9
1#3

1<5<5

On évalue (2.12)) en 71 ® 1, on obtient :

Donc as = ay = a5 = 0.
On évalue (2.12) en 79 ® 1, 73® 1, 74, ® 1, r5® 1, rg ® 1 successivement, on obtient Ay = Ay = A7 =

Ag = Ag = 0.
On évalue
On évalue
On évalue
On évalue

2.12

2.12

2.12

2.12

on obtient A5 = 0.

libre de cardinal 17 dans Im(p*).

en 7 ® 1, on obtient Ag = €1 = €5 = 0.
en rg ® 1, on obtient Ay = 81 = B2 = 0.
ennryg®1,
en r10® 1, on obtient a; = a3 = 0.
Donc {p*(1;), 1<i<9,i#3}u{p*(¢1),...

a2x12(Y11Y23 — Y13Y21) + ax13(Y11Y22 — Y12Y21) + as213(Y11Y23 — Y13Y21) = 0.

P (05),p* (1), 0" (72),p7(01), p*(92) } est une famille

O
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On déduit du lemme et de la proposition [2.1.53]le

Corollaire 2.1.57. Le schéma H est singulier en Zy.

2.2 Cas de GL(V) opérant dans 1~ '(0)

On considére le cas particulier suivant :
e Vi =Vo=FE et d:=dim(F),
e W:=Hom(E,V) xHom(V, E) = Hom(E,V) x Hom(E,V)*,
e G':=GL(E) vu comme sous-groupe de GL(V}) x GL(V3) via le plongement diagonal,
e B':=(By x By)NnGL(E), ou B; et By ont été définis dans la section
L’opération de GL(V1) x GL(V3) x G dans W induit une opération de G’ x G dans W. On note
¢’ =End(E)
Palgebre de Lie de G’ et

§'<" = { ¢ Bnd(E) | re(f) <n}.
On a vu dans la section que W//G = g’*" comme G'-variété. Nous allons étudier

M, = Hilby, (17(0))

le schéma de Hilbert invariant pour 'opération de G dans ;7 (0) et HP"™ sa composante principale.
Dans la section on décrit lapplication moment p: W — End(V') ainsi que sa fibre en 0. Dans
la section on étudie le morphisme de passage au quotient ~*(0) — x7*(0)//G. On appelle
1~ 1(0)//G la réduction symplectique de W. On verra que p~1(0)//G est irréductible et on pourra
donc parler de la fonction de Hilbert hy de la fibre générique de v. Dans la section [2.2.3] on établit
un résultat de réduction qui permet de ramener la détermination de HE™™ & celle de Hilbgw (W)
ce dernier a été étudié dans la section [2.I] Dans la section [2:2:4] on montre que Hs admet plusieurs
composantes irréductibles lorsque d > 2n. Enfin, on étudie en détail Hg lorsque n = 1 dans la section
2.2.0)

2.2.1 L’application moment

Des rappels concernant les variétés symplectiques, les applications moment et les résolutions sym-
plectiques sont donnés dans la section

Soit ¢ : (ug,us) = tr(us ouy) qui est une forme quadratique sur W non-dégénérée et G’ x G-
invariante et soit {2 la forme symplectique sur W définie par :

(2.13) Vuy,v; € Hom(E,V), Yug,vs € Hom(V, E), Q((u1,us2), (v1,v2)) = ¢(v1,u2) — d(u,va).

Alors G' x G opére symplectiquement dans (W, 2), c’est-a dire que l'opération de G’ x G préserve
Q. On vérifie qu'une application moment pour l'opération de G dans (W,€2) est donnée par :

I g
(ur,ug) = (¢: hep(howuy,ug))

ot l'on rappelle que 1'on note g = End(V) algebre de Lie de G. Puis, on a l'isomorphisme G-
équivariant

(2.14)

g
h (b~ tr(hoh'))
et donc p: W — g est donnée par :

(2.15) V(uy,ug) € W, p(ug,uz) = ug o us.
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Remarque 2.2.1. On fera par la suite ’abus de désigner cette application p comme 'application
moment pour 'opération de G dans (W, Q) bien qu’il en existe une infinité qui se déduisent de p
par translation par un élément de g = k.

L’application moment coincide avec le morphisme de passage au quotient W — W//G'. En
particulier, z~1(0) est le nilcone N(W,G’) (cf définition et on déduit de [KS11, Theorem
9.1] que le schéma p~(0) est toujours réduit. La G-équivariance et la G’-invariance de p impliquent
que £271(0) est un fermé G’ x G-stable de W, on pourra donc considérer le quotient x~1(0)//G. On
a bien str

pH(0) = {(u1,u2) € W | ug oug = 0}
Déterminons les composantes irréductibles de x71(0) et leurs dimensions. Soit m € {0,...,d},

on définit le fermé

Im(uz) c Ker(uy),
rg(uz) < min(n, m),
dim(Ker(uq)) > max(d - n,m).

La preuve de la proposition (resp. du corollaire [2.2.3)) est analogue a celle de la proposition
(resp. du corollaire [2.1.3])

Proposition 2.2.2. Chaque X, est un fermé irréductible de 1= (0) et les composantes irréduc-
tibles de 1~ (0) sont :

X1,n = (’U,l,UQ) eW

X0, X, st d<n,
X)X sin<d<2n,
si.d>2n.

Corollaire 2.2.3. Sim<n oum >d-n, alors dim(X,,) = m(d—-m) +dn et donc

nd + Ld? st d<2n etd est pair,
dim(p"(0)) =4 nd+3(d*-1) sid<2n etd est impair,
2nd - n? sid>2n.

2.2.2 Etude du morphisme de passage au quotient

Dans cette section, on décrit géométriquement la réduction symplectique p~*(0)//G. On note

oo e(2).o

ou l'on rappelle que E(x) désigne la partie entiére inférieure de x. On introduit les notations
suivantes qui nous seront utiles pour les preuves de la proposition 2:2.5] et du lemme [2:2.10]

Notation 2.2.4. Pour [ =0,..., N, on note

. ull € Hom(FE, V) le morphisme défini par la matrice [Ogl’lddll On{lz l] ,

e ub € Hom(V, E) le morphisme défini par la matrice [Odlll l Ogl’l”nll] ,

e fle End(E)*"N I'endomorphisme défini par la matrice [ Or,a-1 g ] .
Od-1,d-1  Oqd-1,

On va utiliser des résultats sur la combinatoire des orbites nilpotentes dans les algébres de
Lie semi-simples pour lesquels on renvoie & [CM93|. On rappelle que on a une correspondance
bijective entre les partitions (dy > ... > dg) de n' et les orbites nilpotentes Opq, ... 4,1 de g" (JCM93,
§3.1]). On a vue que p~1(0) est réduit, donc p~1(0)//G est réduit et on a la

Proposition 2.2.5. 171(0)//G = Opan qa-2nj.
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Démonstration. Si f € u=1(0)//G c g’*", alors il existe (u1,uz) € p~1(0) tel que f =ugou; et donc
fof=(uzouy)o(ugour)=uso(u;ouy)ou; =0. Donc f est conjuguée a f! pour un certain I < N
et on a donc l'inclusion p~1(0)//G c O[gv 1a-2n7. Réciproquement, soit f € O[gn ja-2n7; quitte a
conjuguer f par un élément de G, on peut supposer que f = f' pour un certain I < N. On vérifie
alors que v} oul, =0 et ul oul = f!, ce qui achéve la preuve de cette proposition. O

Remarque 2.2.6. Nous verrons dans la section que la variété p71(0)//G est symplectique et
admet toujours des résolutions symplectiques.

Corollaire 2.2.7. Le quotient = '(0)//G se décompose en N + 1 orbites pour l'opération de G’ :
Ui = Opgi ya-2i7, pouri=0,...,N.
Les adhérences de ces orbites sont imbriquées de la fagon suivante :
{0} =T ¢ cUn = 7 (0)//G-

La géométrie de Padhérence d’une orbite nilpotente dans g’ est décrite dans [KP79)] et [KP81). En
particulier £~1(0)//G est normale (JKP79]), de dimension 2N (d - N) (JCM93, Corollary 6.1.4]) et
son lieu singulier est Un-1 ([KP81), §3.2]). On sait que v est plat sur Uy qui est un ouvert dense
de p1(0)//G et donc HP"™ = 4~1(Uy).

Remarque 2.2.8. Sid =1, alors H, est le point réduit correspondant au sous-schéma fermé p~1(0) c
W et v est un isomorphisme.

La dimension de la fibre de v en un point de Uy est :

nd - +d? si d< 2n et d est pair,
nd—3(d*>-1) sid<2n et d est impair,
n? sid > 2n.

Notation 2.2.9. Si d < 2n, on note

_ M Op-n,N .
H = {[OM_N 2 ] Me GLnN(Ic)} = GLo (k)

qui est un sous-groupe réductif de G.

Lemme 2.2.10. La fibre de v en un point de Uy est isomorphe a

G/H sid<2n etd est pair,
G sid>2n.

Démonstration. On rappelle que ul, ud et fV ont été défini dans la notation On reprend
ici des arguments similaires & ceux utilisés lors de la preuve du lemme Si d < 2n et d est pair,
alors N = g et on vérifie que Stabg((ul,ud’)) = H. Or H est un sous-groupe réductif de G, on a
donc I’équivalence :

G.(ud ,ud) est fermée dans p~(0) < Cq(H).(ul, ul) est fermée dans p~*(0).

Puis CG(H):{[]\(;[ MO_N], M e GLy (k), )\e((}m}. Donc

cG(H).(u{V,u;V):{([g AgHMOl 8]) 7 MeGLN(k)}

est un fermé de p71(0), et donc G.(ul,ud) est 'unique orbite fermée contenue dans v~1(fV).
Enfin dim(G/H) =n? - (n - N)? = N(2n - N) ce qui est aussi la dimension de la fibre générique
de v. Donc v 1(fN) = G/H.

Si d > 2n, alors N = n et a on vérifie que Stabg((ul,ud’)) = Id et donc v~1(fN) contient une
unique orbite fermée isomorphe a G. Or dim(G) = n? est la dimension de la fibre générique de v.
Donc v (V) = G. O
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Remarque 2.2.11. Si d < 2n et d impair, alors la situation se complique car la fibre de v en un
point de 'orbite ouverte n’est plus irréductible. On considérera donc uniquement par la suite les
cas d > 2n et (d < 2n et d pair).

Proposition 2.2.12. La fonction de Hilbert hg de la fibre générique du morphisme de passage au
quotient v: p~(0) - p~1(0)//G est donnée par :

dim(M) sid>2n,

VM € Ire(G), hs(M) = { dim(MH)  sid<2n et d est pair.

La fibre 171(0) est un sous-schéma fermé G’ x G-stable de W, donc d’aprés [Bril0, Lemma 3.3,
le schéma H; est un sous-schéma fermé G’-stable de Hilbi(W). Ensuite, d’aprés les propositions
et les fonctions de Hilbert Ay et hg coincident lorsque (d > 2n) ou (d < n et d pair).
Donc, dans ces deux cas, Hs s’identifie & un sous-schéma fermé de Hilbfw (W) et ce dernier a été

étudié dans la section .11
2.2.3 Reéduction au cas classique pour la composante principale

Construction d’un morphisme équivariant vers Gr(N, E) x Gr(d - N, E)

On souhaite déterminer Hg en procédant comme dans la section c’est-a-dire en utilisant le
S

principe de réduction pour se ramener & un schéma de Hilbert invariant plus simple. Dans la

section [1.5.1] on a construit un morphisme G’-équivariant

(2.16) Hilby, (W) > Gr(hs(V), E) x Gr(d - hy(V*), E).

D’aprés la proposition [2.2.12) on a hs(V') = hs(V*) = N, donc la restriction du morphisme (2.16)

a Hs donne un morphisme G’-équivariant
(2.17) ps: Hs—> Gr(N,E)xGr(d- N, E).
On note
O;:={(L1,L2) e Gr(N,E) x Gr(d- N,E) | dim(LynLy) =N -i} pour i =0,...,N.
Alors les O; sont les N + 1 orbites pour I'opération de G’ dans Gr(N,E) x Gr(d- N, E) et on a :
0o cO; c-cOp =Gr(N,E) x Gr(d- N, E).
En particulier, Oy est 'unique orbite ouverte et
Oo = Fna-n ={(L1,L2) € Gr(N,E) x Gr(d- N,E) | Ly c Lo},

qui est une variété de drapeaux partiels, est I'unique orbite fermée. La variété Gr(N, E) x Gr(d -
N, F) n’étant pas G'-homogene, on ne peut pas ramener 1’étude de H; & Pétude de la fibre de ps en
un point comme nous ’avons fait dans la section [I.5.1] Cependant, nous allons voir que p; envoie
la composante principale ngi“ dans Og. Nous allons donc pouvoir ramener 1’étude de Hg’ri“ a celle
de la fibre de ps en un point de Oy. La définition qui suit nous sera utile ultérieurement :

Définition 2.2.13. On considére le diagramme suivant
FN.d-N
Gr(N,E) Gr(d- N, FE)

ol p1 et po sont les projections naturelles. On note T3 (resp. T3) le tiré en arriére du fibré tautolo-
gique de Gr(N, E) (resp. de Gr(d - N, E)).
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Réduction au cas classique pour la composante principale de H;

On suppose que (d > 2n) ou bien que (d < 2n et d pair). Soient xq := (L1, L) € Og et P := Stabgr(20)
le sous-groupe parabolique de G’ qui stabilise zg. On note

e W' :=Hom(FE/L2,V)x Hom(V,L;) qui est un P x G-module qui s’identifie naturellement a
un sous-espace vectoriel de W contenu dans p~1(0),

e V' : W' - W'[/G le morphisme de passage au quotient,

e hy la fonction de Hilbert de la fibre générique de v/,

o H = HileW, (W') et H'P"" sa composante principale.
On remarque que hg = hyys. Le but de cette section est de démontrer la
Proposition 2.2.14. On a un isomorphisme de G'-variétés

HPTID & (3 PgyPrin

Nous aurons besoin du
Lemme 2.2.15. Le morphisme ps envoie HP'™ dans Oy.
Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme [T.5.19] O

Le morphisme p, est G’-équivariant, il munit donc HP"™ d'une structure de fibration G’-
homogeéne. Soit Fy la fibre schématique du morphisme p, en zg. L’opération de P dans HE™™
induite par I'opération de G’ dans HP™™® préserve F, par G’-équivariance. D’aprés , on dis-
pose d’un isomorphisme G’-équivariant :

HE = G F.

Donc, pour déterminer HP™", on est ramené & déterminer F, comme P-schéma. On commence par
déterminer F! la fibre schématique de ps: Hs - Gr(N, E) x Gr(d- N, E) en xy comme P-schéma.

Lemme 2.2.16. La fibre F! est isomorphe au schéma de Hilbert invariant H' et l’opération de P

dans F! coincide, via cet isomorphisme, avec Uopération de P dans H' induite par l'opération de
P dans W',

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme [1.5.5) O

Comme HP™ est une variété de dimension 2N(d — N), on en déduit que F, est une variété de
dimension N?. Ensuite, d’aprés le lemme [2.2.16| la fibre F est isomorphe & une sous-variété de
H'PT. Or dim(HP"'™) = N? donc on a un isomorphisme de P-variétés :

F. =~ /H/prin
s =

et la proposition [2.2.14] s’ensuit.

Remarque 2.2.17. Le schéma H' est P-stable et s’identifie & un sous-schéma fermé de H,, donc on
a linclusion de G’-schémas G’ xT H' ¢ H,.

D’aprés la proposition [2.2.14] la variété HP™" est lisse si et seulement si H'P'" est lisse, et alors
~ est une résolution de p~'(0)//G. On va utiliser les résultats de la section pour démontrer le

Corollaire 2.2.18. 1. Sid est pair et d<n+1, alors
HP'™ = Hom(E/T, T)

ot T est le fibré tautologique de Gr(N,E) et E est le fibré trivial de fibre E au dessus de
Gr(N,E).
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2. Sin=1etd>3, alors .
HE' = Hom(E /[T, T1)

ou Ty, Tr et E sont les fibrés au dessus de Fi q_1 de la définition .
8. Sin=2etd>4, alors
ngm = Blo(HOHl(E/TQ,Tl))

est Uéclatement de la section nulle du fibré Hom(E/[T5,T1)), ou Ty, Ty et E sont les fibrés
au dessus de F q_o de la définition .

En particulier, dans chacun de ces cas la variété HP'™ est lisse et donc le morphisme de Hilbert-
Chow 7y est une résolution de ~1(0)//G.

Démonstration. Les cas (d est pair et d<n+1) et (n=1 et d > 3) découlent du corollaire [2.1.13
Le cas n =2 et d > 4 découle du théoréme O

Remarque 2.2.19. Lorsque (n =1 et d >2) ou (d =2 et n>2),onap(0))/G=U,u{0}. La
proposition [1.5.23| s’applique et on retrouve les mémes résultats que ceux donnés par le corollaire

2218

2.2.4 Reéductibilité de #;

On suppose dans cette section que d > 2n, c’est-a-dire que N = n. Nous allons démontrer la
Proposition 2.2.20. Le schéma Hg est réductible.
Soient
Zn = ({e1, .., en), (ens1,.--,eq)) €Oy

un point de 'orbite ouverte de Gr(n, E) x Gr(d - n, F) et

W' :=Hom(E/{ens1,---,eq),V) x Hom(V,{e1,...,en))
qui s’identifie naturellement & un G-sous-module de W. On a un isomorphisme de G-modules :
(2.18) W' = Hom({ey,...,en), V) x Hom(V,{eq,...,en)).

On peut alors munir W de la forme symplectique Q définie par [2.13] et considérer p’ ’application
moment pour l'opération de G dans (W” Q) comme nous I'avons fait pour (W, Q) dans la section
221

Le lemme qui suit se démontre comme le lemme [[.5.5] :

Lemme 2.2.21. La fibre schématique F.' du morphisme ps: Hs - Gr(n,E)x Gr(d-n,E) en z,
est isomorphe au schéma de Hilbert invariant Hilb,i (1'71(0)).

Remarque 2.2.22. La fonction de Hilbert hy qui apparait dans le lemme [2.2.21] ne coincide pas
en général avec la fonction de Hilbert de la fibre générique du morphisme de passage au quotient

p=H0) = W (0) /G
D’aprés le lemme 2.2.15L le morphisme p, envoie la composante principale HP™™ dans Op.

Donc, pour montrer la proposition 2.2.20l7 il suffit de s’assurer que Hilbfﬁ(u’_l(O)) est non vide.
Pour ce faire, on identifie W' avec Hom(E', V) x Hom(V, E’) via I'isomorphisme (2.18)), ot 'on

note E’ := (ey,...,e,). Alors W est naturellement muni d’une structure de GL(E") x G-module
et on a
(2.19) E[W"], = (S*(E") @ S>(V*)) @ (S*(V) ® S*(E™))

@ (A(E) e A (V*)) @ (A*(V) @ A*(E™))
® ((sl(E") ® Mp) ® (sl(V) @ Vp)) comme GL(E") x G-module,

ot My désigne le GL(E")-module trivial.
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Ensuite, soit Jy 1'idéal de k[W"] engendré par My ® (sl(V) @ Vy) c k[W"]y. Alors p/~1(0) =
Spec(k[W"]/Jo) et donc on a une correspondance bijective, donnée par le morphisme de passage
au quotient, entre les idéaux de k[W"'] contenant 'idéal Jy et les idéaux de k[p/~*(0)] = k[W"]/Jo

T KW - k[ H(0)]

Il = 9 = 7'('(]1).
Notation 2.2.23. On note Iy I'idéal de k[W"] engendré par (sl(E') ® Vo) & (Mo ® V) & (Mp ®
SUV)) € KW,

L’idéal Iy est homogéne, GL(E") x G-stable et contient I'idéal engendré par les G-invariants
(resp. par les GL(E')-invariants) homogeénes de degré positif de k[W"]. D’aprés ce qui précéde,
I'idéal I s’identifie naturellement a un idéal de k[p'~1(0)] et on a la

Proposition 2.2.24. [« Hilbfs(u"l(O)).

(2.20)

Démonstration. 11 suffit de vérifier que Iy a la bonne fonction de Hilbert, c¢’est-a-dire que
k[W”]/IO ~ @ M€B dim (M)
Melrr(G)

comme G-module. Des arguments similaires a ceux utilisés dans les preuves des propositions 2.1.20]
et [2.1.21| nous donnent la décomposition de k[W"]/Iy comme GL(E’) x G-module :

KW [Iy= @ SME™)eSMNV).
AeA+

Comme dim(V) = dim(E’), on a dim(S*(V)) = dim(S*(E’*)) pour tout A\ € A+ et le résultat

s’ensuit. O

Remarque 2.2.25. 1’idéal I est un point fixe de Hilbfs(u'_l(())) pour l'opération de GL(E"). On
en déduit que Hg admet une composante irréductible distincte de Hg“n de dimension supérieure
ou égale a dim(O,,) = 2n(d - n).

2.2.5 Etude du cas dim(V) =1

Dans cette section, on fixe n = 1 et d > 2. Alors G = G,, est le groupe multiplicatif, x~1(0)//G =
Opa1427 et ps : Hs » P(E) x Gr(d - 1, E) est le morphisme . On a vu que HE'™ est une
variété lisse (corollaire . Nous allons utiliser les résultats des sections précédentes et de la
section [2.1.2] pour déterminer Hs comme G’-schéma. On a la

Proposition 2.2.26. On a un isomorphisme G'-équivariant
Hy2 {(f.L) € Oppqaay x P(g’*") | feL}.

Le schéma Hs est donc la réunion de deux composantes irréductibles lisses C1 et Co de dimension
2d -2 :

o Cl = {(f,L) € 0[2’1d—2] X P(O[Q’lda]) | f € L} = ’ngin et v /ngin g 0[2,1‘1‘2] est l’éclate-
ment en 0 de O[3 14-27,

L4 02 = {(O,L) me P(Q’S1)} ~ ]P)(glﬁl)-

Et Uintersection de ces deux composantes irréductibles est :

CinCy = {(O,L) € 0[271d72] X ]P’(O[Qvldfz])} = P(O[Q,ld—2]).

Démonstration. D’aprés la proposition [2.1.16] on a une immersion fermée

Yxps: Hs =Y = {(f,L)EO[sz—Q]X]P)(g,Sl) | feL}.

On vérifie que Y est la réunion des deux fermés irréductibles C; et C5 qui sont tout deux de
dimension 2d - 2. Le morphisme 7 x ps envoie HP"™ dans Cj; ce sont deux variétés de méme
dimension, donc v x p, : HP'™ — (] est un isomorphisme. Puis, on a vu dans la section m
que Hs admet une deuxiéme composante irréductible de dimension au moins 2d — 2, ce qui est la
dimension de C5 et donc v x ps est un isomorphisme entre cette seconde composante de H et Cs.
Enfin, on vérifie que C7 n C5 est bien ce qui est annoncé dans la proposition. O
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Remarque 2.2.27. On vérifie que la composante Cy de Hy est formée des idéaux homogénes de
k[t (0)]-

Lorsque n > 2 et d > 2n, les choses se compliquent car des composantes irréductibles de Hs de
grande dimension peuvent apparaitre. Par exemple, pour n = 2 et d > 4, on vérifie que la compo-
sante formée des idéaux homogénes de k[1~1(0)] est de dimension 4d - 5, alors que la composante
principale est de dimension 4d — 8. De plus, on a montré ’existence d’au moins deux composantes
irréductibles pour Hg, mais il peut exister encore d’autres composantes irréductibles a priori.



Chapitre 3

Cas des autres groupes classiques

3.1 Cas de O(V) opérant dans V"

On se place dans la situation 3 : on a G := O(V), G' := GL(V"), W := Hom(V', V') et 'opération
de G’ x G dans W est donnée par ([1.14]).

3.1.1 Etude du morphisme de passage au quotient

Les résultats essentiels de cette section sont les propositions et qui décrivent les fibres
et ouvert de platitude de v. On suit dans cette section le méme cheminement que dans la section
211

D’aprés le premier théoréme fondamental pour O(V') (voir [Pro07, §11.2.1]) l’algébre des inva-
riants k[W]< est engendrée par les (i | j), oit pour chaque couple (4,5), 1<i<j<n', on définit
la forme bilinéaire symétrique (i | j) sur W = VO par :

(3.1) Vor, .o v €V, (0] §) (01,00, vnr) = @(visv5)

ot l'on note ¢ la forme polaire associée a la forme quadratique ¢ définie par (1.16). On a le
morphisme naturel G’ x G-équivariant

(3.2) Hom(V’,V) - Hom(S?*(V'),S%(V)),w —» S*(w).

D’aprés [FHI1, §19.5], il existe un G-module irréductible M (différent de Vj) tel que S?(V) = Voo M
comme G-module, et la représentation triviale V{ est engendrée par la forme quadratique ¢. Le
morphisme de passage au quotient v est obtenu en composant le morphisme (3.2]) et le morphisme

G-invariant
Hom(S%(V"),5%(V)) - Hom(S*(V'), V,) = S3(V'*)

induit par la projection S%(V) — V4. On a donc

v: Hom(V',V) — S?(V')
w > lww

otl 'on note *w la transposée du morphisme w.
Et donc
WG =8*(V"™*)" ={QeS*(V"™) | rg(Q) <n}

est une variété déterminantielle symétrique.
Sin/ <n, alors W//G = S?(V'*) est un espace affine. Sinon, c’est une variété normale ([SB00, §3.2,
Théoréme 2]), de dimension n'n - $n(n - 1), de Cohen-Macaulay ([SBO0, §3.4, Théoréme 4]) et
singuliére le long du fermé S?(V'*)<"~1 ([Wey03} §6.3]). De plus, W//G est de Gorenstein si et
seulement si n’ — n est impair ([Wey03, Corollary 6.3.7]).
On pose

N :=min(n’,n).

64
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L’opération de G’ dans W induit une opération dans W //G telle que v soit G'-équivariant :
VQeW /G e S2(V™), Vg €@, ¢.Q="g""Q¢".
Pour cette opération, W//G se décompose en N + 1 orbites
Ui={QeS*(V"™) | 13(Q) =1}
pour ¢ =0,...,N. Les adhérences de ces orbites sont imbriquées de la fagon suivante :
{0}y=UycUjc--cUy=WJG.

En effet, pour chaque i = 0,..., N, on a U; = S?(V'*)=!. En particulier, I'orbite Uy est un ouvert
dense de W//G.

On rappelle que I'on note N (W,G) le nilcone, c’est-a-dire la fibre schématique en 0 du mor-

phisme v. Dans [KS11], Kraft et Schwarz ont montré certaines propriétés géométriques du nilcone :
il est irréductible si n’ < % et il est réduit si et seulement si n’ < 5. Pour simplifier, on considére
dorénavant N (W, G) muni de sa structure réduite. Nous allons déterminer les composantes irré-
ductibles de N (W, G) ainsi que leurs dimensions.
Soit m € N, on note OGr(m, V') le schéma (projectif) des sous-espaces isotropes pour la forme qua-
dratique ¢ et de dimension m dans V lorsqu’elle existe. On rappelle que ¢ est non dégénérée, donc
la dimension de n’importe quel sous-espace de V totalement isotrope maximal pour I'inclusion est
E(%). Il s’ensuit que le schéma OGr(m, V') existe si et seulement si m € {0,..., E(%5)}, et dans ce
cas

dim (OGr (m,V)) =m(n—-m) - %m(m +1).

Le schéma OGr(m, V') est réduit et homogeéne sous G. 1l est irréductible, sauf lorsque n est pair et
m = 5, auquel cas OGr(m, V') est la réunion de deux composantes irréductibles isomorphes, chacune
homogéne pour 'opération de SO(V') mais échangées par n’importe quel élément de O(V)\SO(V).

Proposition 3.1.1. o Sin est pair et n' > 5
chacune de dimension %n n' + %nz - in.

alors N(W,G) est la réunion de deuz variétés,

2_1

o Sin est impair et n' > 2 alors N(W,G) est une variété de dimension in/(n-1)+ %n -5

e Sin/ <2

5, alors N(W, Q) est une variété de dimension nn' — %n’(n' +1).

Démonstration. On a
N(W,G) ={weHom(V',V) | "ww=0}.
Or

tww=0e Yo,yeV, zlwwy =0

< Im(w) est un sous-espace vectoriel isotrope de V.
On pose « := min (n',E(%)) et soit
Z:={(w,L) e Hom(V', V) x OGr(«,V) | Im(w) c L}

alors on a le diagramme suivant :

/Z \
NW,G) OGr(a,V)

ou les p; sont les projections naturelles. On fixe Ly € OGr(a, V'), alors Z est un fibré vectoriel
G-homogene au dessus de OGr(«, V') de fibre en Ly isomorphe & Hom(V’, Ly). Et donc

dim(Z) = dim (OGr (o, V)) + dim (Hom (V' Lo))

1
=a(n-a)- §a(a+ 1) +an’

1
=a(n +n-a)- §a(a+1).
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Soient Z’ := {(w,L) € Z | rg(w) =a} et X = {w e N(W,G) | rg(w) = a} qui sont des ouverts
denses de Z et N (W, G) respectivement. Alors p; : Z’ - X est un isomorphisme. Si n est impair

oun’ < 2, alors Z est irréductible et donc N (W, G) est irréductible. En revanche, si n est pair

27
et n' > 3, alors Z est la réunion de deux variétés de méme dimension et il en va de méme pour
N (W, G). Dans tous les cas, on a dim(N (W, G)) = dim(Z) et le résultat s’ensuit. O

Nous allons maintenant nous intéresser & la description géométrique des fibres de v au dessus
de chaque orbite U;.

Notation 3.1.2. Soit 0<r < N, on note

Jr _ Ir Or,n’—r
On’fr,r On’—r,n’—r
ou I, est la matrice identité de taille r. La matrice J,. est symétrique de rang r et donc s’identifie

naturellement & un élément de U,..

Ir Or,n’—r

On—r,r On—r,n’—r

On fixe 7 € {0,..., N} et on définit w, := [ ] e W et G, le stabilisateur de w, dans

G. On vérifie que
I, 0 N
= {[5 8], <o) z0ntt

et V =rVy @ E, comme G,.-module, ot F, désigne la représentation standard de G, et Vg la
représentation triviale de G,.. On note N, la représentation slice de G, en w, (voir la définition

2.1.7), alors on a le

Lemme 3.1.3. On a un isomorphisme de G,-modules
A A 1
Ny, 2(n' -r)E.®r(n' - 5(7‘ -1)V.

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 2:1.8] O

Soient Fy et F des espaces vectoriels de dimensions n’ —r et r(n’ - (- 1)) respectivement et
dans lesquels G, opére trivialement. D’apres le lemme [3.1.3] on a un isomorphisme de G,-modules

N, 2 Hom(Fy, E,) x Fy
et le morphisme de passage au quotient vy : N, — N, //G, est donné par :

vy: Hom(Fy,E.)xFy - S*(F})xF.
(w,x) [ (tww,x)

Donc N (N, , Gy) i= vt (vn(0)) = v (0) = /v (0), comme schéma, avec

vt Hom(Fy,E.) - S?*(FY).

w > fww
On en déduit la
Proposition 3.1.4. Awvec les notations précédentes, on a un isomorphisme G-équivariant
v H(J,) = G xC U/ (0).
En particulier, si l’on note H := Gy, on a

1 .| a sin' >n,
v (JN):{G/H sin' <n.

Démonstration. La preuve est analogue a celle de la proposition O
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Corollaire 3.1.5. Soit r € {0,..., N}, alors la dimension de la fibre du morphisme v en J, vaut :
o n'n-— %n'(n' +1) lorsque 2n' —r < n,

o %n’(n—r)+%(r+n)2— 2(n+r) lorsque 2n’ =7 >n et n—r est pair,

o In/(n-r-1)+ é(r +n)? - é lorsque 2n' —r >n et n—r est impair.

Pour chaque couple (n,n’), le corollaire permet d’une part de calculer la dimension de la
fibre générique de v, d’autre part de déterminer I’ouvert de platitude de v. En procédant comme
pour la proposition [2.1.11} on montre la

Proposition 3.1.6. La dimension de la fibre générique et l'ouvert de platitude de v sont donnés
par le tableau suivant :

configuration | dim. de la fibre générique ouvert de platitude
n' <n n'n- %n'(n’ +1) Upr U+ U Unax(2n/-n-1,0)
n' =n %n(n -1) U,uU,_1
n' >n an(n-1) U,

Corollaire 3.1.7. Le morphisme v est plat sur W [|G tout entier si et seulement sin>2n' -1 et
dans ce cas W[IG = S*(V'*).

Le corollaire qui suit est une conséquence de la proposition et du corollaire
Corollaire 3.1.8. Sin>2n'-1, alors H = S*(V'*) et v est un isomorphisme.

On s’intéresse, dans la proposition qui suit (et qui se démontre comme la proposition [2.1.14)), a
la fonction de Hilbert de la fibre générique de v. On note comme précédement H = Gy = O,y (k)
le stabilisateur de wy dans G.

Proposition 3.1.9. La fonction de Hilbert de la fibre générique du morphisme v est donnée par :

dim(M)
dim (M)

sin' >n
VM elrr(G), hw(M) = L,
re(G), hw (M) { sin' <n.
Remarque 3.1.10. Sin =1, alors G ¥ Zs qui est le groupe d’ordre 2. Les mémes arguments que ceux
utilisés dans la preuve du théoréme [2.1.16| permettent de montrer que H = HP™™ est une variété
lisse isomorphe a 'éclatement en 0 de W //G (mais cette méthode revient ici & utiliser un marteau
pour écraser une mouche).

3.1.2 Etude du cas dim(V) =2

Dans toute cette section, on fixe n = 2. Alors on a G = Oy(k), W//G = S?2(V'*)=? et p :
Gr(2,V"") est le morphisme de la section On note

Yo:={(Q,L) e W[|GxP(W]|G) | QeL}=0pwyc)(-1)

léclatement de W//G en lorigine et Y; éclatement de Yy le long de la transformée stricte de
S2(V'*)=!. Nous verrons que Y est isomorphe & 1’éclatement de la section nulle du fibré S? (T') au
dessus de Gr(2,V'*) ou T désigne le fibré tautologique de Gr(2,V'*).

Nous allons démontrer le

Théoréme 3.1.11.

H —

o Sin' =2, alors H=Yy ety est éclatement de W [|G en lorigine.

e Sin'>2, alors H2Y] ety est une résolution des singularités de W [/G.
En particulier H est toujours une variété lisse.

Remarque 3.1.12. Sin' =1, alors H 2 W//G et ~ est un isomorphisme d’apres le corollaire

La stratégie adoptée pour démontrer le théoréme [3.1.11] est la méme que celle utilisée pour
démontrer le théoréme [2.1.25] On commence par établir le cas particulier n’ = 2, puis on établit
le cas n’ > 2 a la fin de la section a ’aide du principe de réduction (voir la section [1.5.1]) en se
ramenant au cas n' = 2.
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Représentations de Oy (k)

Des rappels concernant la théorie des représentations de SO, (k) et O, (k) ont été effectués dans
la section [I.4:2] Cependant cette théorie est particuliérement simple pour n = 2. En effet, d’apres
[FHO1, Exercise 18.2], on a un isomorphisme de groupes algébriques SO2(k) 2 G, et donc d’aprés
7 on a Oz(k) 2 Gy, x Zs. Les G,,-modules irréductibles sont tous de dimension 1 et si M est
un G,,-module irréductible, il existe un unique d € Z tel que :

Vte Gy, Yme M, t.m=t%m.
On note alors M =Ty, . Les G,,-modules irréductibles sont donc paramétrés par les entiers relatifs :
deZ < Ty,

et les Os(k)-modules irréductibles sont :

e le module trivial T'g,

¢ le module signe noté e,

e les modules I';,, ®T'_;,, ot 7 > 0, qui sont tous de dimension 2.
En particulier, la représentation standard de O3 (k) (et de SO2(k)) est isomorphe a T'_, & T',.

0 1

fixée dans la section On va effectuer un changement de base dans V. Soit By := {v1,v2} la

base de V telle que Matp,(q) = [(1) (1)] Dans la base By, on a

Ensuite, par définition de la forme quadratique ¢, on a Matg(q) = [1 0] ou B est la base de V/

0
a-!

SO(V);{[‘E)‘ ] ae@m}gGm

et T, = (v1), T, = (v2). Dans toute la section [3.1.2] on travaillera dans les bases By et B’ de V' et
V' respectivement. Nous aurons besoin par la suite d’expliciter des bases de certains B’ x G-sous-
module de k[W] et ce changement de base va nous permettre d’avoir des générateurs "simples"
pour ces modules.

Points fixes de H pour ’opération de B’

On suppose pour le moment que n’ = 2. Nous allons déterminer les points fixes de B’ dans H. On
commence par écrire la décomposition de k[W], comme G’ x G-module :

(3.3) KWy 2 S2(W*) 2 (S*2 (V') ® (Tae, ® T2, ®T)) & (A*(V') ®¢).
Notation 3.1.13. On note :

e J l'idéal engendré par les G-invariants homogénes de degré positif de k[W],

e D :=<ej.e; > l'unique droite B’-stable de S?(V’),

e I I'idéal de k[W] engendré par (S*(V')®T'g) ® (D ® (T'2e, ® [-2¢,)) € k[W],.

Remarque 3.1.14. On a J nk[W]y = S?(V') ® Ty comme G’ x G-module et ce module engendre
I'idéal J. L’idéal I est homogeéne, B’ x G-stable et contient I'idéal J.

Théoréme 3.1.15. L’idéal I est l'unique point fixze de H pour 'opération de B'.

Démonstration. On raisonne comme dans la preuve du théoréme 2.1.30]en considérant I un point
fixe de B’ et en étudiant k[W]/Iz composante par composante :

e Composantes de degré 0 et 1 :

On a bien str Iz nk[W], = {0} et Iz nk[W], # k[W],.

e Composante de degré 2 : on utilise la décomposition .
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Pour avoir la décomposition souhaitée de k[W]/Iz comme G-module, on a nécessairement k[T ],n
I7 230 @ (T, ®T' -5, ). En effet, le G-module k[W]/Iz contient déja une copie de la représentation
triviale (qui provient de la composante de degré 0), il ne peut donc pas en contenir d’autre. Ensuite,
E[W], contient 3 copies de I'ye; ® I'_g., qui est un G-module de dimension 2, donc k[W], n
Iz contient au moins une copie de T'a., ® I'_s.,. Comme k[W]y n Iz est B’-stable, il contient
D ® ((Ty., ®_5,)) car D est 'unique droite B’-stable de S?(V'). Il s’ensuit que Iz contient
(S2(VYe Vo) @ (D ® ((Ta, ®Ta,))) et donc Iz > I. Le lemme qui suit implique que cette
inclusion est en fait une égalité et achéve ainsi la démonstration du théoréme :

Lemme 3.1.16. L’déal I a pour fonction de Hilbert hyy .
Preuve du lemme : Il faut montrer que

kW2 @ MeIm@)
Melrr(G)

comme G-module. On a l'inclusion d’idéaux J c I, d’ou isomorphisme de B’ x G-modules

L kw]/J
(3.4) KWV = =

On commence par déterminer la décomposition de k[W]/J en G-modules irréductibles. On note

les éléments w € W sous forme matricielle via le choix des bases By et B’ : w = |::c1 zl] et on
2

X2
identifie k[W] a k[x1, 22,91, y2].
Alors

J = (2122, Y192, T1Y2 + T2Y1)
et k[W1]/J a pour base les images des monodmes
{27yl 25y5, 21923 p,q >0} c k[W]

dans k[W]/J. On a donc une décomposition de k[W]/J en droites SO(V)-stables. On en déduit
la décomposition de k[W]/J en G-modules irréductibles :

représentation | droite(s) des vecteurs de plus haut poids | multiplicité dans k[W]/J
Lo (1) 1
€ ) (T192) 1
Lje, ®T—je, {ahyl ™), j>1, 0<p<j j+1

Ensuite, on a I = J + (z§,23) donc l'idéal I/J est engendré par les images des éléments z7 et 23
modulo J. Donc, 'image du monome ziy] ? dans k[W]/.J est dans I/.J si et seulement si j > 2 et
p 2 2. On en déduit, via I'isomorphisme , que chaque G-module irréductible apparait avec une
multiplicité égale a sa dimension dans k[W]/I. O

Remarque 3.1.17. On a Stabg/(I) = B’, donc I'unique orbite fermée de H est isomorphe a G'/B’
Pl

Le corollaire qui suit découle du lemme [T.2.1] et du théoréme 3.1.15] :

Corollaire 3.1.18. Le schéma H est connexe.

Espace tangent de H en %
On note Z; := Spec(k[W]/I). Nous allons démontrer la

Proposition 3.1.19. dim(7z,H) = 3.
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On identifie k[W] & k[x1, 22,y1, y2] comme dans la preuve du lemme [3.1.16| et on explicite des
bases de certains B’ x G-modules qui apparaissent dans k[W]s :

f1i=x120

f2=y112 est une base de S?(V') ® I'y,
f3:=21y2 + T2y1

hy = x%

hy = 3

ha =yl t une base de S2(V') ® (s, ®T

ha = 12 est une base de S*(V') ® (I'a, ® T2, ).
hs = x1y1

he = x2y2

On reprend les notations de la section Soit R:=k[W]/I et soit
N:= (f17f27f3ah15h‘2> c k[W]

qui est un B’ x G-module qui engendre 'idéal I. D’aprés [GS| Macaulay?], les relations entre les
générateurs ci-dessus du R-module I/I? sont données dans la table

| x1x2 -yl x1 -y2 -x2 -xly2 0 X2y2 |
| y1yz B 0 0 0 0 B 0 [
| x2yl+xly2 x1 0 x2 0 @0 €] 6] |
| x1~2 -¥2 -x2 0 0 x2y2 y22 0 |
| x2~2 0 O -ylxl 0O y12 -xly2 |

TABLE 3.1 — Relations entre les générateurs de I/I°

En particulier, on a les relations suivantes données par les colonnes 2 et 5 respectivement :

=11 ® f3-y1 ® f1-y2® hy,
T2 5:.732®f1—$1®h2.

On a dim(N) =5 et donc d’aprés le lemme on a dim(7z,H) = 5-1g(p*). D’aprés le lemme
la variété HP™" contient au moins un point fixe pour l'opération de B’, donc Zy € HP™ et
donc dim(Tz,H) > dim(HP™) = 3. Donc, pour montrer la proposition [3.1.19} il suffit de montrer
le

Lemme 3.1.20. rg(p*) > 2.

Démonstration. Pour i =1,2,3, on définit 1); € Homg(R ® N, R) par

bilhy 1) =0 pour j= 1.2,
Pi(fj®1) =48] pour j=1,23,

ou 63 est le symbole de Kronecker. Les t; forment une famille libre de Homg(R ® N, R), nous

allons voir que {p*(¢1), p*(13)} est une famille libre de Hom% (R ® R, R) ce qui démontrera le
lemme. Soient A1, A3 € k tels que

ALp*(P1) + Az p"(3) = 0.
On évalue cette relation en r5, on obtient :
M1(p(1@712)) + A3 (p(1®12)) = A ¢h1(r2) + A3 ¢3(r2) = A2 = 0.
De méme, on évalue cette relation en r1, on obtient :
Asx1— A1 y1 =0.

On en déduit que (A1, A3) = (0,0) et donc {p*(¢1), p*(1V3)} est bien une famille libre. O
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| x1x2 00 0 x

| ylyz 1006 0 © 0 €] ¢}
| x2yl+x1y2 O x2 x1 y2 yl y2"2 0 ¢]
| oo o 2
| oo 0 0

(o Ry o o B )
[l ol o R o)

x1~2

|
|
|
|
X272 |

2%2 0 [¢] y2©2 x2y2 xly2

TABLE 3.2 — Générateurs du R-module Homp(I/I?, R)

Remarque 3.1.21. D’aprés [GS, Macaulay?2], une famille de générateurs du R-module Hompg (1/1%, R)
est donnée dans la table

On note ®; le morphisme associé a la colonne i+ 1. On vérifie que les trois morphismes ®¢, &7 + Py
et %(yl D4 +yo®P5) sont G-équivariants et linéairement indépendants. Ils forment donc une base de

I’espace vectoriel Hom%([ /I?,R) et on en déduit, comme dans la remarque [2.1.36 que

2 /
Hom%(I/1%, R) = D* @ (D* ® Sg/))

comme B’-module.

On déduit du lemme [1.2.2] et et de ce qui précéde le

Corollaire 3.1.22. H = HP''" est une variété lisse de dimension 3.

Construction d’un morphisme équivariant §: H - P(W//G)

Le lemme qui suit découle de la théorie classique des invariants comme les lemmes [[.5.1] et 2.1.38]
Lemme 3.1.23. Le k[W]G—module k[W](queBF-zel) est engendré par Hom® (Tge, ®T o, , k[W],).

Puis, on a 'isomorphisme de G’-modules

Hom®((Tae, ® T_ge, ), k[W],) = S3(V').
La proposition donne un morphisme G’-équivariant
H - Gr(2,S*(V'™)).
Et V"* ®@det(V') 2 V', donc S2(V"*) @ det?(V) = S%(V’) et donc
Gr(2,8%(V"™)) 2 P(S*(V")) = P(S*(V"™)) = P(W/|G)

comme G’-variété. On obtient donc un morphisme G’-équivariant
(3.5) 0: H->P(W//G).

On rappelle que 'on note

Yo = {(Q, L) e W//G x B(WJIG) | Q € L} = Oy iy (1)

léclatement en 0 de W//G. On vérifie alors que le morphisme v x § envoie H dans Yj. Puis, en

procédant comme pour la proposition [2.1.41} on montre que le morphisme v x § : H — Y est un
isomorphisme G’-équivariant.

Cas n' >2

Pour tout L e P(W//G), on définit Im(L) comme dans la notation [2.1.42} On considére la variété

Z:={(Q,L,E) e W[|GxP(W[|G) x Gr(2,V"") | Qe L et Im(L) c E}.
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On a le diagramme

Z
N
Yo Gr(2,V"™)

ol g1 et go sont les projections naturelles. En particulier, avec les notations du début de la section,
on vérifie que Z = S? (T).

Lemme 3.1.24. On a un isomorphisme de variétés Y1 = Z et via cet isomorphisme, [’éclatement
Y1 = Yy s’identifie au morphisme q1 1 Z = Yy.

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme [2.1.43] O

On raisonne alors comme dans la section : on identifie Y7 a Z grace au lemme [3.1.24] on
montre 'existence d’un isomorphisme G’-équivariant H = Y7, on identifie H a Y] via cet isomor-
phisme et on montre que v est la composition des éclatements Y7 - Yy > W//G. En particulier, v
est toujours une résolution de W//G.

3.1.3 Etude du cas dim(V) =3

Dans toute cette section, on fixe n =3. On a G = O3(k), W//G = S?(V'*)3 et p: H - Gr(3,V")
est le morphisme de la section Nous allons démontrer le

Théoréme 3.1.25. Sin’ >3, alors le schéma H est singulier.

Remarque 3.1.26. Sin’ <2, alors H 2 W//G est une variété lisse et + est un isomorphisme d’aprés

le corollaire B.1.8]

Lorsque n’ = 3, la non-lissité de H est donnée par le corollaire Le cas général n' > 3
se déduit du cas particulier n’ = 3 grace au principe de réduction (proposition . Nous allons
procéder comme pour la démonstration du théoreme 2:1.44] cependant les choses vont s’avérer un
peu plus compliquées ici car nous allons voir que H posséde deux points fixes pour B’.

Représentations de O3(k)

Comme pour le cas n = 2, la théorie des représentation de O, (k) est particuliérement simple lorsque
n = 3. D’aprés [FH91l §10.4], on a un isomorphisme de groupes algébriques SO3(k) 2 PSLs(k), ou
PSLy(k) = SLy(k)/{+L2}. Et donc, Os(k) 2 PSLy(k) x Zy d’aprés (1.20)).

Les représentations irréductibles de SLy(k) sont paramétrées par les entiers naturels : d € N «
V(d), ou V(d) := k[z,y], est 'ensemble des polynomes homogénes de degré d. En particulier, on
a dim(V(d)) = d + 1. Les représentations irréductibles de SO3(k) sont donc paramétrées par les
entiers naturels pairs : d € 2N < V(d). On note My (resp. €) la représentation triviale (resp. la
représentation signe) de Zs. Les représentations irréductibles de O3 (k) sont :

e V(d) ® My, avec d pair, de dimension d + 1,

e V(d) ® ¢, avec d pair, de dimension d + 1.

Si g € O3(k), on note g 'image de g dans O3(k)/SO3(k) = Zs et alors €(g) = det(g). Pour alléger
les notations, on fera I'abus d’écrire V(d) pour désigner la représentation V(d) ® My. Avec ces
notations, V(0) est la représentation triviale de O3(k) et SOs3(k), V(2) est la représentation
standard de SO3(k) et V(2) ® € est la représentation standard de Oz (k).

On rappelle enfin que 'on dispose de la formule de Clebsch-Gordan ([FH91l, Exercise 11.11]) pour
décomposer les produits tensoriels de représentations de SLo(k).
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Points fixes de H pour ’opération de B’

On suppose dorénavant que n’ = 3. On souhaite montrer que H est singulier. Pour ce faire, on
commence par déterminer les points fixes de B’ dans H. On a :
(3.6) E[W], 2V @V (2) ®e,

kW], 2(S*(V) @ (V(4) @ V(0)) @ (A* (V) @ V(2)),

KW, 2(S*(V)e (V(6)eV(2)ee) @ (S*' (V) e (V(4) eV (2)®«)

o (M(VHeV(0)®e),
comme G’ x G-modules.
On reprend les notations de la section [[.4:2] et on considére les différents poids présents dans le

G'-module S (V') :

261 + €9

\
/

€1 +262 261 + €3

/
\

€1 + €2+ €3

\
/

262 + €3 €1 + 263

/
\

€2 + 2€3

Le poids €1 + €5 + €3 est présent avec multiplicité 2 et tous les autres poids avec multiplicité 1. Les
fleches indiquent comment opére B’ dans S%1(V’) : deux poids \; et Ay peuvent étre reliés par
une suite de fleches si et seulement si il existe un élément b’ € B’ tel que, si 'on note v; un vecteur
de poids \;, alors b’.v; = qwg + ... pour un certain a # 0. On note P le plan B’-stable de S*(V")
engendré par les deux droites T"-stables associées aux poids 2e; + €5 et 2¢; + e3. On vérifie que le
plan T"-stable associé au poids €; + €3 + €3 contient une unique droite L telle que pour tout v € L,
pour tout v’ € B’ b'.ve P@® L. On note E; := P ® L et E5 le sous-espace de S>!(V’) engendré par
les trois droites T”-stables associées aux poids 2¢; + €2, 2¢€1 + €3 et €1 + 2¢o. Les espaces Ey et Fo
sont les deux seuls B’-sous-module de S*!(V') de dimension 3 contenant P.

Notation 3.1.27. On note :
e J idéal engendré par les G-invariants homogénes de degré positif de k[WW],
e D:={ej.e1) ¢ S*(V') 'unique droite B’-stable de S?(V"’),

e I; I'idéal engendré par (D®V(4)) @ (S*(V) @V (0)) c k[W]y et par (E;®V(4))ck[W],
pour ¢ =1,2.

Remarque 3.1.28. On a Jnk[W]s = S%(V') ® V(0) comme G’ x G-module et ce module engendre
I'idéal J. Les idéaux I; et Iy sont homogenes, B’ x G-stable et contiennent .J.

Nous allons montrer le
Théoréme 3.1.29. Les idéauz I; et I sont les deux points fizes de B’ dans H.
Pour ce faire, nous aurons besoin du
Lemme 3.1.30. Pour chaque i > 1, on a les isomorphismes de G-modules suivants :
1. S'(V)z2V(2i))eV(2i-4) @@ V(0) sii est pair,
2. 88 (V)=z(V(2i)eV(2i-4) @@V (2)®c sii est impair,
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3. SH(V)=2(V(2i)eV(2i-2)®--eV(2)®c€ sii est pair,
4. S (V)2 V(2i)) e V(2i-2) @@V (2) sii est impair.

Démonstration. On remarque que O(V)/SO(V') 2 Zy opére dans S*(V') trivialement lorsque i est
pair, et par le signe lorsque i est impair. Il suffit donc de montrer que, pour chaque 7 > 1, on a les
isomorphismes de SO(V)-modules suivants :

L S(V)=V(2)eV(2i-4)®--®V(0) sii est pair,
2. V)2V (2i)®V(2i-4) @ @®V(2) sii est impair,
3.8 (V)zvV(2i)eV(2i-2)@- e V(2).

Les isomorphismes (1) et (2) sont donnés dans [FHI91, Exercise 11.14]. Ensuite, soit 7 > 1 un entier
pair, alors 4 4 4
S(V)YeV =S*(V)e SHH(V)

comme GL(V)-module. On utilise I'isomorphisme (1) et la formule de Clebsch-Gordan pour dé-
composer S*(V)® V en SO(V)-modules irréductibles :

S (V)eV(V(©2i)eV(2i-4)e--—aV(0)eV(2)
(Vi) eV (2i-2)e-aV(2)
®(V(2i+2)eV(2i-2)aV(2i-6)a--aV(2)).

On utilise alors I'isomorphisme (2) pour décomposer S“™!(V) et le résultat s’ensuit. La démarche
est analogue dans le cas ou ¢ est impair. O

Preuve du théoréme [3.1.29 On raisonne comme dans la preuve du théoreme en consi-
dérant Iz un point fixe de B’ et en étudiant k[W]/I; composante par composante :

e Composantes de degré 0 et 1 :

On a bien str Iz nk[W], = {0} et Iz nk[W], # k[W],.

e Composante de degré 2 : on utilise la décomposition .

Pour avoir la décomposition souhaitée de k[W]/I; comme G-module, on a nécessairement k[W],n
Iz 26V (0) @ V(4). En effet, le G-module k[W]/Iz contient déja une copie de la représentation
triviale (qui provient de la composante de degré 0), il ne peut donc pas en contenir d’autre. Ensuite,
k[W], contient 6 copies de V' (4) qui est un G-module de dimension 5, donc k[W], NIz contient au
moins une copie de V(4). Comme k[W ]y n I est B'-stable, il contient D@V (4) car D est 'unique
droite B’-stable de S?(V’). Il s’ensuit que Iz contient (S?(V')® V(0)) ® (D ® V(4)).

e Composante de degré 3 : on utilise la décomposition .

On remarque que k[W], contient huit copies de V(4) ® € qui est un G-module de dimension 5,
donc nécessairement Iz Nk[W ], 23V (4) ®e. On reprend les notations du début de la section
On vérifie que I'idéal engendré par (D@ V(4)) @ (S%2(V') ® V(0)) c k[W ], contient P ® V(4) ® e.
Comme k[W]3n Iz est B'-stable, il contient E; ® V(4) ® ¢, pour i =1 ou 2, car on a vu que F; et
E5 sont les seuls espaces B’-stables de dimension 3 dans S?1(V’) contenant P. Donc I contient
nécessairement I ou I. Le lemme qui suit achéve la preuve du théoréme [3.1.29]:

Lemme 3.1.31. Les idéaux Iy et Iy ont pour fonction de Hilbert hyy .

Preuve du lemme : On considére l'idéal J défini dans la notation D’aprés le lemme
pour chaque 7 > 2, on a les inclusions :
(3.9)
k[W1,/(Jnk[W],) 2 (S* (V)@ V(2i)) @ (S (V') ® V(2i - 2)) si i est pair,
KW,/ (Jnk[W],) 2 (S{(V)eV(2i)®e)® (STH (V) @V (2i-2) ®e¢) si i est impair.

En effet, I'idéal J est engendré par les copies de V(0) dans k[W], et donc, si p est un entier tel
que V(2p) c Jnk[W],, alors nécessairement p < i —2. On dispose donc, pour chaque i > 1, d’une
minoration de la dimension de k[W],/(J nk[W],) par

Qi) = dim((S* (V") @ V/(2i)) ® (S 11 (V') @ V(2i = 2))) = 3% + gﬁ . gz ‘2,
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Ensuite, [GS| Macaulay2] nous fournit le polynoéme de Hilbert Pj et la fonction de Hilbert classique
fr del'idéal J :

Vn ¢{0,3}, fs(n)=Ps(n)et £,(0) =1, f,(3) =111

I1 s’ensuit que les inclusions ([3.9)) sont en fait des égalités pour i =2 et i >4. Pour ¢ =3, on a

{ Py(X)=3X3+2X?+3X+2,

KW, /(Tnk[W],) 2 (S2(VHYeV(e)ee) @ (S*'(V)eV(4)ee) @A (V) ®e.

On note K l'idéal de k[W] engendré par (D ® V(4)) ® (S*(V') ® V(0)) c k[W],. Alors (K n
E[W12)/(J nk[W]2) 2 D®V(4) comme B’ x G-module. Donc (K /J)V est un idéal de (k[W]/J)"Y
engendré par un unique élément de (k[W],/k[W], N J)Y et done, pour tout i > 1, la multiplicité
du G-module V(2i) ® (¢®") dans k[W];/(K nk[W];) est égale &

dim(S* (V")) - dim(S*2(V")) = 2i + 1 = dim(V(2i) ® ®*).
Ensuite, on fixe j € {1,2}, alors I; est I'idéal de k[W] engendré par K et par le B’ x G-module
E;®V(4) ® e c k[W]s3, donc le nombre de copies de V(2i) ® (e‘x’l) dans k[W];/(K nk[W];) est

le méme que dans k[W];/(I; n k[W];). On calcule le polynéme de Hilbert @, et la fonction de
Hilbert g; de I'idéal I; avec [GS, Macaulay?2] :

{ Q;(X)=8X2+2,
Vn>4, gj(n)=Q;(n) et g;(0) =1, g;(1) =9, g;(2) =34, g;(3) =75.

Et donc, la multiplicité du G-module V' (2i) dans k[W]/I; est :

g(i+1)-(2i+3)* _ 9

{ 2¢ + 1 =dim(V (27)) si ¢ est pair,
i+l

i+1=dim(V(2i)) si i est impair,
et la multiplicité du G-module V' (2¢) ® € dans k[W]/I; est :

9HD-CiD? 9 1 = dim(V(2i)) si i est pair,
2i+1=dim(V(2i) ® €) si ¢ est impair.

Il s’ensuit que 'idéal I; a la bonne fonction de Hilbert. O

Remarque 3.1.32. On a Stabg:(I1) = Stabg/(I2) = B’, donc chacune des deux orbites fermées de
H est isomorphe & G'/B’.

I, est un point de HP"™»

Le but de cette section est de montrer la
Proposition 3.1.33. L’%déal I, appartient & HP™.

Cette proposition nous permettra ensuite de montrer que H est singulier en I5. On note w e W

1 Y1 oA
sous la forme w = |z2 Y2 22| et on identifie K[W] & k[x1, z2,x3,y1,Y2, Y3, 21, 22, 23]. On com-
T3 Yz 23

mence par expliciter des bases de certains B’ x G-modules qui apparaissent dans k[W] :
2?2 + 23+ 23
Y s+ U3
22+ 22 + 22
T1Y1 + XT2Y2 + T3Y3
T121 + X222 + X323

Z1Y1 + Z2Y2 + 23Y3

est une base de S*(V') ® V(0) c k[W]a,
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est une base de D ® S*(V') c k[W]a,
T1T2

T2T3

Ir1x3

ﬂfl(fﬂlyz - zzyl)
$2($1y2 - oY1)
x3(z1y2 — T2y1)
1 (21y3 — T3Y1)
$2($1y3 - 3333!1)
r3(T1Y3 — T3Y1)
$1($2y3 - x3Y2)
zo(T2y3 — x3Y2)
x3(z2y3 — T3Y2)
xl(xlzg—-xgzl)
332(58122 - 13221)
933(=’E122 - $221)
w1(2123 — T321)
xo(w123 —2321) | est une famille génératrice de Fy ® S>1(V).
$3($123—-$321)
vy (2223 — T322)
332(122’3 - $3Z2)
$3($223 ~x322)
y1(z1y2 — T2y1)
Yo (r1y2 — T2y1)
y3(a:1y2 - 1522/1)
y1($1y3 - I3y1)
Yo (T1y3 — x3Y1)
y3(z1y3 — x3y1)
y1(z2y3 — £3Y2)
Y2(T2y3 — T3y2)
y3(T2y3 — T3y2)

On en déduit des générateurs de l'idéal I :

2, 2, 2 2. 2. .2 2. 2. 2 2 2
I = (yy +y3 + 3,21 + 25 + 23,07 + X5 + T3, 25, T3, T122, T2T3, T1 13,

T1Y1 + T2Y2 + T3Y3,T121 + X222 + 323, 21Y1 + Z22Y2 + Z3Y3,
y3(z1y2 - 1'2?/1)7 yz(ﬂﬂlys - 23y1),y3(T1y3 — $3y1)7
Y2 ($2y3 - I3y2)7 y3(9€2y3 - l’3y2))~

D’aprés la proposition le morphisme de Hilbert-Chow est un isomorphisme au dessus de
Us ¢ W//G, donc il existe un unique Zr4 € H tel que v(Z14) = I4. On note L l'idéal de Zy; dans

k[W]. D’apres le lemme ona:

2, 2. 9 2. 2, 9 2. .2, .2
L=(zi+a5+ax5-1, y7 +y5+y; -1, 27 +25 + 25 — 1,

T1Y1 + oY + T3Y3, T121 + TaZo + T323, 21Y1 + 22Y2 + 23Y3).

Soit I un idéal de k[W] correspondant & un point de H. On va construire une famille plate
d’idéaux (Lt)teAi de k[W] telle que Ly = L et Lo = I5. Par définition de la composante principale

HP™™ de H, on en déduira que I est un point de HP™™.
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On commence par calculer une base de Grébner Gy, de l'idéal L a 'aide de [GS, Macaulay?2] :

2, .2, .2
Gr ={21 +25 + 25 — L,y121 + Y22 + Y323, X121 + T2 + T323,

y% + y% + y:? -1, z1y1 + 22y2 + I3y3795§ + 992, + Z:? -1,

ToX3 + Y2UYs3 + 2223,T123 +Y1Ys + 2123,$§ + yg + Z% - 1,

T1XT2 +Y1Y2 + 2122733% - yg - y?, - Z% - z§ + 1, 20y1y2 — xlyg —T3z123 + 5612’?2,7
Yaz129 — y1z§ +Y32123 — ylzgz, +Y1,%22122 — 5E12§ +T32123 — $1Z§ + T,
T2Y122 — T1Y2%22 + T3Y123 — $17J32’3,y321 + 9321 —Y1Y222 — Y1Y3z3 — 21,
ToY221 + T3Y321 — T1Y222 — T1Y323, T3Y2Y3 — 332y§ +X32223 — 932Z§ + T2,
T3Y1Y3 — x1y§ +X32123 — xlzg + 1, T2Y1Y3 — T1Y2Y3 + T22123 — X12223,
9533/5 — T2Y2y3 + 9532% — T222%23 — X3,T3Y1Y2 — T1Y2Y3 + X32122 — T12273,
T3Y22123 — X2Y32123 — T3Y12223 + T1Y32223 + $2y1Z§ - x1y2z§ —Z2y1 + X1Y2,
Y375 — 2yayszazs + Uz — Y3 — Y3 — 2 — 25 + 1,

T3Ys325 — T3Y22023 — ToY32a23 + ToYaZs — T2Ys — T3Ys,

952122 —Y2Y32123 — Y1Y3z223 + y1y22§ —Y1Y2 — z2122,

2
T3Y3Z122 — T2Y32123 — X3Y12223 + X2Y123 — Toy1}.
On fixe (n1,n9,n3) € Z* et soit

Gn - T

97L1,n27”3
(3.10) U )

un sous-groupe a un paramétre du tore 7”. Par définition de I'opération de T dans W, on a :

x1 Y1 o2 ™Mz Ty T
VieGy, Yw=|x2 yo 22| €W, Opy pyns(t)w=|tT"a0 7"y t7™2
T3 Yz 23 tTMry tT"?y3 7023

Pour t € G,, fixé, I'opération de 0, n, n,(t) dans W induit un automorphisme oy, ny ny,e de K[W]
défini par :
O'nl,ng,ng,t(xi) = tnlxiv
Vi = 1; 27 37 Unl,ng,ng,t(yi) = tnzyiv
U—nl,ng,ng,t(zi) =t"3z;.

On note L; 'image de Iidéal L par cet automorphisme. Soit g € k[W], on Vécrit g = ¥, u;m;, on
les m; sont des monomes de k[W] et les u; sont des éléments de G,,. On définit

g=t"g(t"xy, ..., 1" 23) € K[W]

avec m le plus petit entier relatif tel que, lorsque 'on décompose ¢ en une somme de monoémes :
g=; uitNimg, chaque entier N; qui apparait est supérieur ou égal & 0. On dispose alors d’une
description explicite de I'idéal L; :

Li={g|geL}.

D’apres [Eis95, Exercise 15.25], si {g1,...,¢.} est une base de Grobner de l'idéal L, alors L; =
(g1,---,dr). En particulier, on a Ly = L. On note Ly I'idéal de k[W] obtenu en posant ¢ = 0 pour
chaque élément de L;. Alors, d’aprés [Eis95, Theorem 15.17], la famille d’idéaux (L), a1 est une

famille plate au dessus de A,lﬂ.

Pour démontrer que I € HP™", il suffit donc de trouver un triplet (ny,n9,n3) € Z3 tel que I'on ait
Lo = I5. On vérifie que le triplet (-3,-2,-1) convient.

Remarque 3.1.34. On souhaiterait procéder de maniére analogue pour montrer que I; € HP'n,
malheureusement il n’existe aucun triplet (nq,ns,ns) tel que U'on ait Ly = I4.
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Espace tangent de H en I

On note Z3 := Spec(k[W]/I2). On a la

Proposition 3.1.35. dim(7z,H) > 7.

Démonstration. D’aprés [GS, Macaulay2|, une famille d’éléments du R-module Hompg(I/I%, R) est

donnée dans la table 3.3

-x2v1ly3+x1yv2y3
-x3viy2+xly2y3
-x3viy3+xly3inz
-RX3y2h2+x2v2y3
-xX3v2yI+x2Zy3In2
x1*24+x2"2+13"2
yv1t24y2~2+y3n2
z1*2+z2"2+23"2
X1yl+x2vZ2+x3v3
®1z1+x2=z2+x323
vizl+y2z2+y3z3
x2"2
x3~2
®x1x2
®1x3
XIX3

X2y3z1-x1y3z2

X2y3z1-x2ylz3-x1y2z3

®3y3z1-2x1v3z3
X2y3z2-2x2y2z3
X3y3z2-2x2v3z3
a

-2v3z3

a

-x3z3

a

-z3"2

a

[= T R e

0 ®2yl-xly2 -x1vy3 ®2v3
0 -xly2 ®x3vl-xlvy3 =3vy2
0 ®3vl-2xlvy3 O ®3v3
0 -x2y2 2x3y2-x2v3 0

0 =x3y2-2x2v3 x3vy3 a

o 0 a a

0 -2v3 -2y2 -2yl
10 a a

o -=3 -2 -x1

o 0 a a

o -z3 -z2 -z1

o 0 a a

o 0 a a

o 0 a a

o 0 a a

o 0 a a

®x3y2zl-x2y3zl-x3ylz2+xly3z2

®x1ly2z3

-®x3ylz3+2xly3z3

x2y2z3

-®X3y2zI+2x2y3z3

Q0
2y3z3
Q0
®x3z3
Q0
z3"2
Q0

0D 0O 0

viy2
viv3
v~z
vav3
-2x3

®2zlz3-r1=z2=3
®3zlz2-x1=z2=3
®3zlz3-rl1=z3"2
®3Iz2"2-r2=z2=3
®3z2z3-r2=z3"2

[ T s e Y e i o s |

TABLE 3.3 — Quelques éléments du R-module Hompg(I/I?, R)

On note ®; le morphisme donné par la ¢ + 1-éme colonne de cette matrice. On vérifie alors que les

sept morphismes suivants sont G-équivariants et linéairement indépendants :

i (I)la

23(1)2 + 22‘1)3 + 21@4,

Y1Ps5 — y2Pg — Y387,

21P5 — 22P6 — 237,

¢8a
Dy + By,

(I)ll-

1l s’ensuit que Hom$(I5/I2, R) est de dimension au moins 7 et le résultat découle alors de I'iso-
morphisme Tz, H = Hom% (I1/13, R).

O
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Remarque 3.1.36. Une étude des relations entre les générateurs du R-module I/I? similaire & celle
réalisée dans la section permet de montrer que dim(7Tz,H) < 8. Je ne sais malheureusement
pas si dim(Tz,H) vaut 7 ou 8.

Corollaire 3.1.37. Le schéma H est singulier en Zs.

Démonstration. On a dim(HP"") = 6 et donc H est lisse en Zy si et seulement si dim(7z,H) = 6,
ce qui est faux d’aprés la proposition [3.1.35 O

3.2 Cas de SO(V) opérant dans V®"

On se place dans la situation 4 : on a G := SO(V) = O(V)nSL(V), G' := GL(V"), W := Hom(V', V)
et Popération de G’ x G dans W est donnée par .

Lorsque n =2, on a G 2 G, et alors I’étude du schéma de Hilbert invariant pour 1'opération de
G dans W a déja été effectuée dans la section On supposera donc que n > 3 par la suite.

3.2.1 Etude du morphisme de passage au quotient

D’aprés le premier théoréme fondamental pour SO(V') (voir [Pro07, §11.2.1]) I’algébre des inva-
riants k[W]% est engendrée par les (i | j), 1 <i < j < n', définis par , et par les [i1,...,i,],
1<iy<...<14, <n/, définis par ). Le morphisme de passage au quotient v: W — W //G s’ex-
prime donc en fonction des morphismes de passage au quotient W — W //O(V) et W - W [/SL(V')
étudiés dans les sections [3.1.1] et [I.5.2] respectivement. Plus précisément

v: Hom(V',V) — S*V™)xA"(V'*)
w = (fww, LiA...ALy)

ot les L; sont définis dans la notation [I.5.13] On a donc un diagramme commutatif

(3.11) W/ISL(V)

sz

W —Y=W//G

Wjjo(V)

ou les p; sont les projections naturelles et les deux fléches diagonales sont les morphismes de passage
au quotient.

Sin' <n,alors A"(V"™*) = {0}, donc W//G = W [[O(V') et v est le morphisme de passage au quotient
W - W//O(V) de la section [3.1.1]

Sin' =mn, alors A"(V™*) 2 A} et v: wr (*ww,det(w)). On a donc

WG = {(Q.x) € S’ (V) x AL | det(Q) = 2?)

et donc p; : W//G - S?(V'*) est un revétement double de S?(V'*) dont le lieu de ramifi-
cation est S?(V'*)*"~1. On vérifie, grace au critére jacobien, que le lieu singulier de W //G est
{(Q.2) e WJIG | 18(Q) <n-2).

Enfin, si n' > n et D := O(V)/G = Zy. On a Vinclusion p* : k[W]°() < k[W]% qui induit un
isomorphisme k[W]°(V) = (K[W]%)P. Donc W//O(V) = (W//G)//D et p; s’identifie au morphisme
de passage au quotient W//G - (W//G)//D. Or D est un groupe d’ordre 2 qui opére librement
dans louvert {(Q,z) € W//G | rg(Q) =n et x + 0} en multipliant x par +1 et qui opére trivia-
lement dans le complémentaire. Il s’ensuit que p; est un revétement double de W//O(V') dont le
lieu de ramification est {(Q,0) € W//G | rg(Q) < n—1}. Jignore malheureusement quel est le
lieu singulier de W //O(V) lorsque n’ > n. Néanmoins, des calculs pour des petites valeurs de n
suggérent que le lieu singulier est {(Q,0) e W//G | rg(Q) <n-2}.
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Lemme 3.2.1. On suppose que n’ >n et on note U = {Q € S>(V'*) | rg(Q) = n} lorbite ouverte
de W[IO(V), alors p1: pi*(U) = U est le revétement universel.

Démonstration. Soit U I’image réciproque de U par le morphisme de passage au quotient ¢: W —
W//O(V). D’aprés [SB00, §2.1, Theorem 6], le morphisme ¢ est un O(V')-fibré principal au dessus
de 'ouvert U. On a donc la suite exacte de groupes suivante :

(312) 7T1(U)—>7T1(U)—>7T0(O(V))—>7T0(ﬁ).
Or, f] = {w e W | rg(w) = n}, donc la codimension de U dans W est n’ —n +1 > 2, et donc
m(U) 2w (W) 2 {0}. On en déduit que w1 (U) 2 mo(O(V)) 2 Zs et le résultat en découle. O

Sin’ > n, alors la variété W //G est normale ([SB00, §3.2, Théoréme 2]) et de Gorenstein ([SB0O0,
§4.4, Théoréme 4]) puisque G est semi-simple et connexe. Si n’ < n, alors W//G = S2(V'*) est un
espace affine.

On note

N :=min(n’,n).
L’opération de G’ dans W induit une opération dans W //G telle que v soit G'-équivariant. Pour
cette opération, on vérifie que W //G se décompose en N + 1 orbites :

Ui={(Q,z) e WJ|G | 18(Q) =i}
pour ¢ =0,...,N. Les adhérences de ces orbites sont imbriquées de la fagon suivante :
{0y =Uyc U, c-cUy=WJG.

En effet, pour chaque i = 0,...,N -1, on a U; = {(Q,0) | @ e S*(V'*)<} = S*(V'*)<% et
p1: Unv = {Q e S?(V'*) | rg(Q) = N} est G’-équivariant donc Uy est 'unique orbite ouverte de
W //G. La discussion précédente et le corollaire permettent de déduire la

Proposition 3.2.2. La dimension de la fibre générique et l'ouvert de platitude de v sont donnés
dans le tableau suivant :

configuration | dim. de la fibre générique ouvert de platitude
n' <n n'n - %n’(n’ +1) Upr U+ U Unyax(2n/-n-1,0)
n' =n %n(n— 1) U,uU,_1
n' >n sn(n-1) U,

Corollaire 3.2.3. Le morphisme v est plat sur W [|G tout entier si et seulement sin>2n"—1 et
dans ce cas W |G = S2(V'*).

Le corollaire qui suit est une conséquence immédiate de la proposition et du corollaire
B23:
Corollaire 3.2.4. Sin>2n'-1, alors H = S*(V'*) et v est un isomorphisme.
Notation 3.2.5. Si n’ <n, on note
H {[onﬂfn 0"}:}"’], Me SOnn/(/c)} = SO (k)
qui est un sous-groupe de G.
Pour déterminer la fonction de Hilbert de la fibre générique de v, on a besoin du
Lemme 3.2.6. La fibre de v en un point de Uy est isomorphe a
{ G/H sin'<n,
G sin'>n
Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme [2.2.10 O
Grace au lemme [3.2.6] et a la proposition [3.2.2] on montre la
Proposition 3.2.7. La fonction de Hilbert de la fibre générique de v est donnée par :
dim(MH) sin/ <n,

VM elrr(G), hw (M) :{ dim(M) sin' >n.
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3.2.2 Etude du cas dim(V) =3

Dans toute cette section, on fixe n’ =n =3. On a G = SO3(k), le quotient W //G est un revétement
double de S?(V'*) ramifié en S?(V'*)<2. Nous allons démontrer le

Théoréme 3.2.8. Le schéma H est connexe et singulier.

Remarque 3.2.9. Sin' <2, alors H =2 W//G est une variété lisse et  est un isomorphisme d’aprés

le corollaire 3.2.4]

La connexité de H est donnée par la proposition et la non-lissité de H est donnée par le
corollaire [3:2.21] Remarquons que, contrairement aux exemples traités précédement, on ne dispose
pas du principe de réduction lorsque G = SO(V') et donc les propriétés géométriques de H lorsque
n' > 3 ne se déduisent pas du cas n’ = 3 a priori. On renvoie au début de la section [3.1.3| pour des
rappels concernant les représentations de SO3(k).

Points fixes de H pour ’opération de B’

Nous allons procéder comme pour les démonstrations des théorémes[2.1.44] et [3.1.25] On commence
par déterminer les points fixes de B’ dans H. On a :

(3.13) EW], 2V eV(2),
(3.14) KWl 2 (S* (V) @ (V(4) e V(0)) @ (A*(V) © V(2)),
comme G’ x G-modules.
Notation 3.2.10. On note :
e J idéal engendré par les G-invariants homogeénes de degré positif de k[W],
e Dj :=(e1) c V' 'unique droite B’-stable de V”,
e Dy :=(ej.e;) c S?(V') 'unique droite B’-stable de S*(V'),
e [; l'idéal engendré par Dy ® V(2) c k[W]; et par (S*(V') ® V(0)) c k[W],,
e I, l'idéal engendré par (D2 ® V(4)) ® (S*2(V') @ V(0)) @ (A2(V') ® V(2)) c k[W],.

Remarque 3.2.11. On a Jnk[W]y=S?(V') eV (0) et Jnk[W]3=A3(V')®V(0) comme G’ x G-
modules et ces modules engendrent 'idéal J. Les idéaux I; et I sont homogénes, B’ x G-stables
et contiennent l'idéal J.

Nous allons montrer le
Théoréme 3.2.12. Les idéauz I; et I sont les deux points fizes de B’ dans H.
Pour ce faire, nous aurons besoin du
Lemme 3.2.13. Pour chaque i > 1, on a les isomorphismes de G-modules suivants :
1. S{(V)=2V(2i)eV(2i-4) @@ V(0) sii est pair,
2. S (V)zV(Ri)eV(2i-4)@- &V (2) sii est impair,
3. 8N V)zV(2i)eV(2i-2)e-aV(2).
Démonstration. C’est une conséquence immeédiate du lemme [3.1.30) O

Preuve du théoréme[3.2.12. On raisonne comme dans la preuve du théoréme en consi-
dérant I un point fixe de B’ et en étudiant k[W]/I; composante par composante :

o Composante de degré 0 : on a bien str Iz n k[W], = {0}.

e Composante de degré 1 : on utilise la décomposition .

Si Iz nk[W], = k[W],, alors k[W]/Iz = V(0) ne donne pas la décomposition souhaitée comme
G-module.
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Si Iz nk[W], contient deux copies de V(2), alors k[W]/Iz est un quotient de k[V(2)] comme
G-module. Mais S?(V(2)) = V(4) @ V(0) et k[W],/(Iz n k[W],) = V(0) donc nécessairement
E[W],/(Iz nE[W],) c V(4). Il s’ensuit que, pour chaque i > 0, k[W],/(Iz nk[W],) c V(2i) et
donc Iz ne peut pas avoir la bonne fonction de Hilbert. Donc Iz n k[W]; contient au plus une
copie de V'(2).

1°" cas : Iz nk[W], = {0}.

e Composante de degré 2 : on utilise la décomposition .

On a k[W],nIz > (S*(V')@V(0))® (A*(V')® V(2)). En effet, le G-module k[W]/I; contient
déja une copie de la représentation triviale V(0) (I'image des constantes), il ne peut donc pas
en contenir d’autres. De méme, comme Iz nk[W]; = {0}, le G-module k[W]/I; contient déja 3
copies de la représentation standard V(2) qui est de dimension 3 et donc il ne peut pas en contenir
d’autres. Ensuite, k[WW], contient 6 copies de V(4) qui est de dimension 5, donc nécessairement,
Iz nk[W], contient une copie de V(4). Comme Iz nk[W], est B’-stable, il contient Dy ® V(4)
car Dy est 'unique droite B’-stable de S?(V'). Donc Iz contient I5. Le lemme qui suit montre que
cette inclusion est nécessairement une égalité :

Lemme 3.2.14. L’déal I5 a pour fonction de Hilbert hyy .

Preuve du lemme : On note J; c I, I'idéal engendré par (S%(V') @ V(0)) @ (A2(V') e V(2)) c
k[W1,, alors k[W]a/(Jo n k[W]2) = S*2(V') ® V(4). Mais k[W] = k[V(2)®*] 2 k[V(2)]®® comme
G-module et V(2)oV(2) 2V (4)aV(2)®V(0), donc deux copies quelconques de la représentation
standard de G dans k[WW], sont orthogonales dans k[W ]/ Js, c’est-a-dire que 'image du G-module
V(2)®V(2) c k[W], dans k[W]/J2 est isomorphe & V(4). On déduit alors de [Bri85 Lemme 4.1]
que ’on a un isomorphisme de G’ x G-modules

k(W] Ja2 @S (V') ® V(26).
i>0
Donc (I nk[W]s)/(Jonk[W]s) 2 D ® V(4) comme B’ x G-module. Soit U le sous-groupe uni-
o . U o U )
potent de G défini dans la section Alors (I2/J2)” est un idéal de (k[W]/J2)” engendré
par un unique élément de (K[W],/k[W],n Jo)Y
k[W]/I; est :

et donc la multiplicité du G-module V'(2i) dans

dim(S* (V")) - dim(S*2(V")) = 2i + 1 = dim(V (2i)).
Et donc I'idéal I a la bonne fonction de Hilbert. O

2" cas : [z nk[W], =V(2).
Comme Iz nk[W], est B'-stable, on a Iz nk[W], = D1 ®V(2) car D; est 'unique droite B'-stable
de V'. On a nécessairement I nk[W], 2 S?(V')®V(0) d’aprés 'étude de la composante de degré
0 de Iz. Donc Iz contient I;. Le lemme qui suit montre que cette inclusion est en fait une égalité :

Lemme 3.2.15. L’déal I, a pour fonction de Hilbert hyy .
Preuve du lemme : On note V" :=V’'/Dy et W’ := Hom(V",V) alors dim(V") =2 et
kW], 2 (S2(V) @ (V(4) @ V(0))) @ (A*(V") ® V(2))

comme B’ x G-module.
On note J; 'idéal de kK[W'] engendré par S*(V") ® V(0) c k[W'],, alors k[W]/I; = k[W']/J1
comme B’ x G-module. D’aprés le lemme [3.2.13] pour chaque i > 2, on a

(3.15) E(W'./(Jink[W'],) 2 (SY (V") e V(2i) @ (S (V") @ V(2i - 2)).

En effet, I'idéal J; est engendré par les copies de V(0) dans k[W'], et donc, si p est un entier tel
que V(2p) c J1 nk[W],, alors nécessairement p < ¢ — 2. On dispose donc, pour chaque i > 1, d’une
minoration de la dimension de k[W'],/(J1 nk[W'],) par

Qi) = dim((S" (V") @ V(2i)) @ (S (V") @ V(2i - 2))) = 4i* + 2.
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Ensuite, un calcul direct avec [GS| Macaulay2] donne le polynoéme de Hilbert Py, et la fonction de
Hilbert f;, de I'idéal J; :

Py (X)=4X2 +2,
Vn>1, fj(n)="Ps(n)et f5,(0)=1

Il s’ensuit que l'inclusion est en fait une égalité. On est maintenant en mesure de calculer les
multiplicités de chaque G-module irréductible qui apparait dans k[W]/I; : pour chaque i > 0, la re-
présentation V'(2i) apparait i+1 fois dans k[W ], /(11 n k[W],) et i fois dans k[W],, | /(11 nk[W],, ).
Et donc la multiplicité de V' (2¢) dans k[W]/I; est 2i + 1 = dim(V (2i)). O

Remarque 3.2.16. On vérifie que Stabgs(I1) = Stabg: (I2) est le sous-groupe parabolique de G’ qui
stabilise la droite D; c V'. 1l est donc maximal, de dimension 7, et les deux orbites fermées de H
sont isomorphes a P?.

Connexité de H

Nous allons montrer la
Proposition 3.2.17. Le schéma H est conneze.

D’aprés le lemme il suffit de montrer que les deux points fixes I; et Iy de B’ sont dans
HP™™ . Pour ce faire, nous allons procéder comme dans la section et construire deux familles
plates d’idéaux (L¢),, Al de k[W] telles que la premiére famille vérifie Ly = I; et la seconde famille
vérifie LQ = IQ.

1 Y1 2
Onnote w € W souslaforme w = (22  y2 22| et onidentifie k[W] a k[z1, 2, T3,V1, Y2, Y3, 21, 22, 23]
T3 Yz 23

On commence par expliciter des bases de certains B’ x G-modules qui apparaissent dans k[W] :
T
x9 ¢ est une base de D1 ® V(2) c k[W]q,
T3
o2+ 23 + 23
Y+ Y5 + Y3
22+ 22+ 22
T1Y1 +ToY2 + T3Y3
T121 +XTozo + T323
21Y1 + 22Y2 + 23Y3

est une base de S*(V') ® V(0) c k[W]a,

T2Y3 — T3Y2
T1Y3 — T3Y1
T1Y2 —T2Y1
ToZ3 — X329
T123—x321 ¢ est une base de A2(V') ® V(2) c k[W]s,
T122 —T221
22Y3 — 23Y2
21Y3 — z3Y1
21Y2 — 22Y1
a
a3
22
3 est une base de Dy ® S%(V) c k[W],.
12
223

r1x3
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On en déduit des générateurs des idéaux I; et Io :

2,.2,.2 2. .2, 2
I = (w1, @a, T3, YT + Y5 + Y3, 21 +25 + 23, 21Y1 + Z2Y2 + 23Y3),

2 2 2
Iy = (z1 - 23, 73, 1122, T2¥3, T173,

2, 2, 2 2. 2. 9 2. 2 .2
T1+ Ty +2x3, Y1 tY2 Y3, 21 + 25+ 23,

T1Y1 + T2Y2 + T3Y3, T1Z1 + X222 + X323, Z1Y1 + 22Y2 + 23Y3,
T2Y3 —T3Y2, T1Y3 — T3Y1, T1Y2 — T2Y1,
To2z3 — X322, T123 — L3221, T122 — T2Z1,

22Y3 — 23Y2, 21Y3 — 23Y1, 21Y2 — zle).

D’aprés la proposition [[.I.6] le morphisme de Hilbert-Chow est un isomorphisme au dessus de
Us ¢ W//G, donc il existe un unique Zrg € H tel que v(Zrg) = (Id,1). On note L 'idéal de Zq4
dans k[W]. D’aprés le lemme on a:

2, 2, 2 2, 2, 2 2, .2, .2
L=(zi+a3+25-1, y7+ys+y3— 1, 27 +25 +25 - 1,

T1Y1 + TaY2 + T3Y3,T121 + T2 + X323, 21Y1 + 22Y2 + 23Y3,

T (922’3 - yng) - 332(?;123 - y32’1) + 333(1/122 - y221) - 1)-

On calcule une base de Grobner de l'idéal L avec [GS, Macaulay?2] :

Y3z — Y223 + X1
Yszz1 — Y123 — X2
Y221 — Y122 + T3
T3z — X223 — Y1
T321 —T123 + Y2
To21 — X122 — Y3
T3Y2 —T2Y3 + 21
T3Y1 —T1Y3 — 22
ToY1 — T1Y2 + 23
ity +y3 -1

zf + z% + zg -1
r3+ys+22-1
T3+ ys+25 -1
Y121 + Y222 + Y323
T121 + TR +T323
T1Y1 + T2Y2 + T3Y3
ToX3 + Ya2Yy3 + 2223
123 +Y1Y3 + 2123
T1T2 +Y1Y2 + 2122

2 .2 2 2 2
T1—Yy —Y3— 25 —23+1

base de Grobner de I’'idéal L.

On fixe (ny,n9,n3) € 73 et soit Oy ms.ms UL SOUS-groupe & un paramétre du tore 7' comme défini
par (3.10). Pour tout ¢ € G,,, on définit alors I'idéal L; comme dans la section

Pour démontrer la proposition [3.2.17, il suffit de trouver deux triplets (n1,n2,n3) € Z* tels que
I'on obtienne Lo = I; dans un cas et Lg = Is dans ’autre cas.
On pose (n1,n2,n3) = (-3,-1,-1), alors pour chaque ¢ € G,,, on obtient les générateurs suivants
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de l'idéal L; :
t(y3z2 — Y223) + 71
t(ysz1 —y123) — T2
t(y221 —y122) + T3
T329 — Tazg — Py
Tr3z1 — X123+ t3y2
Loz — T120 — Y3
T3y2 — Tays + 32
T3y — T1y3 — 2
TolY1 — T1Y2 + t3z3
yi+ys +yz -t
22422+ z§ —t?
x% + t4y§ + t4z§ ~ 5
o3 +thys + 1122 — 15
Y121 + Y222 t Y323
T121 + X222 + X323
T1Y1 + X2Y2 + X3Y3
zaws + t*(yays + 2223)
i3+ t4(y1ys + 2123)
z1xo + 4 (Y1y2 + 2122)
af + (s —y3 - 25— 23) + 1

générateurs de I'idéal L.

Si l’on pose t = 0, alors on retrouve les générateurs de l'idéal I, autrement dit Ly = I;. De méme, si
l'on considére (nq,n2,n3) = (-3,-2,-2), alors on obtient une famille plate d’idéaux (Lt)teAllc telle
que Lg = I>. La proposition [3.2.17] s’ensuit.

Dimensions des espaces tangents de H en Z; et Z,
Pour i € {1,2}, on note R; := k[W]/I; et Z; := Spec(k[W]/I;). Nous allons montrer la
Proposition 3.2.18. On a dim(Tz, H) =6 et dim(Tz,H) = 8.
e Montrons que dim(7'z, H) = 6. On vérifie que
LT = ((DieV(2)e (S*(V'/D1) eV (0)) ® R
comme Ry, B’ x G-module. Le résultat découle alors du lemme m

e Montrons que dim(7z,H) = 8. On procéde comme dans la preuve de la proposition [2.1.53

Soient s o s
fi=af + a5 + 3,

fo= i +y3 + 43,
f3:= z% +z§ +z§,
Ja:=T1y1 + Tay2 + T3Ys3,
f5=y121 + Y222 + Y323,
fo = 2121 + X220 + T323,
g11 = T2Y3 — T3Y2,

g12 = T3Y1 — L1Ys3,

g13 *= T1Y2 — T2Y1,

g21 ‘= X223 — T322,

g22 ‘= X321 — T1%3,

g23 ‘= X122 — X221,

g31 = 23Y2 — Ysz2,

932 = 21Y3 — 23Y1,

g33 = 22Y1 — 21Y2,

2 2
hy =z} — x5,

hy = 2122,
2

h3 = .’1:2,

hy = x93,

hs = x123,
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des générateurs de I'idéal I et soit N c k[WW] le B’ x G-module engendré par ces générateurs.
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Lemme 3.2.19. dim(Hom@ (I2/I3, R2)) > 8.
Démonstration. D’aprés [GS, Macaulay?2], une famille de générateurs du Ry-module Hompg, (I2/13, Ry)

est donnée dans

la table 3.4

6 o 0 0
y2 0 2y1 0 2y3
2z20 0 0
2 0 x1 0 x3
¥2 O 0 0
2 y2 z1 0O z3
6 o 0 0
0 0 0 0
6 o 0 0
0 0 0 0
6 o 0 0

1 0 -¥2 x3 0
€] -x3 -x2 xl

¥3 0 0 x1 x2
-x3 0 0 0
¥x1 0 0 0
6 o 0 0

3 -y2 0 -z1 -z22

-zl yl z2 -z3 0

| ®¥1724%2°24x3°2 242 2x1 2x3 0
| ylI*2+y2*2+y3*2 0 0 0O 2
| z1724z2" 242320 0 0 ¢]
| xlyl+x2y2+x3y3 y2 yl y3 x
| ®xlzl+x2z24x32z3 22 z1 23 0
| ylzl+y2z2+y3z3 0 0 0O z
| x172-x3"2 0 2x1 -2x3 0
| x1x2 ¥l %2 0 ¢]
| x2~2 220 0 6]
| x2x3 ¥3 0 %2 0
| ®x1x3 0 %3 x1 0
| -x2yl+xly2 -yl y2 @ X
| -x3yl+xly3 0 y¥3 -yl ©
| -x3y2+x2y3 ¥y3 @ -y2 -
| -x3z2+x223 23 0 -z2 0
| -x2z1+x1z2 -zl z2 0 ¢]
| -x3z1+x1z3 B z3 -z1 0
| -y3z2+y2z3 o6 o o z
| -y2zl+ylz2 o 0 0

| -y3zl+ylz3 o6 o o 6]

B z3 zz2 -z1

6 0 6 0 0

e 0 0 0 0
2210 2230 0

e 0 0 0 0

¥X1 0 x3 0 ©

yl 0 y2 0 0

B 0 0 0 -z202-223°2
e 0 0 0 zlzz2
6 0 6 0 z2:2
e 0 0 0 z2z3
o6 0 06 0 zlz3
e 0 0 0 0

6 0 6 0 0

e 0 0 0 0

0 x1 x2 0 ©
-¥2 %3 0 0 0
-x3 -x2x1 0 0

0 yl y2 x1 0
-y2y3 0 x3 0
-y3 -y2yl -x2 0

[ R ee B o B v B o B o B o v Y v}

TABLE 3.4 — Générateurs du Ro-module Hompg, (I2/13, R2)

[ R ee B o B v B o B o B o v Y v}

On note ®; le morphisme donné par la i + 1-éme colonne de cette matrice. On vérifie que les huit
morphismes suivants sont G-équivariants et linéairement indépendants :

@7,

D0,

Dq9,

D3,

Dy,

D45,

Y2 @1 + y1 P2 + y3Ps,

ZQ(I)l + Zlq)g + chbg.

11 s’ensuit que Hom%2 (I2/1%, Ry) est de dimension au moins 8.

On reprend les notations de la section On a dim(N) = 20 et donc, d’aprés le lemme
on a dim(7Tz,H) = 20 —rg(p*). D’apres le lemme [3.2.19] il suffit de montrer que rg(p*) > 12 pour

montrer la proposition [3.2.18

Pour i =1,...,6, on définit 1; € Homg2 (R2 ® N, Ry) par

q/JZ(fJ ® 1) = 657
’l/)l(h] ® ].) = 0,
Yi(gjr®1) =0,

pour j=1,...,6,
pour j=1,...,5,

pour j, k

=1,...,3,

O

ol (5{ est le symbole de Kronecker. De méme, pour 1 < j,k < 3, on définit ¢, € Homg2 (R2® N, R»)

par

oi(fi®1) =0,
gbjk(hi ® 1) =0,

Gik(gpa®1) =

pourt=1,...,6,
pour i =1,...,5,

P
.Z'léj

sik=1,
sik=2,
sik=3.
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On identifie ces morphismes a des éléments de Hom® (N, R) via lisomorphisme Hom% (N, R) =
Hom%(R ® N, R). Enfin, soient

r1i=-Y1® f1+221® fa—y1 ® h1 = 2y2 ® ha + y1 ® hg — 2y3 ® hs,

T2 = Y2 ® f1 — Y2 ® h1 —y2 ® hz — 2y3 ® hy + 223 ® g11,
73 322’1®f1—21®h1—2’1®h3—223®h4+21‘3®921,
Ty=-22® fy+Y2® fo+23®g11 — Y3 ® go1 + 71 ® ¢33,
T5:=13® fo—Y3® fa+ Y2 ®g11+ Y1 ® gi2,

76 =23 ® f3—23® fo+ 22 ® go1 + 21 ® goo,
7= T2® f5 - Y2 ® fo— 23 ® g11 + 21 ® 13,

des relations entre les générateurs du Ry-module I5/I3. Le lemme qui suit achéve la preuve de la

proposition [3.:2.18] :
Lemme 3.2.20. rg(p*) > 12.

Démonstration. Les 1); et les ¢, forment une famille libre de Homg2 (R2®N, R). Nous allons voir
que la famille

{p*(wi)v i= ]-7' . a6} U {p*(¢jk)a Jak € {17273}}

engendre un sous-espace de dimension au moins 12 dans Homg2 (R2®R, Rs).
Soient A1,...,Ag,711,---,733 € Kk tels que

6
(3.16) Do Aip (i) + Vikp" (djk) = 0.
i=1

3
k=1
On évalue (3.16)) en r; ® 1, on obtient :

(2A421 = My1 =0) = (A1 = Ay = 0).
On évalue en 7o ® 1, on obtient :
(27112321 + 271223Y1 + 27137321 = 0) = (712 = 713 = 0).
On évalue (3.16)) en r3 ® 1, on obtient :
(27217371 + 272223Y1 + 27237321 = 0) = (722 = 723 = 0).
On évalue en r4 ® 1, on obtient :

(Y26 + V112371 = V219371 + 317371 + Y32y3T1 + V332371 = 0) = (A6 = 0, 711 = —733 et Y21 = 732).
De méme, si on évalue enrs®1, rg®1 et r7 ® 1, on obtient Ay = Ag = A5 = 0. O
Corollaire 3.2.21. Le schéma H est lisse en Z1 et singulier en Zs.

Démonstration. On a vu dans la section m que H est connexe et en fait, on a méme montré que

7, et Z, appartiennent 4 HP'. Donc H est singulier en Z; si et seulement dim(7z,H) > dim(HP™?).
Or, on a dim(HP"™™) =6 et la proposition [3.2.18| permet alors de conclure. O

3.3 Cas de Sp(V) opérant dans Ve

On se place dans la situation 5 : on suppose que n est pair et on a G := Sp(V), G' := GL(V"),
W :=Hom(V’,V) et I'opération de G’ x G dans W est donnée par (L.14).

Lorsque n =2, on a G = SLy(k) et alors I'étude du schéma de Hilbert invariant pour 'opération
de G dans W a déja été effectuée dans la section [1.5.2
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3.3.1 Etude du morphisme de passage au quotient

Les résultats essentiels de cette section sont les propositions [3.3.5 et [3:37] qui décrivent les fibres et
louvert de platitude de v. On suit dans cette section le méme cheminement que dans les sections
ZITet BII

D’aprés le premier théoréme fondamental pour Sp(V') (voir [ProQ7, §11.2.1]) l'algébre des in-
variants k[TW] est engendrée par les (i | j), ot pour chaque couple (4,5), 1<i<j<n’, on définit
la forme bilinéaire antisymétrique (i | j) sur W = ver par :

(3.17) Yor,...,up €V, (0] 7)) (v1,...,00) = Q(v4,05)

A
] et J = €
A
M, (k) la matrice avec 5 blocs A sur la diagonale et des 0 partout ailleurs. Alors J est la matrice
de Q relativement a la base B. On a le morphisme naturel G’ x G-équivariant

0 1

ou ( est la forme symplectique définie par (|1.17). On note A := [_1 0

(3.18) Hom(V',V) - Hom(A*(V'"),A%(V)), w~ A*(w).

D’aprés [FHO1, §17.2], on a A*(V) 2 V@ T¢, 4, (V) comme G-module si n > 4 (sinon, A%(V) 2 1)
et la représentation triviale V{) est engendrée par la forme symplectique 2. Le morphisme de passage
au quotient v est obtenu en composant le morphisme (3.18) et le morphisme G-invariant

Hom(A*(V'),A*(V)) » Hom(A*(V"), V) 2 A*(V"™)
induit par la projection A%2(V) - V4. On a donc

v: Hom(V',V) — A%(V')
w o~ fwJw

et
WG = A2 (V") = {Q e A2 (V™) | 18(Q) <}

est une variété déterminantielle antisymétrique.

Remarque 3.3.1. Si Q € W//G, alors Q s’identifie naturellement & une application bilinéaire anti-
symétrique et donc son rang est pair.

Si n' <n, alors W//G = A2(V'*) est un espace affine. Sinon, c’est une variété normale ([SBOQ,
§3.2, Théoréme 2]), de dimension n'n— %n(n+ 1), singuliére le long du fermé A2(V'*)<"=2 ([Wey03]
6.4]) et de Gorenstein ([SB00, §4.4, Théoréme 4]) car G est semi-simple et connexe. On pose

emlo(2)3)

L’opération de G’ dans W induit une opération dans W //G telle que v soit G'-équivariant :
VQ e W//G c AX(V'™), Vg e G, ¢'.Q="¢ Qg .
Pour cette opération, W //G se décompose en N + 1 orbites :
Up={QeA*(V"™) | rg(Q) = 2i}
pour ¢ =0,...,N. Les adhérences de ces orbites sont imbriquées de la fagon suivante :
(0} =Ty c Ty c o c Un = WG

En effet, pour chaque i = 0,..., N, on a U; = A2(V"*)<!. En particulier, 'orbite Uy est un ouvert
dense de W//G.

Dans [KS11], Kraft et Schwarz montrent que N'(W, G) est toujours irréductible et réduit (JKS11)
Theorem 9.1]). Nous allons retrouver le fait que le nilcone N (W, G) est irréductible et déterminer
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sa dimension. Soit m € N, on note IGr(m, V') la variété (projective) des sous-espaces isotropes pour
Q) de dimension m dans V. On rappelle que ) est non dégénérée, donc la dimension de n’importe
quel sous-espace de V' totalement isotrope maximal pour I'inclusion est 7. Il s’ensuit que la variété
IGr(m, V') existe si et seulement si m € {0,..., 5}, et dans ce cas

dim (IGr (m,V)) =m(n-m) - %m(m -1).

La variété IGr(m, V') est homogéne sous G.
Proposition 3.3.2. Le nilcone N(W,G) est une variété de dimension
o nn' - in/(n'-1) sin’ <n(Q),
1

/
o2nn+

1,2, 1, o
§N° + 4N sinon.
Démonstration. La preuve est analogue a celle de la proposition [3.1.1 O

On s’intéresse maintenant a la description géométrique des fibres de v au dessus de chaque
orbite U;.

Notation 3.3.3. Pour 0 <r < N, on note

(A 0 -+ o v oo O]
0 A :
Jor =1 A
: 0

la matrice avec r blocs A sur la diagonale et des 0 partout ailleurs. La matrice Jo, est antisymétrique
de rang 2r et donc s’identifie naturellement & un élément de U,..

n—-2r,2r On—2r,n’—2r

On fixe 7 € {0,..., N} et on définit w, := [0 Lo O2r,nr—2r ] e W et G, le stabilisateur de

w, dans G. On vérifie alors que

I, 0
G, = {[ 0 M] , Me Spn_zr(k)} 2 Spn-a2r (k)

et V =2rVy @ E,. comme G,-module, ou F, désigne la représentation standard de G, et Vj la
représentation triviale de G,.. On note N, la représentation slice de G' en w, (voir la définition

2.1.7)), alors on a le

Lemme 3.3.4. On a un isomorphisme de G,.-modules
Ny, =2 (n'=2r)E, @ r(2n’ -2r -1)Vj,.
Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme [2.1.8 O

Soient Fy et Fy des espaces vectoriels de dimensions n' —2r et #(2n' - 2r — 1) respectivement et
dans lesquels G- opére trivialement. D’aprés le lemme on a un isomorphisme de G,-modules

Nwr = HOIIl(F’l7 Er) x Fy
et le morphisme de passage au quotient vy : N, — Ny, [/G, est donné par :

vy: Hom(Fi,E,)xF>, - A (Fy)xF
(w,z) ~ (fwJ'w,z)
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ou J' € M,,_o.(k) est la matrice avec Z —r blocs A sur la diagonale et des 0 partout ailleurs. Et

2
donc )
N (N, Gr) = vy (vn(0)) = 3t (0) 2 vy~ (0)
avec
vyt Hom(Fy,E.) - A*(F})
w = twJw.
Proposition 3.3.5. Avec les notations précédentes, on a un isomorphisme G-équivariant

v (Joy) 2 GXCr Vf\fl (0).

En particulier, si l’on note H :== Gy, on a

G sin' >n,
v i Jn)=y G/H sin' <n etn' pair,
Gx"E, sin <n etn impair.
Corollaire 3.3.6. Soit r€{0,..., N}, alors la dimension de la fibre du morphisme v au dessus de
Jo, vaut :

o n'n—3in/(n'-1) lorsque n’ —r < 2,

o In/(n-2r)+ %(n +2r) + 1(n+2r) sinon.

’
n

On rappelle que N := min (E( s

),g) En procédant comme pour la proposition |2.1.11} on

montre la

Proposition 3.3.7. La dimension de la fibre générique et 'ouvert de platitude de v sont donnés
dans le tableau suivant :

configuration | dim. de la fibre générique ouvert de platitude
n' <n n’n—%n'(n’—l) Un U U Unax(n'-2-1,0)
n'=n n(n+1) UnuUpn_1
n >n sn(n+1) Un

Corollaire 3.3.8. Le morphisme v est plat sur W[|G tout entier si et seulement sin+222n' et
dans ce cas W[IG = A2(V'*).

Le corollaire qui suit est une conséquence de la proposition [I.1.6] et du corollaire [3.3.8] :
Corollaire 3.3.9. Sin+2>2n', alors H = A2(V'*) est une variété lisse ety est un isomorphisme.

On s’intéresse, dans la proposition qui suit (et qui se démontre comme la proposition [2.1.14)), a
la fonction de Hilbert de la fibre générique de v. On note comme précédement H := G 2 Sp,_an (k)
le stabilisateur de wy dans G.

Proposition 3.3.10. La fonction de Hilbert de la fibre générique de v est donnée par :

dim (M) sin' >n,
VM eTrr(G), hw(M)={ dim(M*T) sin'<n etn' est pair,
dim (M ® k;[ET])H) sin’ <n etn' est impair.

3.3.2 Description de 1’algébre du nilcone

Dans cette section, on décrit 1'algébre du nilcone de v comme G’ x G-module lorsque n’ = n en
procédant comme dans la section 2.1.3]

Notation 3.3.11. On note J I'idéal engendré par les G-invariants homogénes de degré positif de
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L’idéal J est G’ x G-stable par définition. Avec les notations de la section [[.4.2] on a
(3.19) KWy 2 (S* (V) @ Taey (V) @ (A (V) © (Vo @ Ty, (V)
comme G’ x G-module. Donc Jnk[W], = A*(V') @V} comme G’ x G-module et ce module engendre
I'idéal J.

On rappelle que l'on a défini les sous-groupes B’, T, U’ de G’ (resp. B,T,U de G) dans la

section Soient N':= 3 et 1 <p < N'. D’aprés le formule de Cauchy-Littlewood ([Ful97, §8.3,

Corollary 3]), on a un isomorphisme de G’ x GL(V')-modules

(3.20) kW, =2 @ S*V)eSMNV)*
[Al=p

ou |A| := ¥; r;. Puis, d’aprés [FHI1, Theorem 17.5], le GL(V)-module APV* contient une unique
copie du G-module I'c ;. 4, (V). On fixe z, € k[W]g,XU un vecteur de plus haut poids du G’ x G-
module APV’ ®T'¢ ;. 4, (V). La proposition qui suit est prouvée dans [KS11} §9] :

Proposition 3.3.12. On a un isomorphisme de T’ x T-algebres
[z, on] 2 (R[W]))TV.

Proposition 3.3.13. Soit A =ri€1 +...+rnens € A+, alors la composante isotypique associée au
G-module Tx(V') dans k[W]/J est
SMNVYeTA\(V).

De plus, la représentation I'x(V') apparait dans k[W],/(J nk[W],) si et seulement sip=Y;1;.

Démonstration. La démarche est la méme que dans la preuve de la proposition[2.1.21} Les monomes

forment une base de k[x1,...,2n/] et chaque mondéme engendre une droite T’ x T-stable. Soit
p1,...,pn des entiers positifs, alors le poids (A, A) du monome zf* ... 2R est

( PN/ENT T+ (pN/ +pN’—1)€N’—1 + ...+ (pN/ + ... +p1)€1, PN/ENT + ...+ (er + ... +p1)€1)
et le poids A détermine uniquement ce mondéme. Le résultat annoncé s’ensuit. O
On en déduit le

Corollaire 3.3.14. Si I; un idéal G-stable homogéne de k[W] contenant J et qui a pour fonction
de Hilbert h, alors la fonction de Hilbert classique de I est donnée par :

Vp>0, filp)= > h(Treraryren (V) AM(Ty e iryren (V).

r12...27 520,
1+ AT N =D

3.3.3 Etude du cas dim(V') =4

Dans toute cette section, on fixe n =4. On a G = Spy(k), W//G = A2(V™* )t et p: H - Gr(4, V")
est le morphisme de la section On note

Yo:={(Q,L) e W/|GxP(W//G) | QeL}=0rwjc)(-1)

léclatement de W //G en lorigine et Y7 éclatement de Yy le long de la transformée stricte de

A2(V'*)=2. Nous verrons 4 la fin de cette section que Y; est isomorphe & 1’éclatement de la section

nulle du fibré A% (T') au dessus de Gr(4,V"*), ot T désigne le fibré tautologique de Gr(4,V'*).
Nous allons démontrer le

Théoréme 3.3.15. o Sin' =4, alors H=Yy ety est l’éclatement de W [|G en lorigine.

e Sin' >4, alors H=Y; ety est une résolution des singularités de W [/G.
En particulier H est toujours une variété lisse.
Remarque 3.3.16. Sin’ <3, alors H = W//G et v est un isomorphisme d’aprés le corollaire [3.3.9]

Nous allons démontrer le théoréme [3.3.15| en procédant comme pour les théorémes [2.1.25| et
BII0
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Points fixes de H pour ’opération de B’

On suppose pour le moment que n’ = 4 et on commence par déterminer les points fixes de B’ dans
H.

Notation 3.3.17. On note

e D :=(ej Aeg) P'unique droite B’-stable de A%(V’),

e I I'idéal de k[W] engendré par (A*2(V') @ Vp) ® (D @ e e, (V) € K[W],.
Remarque 3.3.18. L’idéal I est homogene, B’ x G-stable et contient ’idéal J.
Théoréme 3.3.19. L’idéal I est l'unique point fivze de B’ dans H.

Démonstration. On raisonne comme dans la preuve du théoreme [2.1.30] en considérant Iz un point
fixe de B’ et en étudiant k[W]/I; composante par composante.

e Composantes de degré 0 et 1 :

On a bien str Iz nk[W], = {0} et Iz nk[W], # k[W],.

e Composante de degré 2 : on utilise la décomposition .

Pour avoir la décomposition souhaitée de k[W]/Iz comme G-module, on a nécessairement k[ ],n
I;26Vy@T 1e, (V). En effet, le G-module k[W]/I; contient déja une copie de la représentation
triviale (qui provient de la composante de degré 0), il ne peut donc pas en contenir d’autre. Ensuite,
k[W], contient 6 copies de ', +¢, (V') qui est un G-module de dimension 5, donc k[W],nI; contient
au moins une copie de I'¢, 4, (V). Comme k[W]2nIz est B'-stable, il contient D®T'c, 4, (V') car D
est I'unique droite B’-stable de A%(V"). Il s’ensuit que Iz contient (A%(V')®@Vp) @ (D®T,+e,(V))
et donc Iz o I. En particulier, I o J et donc d’aprés le corollaire la fonction de Hilbert
classique de Iz est donnée par :

Vp>0, fr,(p)= Z dim(rr161+r262(v))2-

7127220
r1+r2=p

La formule des dimensions de Weyl permet de déduire que

1 1 3 3 97 . 481 , 29683 . 4069 , 4T3
Vp>0 =l —pP T — PP —pt e PP —— PP —p+ 1.
P20, fr:(P) = T5o0P” + 5667 * 10?20 T 1aa? T 2a0” T Tae0? T ma0? T 1a0”

Par ailleurs, un calcul direct avec [GS, Macaulay2| nous donne la fonction de Hilbert classique fr
de l'idéal I :

Vp 2 Oa f](p) = flz(p)
Donc Iz = I est I'unique point fixe de B’'. O

M, M,
0 M;
orbite fermée de H est isomorphe a Gr(2,V").

Le corollaire qui suit découle du lemme [I.2.T] et du théoréme [3.3.19]

Remarque 3.3.20. On a Stabe(I) = {[ ] 3 My, MseGLa(k), M€ Mg(k)}, donc 'unique

Corollaire 3.3.21. Le schéma H est connexe.

Espace tangent de H en 2
On note Zj := Spec(k[W]/I). Nous allons démontrer la
Proposition 3.3.22. dim(7z,H) = 6.

1 Y1 oA h
T2 Y2 22 12
r3 Yz 23 t3
T4 Ya 24 U4
i <4]. On explicite des bases de certains B’ x G-modules qui apparaissent dans k[W]s :

On note w € W sous la forme w = et on identifie k[W] & k[x;,yi, 2, ti, 1<
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J1 = —x3Yy1 — Tay2 + T1Y3 + T2Ys
f2 = —2321 — X422 + X123 + Ta2y
f3 = —,’Egtl - .%‘4t2 + $1t3 + $2t4
Ja 1= —Y321 — Yazo + Y123 + Y224
f5 1= —yst1 — yata + y1t3 + Yoty
f6 = —thl - Z4t2 + thg + 22t4
hy = x1Yy2 — w2y1
ho = x1Yy3 — T3Y1
hg = x1Y4 — T4Y1
hy = 22y3 — w3Y2
hs = 3y4 — T4Y3
he = T2ys — T4Y2

On reprend les notations de la section Soient R := k[W]/I et

est une base de A%2(V') ® Vj,

est une base de D ® A%(V).

Ni=(f1,.... fo;h1,..., hs) c k[W]

qui est un B’ x G-module qui engendre I'idéal I. D’apres [GS, Macaulay2|, les relations entre les
générateurs ci-dessus du R-module I/I? sont données dans la table

-x2yl+xly2 ¥v3 x3 0 0 0 vd 0O x4 0 0 z3 -z4 0 0 t3 -t4 y3t3 x3It3 y3z3
-x3yl+x1y3 -y2 -x2 y4 x¢ ¥3 -yl x3 -x1 -z4 z3 -z2 z1 -t4 t3 -t2 tl -y2t3 -x2t3 -y2z3
-x4yl+xlyve 0 0 -y3 -x3 0 -y2 0 -x2 z3 0 0 zZ2 t3 0 0 t2 0 0 0
-X3y2+x2y3 vyl x1 0 0 vd 0O x4 0 0 z4 z1 O 0 td tl 0 yilt3 =x1t3 ylz3
-x4y3+x3ve o] o] ¥yl =1 w2 O ®2 0 -zl z2 0 o] -tl tZ2 0 0 0 0 0
-x3vl-x4yZ+xly3+xive 0 o} o] o] -¥3 vyl -x3 x1 z4 O z2 0 td 0 t2 0 0 0 0
-x3zl-x4z2+x1z3+x2z¢ 0 © © O©O © © O ©O -y4 -y3 -y2 -yl 0 © 0O @ 0 0 0
-x3tl-x4t2+xlt3+x2t4 ¢ o© © © © © O © O O O 0 -y& -y3 -y2 -yl 0 0 0
-y3zl-y4z2+ylz3+y2zd 0 o} o] o] o] o] o] o] x4 x3 x2Z2 =l 0 o] o] o} 0 0 0
-y3tl-y4t2+ylt3+y2te 0 © ©0 © © © © © ©0 O 0 0 x4 x3 x2Z =x1 0 0 0
-z3tl-z4t2+zlt3+z2t4 0 © © © © © © © © © © © © o o @ 0 0 0

x3z3 O a zd4t3-z3tc4d v4t3 =x4t3 0O 1} v4z3 =4z3

-x2z3 y4t3+y3td4 x4c3+x3td -2z4c2+2z2td4 -ylt3 -x1t3 y4z3+y3z4 R4E2Z3+x3z4 -ylz3 -xlz3

a -y3t3 -x3t3 z3t2-z2c3 -y2t3 -=x2t3 -y3=z3 -H3Z3 -y2z3 -x2z3

x1z3 y4c4 x4t 4 z4tl-zlc4 0 1] yiz4d x4z4 1} 1}

a vit3+y2cd xlc3+x2td z2Ztl-zlc2 4] i} vlz3+y2z4 x®1z3+x2z4 0 1}

a -y3t4 -x3c4d zdt2-z2t4d vlt3 =x1t3 -y3z4 -x324 v1lz3 =lz3

s} 0 0 0 0 0 0 0 0 0

s} 0 0 0 0 0 0 0 0 0

s} 0 0 0 0 0 0 0 0 0

s} 0 0 0 0 0 0 0 0 0

s} 0 0 0 0 0 0 0 0 0

TABLE 3.5 — Relations entre les générateurs de /12

En particulier, on a les relations suivantes données par les colonnes 10 et 14 respectivement :

r1 ::—z3®h2+23®h3—z1®h5+z4®f1—y4®f2+m4®f4,
ro =t @ho+1l3®h3—t1Qhs+1t4® f1 —ys ® f3+14Q f5.

On a dim(NN) = 11 et donc d’aprés le lemme[1.2.6] on a dim(Tz,H) = 11 -rg(p*). D’aprés le lemme
la variété HP™ contient au moins un point fixe pour 'opération de B’, donc Zy € HP™ et

donc dim(T'z,H) > dim(#HP" ™) = 6. Donc pour montrer la proposition il suffit de montrer le

Lemme 3.3.23. rg(p*) > 5.

Démonstration. Pour i =1,...,6, on définit 9; € Homg(R ® N, R) par :

Yi(1® f;) :6{ pour j=1,...,6,
Y;(1®h)=0 pour tout h € D@ T, 4, (V),

ol 5f est le symbole de Kronecker. La famille {t1,...,1g} est libre dans Homg(R ® N, R). Nous
allons voir que {p*(¢1),...,p*(15)} est une famille libre de Hom%(R ® R, R), ce qui démontrera
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le lemme.
Soient Aq,

(3.21)
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..., A5 € k tels que

A p (1) +. .o+ X507 (15) = 0.

On évalue (3.21]) en 1 ® 1, on obtient :

)\124—)\2y4+)\4$4=0=>>\1=>\2=>\4=O.

De méme, on évalue ((3.21)) en 72 ® 1, on obtient :

—A3y4+>\55134 =0= )\3 :)\5 =0.

Et done {p*(¢1),...,p*(¢5)} est bien une famille libre.

O

Remargque 3.3.24. D’aprés [GS, Macaulay?2], une famille de générateurs du R-module Hompg(1/I%, R)

est donnée dans la table

| —=x2yl+xly2 0wl w2 0 0O o 0 0 x1 =2
| —=x3yvl+xly3 o0 y3 0 w1 O O 0O 1] X3
| —=x4yl+xly4 o0 v4 yv1 O o 0 0 1] x4
| —=x3v2+x2y3 0 -y30 0 w2 0O 0O O -x3 0

| —=x4y3+x3y4 o0 0 w3 -y4 0 O O 1] 1]

| —=x3yl-x4y2+xly3+x2y4d 0 -y4 yv3 yv2 w1 O O O -x4 X3
| —®x3zl-x4z2+x1z3+x2z4 0 -z4 23 z2 zl1 =4 =3 =2 1] 1]

| —x3cl-m4c2+x1c3+4x2t4 0 -t4 €3 t2 €1 O O O 0 0

| —y3zl-y4z2+ylz3+y2zd 0 O o 0 0 v4 y3 w2 z4 -z3
| —y3tl-y4c2+ylc3+y2ed 0 O o 0 0 o 0 0 T4 -t3
| —z3tl-z4c2+zlc3+z2c4 1 0 o 0 0 o 0 0 0 0

TABLE 3.6 — Générateurs du R-module Homz(I/I?, R)

On note ®; le morphisme associé a la colonne ¢+ 1. On vérifie que les six morphismes

G-équivariants et linéairement indépendants :
o Oy,
o —20P9 + 21 P3 — 24Dy — 23D,
o —to®y+1, Py —t, Py —t3Ps,
o — 2P0+ 21Dy — 24P1o — 23P13,
o —to®Pg+t1DPyy —t4 Do — t3Py3.

o O3,

[T I o T I e Y

D000 00

=]

®3 =2

0

¥3 ¥2

0

z2tl-zl1lt2
-z4t2+z2t4
z4tl-zlt4
z23t2-z2t3
z4t3-z3t4

D000 00

suivants sont

Ils forment donc une base de ’espace vectoriel Hom$(1/I 2 R) et on en déduit, comme dans la
R

remarque [2.1.36] que

Hom$(I/1*,R) = D* @ (D* ®

comme B’-module.

On déduit du lemme [T.2.2] et de ce qui précede le

A2(vﬂ)

D

)

Corollaire 3.3.25. H = HP'™ est une variété lisse de dimension 6.
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Construction d’un morphisme équivariant §: H - P(W//G)

Le lemme qui suit découle de la théorie classique des invariants de maniére analogue au lemme

C5T
Lemme 3.3.26. Le k‘[W]G—module k[W](Feﬁﬁz(V)) est engendré par Hom® (T, 1, (V), K[W],).

Puis, on a 'isomorphisme de G’-modules

Hom (¢, 1e, (V), k[W],) = A2(V").
La proposition donne un morphisme G’-équivariant
H - Gr(5,A*(V'™)).
Et A2(V"™*) ®det(V') = A%(V’), donc
Gr(5, A2 (V™)) = P(A2(V')) = P(A2(V"™)) = P(W JIG)

comme G’-variété. On a donc un morphisme G’-équivariant
(3.22) 0: H->P(W/G).

On rappelle que I'on note

Yo = {(Q.L) e W/JG x B(W/G) | Q € L} = Opq sy (1)

léclatement en 0 de W //G. On vérifie que le morphisme v x § envoie H dans Yy. Puis, en procédant
comme pour la proposition [2.1.41] on montre que le morphisme yx4d : H — Y| est un isomorphisme
G'-équivariant.

Cas n' >4
On considére la variété

Z:={(Q,L,E) e W[|GxP(W/|G) x Gr(4,V"™) | Qe L et Im(L)c E}
ot Im(L) est défini dans la notation On a le diagramme

Z
RN
Yo Gr(4,V"™)

ou ¢; et g2 sont les projections naturelles. En particulier, avec les notations du début de la section
on vérifie que Z = A? (T'). Ensuite, on montre en procédant comme pour le lemme que
Y1 @ Z et que, via cet isomorphisme, ’éclatement Y; — Y s’identifie au morphisme ¢; : Z - Yj.
On raisonne alors comme dans la section : on identifie Y7 & Z, on montre l'existence d’un
isomorphisme G’-équivariant H = Y7, on identifie H & Y7 via cet isomorphisme et enfin on montre
que 7 est la composition des éclatements Y7 — Yy — W//G. En particulier, v est toujours une
résolution de W//G.

3.4 Casde O(V) et SO(V) opérant dans p~1(0)

On se place & nouveau dans la situation 3 et on considére le cas particulier o I’ espace vectoriel
V' est de dimension paire n’ = 2d. Plus précisément, soit E un espace vectoriel de dimension d et
soit V' := E® E*. Alors
W =Hom(V', V)
=Hom(E® E*,V)
=Hom(FE,V) x Hom(V, E) puisque V =2 V* comme G-module,
=Hom(E,V) x Hom(E,V)".
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Ona G =0O(V) et on note G° = SO(V) la composante neutre de G qui opére dans W par restriction
A
_01 (1)] et J' = € M, (k) la matrice avec d blocs A
A
sur la diagonale et des 0 partout ailleurs. On note Q' la forme symplectique sur V' définie par J’
et G’ := Sp(V") le sous-groupe de GL(V') qui préserve Q)'. L’opération de GL(V') x G dans W
induit une opération de G’ x G dans W. On note

de l'opération de G. Soient A := [

g = {MeEnd(V') | J'M +"'MJ =0}

lalgebre de Lie de G’ et
o= {Meg' | rg(M) <n}.
Le groupe G’ opére dans g’ par 'action adjointe et on a un isomorphisme G’-équivariant
SQ(V/*)
J M

/

g
M

7

qui permet d’identifier g’" au quotient W //G = S?(V'*)*" étudié dans la section
Notre but est d’étudier les schémas de Hilbert invariants

G-H, = Hilby, (u7(0))

et
G°-H, := Hilbgo (u7'(0)).

L’étude de ces deux schémas étant fortement liée, nous faisons le choix de les considérer simultané-
ment. On procéde comme dans la section [2.2] Dans la section on décrit I’application moment
p: W — g, ou g désigne l'algebre de Lie de G, ainsi que sa fibre en 0. Dans la section [3:4:2] on
étudie les morphismes de passage au quotient v : = *(0) » u*(0)//G et vo: =1 (0) - p~(0)//GO.
Nous verrons que les réductions symplectiques p~'(0)//G et p71(0)//G° sont irréductibles et on
pourra donc parler de la fonction de Hilbert h (resp. h0) de la fibre générique de v (resp. de vp).
On note G-HP'™ et GO-HP™" les composantes principales de G-Hy et GO-H, respectivement. Dans
la section on établit un résultat de réduction qui permet de ramener la détermination de
G-HP"™ au schéma de Hilbert invariant étudié dans la section Le résultat essentiel de cette
section est le corollaire B.4.17]

3.4.1 L’application moment

On considére 2 la forme symplectique sur W définie dans la section alors G’ x G opére
symplectiquement dans (W, Q). D’aprés [BecQ9, §4.2], Iapplication moment pour 'opération de G
dans (W, Q) est donnée par :
pr W~ g
W —%wJ .
Et donc
w(0) = {weW | w w=0}.

Remarque 3.4.1. On vérifie que Sp(V') est le plus grand sous-groupe de GL(V') qui stabilise
1~ 1(0) dans W et ce constat justifie a posteriori notre choix pour G'.

L’application moment coincide (& un scalaire prés) avec le morphisme de passage au quotient
W — W//G'. En particulier, 7' (0) est le nilcone N'(W,G") et on déduit de [KS11, Theorem 9.1]

que le schéma p~1(0) est une variété normale. La preuve de la proposition qui suit est analogue a
celle de la proposition [3.3.2}

Proposition 3.4.2. La variété u='(0) est de dimension
e 2dn-3in(n-1) sin<d,

e dn+ %dQ + %d sinon.
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3.4.2 Etude des morphismes de passage au quotient

Soient
v p (0) > p 1 (0))/G
et
vo: p(0) > p7H(0)//G°
les morphismes de passage au quotient. Dans cette section, on décrit géométriquement les variétés
pH(0)//G et p1(0)//G°. On note hy (resp. hY) la fonction de Hilbert de la fibre générique de v

(resp. de 1) et
N :=min (d,n).

On rappelle que l'on a une correspondance bijective entre les partitions (d; > ... > di) de
n’ = 2d dans lesquelles les d; impairs sont présents avec multiplicité paire et les orbites nilpotentes
Ola,,...,a,] de g’ (voir [CM93| §5.1]). La proposition qui suit se démontre comme la proposition

,,,,,

Proposition 3.4.3. ;7'(0)//G = m
Corollaire 3.4.4. Le quotient n~'(0)//G se décompose en N + 1 orbites pour l'opération de G’ :
Ui = Opgi 12(4-007, pour i=0,...,N.
Les adhérences de ces orbites sont imbriquées de la facon suivante :
(3.23) (0} =Ty c - Ux = " (0)/G.

La géométrie de 'adhérence d’une orbite nilpotente dans g’ est étudiée dans [KP82|. En par-
ticulier, la variété p~1(0)//G est normale (car 1 1(0) est normale), de dimension N(2d + 1 - N)
(JCM93, Corollary 6.1.4]) et son lieu singulier est Un_; ([KP82, Theorem 2]).

On s’intéresse maintenant a la géométrie de la variété x~1(0)//G°. On considére le morphisme
G'-équivariant py : p71(0)//G° - 171(0)//G qui apparait dans le diagramme . Si d < n, alors
1~ 1(0) ¢ Hom(V',V)*? et donc p; est un isomorphisme. En revanche, si d > n, alors x~1(0) n
{we W | rg(w) = n} est non vide et donc p; est un revétement double de p~(0)//G dont le
lieu de ramification est Opgn-1 12¢a-n+1)] (en particulier les dimensions de w(0)//G et u(0)//G°

coincident). Malheureusement, j’ignore quel est le lieu singulier de p~(0)//G°, on sait seulement
qu'il est de codimension au moins 2. D’apres [CM93| §6.1], on a 71 (Opgn j2(4-n)7) = Z2 et donc, si
d > n, le morphisme p; est le revétement universel de (9[2,;712(@1>].

Dans tous les cas, la variété quotient p~'(0)//G° est normale et se décompose en N + 1 orbites
U, 1=0,...,N, qui sont imbriquées comme dans (3.23). On fait ici I’abus d’utiliser les mémes
notations pour désigner les orbites de p1(0)//G et de u~(0)//G° mais on sera attentif & toujours
préciser le contexte.

Remarque 3.4.5. Nous verrons dans la section que les variétés 171 (0)//G et p1(0)//GY sont
symplectiques. Nous verrons aussi que p~'(0)//G admet des résolutions symplectiques si et seule-
ment si d < n.

La dimension de la fibre générique de v (resp. de 1) est :

%n(n— 1) sid>n,
dn-1d(d+1) sid<n.

Notation 3.4.6. Si d < n, on note
ge={| M Ondal areo b0, ak)
Odgn-a I

(qui est un sous-groupe réductif de G) et H® = SO,,_4(k) la composante neutre de H (qui est un
sous-groupe réductif de G°).
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Lemme 3.4.7. La fibre de v (resp. 1) en un point de Uy est isomorphe a

G (resp. GO) sid>n,
G/H (resp. G°/H®) sid<n.

On en déduit la

Proposition 3.4.8. La fonction de Hilbert hy (resp. hY) de la fibre générique de v (resp. de vp)
est donnée par :

dim (M) sid>mn,

dim(MH)  sid<n.

dim(M) sid>n,
dim(MA°)  sid<n.

VM eIrr(G), hs(M) = {

(resp. VM e Irr(G°), h2(M) = {

La fibre 171(0) est un sous-schéma fermé G’ x G-stable de W, donc le schéma G-H, est un sous-
schéma fermé G’'-stable de Hilbfﬁ (W). Ensuite, d’aprés les propositions et les fonctions
de Hilbert hy et hy coincident lorsque d > n ou d < § et alors G-H, s’identifie a un sous-schéma

fermé de Hilbfw (W) ; ce dernier a été étudié dans la section De méme, lorsque d >n oud< 3,

le schéma G°-H, s’identifie & un sous-schéma fermé de Hilbfw (W) ; ce dernier a été étudié dans la
section

Remarque 3.4.9. 11 n’y a pas de relation d’inclusion entre G-H, et G°-H en général.

3.4.3 Construction de morphismes équivariants et réduction

On souhaite déterminer G-HP"'™ en procédant comme nous ’avons fait pour GL(V') dans la section
c’est-a-dire en utilisant le principe de réduction pour se ramener & une variété plus simple.
On n’a malheureusement pas de résultat semblable pour G°-HP'™ puisque, comme nous 1’avons vu
dans la section on ne dispose pas du principe de réduction lorsque G = SO(V).

Dans la section [1.5.1] on a construit un morphisme G’-équivariant

(3.24) Hilb, (W) - Gr(hs(V),V"™).

D’aprés la proposition on a hs(V) = N. La restriction du morphisme (3.24) a G-H donne

donc un morphisme G’-équivariant
(3.25) ps: G-Hs — Gr(N, V™).

On rappelle que 'on note Q' la forme symplectique sur V’ définie par la matrice J' au début de la
section On a V' 2 V™ comme G'-module et donc Q' s’identifie & une forme symplectique sur

V'*. Soient N
N :=FE (—)

2

et
O;={LeGr(N,V"™) | | est de rang 2i} oui=0,...,N".
Alors les O; sont les orbites pour l'opération de G’ dans Gr(N,V'*) et on a :
OO C 071 C-C ONI = GI‘(N, V,*).

En particulier, Oy est 'unique orbite ouverte et

Oo = IGr(N, V"),

qui est la grassmannienne isotrope introduite dans la section [3.3.1] est I'unique orbite fermée de
Gr(N, V™).
Soient :

o LoeOg et P:=Stabg/ (L) le sous-groupe parabolique de G’ qui préserve Ly,
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e W' :=Hom(V'/L§,V) et v': W' - W'[/G le morphisme de passage au quotient,

e hy la fonction de Hilbert de la fibre générique de v/,

o G-H':= Hilbgw,(W') et G-H'P"" sa composante principale.
On remarque que hg = hyys. En procédant comme pour la proposition [2.2.14] on montre la
Proposition 3.4.10. On a isomorphisme de G'-variétés G-HE'™ = G’ xF (G-H/Pn).
On déduit de la proposition [3.4.10] et des résultats de la section [3.1] le

Corollaire 3.4.11. e Sid< ”T“, alors
G-HP'™ = S*(T),

ot T est le fibré tautologique de 1Gr(d,V'™*).
e Sid>n=2, alors .
G-HP'™ = Blo(S*(T)),

ot T est le fibré tautologique de 1Gr(2, V') et Blo(S*(T)) désigne l’éclatement de la section nulle
du fibré S*(T).

Démonstration. Le cas d < ”T*l découle du corollaire
Le cas d >n = 2 découle du théoréme O

Remarque 3.4.12. Sin =1, alors on a G-HP"™ = S?(T'), o T est le fibré tautologique de IGr(1,V'*) =
P(V"™).

Remarque 3.4.13. Dans la section nous avons montré l'existence d’une deuxiéme compo-
sante irréductible pour Hg en nous ramenant a montrer qu’'un certain schéma de Hilbert invariant
Hilbfg (1'71(0)) était toujours non-vide. On ne peut malheureusement pas obtenir de résultat ana-
logue ici. La raison est que, dans notre situation, le schéma Hilbfg(u"1 (0)) peut étre vide. Par
exemple si G = Oz(k), nous allons voir dans la section que G-H; est une variété.

Remarque 3.4.14. Si d < 4, alors comme nous I'avons suggéré dans le remarque [1.5.3, on peut
construire un morphisme G’-équivariant G°-H, — Gr(d,V'*) et obtenir un résultat de réduction
pour SO(V') analogue & celui obtenu pour O(V') dans la proposition |3.4.10, Néanmoins, lorsque
d<2 ona

27

G-HP™ = W'[JO(V) 2= W'[|SO(V) = GO-HP™

et on n’obtient donc rien de nouveau dans ce cas.

3.4.4 Etude du cas dim(V) =2

Dans cette section, on fixe n = 2 et d > 2. Alors p17" (0)//G = Opgz y2a-4) et ps : G-Hg - Gr(2,V"*) est
le morphisme (3.25)). On a vu que Gr(2, V'*) se décompose en deux orbites OguO; pour I'opération
de G'.

Lemme 3.4.15. Le morphisme ps envoie G-Hs dans Oy.

Démonstration. Soit L1 € O1 un point de 'orbite ouverte, on va montrer que la fibre schématique
de ps en L; est vide. On note V"' := V'/L7 et W' := Hom(V" V), alors W" 2V & V* comme G-
module. On munit W de la forme symplectique 2 définie par et on considere p': W —» g
Papplication moment pour 'opération de G dans (W”,Q) comme nous 'avons fait pour (W, Q)
dans la section En procédant comme pour le lemme|[1.5.5] on montre que la fibre schématique
de ps en L; est isomorphe au schéma de Hilbert invariant Hilb,i (1'71(0)).

Il s’agit donc de montrer que ce schéma de Hilbert invariant est vide. Dans le cas contraire, il existe
un idéal homogéne Iy de k[~ (0)] tel que k[p/~(0)]/1o = @ rrerre(cy M® dim(M) comme G-module.
On note I I'image réciproque de Iy par le morphisme de passage au quotient k[W"] — k[x/~1(0)].
On a

W] 2 (S2(V") @ (Vo © (Tae, T 2.,))) ® (AX(V") 9 )
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comme GL(V")xG-module. L’idéal I contient nécessairement (S?(V")@Vy)®(A%(V")®¢) puisque
k[W"]/I contient déja une copie de V; (I'image des constantes dans le quotient) et A2(V") = Vj
comme Sp(V"")-module. Donc k[W"]5/(I nk[W"]5) est un quotient du G’ x G-module S?(V") ®
(T2, ® I'_¢,). Mais alors, un raisonnement analogue a celui effectué dans la preuve du lemme
B:2.14) permet de montrer qu’un tel quotient ne contient aucune copie de la représentation signe
e. Le résultat s’ensuit puisque le G-module k[p/~1(0)]/Io = k[W"]/I est supposé contenir chaque
représentation irréductible de G avec une multiplicité égale & sa dimension. O

Donc, avec les notations de la section [3.4.3) on a un morphisme G’-équivariant G-Hs - G’/ P,
et donc d’apreés (|1.26)) on a un isomorphisme G’-équivariant

G-Hs =G xT'F

ou F est la fibre schématique de ps en Ly. Ainsi, pour déterminer G-Hs, il suffit de déterminer F'.
En procédant comme pour le lemme [1.5.5] on montre le

Lemme 3.4.16. La fibre F est isomorphe au schéma de Hilbert invariant G-H' et 'opération de
P dans F coincide, via cet isomorphisme, avec l'opération de P dans G-H' induite par ’opération
de P dans W'.

D’ou la
Proposition 3.4.17. On a un isomorphisme G'-équivariant G-Hs = G' xF (G-H').

Enfin, on a vu dans la section que G-H' est une variété, donc G-Hg est une variété. En
particulier, on a G-Hg = G-HP"™ et donc, d’aprés le corollaire [3.4.11) on a G-Hg = Blo(S*(T)).

3.5 Cas de Sp(V) opérant dans p1(0)

On se place & nouveau dans la situation 5 et on considére le cas particulier W = Hom(F, V) x
Hom(FE,V)* comme dans la section Soient O(V”) le sous-groupe de GL(V') qui préserve une
forme quadratique non-dégénérée ¢’ sur V' et G’ := SO(V') sa composante neutre. L’opération de
GL(V') x G dans W induit une opération de G’ x G dans W. On note

o= A (VT)

lalgebre de Lie de G’ et
glﬁn = AZ(V,)Sn.

Le quotient W //G = g'*" a été étudié dans la section m

Le but de cette section est d’étudier le schéma de Hilbert invariant H := Hilbi (171(0)). Nous
allons procéder comme dans les sections et Lorsque d >n ou (d <n et d est impair), nous
verrons que 171 (0)//G est irréductible et donc h, est bien définie. En revanche, lorsque d < n et
d est pair, nous verrons que p~1(0)//G est la réunion de deux composantes irréductibles. Cette
situation ne s’était jamais produite jusqu’a présent et on ne peut alors plus parler de la fibre
générique du morphisme de passage au quotient. Pour surmonter cette difficulté, on va considérer
indépendamment les deux composantes irréductibles de ~'(0)//G et associer a chacune d’elles un
schéma de Hilbert invariant. Les principaux résultats de cette section sont la proposition et
son corollaire Le cas particulier n =2 et d = 3 a été traité par Becker dans [Becl0).

3.5.1 L’application moment

On consideére €2 la forme symplectique sur W définie dans la section Le groupe G’ x G opére
symplectiquement dans (W, ) et lapplication moment pour l'opération de G dans (W, Q) est
donnée par [Bec09, Proposition 3.1] :

por W=
w e fw(tw)]
et donc
P (0) = {we W | w('w) = 0}.
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Remarque 3.5.1. On vérifie que le plus grand sous-groupe de GL(V') qui stabilise z~1(0) dans W
est O(V'). Cependant, pour des raisons d’ordre pratique (étude des orbites nilpotentes de g’), on
préfére considérer Popération de SO(V”).

Le morphisme de passage au quotient W — W //O(V") est donné par w = w(*w). On en déduit
que les schémas 171 (0) et N(W,0(V’)) sont isomorphes. En particulier, le schéma p~'(0) est
réduit si et seulement si d > n et il est irréductible et normal lorsque d > n (JKS11, Theorem 9.1]).
La preuve de la proposition qui suit est analogue & celle de la proposition |3.1.1

Proposition 3.5.2. Le schéma p~1(0) est

o une variété de dimension 2dn — sn(n+1) sid>n,

o la réunion de deux fermés irréductibles de dimension dn + %d(d— 1) sinon.

3.5.2 Etude du morphisme de passage au quotient

On note
v p (0) - uT(0)//G
le morphisme de passage au quotient et

N :=min(d,n).

Dans cette section, nous allons décrire géométriquement le quotient 1~ (0)//G et voir que, contrai-
rement aux situations étudiées jusqu’a présent, il n’est pas toujours irréductible.

On a une correspondance entre certaines partitions de n’ = 2d et les orbites nilpotentes de g’
(voir [CM93], §5.1]). Soit (dy > ... > dj) une partition de n’ telle que au moins 1'un des d; est impair
et les d; pairs sont présents avec une multiplicité paire. A une telle partition, on associe une unique
orbite nilpotente de g" que I'on note Ofq, ... 4,1- On peut aussi considérer une partition "trés paire"
(dy > ... > dy) de n', c’est-a-dire une partition telle que tous les d; sont pairs et présents avec
multiplicité paire A une telle partition, il correspond cette fois deux orbites nilpotentes distinctes
que l’on note O drrody] et (9” de]’ Ces deux orbites sont échangées par I'opération de n’importe
quel élément de O(V’ )\SO(V ) Le résultat qui suit est démontré dans [Bec09 Proposition 3.6] :

Proposition 3.5.3. On a l’égalité ensembliste
O[2n712(d7n)] sid>n,
pH0)//G ={ Oaa-1 123 sid<n etd est impair,
O[IQd] U Ogd] sid<n etd est pair.

Remarque 3.5.4. Le schéma p~1(0)//G n’est pas toujours réduit. Par exemple si n =2 et d =1, on
vérifie que p1(0)//G = Spec(k[z]/(2?)) qui n’est pas réduit. Dorénavant, on considére toujours
p1(0) et 71(0)//G munis de leurs structures réduites pour simplifier.

Corollaire 3.5.5. Les orbites pour l’opération de G' dans le quotient n=(0)//G sont :
o U= 0Opgi12-n] pour i=0,2,4,....,n, sid>n,
o U;:=0Opgi 12007 pour i=0,2,4,...,d-1, sid<n et d impair,
o U;:=Olgi 12(a-0) pour i=0,2,4,...,d=-2 el UC{ = O[IQd], UC{I = O[Iéd], st d<n etd pair.
Les adhérences de ces orbites sont imbriquées de la facon suivante :

{O}ZEC@C"'CE lorsque d > n,
{0} =UgcUsc--cUsy o _ lorsque d<n et d est impair,
{0} =UycUsccUspcUL et UpscUM  lorsque d <n et d est pair.

Donc, si d < n et d pair, le quotient 7' (0)//G est la réunion des adhérences des deux orbites
nilpotentes U{f et Uél . L’intersection des adhérences de ces deux orbites est Uy_s. En revanche,
lorsque (d > n) ou (d < n et d est impair), le quotient ~1(0)//G est irréductible. La géométrie de
l'adhérence d’une orbite nilpotente dans g’ est étudiée dans [Hes79] et [KP82].
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Proposition 3.5.6. Si d > n, alors la variété u=*(0)//G est normale, de dimension 2dn —n(n+1)
et son lieu singulier est U, _s.

Si d <n, alors chaque composante irréductible de u='(0)//G est normale et de dimension d(d - 1).
Le lieu singulier de = '(0)//G est Uy_o (resp. Uy_3) lorsque d est pair (resp. d est impair).

Démonstration. La normalité des composantes irréductibles de 71(0)//G est donnée par [Hes79),
Criterion 2|. Leur dimension est donnée par [CM93, Corollary 6.1.4]. Enfin, le lieu singulier est
donné par [KP82, Theorem 2]. O

Remarque 3.5.7. Nous verrons dans la section que les composantes irréductibles de u~(0)//G
sont symplectiques et mais qu’elles admettent des résolutions symplectiques si et seulement si
d<n+1.

Si d < n et d impair, alors la fibre générique de v est réductible ce qui rend plus compliqué la
détermination de sa fonction de Hilbert. On exclura donc toujours ce cas par la suite. Il reste deux
cas de figure & considérer :

e Cas d >n. La fibre de v en un point de l'orbite ouverte est irréductible de dimension %n(n +1).
On note h la fonction de Hilbert de la fibre générique de v,

H, = Hilby, (17'(0))

et Hg’ri“ la composante principale de Hs.
e Cas d<n et d pair. On note X!, X' les deux composantes irréductibles de p~(0) et Y7 := Ué,
Y := Ul les deux composantes irréductibles de x4 (0)//G. Quitte & échanger X’ et X on a
XGg=v! et X"/|G=Y". Onnotev;: X! YT et vy: X% - Y les morphismes de passage
au quotient. On vérifie que la dimension de la fibre de v; (resp. de vy7) en un point de 'orbite
ouverte de Y/ (resp. de Y'T) est dn—3d(d-1). Le groupe O(V") opére transitivement sur Uj u U
donc les fibres génériques de vy et vy sont isomorphes. En particulier, elles ont la méme dimension
et la méme fonction de Hilbert h,. On note

= Hilby, (171(0)),

H = Hilbj, (X1,

HIT = HilbS (X1,
Enfin, on note HLP et HIIPHin Jes composantes principales de H. et HI! respectivement. Comme
X1 et X! sont des fermés de p71(0), on a linclusion H! uHI c H,, mais celle-ci est stricte a
priori.

Notation 3.5.8. Si d<n et d est pair, on note

M 0p—
H = d,d , M e Spn_q(k) = Spn_a(k)
Odn-a  ld

qui est un sous-groupe réductif de G.

Lemme 3.5.9. Sid>n, la fibre de v en un point de U, est isomorphe a G.

Sid=n, la fibre de vy (resp. de vyz) en un point de UL (resp. de UM ) est isomorphe a G.
Sid<n etd est pair, la fibre de vy (resp. de vir) en un point de UL (resp. de UM ) est isomorphe
a G/H.

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme [2.2.10 O
D’ou la
Proposition 3.5.10. Soit M € Irr(G), alors

o hy(M)=dim(M) sid=>n,

e ho(M)=dim(MH™) sid<n etd est pair.

Le fermé 171 (0) est G’ xG-stable dans W, donc le schéma H, est un sous-schéma fermé G’-stable
de Hilbi(W). Ensuite, d’aprés les propositions et les fonctions de Hilbert hy et hg
coincident lorsque d > n ou d < 4 et alors Hy s’identifie & un sous-schéma fermé de HilbgW(W) ;
ce dernier a été étudié dans la section De méme, lorsque d = n ou (d < § et d est pair), les
schémas H! et HI s’identifient & des sous-schémas fermés de HilbgW(W).
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3.5.3 Construction d’un morphisme équivariant et réduction

Dans cette section, on procéde comme dans les sections 2.2.3] et [3.4.3] pour montrer que 1'étude
des composantes principales HP™", HIPrin ot HIIPrin go ramene a 'étude du schéma de Hilbert
invariant effectuée dans la section [3.3l

Dans la section [1.5.1] on a construit un morphisme G’-équivariant

(3.26) Hilb] (W) - Gr(hs(V), V™).

D’aprés la proposition [3.5.10} on a hs(V) = N. La restriction du morphisme (3.26) a& H; donne un
morphisme G’-équivariant

(3.27) ps: Mg~ Gr(N, V™).

On rappelle que 'on note ¢’ la forme quadratique non-dégénérée sur V' préservée par O(V'). On
a V' 2 V"™ comme O(V')-module et donc ¢’ s’identifie & une forme quadratique non-dégénérée sur
V™. Pour :=0,...,N, on note

O;:={L e Gr(N,V"™) | ¢, est de rang i}.

Si d > n, alors les O; sont les n + 1 orbites pour Popération de G’ dans Gr(n,V'). En revanche, si
d < n et d est pair, alors les O; sont des G’-orbites pour ¢ = 1,...,d mais Og = OGr(d, V"), qui est la
grassmannienne isotrope introduite dans la section est la réunion de deux G'-orbites que 'on
note OF et O}l et qui sont échangées par I'opération de n’importe quel élément de O(V')\SO(V").
Dans tous les cas, on a :

OGr(N,V')=0¢c Oy c--c Oy = Gr(N,V").
Ensuite, soient :
o Loe OGr(N,V"™) et P:=Stabg:(Lg) le sous-groupe parabolique de G’ qui préserve Ly,
o W':=Hom(V'/L§,V) et v': W' - W'[/G le morphisme de passage au quotient,
e hy- la fonction de Hilbert de la fibre générique de v/,
o H':= HilbfW, (W) et H'P"™ sa composante principale.

On remarque que hg = hy. Par ailleurs, lorsque d < n et d est pair, on vérifie que le morphisme
ps envoie HIPHM dans I'une des deux composantes irréductibles de Oy et HIP'™ dans l'autre
composante. Quitte & échanger Of et Oll, on peut supposer que p, envoie HLP''™ dans O et
HIPrin dans Off. En procédant comme pour la proposition on montre la

Proposition 3.5.11. On a les isomorphismes de G’ -variétés suivants :

e sid>n, alors

Hprin ~ G/XPHlprin
S - )
e si (d<n etd est pair) et Lo e Of (resp. Ly e Ol), alors
HI,prin ~ GIXPHIprin (Tesp HH,prin ~ G/XPHlprin)
S - ° S - °
On déduit de la proposition [3.5.11] et des résultats de la section [3.3]le
Corollaire 3.5.12. e Sid< 3 +1 etd est pair, alors
HIP = AX(Ty) et HIP™ = A (Typ),

ot Tt (resp. Trr) est le fibré tautologique de OF (resp. de OF).
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e Sid=n=4, alors
HIPI = Blg(A2(Ty)) et HIP™ & Blo(AX(Tn)),

ot Blo(A%(T7)) (resp. Blo(A*(Tyr))) désigne I’éclatement de la section nulle du fibré A?(Ty)
(resp. du fibré A%(Trr)).

e Sid>n=2, alors
ngin ~ AQ(T),

ot T est le fibré tautologique de OGr(2,V").

e Sid>n=4, alors
HP™ = Blo(A*(T))

qui est Uéclatement de la section nulle du fibré A*(T), ou T est le fibré tautologique de
OGr(4,V"™).

Démonstration. Les cas d < 5 +1 et d >n =2 découlent du corollaire W
Les cas d » n = 4 découlent du théoréme O

Remarque 3.5.13. On ne peut malheureusement pas procéder comme nous l’avons fait dans la
section pour déterminer si Hg est ou non réductible (pour les mémes raisons que celles don-
nées dans la remarque . A vpriori, Hs peut admettre plusieurs composantes irréductibles.
Cependant, si n =2 nous allons voir dans la section [3.5.4 que Hy est toujours une variété.

3.5.4 Etude du cas dim(V) =2

Dans cette section, on fixe d >n = 2. Alors G 2 Spy(k) = SLa(k),

Org2 12d-4 sid>3

-1 _ [2 )1 ] =

WO =1 o, vol, sid-,

allons utiliser les résultats des sections précédentes et de la section [I.5.2] pour déterminer Hs
comme G'-schéma.

et ps 1 Hs = Gr(2,V"™) est le morphisme (3.27). Nous

Proposition 3.5.14. Si d >3, alors Hs = HE™™ est une variété lisse isomorphe a

Bl0(0[22712d-4]) = {(f,L) € 0[22’1%—4] X P(O[22,12d—4]) | f € L}

et le morphisme de Hilbert-Chow vy s’identifie a I’éclatement Blo(Ofg2 12a-17) = O[g2 124-4].

Sid=2, alors Hg = Hi’f’ri” U’Hf’f’ri“ est la réunion de deux variétés lisses isomorphes a Blo((’)[]22])
et Blo(O[gQ]) respectivement. De plus, l’intersection ’Hi’pri“ n vaprin est l’ensemble des idéaux

homogénes de Hs. Enfin, la restriction de vy sur HEP™™ (resp. sur HI P ) s’identifie a I'éclatement
de (9[]22] (resp. de (’)[152]) en 0.

Démonstration. Les cas d =2 et d > 3 se traitent de maniére analogue. On considére le cas ot d > 3.
D’aprés le théoréme [I.5.11] on a une immersion fermée

— <2
Yxpst He oV i= {(f,L) € Opga yous) x P(¢"™) | feL}.
On vérifie que Y est la réunion de deux variétés Cy et Co définies par :
Cl = Blo(0[22712d—4]),

Cs 1= {(f,L) € Opge s x B(g'™%) | £ = 0} 2 P(g/*").

Ces deux variétés sont de dimension 4d—6 et 4d—4 respectivement. Le morphisme v x p4 envoie HE™
dans C ; ce sont deux variétés de méme dimension, donc v x ps : HE™ — C] est un isomorphisme.



Ronan Terpereau 105

Ensuite, on vérifie que la composante Cy est formée des idéaux homogenes de k[W] (c’est une
conséquence de la proposition [3.3.13]). On a un isomorphisme G’-équivariant

(3.28) P(g’?) = Gr(2,V"")

qui permet d’identifier tout point de P(g’s?) avec un sous-espace de V'* de dimension 2. Via
cette identification, I'idéal I, de k[W] associé au point (0,L) € Cy est I'idéal engendré par les
G-invariants homogeénes de degré positif de k[IW] ainsi que par le G-module L* @ V c k[W];.
Nous allons montrer que I est un point de Hy si et seulement si L € OGr(2,V"™). Le résul-
tat en découlera puisque P(O[y2 24-47) s'identifie & OGr(2, V") via I'isomorphisme et que
{(f,L) € Opa2 12a-4] X P(Opa2 y2a-47) | f = 0} est une sous-variété de Cf.

On note W' := Hom(V'/L*, V), alors

E[W'ly = S*(V'|LY) @ S (V) @ A2(V'/L*) @ A*(V)
comme G-module. On note I’ I'idéal de k[W’] engendré par A2(V'/L*) ® A%2(V) c k[W']5. On a

KW 2 k(W] 2 @ MeImGA)
Melrr(G)

comme G-module. Donc

I eHs = I 0 V) ®S*(V)
had qI|L =0
< LeOGr(2,V"™)
et le résultat s’ensuit. O
Remarque 3.5.15. Lorsque d = 3 et n = 2, Becker avait déja montré dans [Becl0] que Hy = HP'™ est
une variété lisse.

Remarque 3.5.16. Dans la preuve de la proposition [3.5.14] on a montré que si d > n = 2, alors
les idéaux homogénes de Hs sont contenus dans HP"'". En reprenant les arguments de la fin de la
preuve, on vérifie que cette assertion est vraie plus généralement si d > n > 2.



Questions ouvertes

Dans ce mémoire, nous avons déterminé plusieurs familles infinies de schémas de Hilbert invariants
pour lopération des groupes algébriques classiques dans certains schémas affines. Plus précisément,
nous avons étudié d’une part le cas dit "classique" :

e G =GL,(k) opére dans W = V" @ V*®"2 ou bien

o G =SLy(k), On(k), SO, (k) ou Span (k) opeére dans W = Vo',

oul V est la représentation standard de G, et V* est sa duale;

d’autre part le cas dit "symplectique" :

e G=GL,(k), O,(k), SO,(k) ou Spa, (k) opére dans la fibre en 0 de I’application moment.

On note hy la fonction de Hilbert de la fibre générique du morphisme W — W//G et

H = Hilby, (W),

le schéma de Hilbert invariant associé au G-schéma affine W et a la fonction de Hilbert Ay . Nous
avons pu déterminer H pour des petites valeurs de n, mais le cas général reste ouvert et parait
trés compliqué. Les schémas de Hilbert invariants semblent donc respecter la loi de Murphy qui se
traduit ici par : «Plus n est grand, plus H est pathologique».

Cas classique

Soit G’ le sous-groupe algébrique réductif de Aut® (W) défini dans la section et B’ un sous-
groupe de Borel de G'. Si n’ =n =3 et G = GL,(k), O,(k) ou SO, (k), on a montré que H est
singulier (théorémes(2.1.44] [3.1.25]et [3.2.8)) en déterminant ’espace tangent aux points fixes de B’.

Question 1. Est-ce que H est réduit, irréductible ¢
Question 2. Est-ce que la composante principale HP™ est lisse ?

On remarque que ces deux questions sont liées. En effet, si HP'™ est lisse alors nécessairement
H est réductible et/ou non-réduit. Pour répondre a la question 1, une stratégie possible serait de
calculer lespace de base de la déformation verselle aux points fixes de B’ (voir par exemple [Ste(3]
§3]). Lorsque G = O3(k) ou GL3(k), je pense que la composante des idéaux homogénes de H donne
une composante irréductible distincte de HP''" et donc que H est réductible.
Dans tous les exemples de ce mémoire (a4 l'exception du cas G = O3 qui reste a déterminer), le
schéma H est connexe. Il est de plus toujours singulier dés lors que W//G admet au moins 4
orbites pour 'opération de G’. D’ou la

Question 3. Si G =GL,(k), On(k), SO,(k), et sin>4 (ou si G = Spa,(k), et sin>3), est-ce
que H est toujours conneze et singulier ?

Des calculs effectués pour GL4(k) et Spg(k) (et qui ne figurent pas dans ce mémoire par égard
pour le lecteur) laissent penser que la réponse a la question 3 est positive. Pour montrer la connexité,
on peut essayer de procéder comme dans la section : on détermine les points fixes de B’ puis
on utilise des bases de Grobner pour construire des chaines de courbes rationnelles entre les points
fixes. Pour montrer que H est singulier, il suffit (par un argument de semi-continuité) de calculer
la dimension de 'espace tangent aux points fixes de B’. Malheureusement, la méthode calculatoire
employée dans ce mémoire est inapplicable lorsque n est grand. Quelles que soient les méthodes
employées pour répondre & la question 3, il sera sans doute nécessaire de commencer par répondre
ala
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Question 4. Quels sont les points fizes de B’ dans H ¢

Plus précisément, on aimerait avoir une description de chacun de ces points fixes en termes de
B’ x G-sous-modules de k[W].

Conjecture 1. Si I est un point fize de B’ dans H, alors l’idéal I est engendré par ses composantes
homogeénes de degré < n.

Conjecture 2. Si G = GL,(k), alors H admet un unique point fixre de B’, et B’ est son groupe
d’isotropie.

Par ailleurs, dans le cas du schéma de Hilbert multigradué de Haiman et Sturmfels (JHS04]),
de nombreux exemples pathologiques ont pu étre déterminés en partie grace & une description
combinatoire de celui-ci (JCEVV09, [CS10L[ASTTI] ...]). Une telle description combinatoire pour H
(ou au moins pour les points fixes de B’) serait trés précieuse mais reste a expliciter.

Signalons enfin que quelques cas particuliers ont été mis sous silence dans ce mémoire. Par
exemple, si G = GL3(k), les cas (n1 =2 et ng > 3) et (n2 = 2 et n; > 3) n'ont pas été traités. La
raison en est que la fonction de Hilbert est alors compliquée, et 'on ne peut donc pas appliquer le
principe de réduction pour se ramener & un cas plus simple déja traité. On peut toutefois supposer
que les méthodes employées pour traiter les autres cas s’appliquent encore.

Cas symplectique

Soient W = V® @ V*®d ou d est entier positif, 4~1(0) la fibre en 0 de I’application moment
p: W — Lie(G), hs la fonction de Hilbert de la fibre générique du morphisme p~1(0) - ~1(0)//G,
et

= Hilby, (1™1(0))-

On a vu que Hg est toujours réductible lorsque G = GL, (k) et d > 2n (proposition [2.2.20)).
Question 5. Si G = O, (k), SO, (k) ou Sp2, (k) et sid>n, est-ce que Hs est réductible ?
Question 6. Est-ce que la composante principale HE™™ est toujours lisse ?

Lorsque n > 3, je pense que Hg est réductible par analogie avec le cas des groupes finis. Pour le
prouver, il suffirait par exemple de montrer que la fibre du morphisme p (défini dans les sections
et en un point de 'orbite ouverte est non-vide. Malheureusement, je n’ai pas été capable
de déterminer cette fibre en général. Quant a la lissité de HEP™, le principe de réduction nous dit
qu’elle est équivalente a la lissité de HP™™ dans le cas classique.

Comme dans le cas classique, on a été amené a négliger certains cas. Par exemple si G = GL,,(k),
d < 2n et d est impair, alors on ne connait pas hs; je n’ai donc pas pu déterminer des exemples de
schémas de Hilbert invariants pour cette configuration (a exception du cas trivial d = 1).

Enfin, il serait intéresser de déterminer Hy pour I'opération de SL, (k) dans p~*(0) c Ve @
V*®d_ (e cas n’a pas été traité dans ce mémoire (excepté pour n = 2) essentiellement par manque
de temps.

Déterminer la composante principale a ’aide de la théorie des
plongements des espaces homogénes sphériques

Dans le cas classique, la variété W //G est normale et, dans chaque cas, il est connu qu’elle admet
une orbite ouverte pour I'opération de B’. De méme, dans le cas symplectique, les composantes
irréductibles de p~1(0)//G sont normales et elles admettent une orbite ouverte pour l'opération
de B’ d’aprés [Pan94l §4.2 et §4.3]. Autrement dit, tous les quotients que 'on a regardé dans
ce mémoire sont des variétés sphériques (ou des réunions de variétés sphériques dans la section
. On rappelle quune G'-variété X est dite sphérique si X est normale et si X contient une
orbite ouverte pour 'opération de B’. En particulier, un espace G’-homogéne U est sphérique s’il
contient une orbite ouverte pour 'opération de B’. On dit que X est un plongement sphérique de U
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si X est une variété sphérique qui admet une G’-orbite ouverte isomorphe & U. A tout plongement
sphérique, on peut associer un objet combinatoire appelé éventail colorié qui classifie le plongement.
En particulier, si G’ = B’ est un tore, alors on retrouve la théorie des variétés toriques. Pour une
introduction a la théorie des plongements sphériques, le lecteur peut par exemple consulter [Tim11].

Tous les quotients qui apparaissent dans ce mémoire sont des plongements sphériques connus
(variétés déterminantielles, adhérences d’orbites nilpotentes,...) et on peut donc aisément détermi-
ner I’éventail colorié associé. Par ailleurs, le morphisme de Hilbert-Chow ~ : HP'™ — W//G est
G'-équivariant, birationnel et propre. Donc HP''™ contient une orbite ouverte qui est un espace
homogéne sphérique. On souhaite utiliser la théorie des plongements sphériques pour déterminer
HPrin, Malheureusement, on ne sait pas si HP est normale et il faut donc considérer sa norma-
lisation HPrin; celle-ci est un plongement sphérique de l'orbite ouverte de W //G. Le morphisme

5: Hprin W //G obtenu en composant v avec le morphisme de normalisation HPrin — HPH1 vérifie
les mémes propriétés que . Si HP'™ admet une unique orbite fermée F isomorphe & G’/B’, on
montre que I’éventail colorié de HPrin est entiérement déterminé par celui de W//G. En général,
la situation est plus compliquée, mais on peut encore espérer décrire (au moins partiellement)
Péventail colorié de HP'™ & partir de celui de W //G.

Cette méthode offre une approche possible pour étudier la composante principale HP'" lorsque
H est réductible ou non-réduit. Cependant, il semble que ’on ne puisse pas faire mieux que de
décrire la normalisation de HP'™. Dot la

Question 7. Est-ce que HP'" est normale ?

On peut bien siir reprendre tout ce qui précéde en remplagant W par p~1(0) et HP™™ par HP™".
Je pense que cette approche du schéma de Hilbert invariant par la théorie des plongements des
espaces homogénes sphériques est prometteuse et j’espére la développer ultérieurement.



Annexe A

Résolutions crépantes de W //G et
résolutions symplectiques de u=1(0)//G

A.1 Résolutions crépantes de W //G
A.1.1 Généralités

Soit X une variété de Cohen-Macaulay, alors X admet un faisceau dualisant (unique & isomorphisme
prés) que l'on note wx. On dit que X est de Gorenstein si X est de Cohen-Macaulay et si wx est
inversible. Si de plus X est lisse, alors son faisceau dualisant coincide avec son faisceau canonique
Ox(Kx). Toutes les variétés quotients W //G étudiées dans les situations 1 a 5 sont de Cohen-
Macaulay, mais elles ne sont pas toujours de Gorenstein. De plus, ce sont toutes des cones affines,
c’est-a-dire que G,,, opére dans W //G avec un unique point fixe (appelé sommet du cone et noté
0) et pas d’autre orbite fermée. Le lemme qui suit nous fournit un critére pour déterminer si un
cone affine est de Gorenstein.

Lemme A.1.1. Soit X un cone affine de Cohen-Macaulay. Alors on a I’équivalence
X est de Gorenstein <= wx =~ Ox.

Démonstration. L’implication < est immédiate. Montrons I'autre implication. L’opération de G,
dans X munit la k-algébre R := k[X ] d’une graduation :

R=PR

>0

ott G,, opére dans R; par t.f = t'f pour tout t € G,, et pour tout f € R;.
De méme, le R-module M := wx (X) est un R-module gradué :

M =@ M; avec pour tous 4,5 >0, R;.M; c M,,;.
720

On souhaite montrer que M ~ R comme R-module. On note R, := @;5; R; I'idéal maximal homo-
géne de R et soit v : M - M/R,M = k le morphisme de passage au quotient. Il existe m € M,
homogene, tel que ¥ (m) = 1. On considére 'application

o : R - M

T rm

Alors ¢ est clairement un morphisme injectif de R-modules gradués et ¢ induit un isomorphisme
R/R, - M/R.M. Donc, d’apres le lemme de Nakayama gradué ([Eis95), Exercise 4.6]), le mor-
phisme ¢ est surjectif, donc c’est un isomorphisme de R-modules et le résultat s’ensuit. O

Soient X une variété de Gorenstein et f : Y — X une résolution des singularités de X. La
résolution f est dite crépante si f préserve le faisceau dualisant de X, ¢’est-a-dire si f*(wx) 2 wy,
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ol wx (resp. wy ) est le faisceau dualisant de X (resp. de Y'). Signalons qu’une variété X n’admet pas
toujours de résolution crépante et lorsqu’elle en admet, il peut en exister plusieurs non isomorphes.
On conseille au lecteur qui aimerait en savoir plus sur les résolutions crépantes de consulter I'article
d’exposition [Rei85).

On souhaite déterminer les liens entre le morphisme de Hilbert-Chow v : H — W//G et les
résolutions crépantes (lorsqu’elles existent) de W//G dans les situations 1,2,3 et 5. Nous aurons
besoin du

Lemme A.1.2. Soient X une variété singuliére, normale et de Gorenstein, et Y1, Yo des variétés
lisses telles que l’on ait :
Y,

|

g Y1

lfl
X
ol g et fi1 sont des résolutions de X .
Si g est crépante, alors f1 est crépante et fo est un isomorphisme.

Démonstration. La formule de ramification nous donne les égalités suivantes dans les groupes des
classes de diviseurs C1(Y7) et Cl(Y2) respectivement :

KYI :fl*(KX) +Ey,
KY2 =f2*(KY1) + Eo,

ou F; (resp. Es) est un diviseur a support dans le lieu exceptionnel de f; (resp. de f3). On en
déduit que

(1.1) Ky, =g"(Kx) + f5 (E1) + Es.
Or, g est crépante par hypothése, donc

(1.2) f3(E1) + Ez =0.

Puis, le poussé en avant préserve ’équivalence linéaire, donc

f2.(f3 (E1) + E2) = fo, (f3 (E1)) + f2,(E2) = By

Mais
fou(f2 (Br) + E2) = f2,.(0) =0
d’apres (|1.2).
Il s’ensuit que E; =0, et donc fi est crépante. L’égalité (1.2) implique alors que Fy = 0. Enfin, fo

est un morphisme birationnel et surjectif entre deux variété lisses dont le diviseur de ramification
est trivial, ¢’est donc un isomorphisme d’aprés [Deb01l §1.41]. O

Remarque A.1.3. Ce lemme justifie pourquoi les résolutions crépantes sont parfois qualifiées de
résolutions minimales.

A.1.2 Situation 1

On se place dans la situation 1 et on reprend les notations de la section [I.5.2] On suppose que la
variété W //G est singuliére, c’est-a-dire que 1 <n <n’-1. On a vu que W //G est de Gorenstein et
que v: H — W//G est une résolution des singularités de W //G. Malheureusement, on a la

Proposition A.1.4. La résolution v n’est pas crépante.
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Démonstration. On identifie v : H - W//G a Véclatement f : Blog(W//G) - W//G grace au
théoréme [1.5.11] et on considére le diagramme

Blo(W/|G)

i

WG B(W /)

<. o

ol p est la projection naturelle et o est la section nulle. Le diviseur exceptionnel de f, noté Dy,
s’identifie & P(W//G) grace a o. La formule d’adjonction ([Har77, Proposition 8.20]) donne :

WD; 2WBIL(W/G) ® O(Df) ® ODf-

On rappelle que Blo(W//G) est naturellement plongée dans A"V"™* x P(A"V'"*). D’aprés [Har77,
Proposition 6.18], on a O(-Dy) = Ip,, ot Ip, est le faisceau d’idéaux de Dy dans Blo(W//G).
Mais Dy est 'image de la section nulle dans Bly(W //G), donc Iplef = Op,(1). 1 s’ensuit que

wp, 2wl wja) ® Op,(=1).

On suppose que f est crépante, alors

wal,wya) 2 [ (wwya) 2 T (Owypa) = Opiywya)

ot le deuxiéme isomorphisme découle du lemme [AT1]
On a donc wp, = Op,(~1). Mais Dy = P(W//G) = Gr(n, V") et donc

~ ~ !
(.(.)Df = C(.)Gr(n)vm) = OGr(n)V/*)(_n )

Or, n’ > 1, ce qui contredit 'hypothése que f est crépante. O

A.1.3 Situation 2

On se place dans la situation 2 et on reprend les notations de la section On suppose que la
variété déterminantielle W //G = Hom(V1, V5)*" est singuliére, c’est-a-dire que ni,no > n. On a
vu que W//G est de Cohen-Macaulay et que v: H — W//G est une résolution des singularités
de W//G lorsque n < 2. On s’intéresse aux résolutions crépantes (éventuelles) de W //G, donc la
premiére chose & faire est de déterminer pour quelles valeurs de n,ni,ng la variété W//G est de
Gorenstein. La proposition qui suit est un résultat connu ([Sva74, Theorem 5.5.6]). On en redonne
ici une preuve dans le but d’étre complet.

Proposition A.1.5. La variété W/|/G est de Gorenstein si et seulement si nq = no.

Démonstration. Le groupe multiplicatif G,, opére dans W //G = Hom(V7, V5)*" par :
Va e Gy, VfeHom(Vi, Vo), a.f = af

Donc W//G est un cone affine et donc, d’aprés le lemme il suffit de déterminer pour quelles
valeurs de n, ni, ny le faisceau dualisant wyy /¢ est trivial.

On note i 'immersion ouverte U, = W//G. Si wy g est trivial, alors wy, = i*wy g est trivial.
Réciproquement, si wy, est trivial, alors comme (W //G)\U,, est de codimension > 2, le faisceau
réflexif wyy @ est trivial. On est donc ramené & déterminer pour quelles valeurs de n,n,nz le fibré
canonique wy, est trivial.
Soient J,, = [ In On 1 —n

Ong—n,n Ong—n,nl—n

]eUnet

H : = Stabg/(J,)

({[A 0][A B)\| AeGL,(k),Ci € GLy,-n(k),Co € GLpyn(k),
N Bl C’1 ’ 0 02 BleMnl—n,n(k)yBQEanz—n(k) '
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Le fibré wy, est G'-linéarisé sur U,, = G'/H, donc lespace total du fibré wy, est G’-isomorphe a la
variété

By =G/ AL
ot H opére Aj par un caractére xo € X(H); celui-ci est le caractére de H dans A™(Ty,U,), ou
T, U, est I'espace tangent a U, en J, et m :=dim(U,,).

Fait : le caractére yo € X(H) est donné par

H — Gm
A 0 A B ni-n -n n
(|:B1 01:| 9 [O Oz]) g det(A) 12 det(Cl) det(Cg) .

Comme x( est entiérement déterminé par sa restriction a n’importe quel sous-groupe de Levi
de H, on fixe

{5 el e

un tel sous-groupe de Levi. L’espace tangent Ty U, s’identifie & g’/ comme L-module, ou g’ et
b sont les algébres de Lie de G’ et H respectivement. On commence donc par déterminer g’ et b
comme L-modules. Soient

A€ GLy(k),Cy € GLy,_n(k),Cs € GLnM(k)}

(e1,...,en)c V7,
(f17---7fn)cv2a
={en+1s---s6n, ) C V1,
Fy = (fns1,- -+ fny) € Vo,

qui sont des L-sous-modules de V; et V5. On a les isomorphismes de L-modules suivants :
VizE @ Fl,
Vo= FEy® FQ,
E1 =~ E27

E13
EQZ
Fll

et donc

~

g’ 2End(V7) @ End(12)
*End(F;) ® End(F)) @ Hom(E, Fy) ® Hom(F, E1)
® End(E>) @ End(Fz) ® Hom(Es, F) @ Hom(Fy, Es),
h ~End(E;) @ Hom(E1, F1) ® End(F})
® Hom(Fy, Es) @ End(Fy).
On en déduit que
T, Uy, = End(E;) ® Hom(FEs, F3) @ Hom(Fy, Ey)
comme L-module. D’ou
A™(Ty, Up) =A™ (End(E1)) ® A"~ (Hom(Es, F3)) ® A™™ ™) (Hom(Fy, E1))
=(A"(E5))®™ " @ (A" (F2))®" o (A (E7))™ " o (A" (F} )"
=(A"(E5))® " (A (F1))®" " @ (A" (F2)®" © (A" (F}))®"
=(A"(E1))®" ™ @ (A" (F2))®" © (A™ " (F7))®"

comme L-module. Le fait annoncé s’ensuit.
On revient maintenant a la démonstration de la proposition On cherche pour quelles

valeurs de n,ni,no la G'-variété E,, est l'espace total du fibré trivial de U,. D’aprés [KKV89,
Proposition 3.2|, on a la suite exacte de groupes suivante :

TES

X(G) 25 X(H) - Pie(@'/H) 25 Pie(@)

avec



Ronan Terpereau 113

Pic(G") et Pic(G'/H) les groupes de Picard de G’ et G'/H respectivement,

X(G") et X(H) les groupes des caractéres de G’ et de H respectivement,

e res 'homomorphisme de restriction,

p* Phomomorphisme induit par le morphisme de passage au quotient p: G' - G'/H,

€ ’lhomomorphisme canonique qui & un caractére x € X (H) associe le fibré en droites E,, qui
est défini comme précédement.

Or Pic(G") = 0 donc Pic(G'/H) = X(H)/X(G")- 11 s’ensuit que wy, est trivial si et seulement si
Xo € X(G") = (det(A) det(C1), det(A) det(C2)), c’est-a-dire si et seulement si ny =na. O

On suppose dorénavant que n; = ng, alors la variété W //G est de Gorenstein d’aprés la proposi-
tion et l'on va en construire des résolutions crépantes. On considére le diagramme suivant :

Ry Ry
VNN
Gr(n, V}*) WG Gr(n,V3)

ou

Ry:={(M,L1) e W[/G x Gr(n,V{") | Ly cKer(M)},
Ry :={(M,Ly) e W/|G x Gr(n,Va) | Im(M) c Ly},

et les p;; sont les projections naturelles. On note T3 le fibré tautologique de Gr(n, Vy*), alors Ry
s'identifie a I'espace total du fibré vectoriel Hom(Vy /T, V2) =2 T1 ® V3 au dessus de Gr(n, Vy*). De
méme, si 'on note 75 le fibré tautologique de Gr(n, V3), alors Ry s’identifie a I’espace total du fibré
vectoriel Hom(V1,T3) = Vi* ® T au dessus de Gr(n, V2).

Les variétés Ry et Ry sont lisses et donc les morphismes pi; et po; sont des résolutions des
singularités de W //G. Le lieu exceptionnel X; = p71(U,_1) (resp. Xo := p3i(U,_1)) de p11 (resp.
de po1) est de codimension ny —n+1>2 (resp. n; —n+ 1 >2). Donc les résolutions p11 et pa; sont
crépantes.

On considére maintenant R := Ry Xy G Ra. Alors

R={(M,L1,Lsy) e W[|G x Gr(n,V;") x Gr(n,V2) | Ly c Ker(M) et Im(M) c Lo}
= Hom(V4 /15, T>)
Ty T

qui est l’espace total d’un fibré vectoriel au dessus de Gr(n, V") x Gr(n, V2), donc une variété lisse.
On a le diagramme cartésien :

(1.3) R
Ry ¢ Ry
S| A
WG

ol ¢, ¢1 et ¢o sont les projections naturelles. En particulier, ¢ est une résolution de W//G qui
domine P11 et P21-

Proposition A.1.6. Sin <2, alors la résolution v: H — W/J|G n’est pas crépante.
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Démonstration. Les morphismes ¢, et ¢o sont surjectifs mais ne sont jamais des isomorphismes
(car n <mq, ng), donc d’apreés le lemme la résolution ¢ n’est jamais crépante. Donc, toujours
d’aprés le lemme si une résolution de W //G se factorise par ¢, alors elle n’est pas crépante.
Sin =1, alors v s’identifie & ¢ grace a la proposition 2.1.16]

Sin =2, alors d’aprés le théoréme la résolution « s’identifie & ¢ o ¢, ol g est I’éclatement de
la section nulle dans R~ T} ® T5.

Dans les deux cas, on en déduit que v n’est pas crépante. O

A.1.4 Situation 3

On se place dans la situation 3 et on reprend les notations de la section On suppose que la
variété déterminantielle symétrique W //G = S?(V'*)=" est singuliére et de Gorenstein, c’est-a-dire
que n' —n = 2p+ 1 pour un certain entier p. Lorsque n = 2, on a vu que v : H — W//G est une
résolution. Nous allons montrer la

Proposition A.1.7. Sin =2, alors v n’est pas crépante.

Démonstration. On commence par construire une résolution de S?(V'*)<" pour un n général.
Soient

R:={(Q,L) € $*(V"*)*" x Gr(n, V") [ Im(Q) L},

et p1, p2 les projections naturelles sur S?(V'*)<" et Gr(n,V’*) respectivement. Le morphisme p,
permet d’identifier R & I'espace total du fibré vectoriel S?(T), ou T est le fibré tautologique de
Gr(n,V'). Il sensuit que R est une variété lisse et donc p; est une résolution de S2(V'*)<".
D’aprés le théoréme lorsque n =2 on a

S2(V/* )gn

oti ¢ est I’éclatement de la section nulle dans R = S?(T). En particulier, ¢ n’est pas un isomorphisme
et donc, d’aprés le lemme la résolution v n’est pas crépante. O

Remarque A.1.8. On peut montrer que p; : R — S%(V'*)=" n’est jamais crépante. En particulier,
sin =1, alors H 2 R et 7, qui s’identifie & p;, n’est donc pas crépante.

A.1.5 Situation 5

On se place dans la situation 5 et on reprend les notations de la section [3:3] On suppose que la
variété déterminantielle antisymétrique W //G = A%(V'*)<" est singuliére, c’est-a-dire que n’ > n.
On a vu que A?(V'*)=" est toujours de Gorenstein, donc lorsque v: H — W //G est une résolution,
il est naturel de se demander si celle-ci est crépante. Si n = 2, alors Spa(k) = SLa(k) et done ~
n’est pas crépante d’aprés la proposition Il reste a traiter le cas n = 4. La proposition qui
suit se démontre de maniére analogue a la proposition (il suffit essentiellement de remplacer
partout S%(V'*)<" par A%(V'*)<").

Proposition A.1.9. Sin =4, alors v n’est pas crépante.
Remarque A.1.10. Jignore si les variétés quotient W //G qui apparaissent dans ce mémoire ad-

mettent ou non des résolutions crépantes (a I'exception de R; et de Ry pour la variété détermi-
nantielle).
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A.2 Reésolutions symplectiques de ;= 1(0)//G

A.2.1 Généralités

L’article d’exposition [Fu06a] fournit une introduction détaillée aux variétés symplectiques et & leurs
résolutions. Soit X une variété normale dont la partie lisse X;., admet une forme symplectique 2
telle que pour n’importe quelle résolution f: Y — X, la 2-forme f*(Q2) s’étend en une 2-forme
sur Y tout entier. On dit alors que (X, ) est une variété symplectique. Si de plus f*(2x) s’étend
en une forme symplectique, alors la résolution f est dite symplectique. Si (X,Q) est une variété
symplectique, il doit étre souligné que X n’admet pas toujours de résolution symplectique, et que
lorsqu’elle en admet, il peut en exister plusieurs non-isomorphes.

Soit maintenant (X, 2) une variété symplectique dans laquelle un groupe réductif G opére sym-
plectiquement, c’est-a-dire que 'opération de G préserve €. Il existe une application G-équivariante
u: X —g*, ou g est 'algébre de Lie de G, telle que :

Vae X, Ve T,X, VM g, D, (€)(M) = Q(¢, Ma).

Une telle application p est appelée application moment pour 'opération de G dans (X,Q) et est
définie & un élément pres de (g*)<.

On rappelle le résultat suivant d a Kostant, Kirillov et Souriau (voir par exemple [FuO6al, §2.2]
pour plus de détails) :

Proposition A.2.1. La normalisation de l’adhérence d’une orbite nilpotente dans une algébre de
Lie semi-simple complexe est une variété symplectique.

On en déduit que les composantes irréductibles des quotients 1~1(0)//G étudiés dans les sections
et sont des variétés symplectiques. On note p; : p~1(0)//G° - 171(0)//G le morphisme
considéré dans la section Si d < n, alors p; est un isomorphisme. Si d > n, alors c’est un
revétement double ramifié.

Lemme A.2.2. La variété p=(0)//G° est symplectique.

Démonstration. Le cas d < n est trivial, on peut donc supposer que d > n. On considére le dia-
gramme commutatif suivant :

(1.4) X —" X

/| I

P 0) /|G —= H0) /|G

ot f est une résolution de p~1(0)//G et f’ est une résolution de 7 1(0)//G° qui fait commuter le
diagramme (une telle résolution existe toujours). On tire en arriére par p; la forme symplectique
Q sur Opgn ja-2n) € p'(0)//G. On obtient une forme symplectique Q" sur pi'(Opgn a-201) qui
s’étend sur 'ouvert lisse de p~1(0)//G® de maniére unique. En effet, le complémentaire de I’orbite
ouverte est de codimension au moins 2. Ensuite, f oh est une résolution de la variété symplectique
p~1(0)//G, donc (foh)*(£2) se prolonge en une 2-forme non sur X’ tout entier. Comme le diagramme
commute, (foh)*(£2) coincide avec f*(€') sur Pouvert f'~'(p;*(Opgn 1a-207)) et le résultat
s’ensuit. O

Les résolutions symplectiques des adhérences d’orbites nilpotentes ont été étudiées par Fu et
Namikawa dans [Fu03a], [Fu03b], [Fu06b], [FNO4] et [Nam0O4]. Malheureusement, les résolutions
symplectiques des revétements finis de degré pair d’orbites nilpotentes sont peu connues, et j’ignore
si u71(0)//SO(V) admet ou non des résolutions symplectiques. Dans ce qui suit, on détermine les
liens entre le morphisme de Hilbert-Chow v : HP™™ — 171(0)//G (lorsque celui-ci est une résolution)
et les résolutions symplectiques (éventuelles) de 1~1(0)//G.
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A.2.2 Situation 2

On reprend les notations de la section On a vu que 47" (0)//G = Opan qa-2ny et done = (0)//G
admet toujours une résolution symplectique ([Fu03a, Corollary 3.16]). Plus précisément, on dis-
tingue deux cas :

e Si N = g (c’est-a~dire si d est pair et si g < n), alors 171(0)//G admet une unique résolution

symplectique (a isomorphisme prés) ¢: R — u~1(0)//G ou
Ri= {(f,L) € 5™ (0)/JG x Gr(N, E) | () < L < Kex(f)}
et ¢ est la premiére projection ([FuO6bl §2]). On note T le fibré tautologique de Gr(N, E) et E le

fibré trivial de fibre E au dessus de Gr(N, E), alors R 2 Hom(E/T,T) qui est le fibré cotangent de
Gr(N, E). Le corollaire [2.2.18 nous permet de déduire la

Proposition A.2.3. Sid est pair et d <n+1, alorsy: HP'™ - ;71(0)//G est l'unique résolution
symplectique de p~1(0)//G.

En revanche, sin =2 et d =4, alors HP"™ = Blo(Hom(E/T,T)), et donc v n’est pas la résolution
symplectique de =1 (0)//G (mais v se factorise par celle-ci).

e Si N < g (c’est-a-dire si % > n ou si d est impair), alors !(0)//G admet exactement deux

résolutions symplectiques non-isomorphes ([Fu0O6bl §2]) données par :

T*Gr(N, E) T*Gr(d- N, E)

¢\& /
w(0)//G
ou
e T*Gr(N,E) = {(f,L1) € p7*(0)//G x Gr(N,E) | Im(f) c L} est le fibré cotangent de
Gr(N,E),
e T*Gr(d- N,E) ={(f, L) € u*(0)//G x Gr(d - N,E) | Ly c Ker(f)} est son dual,
e les morphismes ¢; sont les projections sur le premier facteur.

Soient Fy q-n la variété de drapeaux partiels introduite dans la section @ E le fibré trivial
de fibre E au dessus de Fy 4-n et T1, Ty les fibrés vectoriels de la définition @ On considére

R:={(f,L1,Ls) € u”'(0)//G x Gx(N,E) x Gr(d - N, E) | Im(f) c Ly c Ly c Ker(f)}
EHOHl(E/TQ,Tl)

qui est une composante irréductible (lisse) du produit fibré de T*Gr(N, E) et T*Gr(d - N, E) au
dessus de p71(0)//G. La premiére projection ¢ : R — p~1(0)//G est une résolution de = 1(0)//G
et c’est la résolution minimale qui domine les deux résolutions symplectiques de p~1(0)//G. Le
corollaire 2.2.18 nous permet de déduire la

Proposition A.2.4. Sin=1etd >3, alors~: ’ngi“. - p1(0)//G s’identifie a ¢+ R— u~1(0)//G.
Sin=2etd>5, alors v se factorise par ¢ mais HE'" n’est pas isomorphe a R. Plus précisément,
on a le diagramme commutatif suivant :

(1.5) Hprin

\
/ | \
T*Gr(N,E) é T*Gr(d- N, E)

pH(0)/G
ot f est Uéclatement de la section nulle dans R = Hom(E/Ts,Ty).
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A.2.3 Situation 3

On reprend les notations de la section On avuque 47 (0)//G = Opx 120-m7, €t done = (0)//G
admet une résolution symplectique si et seulement si N = d ([Fu03al, Proposition 3.19]), ¢’est-a-dire
si d <n. Dans ce cas, 1 *(0)//G admet une unique résolution symplectique ; celle-ci est donnée par
T*1Gr(d, V'), le fibré cotangent de IGr(d, V'*) (c’est une conséquence de [Fu03al Main Theorem]
et de [FN04 Proposition 3.5]).

Pour pouvoir comparer cette résolution symplectique avec celles données par le corollaire
il faut exprimer le fibré T*IGr(d,V'*) en fonction du fibré tautologique T de I1Gr(d,V"). La
variété IGr(d, V") est G’-homogene, donc il existe un sous-groupe parabolique P c G’ tel que
IGr(d, V") 2 G'/P. On note p l'algébre de Lie de P, alors l'espace tangent & G'/P au point base
est isomorphe a g’/p comme P-module. On note Fy c V'* le sous-espace de dimension d stabilisé
par P. Un calcul similaire & celui effectué dans la preuve de la proposition permet de montrer
que g'/p = S*(E}) comme P-module. 11 s’ensuit que

T*1Cr(d, V") = S*(T).
Le corollaire nous permet de déduire la
Proposition A.2.5. Sid< "T“, alors v : G-HP'™ — 171(0)//G est la résolution symplectique de
-1
n(0)//G.

En revanche, sid =n =2, alors G-HP''™ = Bly(S?(T)) et donc y n'est pas la résolution symplectique
de 171(0)//G (mais v se factorise par celle-ci).

A.2.4 Situation 5

On reprend les notations de la section On a vu que

0[271,)12(01,—71,)] sid> n,

1 (0)))G ={ Opaa-1 12 si d<n et d est impair,
O[I2d] U O[IQId] sid<mn et d est pair.

On a le critére suivant, di a Fu (|[Fu03al, Proposition 3.20]), pour savoir si ’adhérence d’une orbite
nilpotente dans g’ admet une résolution symplectique :

Proposition A.2.6. La variété symplectique Opy, ... .1 admet une résolution symplectique si et
seulement si :

e ou bien il existe un entier pair q + 2 tel que les q premiéres parts de [k1, ..., k.| sont impaires
et toutes les autres parts sont paires,

e ou bien il existe exactement deux parts impaires dans [kq,...,k.] qui sont en position 2m —1
et 2m pour un certain m > 1.

On en déduit que les composantes irréductibles de 171(0)//G admettent des résolutions sym-
plectiques si et seulement si d <n + 1. On distingue alors les deux cas suivants :

e Sid < netdest pair, alors Y7 = (’)[12d] (resp. Yy = O[IQId]

(a isomorphisme prés) ¢; : T*OGr! (d, V") - Y; (resp. ¢rr : T*OGr' (d,V'*) - Y1) d’aprés
[EN04, Proposition 3.5] et [Fu03a, Main Theorem|. On déduit du corollaire 3.5.12]la

) admet une unique résolution symplectique

Proposition A.2.7. Sid< 3 +1 et d est pair, alors 7 : HEPTR Yy (resp. y: HEPER S Y )
est l'unique résolution symplectique de Yy (resp. de Yir).

En revanche, si d = n = 4 alors HLP'™ = Blo(A2(Ty)) (resp. HILP™ = Blo(A%(Tyr))) et done
o HIPE S YT (resp. v+ HEPTN oY) niest pas la résolution symplectique de Y (resp. de Yir),
mais vy se factorise par celle-ci.
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e Si3<d<n+1 et dimpair, alors p~1(0)//G = Ola-1,12] admet exactement deux résolutions
symplectiques non isomorphes ([Fu06b, §2]) données par :

T*0Gr! (d, V") T*OGr T (d, V')

\/

pH0))IG

ott OGr! (d, V") et OGr’(d, V") sont les deux composantes irréductibles de la grassmannienne
isotrope introduite dans la section et T*OGr! (d, V") (resp. T*OGr'!(d,V'*)) est le fibré
cotangent de OGr? (d, V'"*) (resp. de OGr’ (d, V'*)). On souhaite comparer ces résolutions symplec-
tiques avec les résolutions obtenues dans la section [3.5.3] En raisonnant comme dans la situation
3, on montre que

(1.6) T*0Cr(d, V™) = A*(T),

ou T est le fibré tautologique de OGr(d,V'*). On note T7 (resp. Tys) la restriction de T a
OGr!(d, V"*) (resp. & OGr’ (d,V'*)). On déduit de (1.6) que

T*OGr! (d, V") = A>(T7y), et
T*OGr' (d, V™) = A2(Tyr).

Le corollaire [3.5.12] nous permet de déduire la

Proposition A.2.8. Si (d=3 etn=2) ou (d=5 etn=4), alors la résolution vy : HP'™ —
©1(0)//G n’est pas symplectique.

Malheureusement, j’ignore si v domine ou non les deux résolutions symplectiques de p=(0)//G.



Annexe B

Les points fixes de B’ comme
sous-schémas de W

On reprend les notations de la section [[.4.1] Dans tout ce qui suit, on considére les points de
H(k) comme des sous-schémas fermés de WW. On souhaite étudier les propriétés géométriques des
déformations plates G-équivarientes de G dans W. Par définition du schéma de Hilbert invariant,
les points fermés de HP'™ sont précisément ces déformations dans les exemples que nous avons
traités. Lorsque G = SL, (k) ou G,,, on a déterminé la famille universelle 7 : X — H (propositions
[1.5.21] et [2.1.16)), on connait donc explicitement les (deux) classes d’isomorphisme des déformations
plates de G dans W. Dans les autres situations, la famille universelle n’est pas connue. Néanmoins,
nous allons voir que si 'on connait les propriétés géométriques des points fixes de B’, alors on peut
en déduire certaines propriétés géométriques de tous les points de H (k).

Proposition. On note (P) l'une des propriétés suivantes :
e étre de Cohen-Macaulay,
e étre normal,
e ¢étre réduit,
o étre lisse.

Si tous les points fizres de B' dans H(k) vérifient la propriété (P), alors tous les points de H(k)
vérifient la méme propriété (P).

Démonstration. D’aprés [Gro66, Théoréme 12.1.1 et Théoréme 12.1.6], 'ensemble
E:={zeX(k) | la fibre schématique 7' (7(2)) ne vérifie pas (P) au point z}

est un fermé de X(k). Ce fermé est bien stir G’ x G-stable par homogénéité. Le morphisme 7 est G-
invariant, affine et on a montré dans la preuve du lemme que (7. O X)G ~ 0. Donc, la famille
universelle coincide avec le morphisme de passage au quotient au sens de la théorie géométrique des
invariants. Il s’ensuit que 7 envoie les fermés G-stables de X' (k) dans des fermés de H(k), et donc
7m(E) est un fermé de (k). Le morphisme 7 étant G’-équivariant, le fermé 7(E) est G'-stable. En
particulier, d’apreés le lemme ou bien il contient au moins un point fixe de B’ ou bien il est
vide (auquel cas E est aussi vide). On a donc deux alternatives :

e tous les points de H(k) vérifient la propriété (P), ou bien
e il existe au moins un point fixe de B’ dans H qui ne vérifie pas la propriété (P).
Et c’est précisément le résultat que nous avions annoncé. O

Motivés par cette proposition, nous allons étudier les propriétés géométriques des différents
points fixes de B’ dans H. Tous les calculs qui suivent sont effectués a 1’aide de [GS, Macaulay?2].
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B.1 Situation 2

B.1.1 Cas dim(V) =2

Avec les notations de la section onal=(f,...,fa,h1,...,hy). Cet idéal n’est pas premier :
il contient x11y1; mais ne contient ni x1; ni y1;. On vérifie que 1'idéal I est égal a son radical,
autrement dit, le schéma affine Zy = Spec(k[W]/I) est réduit mais n’est pas irréductible. En fait,
Zy est la réunion des quatre fermés irréductibles de dimension 4 dans W définis par les idéaux
suivants de k[W] :

o Ky = (211,212,221, %22),
o Ky = (y11,¥12, Y21, Y22),
o K3:= (211, %1, Y20Y11 — Y21¥12, Y22 012 + Y12T22, Y21T12 + Y11222),
o Ky:= (y11,y217$229311 — 221212, Y22711 t Y12221,Y22T12 + y121'22)-

Pour ¢ = 1,...,4, on note Z(gi) := Spec(k[W]/K;) la composante irréductible de Z; définie par
l'idéal K. On a Zél) = Hom(V, V3) et Zég) = Hom(V1, V') qui sont des sous-espaces vectoriels de
W. Et

Zé?’) ={([0 v],u2) e W | rg(uz) <1 et uz(v) =0},

70 - {(u[g]) W | rg(ur) <1 et pou 0}

qui sont des cones affines singuliers uniquement en 0. On vérifie que ces quatre composantes irré-
ductibles sont normales, de Cohen-Macaulay (en fait Zy lui-méme est de Cohen-Macaulay), qu’elles
contiennent une orbite ouverte de G mais qu’une orbite générale de B’ est de codimension 1 dans
chacune d’elles. On s’intéresse maintenant aux intersections des composantes irréductibles de Zj :

o 201 28 = {0y,
« 2207 = (e5) 0V,
o 28V zZM =V e (f),

o Zéz) N Zé4) = {u; € Hom(V1,V) | rg(uy) < 1} est un cone affine de dimension 3 singulier
uniquement en 0,

. Zél) N Zé3i) = {ug € Hom(V,V3) | rg(usg) < 1} est un cone affine de dimension 3 singulier
uniquement en 0,

. Zég)mZé4) ={(v,¢) e VxV* | ¢(v) = 0} est un cone affine de dimension 3 singulier uniquement
en 0.

On en déduit que le lieu singulier de Zy, noté Sing(Zp), est la réunion de trois fermés irréductibles
de codimension 1 dans Zj :

Sing(Z0) = (25" 0 28 0 (2P n Z§P) v (25 0 259).

B.1.2 Cas dim(V)=3
Avec les notations de la section [2.1.5) on a I = (f1,..., fo,h1,...,hg,81,...,86,t1,...,t5). Cet idéal

n’est pas premier : il contient x11y;1 mais ne contient ni 17 ni y11. On vérifie que I est égal & son
radical, autrement dit le schéma affine Zy = Spec(k[W]/I) est réduit mais n’est pas irréductible.
En fait, Z; est la réunion de huit fermés irréductibles de dimension 9. Les composantes irréductibles
de Z; sont :

o Z§V = Hom(V, V3),
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o 2§ = Hom(V4,V),

o Zés) = ([O ) Ug] sug) € W | rg(ug) <1 et ua(ve) = ua(vz) =0},

{
{
0
i ZéG):: ur, Q2| | €W | rg(ui) <let gppous =¢zou; =0p,

¢3
D1 vy et vg sont colinéaires,
. Zén = [0 Vg 113], P2 || e W | ¢2 et @3 sont colinéaires,
¢3 Viaja ¢Z(vj) :07
0 vy et vg sont colinéaires,
° Zés) = [vl Vs 113], P2 || €W | @2 et @3 sont colinéaires,
¢3 Vi7j7 ¢Z(v]) :07

On vérifie que ces huit composantes irréductibles sont normales, de Cohen-Macaulay (mais pas Zg
lui-méme), qu’elles contiennent une orbite ouverte de G mais qu’une orbite générale de B’ est de
codimension 3. On vérifie ensuite que le lieu singulier de Zj, noté Sing(Z), est de codimension 1
dans Zj et que

Sing(Zo) = (28" n z{).

i<j
B.2 Situations 3 4 5

B.2.1 Cas dim(V) =2 dans la situation 3

Avec les notations de la section on a I = (f1,fa, f3,h1,h2). Cet idéal n’est pas réduit : il
contient 23 mais ne contient pas xz;. On vérifie que I = (x1,y1,23) N (22,y2,22), et donc Zy =
Spec(k[W]/I) est la réunion des deux "droites épaisses" définies par les idéaux (zy,y1,23) et

($2,y27$%)-

B.2.2 Cas dim(V) = 3 dans les situations 3 et 4

On se place dans 'une des situations 3 ou 4 et pour 7 = 1,2, on note Z; := Spec(k[W]/I;). On vérifie
que 'idéal I; n’est pas réduit mais que son radical est premier, ce qui signifie que Z; est un schéma
irréductible mais non réduit. Dans la situation 4 (mais pas dans la situation 3), le schéma Z; est
de Cohen-Macaulay. Enfin dans les situations 3 et 4, le schéma Z; muni de sa structure réduite est
un cone affine singulier uniquement en 'origine, normal et de Cohen-Macaulay.

B.2.3 Cas dim(V') =4 dans la situation 5

Avec les notations de la section [3.3.3) on a I = (f1,..., f6,h1,...,hs). Cet idéal est premier; il
s’ensuit que Z := Spec(k[W]/I) est une variété. On vérifie que Z est normale, de Cohen-Macaulay
et que son lieu singulier est de codimension 3.
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Résumé

Pour toute variété affine W munie d’une opération d’un groupe réductif G, le schéma de Hilbert
invariant est un espace de modules qui classifie les sous-schémas fermés de W, stables par I'opération
de G, et dont ’algébre affine est somme directe de G-modules simples avec des multiplicités finies
préalablement fixées.

Dans cette thése, on étudie d’abord le schéma de Hilbert invariant, noté H, qui paramétre les
sous-schémas fermés GL(V)-stables Z de W = VO™ @ V*®"2 tels que k[Z] est isomorphe a la
représentation réguliere de GL(V) comme GL(V)-module. Si dim(V') < 2, on montre que H est
une variété lisse, et donc que le morphisme de Hilbert-Chow v : H — W//G est une résolution
des singularités du quotient W //G. En revanche, si dim(V') = 3, on montre que H est singulier.
Lorsque dim(V') < 2, on décrit H par des équations et aussi comme 1’espace total d’un fibré vectoriel
homogéne au dessus d’un produit de deux grassmanniennes.

On se place ensuite dans le cadre symplectique en prenant n; = ny et en remplagant W par
la fibre en 0 de 'application moment p: W — End(V'). On considére alors le schéma de Hilbert
invariant H, qui paramétre les sous-schémas contenus dans x~1(0). On montre que H est toujours
réductible, mais que sa composante principale ’Hé’rin est lisse lorsque dim (V') < 2. Dans ce cas, le
morphisme de Hilbert-Chow est une résolution (parfois symplectique) des singularités du quotient
1~ 1(0)//G. Lorsque dim (V') < 2, on décrit HP'™ comme I'espace total d’un fibré vectoriel homogéne
au-dessus d’une variété de drapeaux.

Enfin, on obtient des résultats similaires lorsque l'on remplace GL(V) par un autre groupe
classique (SL(V), SO(V), O(V), Sp(V)) que l'on fait opérer d’abord dans W = V®" puis dans
la fibre en zéro de 'application moment.

Asbtract

Let W be an affine variety equipped with an action of a reductive group G. The invariant
Hilbert scheme is a moduli space that classifies the G-stable closed subschemes of W such that the
affine algebra is the direct sum of simple G-modules with previously fixed finite multiplicities.

In this thesis, we first study the invariant Hilbert scheme, denoted H. It parametrizes the
GL(V)-stable closed subschemes Z of W = V& @ V*®"2 guch that k[Z] is isomorphic to the
regular representation of GL(V') as GL(V)-module. If dim(V) < 2, we show that H is a smooth
variety, so that the Hilbert-Chow morphism ~v: H — W//G is a resolution of singularities of the
quotient W //G. However, if dim(V') = 3, we show that # is singular. When dim(V') < 2, we describe
H by equations and also as the total space of a homogeneous vector bundle over the product of
two Grassmannians.

Then we consider the symplectic setting by letting n; = no and replacing W by the zero
fiber of the moment map p : W — End(V). We study the invariant Hilbert scheme Hy that
parametrizes the subschemes included in p~*(0). We show that H, is always reducible, but that
its main component HP'™ is smooth if dim(V) < 2. In this case, the Hilbert-Chow morphism
is a resolution of singularities (sometimes a symplectic one) of the quotient p~'(0)//G. When
dim(V) = 3, we describe HP™" as the total space of a homogeneous vector bundle over a flag
variety.

Finally, we get similar results when we replace GL(V') by some other classical group (SL(V),
SO(V), O(V), Sp(V)) acting first on W = V®" then on the zero fiber of the moment map.

Mots-clés

Schéma de Hilbert invariant, résolution des singularités, théorie des invariants, variété déterminan-
tielle, orbite nilpotente, singularité symplectique, fibré vectoriel homogéne.
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