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Sur une conjecture de Hardy-Ramanujan

nok
Evaluation asymptotique a tout ordre de Z k:_T ou r, tend vers +oo

k=0
Le cas envisagé par la conjecture étant le cas x,, = n.

Par Luc Abergel ! Novembre 2012

Abstract :
n ok 0 .’13
Le but de cet article est de d’obtenir une asymptotique de k—T ou de ﬁ en 400, avec x, — +0o.
k=0 k=n+1
Cela permettra :
nk
- De répondre a la question de Hardy-Ramanujan concernant une asymptotique de Z h

k=0
- De traiter des cas pratiques comme par exemple x, = y/n ou d’autres exemples.
- D’obtenir une asymptotique de x,, caractérisé par Z Z—f" = %
k=0

Pour cela, nous allobns établir des développements asymptotiques d’intégrales provenant de la méthode de
Laplace, a savoir / fE@)7(t) dt pour x — +oo (§3).
Il faudra ensuite étaablir des méthodes effectives de calculs des asymptotiques (§4).
Puis généraliser & des intégrales du type / FE(@)e®(t) dt avec p(z) — +oo (85 et §6).
Les exemples, comme la question de Hardoy—Ramanujan, seront ensuite traités pour illustrer ces méthodes

(87).

Cette question posée par Ramanujan a été 'objet de nombreux travaux (voir [4] pour une approche his-
torique), aussi bien par des voies d’'inégalités (voir [1], [2], [8], [9], [12]), que par des arguments analytiques
(voir [3], [5], [6]), ou enfin par une approche probabiliste (voir [7], [10]). Une réponse compléte & la question,
dans le cas envisagé par Ramanujan, ayant été donnée par J. C. W. Marsaglia (voir [11]).

Notations :
On définit différentes intégrales pour f continue par morceaux sur [0, 1], et 7 positive, continue et intégrable

sur ]0, 1]
/ FE@) dt, I ( / FE(t)m(t) dt ainsi que J(x / @)

1Professeur en classes préparatoires, Lycée Janson de Sailly, PARIS, email : Luc.Abergel@ac-paris.fr




1 Introduction.

Nous allons ici donner une représentation intégrale de R,,(z,,) et S, (x, ), base pour obtenir les asymptotiques
cherchées.

xr
On pose I,(z) = / t"e~! dt. Une intégration par parties donne
0

I(z)=—2"e " +nl,_1(z)sin>1

En itérant on a :
I(z) = —e "(a" +nz" '+ +n(n—1) - 22) + nlly(z)

D'ou I,,(z) = —n!e*“"(% +--+ 7)+nl(l—e™*) ou encore I,,(z) = —nle™(e” =1 — R, (z)) +n!(l —e™")

x © x En t=x (1—11.) Jjn-‘rl !
Ainsi Ry (2) = € 1 (2) ot Ru(wn) = 5 I () = n/ et g =l 7'/ (1 — )" dt
: : : 0 n. 0
qu’on écrira sous la forme :
anrl 1
Ry(irn) = 2 [ (61— p]re et gt
nl Jo
De méme on obtient :
antl

Sn(-rn) -

“+o0
. / [eft(l_kt)}nef(mnfn)t dt
. 0

qui permet de traiter le cas ol x, est trop grand devant n et pour lequel R, (z,) ~ e®". Dans cet article,
pour la théorie, nous ne nous intéresserons qu’au cas z, = O(n) et n’étudierons donc que R,,(z,). Dans un
exemple du paragraphe 7 il sera cependant fait allusion aux résultats concernant S, (z;,).

2 Position du probleme et résultats préliminaires.
définition 1 : On dit qu’une fonction f :[a,b] — R vérifie ’hypothése (H) si :
o f définit un diffeomorphisme local autour de a.

e f(a)=1 et pour tout ¢ > a, ?ug(f) <1

Si de plus f est un homéomorphisme décroissant de [a,b] sur [0,1], on dit que f vérifie (H').

L’intervalle [a, b] ne jouant aucun rdle, on prendra dans la suite [0, 1].

Rappel 1 : On sait, par convergence dominée, que I (z, f) — 0. On va établir que I.(x, f) = e°®) dés
o0 o0

que f vérifie (H) et si m n'est identiquement nulle sur aucun voisinage de 0. Pour cela on va démontrer que
1
(e f)E = 1.

Démonstration :

- Tout d’abord [I;(z, f)]* < Ny(x)z — 1.

r—r00

- Pour une minoration, on choisit [a,b] inclus dans [0, 1] sur lequel f > 1 —e. Quitte & réduire [a,b], on
peut supposer que sur cet intervalle 7 > « pour un certain o > 0. On obtient alors Iﬂ(x,f)% >
[a(b—a)]7 (1 — &) et donc liminf[I,(x, f)]* > 1. e

Tr—r0o0

Premier résultat : Si m n’est nulle sur aucun voisinage de 0, comme f < p < 1 sur tout intervalle [«, 1], on
en déduit :

/a e



puis :

/01 fom = /Oa For + o(e?®)

On peut donc modifier la définition de f & droite d’'un point a > 0 pour étudier I (z, f) & o(e®®)) prés,
donc par exemple a o(mn) pres, ce qui sera l'objectif de ce travail en pratique.

Dans toute la suite, on supposera que f vérifie (H'), et que 7 est continue et strictement positive sur
]0,1].

Propriété 1 : Une adjonction entre I, et J.
Soit I1 la primitive de m qui s’annule en 0. Si f vérifie (H') alors I(z, f) = J(1,IIo f71).

Démonstration :

On effectue le changement de variable v = f(¢) :
1

In(z, f) = —/O u® (71 (w).mo f7H(w) du = —[f ()0 f~" (u)] +l‘/ u*"tmwo f7H(u) du

0

=0
1
On pose alors v = v : I (z, f) = / Mo f (v %) dv comme souhaité. e
0
On remarquera que si f~! vérifie (H'), soit si f vérifie (H), alors J(z, f) = (&) pour z — 0.

Cette écriture est efficace pour 'obtention de relations de comparaison en vue de ’étude de I (x, f) en 400
comme le montre la proposition suivante :

3 Relations de comparaisons sur J et sur I.

Propriété 2 : Si f < o(g) (resp. f < O(g)) avec g vérifiant (H), alors J(z, f)
J(a.f) = O (z.g)

o(J(z,9)) (resp.

0

Démonstration :
J(x, f) = / f*) dv+ / fv
Or f(v) ysil—a<wv<1. Onchmatalorsa-(l—oz)éetona:

(e, )] < / ") do + e [ oty a

<aNw(f) <J(z,9)

Mais (1 — a)# = o(J(x,g)) puisque J(z,g) = €°() et donc aNs(f) < eJ(z, g) si z est voisin de 0.
Donc, pour de tels x, |J(x, f)| < 2eJ(x, g).
Le cas f < O(g) se traite de fagon analogue. e

Premiere application :

- Sif! v g 1alors I(z, f) ~ I(x,g).
- Sillo f! Y Mog~talors Iy (x, f) ~ I:(z,g).

On obtient des énoncés analogues avec o ou O.

Exemple : On suppose f(y) = 1 — py? + o(y?) avec d > 0. On pose g(y) = 1 — py? sur [0,y0] ou yo
est choisi pour que g(yp) = 0. On a bien g~ (t) = (1 — f))é ¥ f71(t). Donc

Yo 1 1 1 T
I(z, f) N/ (I—py")* dy = */ (1 —w)p dui~! du / (1— %)%%*1 dv
0 0

o0 pyt=u d v=wu d(pa:)é

On rédige, par exemple par convergence dominée, que la derniére intégrale converge vers F(é) pour x — 400
(mais des résulats plus précis seront donnés dans le paragraphe suivant) et on obtient :

' Iy _ T
dt = i 1
[ w2, o




4 Calculs numériques.
, xT [e.e]
4.1 Etude de Ip(z,a) :/ t"e ' P(t) dt et Ip(a) :/ t"e ' P(t) dt.
0 0
Clairement, a l’aide d’une intégration par parties, on obtient / t%e ' P(t) dt = O(e™*x°™") sin = deg(P).

Donc Ip(x) = / t%e "t P(t) dt + O(x~7) pour tout q.
0

. v t
4.2 Etude de F,(z) = / (1—-—)* dt pour x — 400 et a > 0.
0 x

x t t Pz t
On écrit Fy(x) = / tte~tet2 =) gt puis et R0 = Z #
0 i>0
" Pt 1
Propriété 3 : F,(z) = ; por + O(ﬁ)'
Démonstration :
0 k (_9)1‘ 9k+1
On rappelle |e —Z a | < D) sif>0.

=0

k .
, —1)* [* .
Etudions e = F,(x) — Z ( i') / t%e [t —zIn(1 — %)]l dt :
=0 . 0

1 t
Onaley| < —— [ t%e ![~t—xIn(l — —)]*T! dt. Appelons 7, cette derniere quantité.
Notons ¢(u) = %2(1_@ en remarquant que ¢ est continue sur [0, 1] et que P est intégrable sur [0, 1] pour
tout p > 0. En posant ¢t = zu dans l'intégrale qui définit 7, on obtient
LA k+1
< — ] e u) du
nk,(k+1)!/(J @ (u)

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz a cette intégrale, on déduit :
1

1
1 2 1 2
|77k| S |:/ u2a+4k+4e—2xu d’u,:| |:/ @2k+2(u) du]
0 0
2

+oo

D’ou 7, < Cpa®tr+2 [(233)_2“_4“_5/ 2ataktd =t dt} = C,’gx_k_%.
0

Ceci montre que &;, = o( ).

Tk

Il suffit alors de remarquer que

E e ¢
Z — [ te(t+an(l— ) dt =
= o x

et d’utiliser 4.1 pour obtenir le résultat souhaité. e

Pi(t 1
z'(!)+0(a7<)

k
=0

1
4.3 Etude de D,(z) :/ (1-— u%)a du pour x — 400 et a > 0.
0

1
On pose v =1 — us et D, (z) = :c/ v (1 —v)* ! du.
0

X

r—1
On pose alors v = —t5 et D, (z) = W/o (1 — o 1)”’_1 dt = mFa(aﬂ —1).

On peut donc effectuer une asymptotique de D, en +oo grace a la relation :

Dy(z) = ﬁmx —1)

Remarques :



- Do(z) = O(&) pour x — 400 grace a la relation Fy(z) = O(1).

I'(z)I'(a+1)
=z I'(z4a+1) -

et on obtient alors directement une

- & l'aide de la fonction B d’Euler, on peut obtenir la formule D,(z) = 2B(z,a + 1) = Ceci

n!

démontre dans le cas z = n entier le résultat D,(n) = CEwyEwEwnl

asymptotique de D, (n).

4.4 Application a une asymptotique de J(z, f) pour x — 0 puis de I(z, f) pour
T — +00.
q
On suppose avoir une asymptotique du type f(1 — h) = Z a;h® 4 o(h%) pour une suite strictement crois-
i=1
sante et strictement positive (al)l>1
On sait alors que J(z, f) = Z a;Dg, (=) + o(xz) grace au résultat établi en §3 (propriété 2).

On obtient donc une asymptothue de J(x f) & o(x®) pres pour  — 0.

Par la relation I(z, f) = J(Z, f~!) on en déduit :

Sif7H (1) = 3 auh® + o{f%) alors (s, /) = Zaz (@) + o)

i=1

5 Etude de K(x / A1) g? @ (t) dt pour z — +oo.

5.1 Résultats préliminaires.

Dans ce paragraphe on considere 2 fonctions ¢ et w qui tendent vers +00 en 400 et une fonction 7 continue

et intégrable sur ]0,1]. On va étudier K, ( / 2() g9 (t)m(t) dt en +oo0.
Lemme 1 : Si f/(0) # 0, 7(t) = O(:) avec a < 1 alors / @ (B (t) dt = O(ﬁ)
0 P

Démonstration :
On sait que 7(t) = O(:) et que f71(¢) = O(t).

Dong, si IT désigne la primitive de 7 qui s’annule en 0, alors

Mo f~H(1 —t) = O(t' ™), soit TTo f1(t) =0((1- )=

Puis, par §2 :

o)) = o s ™) = o [[a-r)i= ) = 0alv)) = Ol

oo p(x)tme

)

comme souhaité. e

Lemme 2 : Si f’(O) £ 0, 7(t) = O(%) avec a < 1, 1 — g(t) = O(t*) et ¥(x) = O(e*(x)), alors

pil ! e(x) 1 k d 9] Q/Jp(m)
D> S0 [0 o)) de o ).
Démonstration :
;. P(x) = (7]‘)]6 k k
On écrit g¥'"m = Z Td) (z)[—In(g)]"n.
k=0
A o(z)
Comme Z 1 —k( In(g)]*r = S 7 est intgrable au voisinage de 0, (n’oublions pas qu’on peut modifier

la deﬁnltlon de g hors d’un voisinage de 0 sans changer ’asymptotique, il suffit ici de prolonger g hors d’un



voisinage [0, ¢] par g(c) sur [¢, 1] si g(¢) # 0 pour obtenir cette intégrabilité).

On a donc
+oo

Ko (2) = / 2@ () n(g(t))]* dt

+oo
k=0

avec convergence absolue de cette série.

On applique alors le lemme 1 en remplacant 7 par [— In(g)]*r :
on dispose de la relation [~ In(g)]*7 = O(t**=2) donc /01 FE@D ) [= In(g(t))*r(t) dt = O(
Par convergence absolue on peut donc conclure :

5! o) ‘ @)

7 = g L@ [ OO meonno @ ol .

0

Remarque : par §4 et a l'aide d’asymptotiques pour f~! et pour [—In(g)]*7 on peut donc effectuer une
asymptotique de K (f,g) si v (z ) = o(cp(x)).

5.2 Application a I’étude asymptotique de K(z / @ (1) g @ (t) dt en +oo.

Rappel 2 : on dit qu’une fonction h est d’ordre o en 0 si h(t) = Kt* 4 o(t*) avec K # 0.
Propriété 4 : Si 1 — f est d’ordre a en 0, si 1 — g est d’ordre au moins 8 en 0 et si *(x) = o(p?(x))

+oo

- 1 (,1;) ¢p( )
alors K (x Z m / FEE - In(g()]F dt +O(—5 )
* k=0 Pata(z)
Démonstration :
On note f1(u) = f( é) et analogue pour g;.
On pose 7(u) = —+. On pose enfin u = t* dans K(z). On obtient :

r) = / f1.(w)gn () () d

On vérifie que m(u) = O(4) aveca =1— é, que fi est d’ordre 1 en 0 et enfin que g; d’ordre au moins g

uwae

On peut donc appliquer le résultat précédent :

_ p_l x)
+_Ook:0 k' wk /f1 [— In(g1 (u))]*7(u) du+ O(

¥ (x)
PPt ()

)

Il suffit alors de poser a nouveau u = t* pour conclure. e

On dispose ainsi d’une méthode pour obtenir une asymptotique de telles intégrales.

5.3 Application a I’étude de K(x / f2(t)g? @ (t) dt dans le cas o1 ¢(x) = O(x).

Voici une liste de cas traitables par cette technique :

e Sil— fetl—gsontdordre a et 8 respectivement en 0 alors on peut traiter le cas p®(x) = o(z?)
oo

en appliquant directement le paragraphe précéent. On obtient donc

K(r) = ) [ PO o oS

e Sil— fetl—gsont dordre o et 3 respectivement en 0 alors on peut traiter le cas z° = o(p(x))
o0

1
en écrivant au contraire K (z) = / g?@ (£) f*(t) dt. On obtient donc
0

z) = = (_1)kxk ' @(z) n k x?
K 2 25 ) 7w a0



Il reste donc & traiter le cas limite ot () ~ ca® avec pour ¢ une constante non nulle.
+oo

6 Un cas limite : Etude de K(z) dans le cas () e zasil—f et
o0
1 — g sont d’ordres a et [ respectivement en 0

Dans tout ce paragraphe, on considéra f et g C°° au voisinage de 0 avec 1 — f et 1 — g d’ordre « et
respectivement en 0.
Nous allons procéder en plusieurs étapes.

o™

1
6.1 Etude de K,(z) :/ fE(t) g™ ()t dt avec v > —1.
0

On pose fi(t) = ln(f# et g1(t) = m%#'

Ces fonctions sont C* sur [0, a] avec a > 0, et, par 1’étude faite au §2, on peut les prolonger en des fonctions
continues et C> au voisinage de 0 en ne changeant K, (z) qu’a un o(e®®)) pres, donc & un o(m—lq) pres pour

tout ¢ > 0.
On a:
+oo —+oo
— o £.8 v — a -3 B -3 gl
K,(x) = exp(@t® fi(t) + x=t"g1 ()t dt = a7 = exp(u®fi(z”ou) + u’gi(x”>w))u” du
0 troa =u 0

—+oo
On pose alors F(z) = / exp(u® f1 (zu) + uP g1 (zu))u” du.

0
F est clairement C*° au voisinage de 0. On peut donc écrire

En conclusion :

Ko(z) = o7 O(z= 27
(@) = = 2 +0( )
. 1 8
6.2 Etude de K,(x) = 2 g™ (tm(t) dt
0
Lemme 3 Si m(t) 5 O(t") alors K (x) = O(m—%l)

Démonstration :
Cela provient de la relation

1 B —+oo 5
| e a= [ expni) + 2t g o) d
0 0

1 .
On pose encore u = tx= et on obtient

41

1 B - +oo _1 1
/ FE@®) " ()t dt = e / exp(u®fi(z= u) + uP g (2= u))u¥ du < Cax~ "o
0 0

avec
+oo
C= / exp(u® fi (u) + uP g1 (u))u” du
0
si x > 1 (puisque fi et g; sont décroissantes). o
Le travail précédent permet donc de traiter le cas ou on dispose pour 7 en 0 d’une asymptotique a tout ordre
a ’aide de fonctions puissance, du type

d
7(t) N Zajt"” +o(t7) avec — 1 <y < -+ <y
3=0



6.3 Etude de K(x / TE(t) “*9@ (t) dt avec 0(z) = o(z?).

" e 2 s (D E oS~ (DR
On écrit K(z) = ; 1 (t)g <t)k_0 0% (z)[—In(g(t))] dt:zO:TH () Kr, ()

avec T = [—In(g)]*.

On rappelle donc que K, ( / () T [~ In(g(t))]* at

Cette série étant absolument convergente, on obtient un développement asymptotique de K(x) en tron-
quant cette série. Comme K, () = O(z~ Za ), on a donc
o0

s 2 8 o0 ((12))

7 Exemples de résultats.

n+t1

1
On rappelle la relation R, (z,) = “2 / [e!(1 — )]~ (P=on)t gy,
0

7.1 Le probleme de Hardy-Ramanujan.

On a donc
! /1 Fr(8) dt avee F(£) = (1 — 1) = 1 — ~¢ — 43 _ L1 4oty
o avec =e H 2 3 3 o
On a 5
f'1=h) = V2h—Zh + 35 fh’ - 7h2 + o(h?)
h—0 3 27
Or:

I(z, f) = \@D%(x) — %Dl(m) + %\/ﬁD%(Q:) - %Dg(a@) + o(h?)

Apres calculs on trouve :
T 1 2 1 /m 1 4 1
1 = 4/-—F— —
@) 22 A 5 +12\/; o7 ez tol)

En utilisant le résultat :

nntt L Vn 1 1 /2 1
=€ - + \/ = +ol=
nl (\/27r 12y/27n  576n V w )

et grace au calcul précédent on a montré

(1121 3 1
Hn=e (2 T 540\/> a3 ol :)>

Cette méthode permet bien stir d’obtenir une asymptotique & tout ordre du type o(%; ) de R,.
Par exemple on trouve

B[l 1 [21 23\[ A 1813\/’ +2729+(1)
n=¢€¢ | = —z\/—F—= — = —— to(—
2 3V 7 ya 50 27 96n2 4320 5230403 ' pd

Un programme Maple est proposé en annexe pour des calculs a un ordre quelconque.

Mw‘




n k
n

7.2 Asymptotique de % avec r, = \/n.

k=0

On va étudier
1
I, = / fEm(H)g™(t) dt avec f(t) =e ', z, =n—/net g(t) =e'(1 —1t)
0

Ici g est d’ordre 2 en 0 et n = (x2)

On a donc I, = / o ()= 1In(g(e)]" dt + O(an)

Traitons l’exemple p=3.

On veut une asymptotique a O(%) de :

1
® qg :/0 fo(t) dt

On dispose de Pasymptotique : f~1(t) = (1 =) + 5(1 —t)* + $(1 — ) + O((1 — t)*).
1

Tn

=1—3t— 38 + o(t*)
t) = 7(1 — 4 11—t
§Ds(xn) + %D4(In) +0

[~ In(g(t))]? puis ap = 825 + O(%).

e Pour ag : a9 =
, () = 1n(g()):§+§+0(t4),n(t):§+%+0(t5)et
)+0((1—t))
(75)) = 2% + 2% 4+ O(5)-

e Pour a5 : ( )
enfin ITo f~1(
Ainsi a1 =n

)=

nb

e Pour ay : w(t

DoncIn:ao—al—l—ag:%—ﬁ—%—l—g—"z—i—O(#) Soit :
n+1
n-z 1 1 2 1 13 1
R =" (Rt g e POGw)
7.3 Asymptotique de Z kT'L avec x, = n — J/n.
k=0
. mn«l»l
On pose y, = /n et on écrit encore R, (z,) = ~21I,.

On a ici y,% = o(n) et donc
1
I, = / (et (1 — B)]e= (o)t gy
0

Avec f(t) =e'(1—t) et g(t) = e~ puis —In(g(t)) = ¢, on a donc

p—1
_ ( n k < >
= kE:O x / @)t dt+ O )

les calculs explicites s’effectuant de la méme fagon qu’en 7.1 ou 7.2.

w\?r

n k

. x 2
7.4 Asymptotique de k—’" avec r, =n —ns.
k=0
2 , . zntt
On pose y, =n3 et on écrit encore R, (v,) = ~2—1I,,.

Cette fois-ci, v/n = o(yn) et donc

I, = / £ (H)g" (1) dt



avec f(t) =e b et g(t) = et (1 —t).

D’otu : .
.
> St [ - i) a0 (=)
k=0 n's
7.5 Asymptotique de k_T'L avec r, =n —/n+o(y/n).
k=0

C’est un cas délicat, bien plus que les autres envisagés, mais moins spectaculaire sans doute.

On pose x, = n —/n+ 6, avec 0,, = o(y/n) et f1(t) = Hh;#

On a Ry, (z,) = ’””:!H

I,
On sait que

p—1 k
6, 1 60,7
I, =S 1k (e
"2 ’“(n)+0<\/ﬁ(\/ﬁ)>
avec :

+oo
Kiln) = [ oo u(0) — 1) d

1

De plus f1(0) = —3 et f{(0) = —3, puis Ki(n) = —( /+oo exp (u 2fl(%) —u)uf du.
0

n 2
Par exemple :

1
/ [el(1 —t)]"e™ Vet dt. On va donner une asymptotique de I,,.
0

1 +oo 2 1 +oo 2 2
Ky(n) = —5 {/o eXp(—u——u) du——/o (—u——l—u—i—l)exp(—%—u) du

2 Jn 3

n 2

Notons A et B ces 2 derniéres intégrales, on a donc

A Ab,+ B 0,2
I,=—_-—"»T= 2
vn n +O(n2>

On peut remarquer que :

+o0 4 +oo
Az\/%/ e_t2dtetB:2—§\/%/ et dt
pour un calcul plus complet.
n k el
7.6 Asymptotique de z, tel que Z - =—
k!
k=0

Onpreﬂdxnzn-l—ﬁ-l-%—&-ni%etznzﬁﬁ-%—&-n%
1
On étudie I,, = / g"(t)e* " dt avec g(t) = e'(1 —t).
0

On dispose de 'asymptotique

1 1 2
In:/ g™ (t) dt—i—zn/ g ()t dt+%"/ (t)t? dt—i——/ (t)t® dt+O(
0 0

Le calcul donne alors

fom o e 2 L (B e v Do 2

24 "n3 135 2 2304
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3

)

n2

+0(

1
n3

-3



n+1
On obtient de méme une asymptotique pour xn — et enfin on obtient :

.(1 A B C 1
Ry(zn) =e <2+\/ﬁ+n+n§+0(n3)>

avec

a 1 [2 1 a2 1 b 1 /2
= ———4/— B= —4—4{/—4+—4+— = — 7(4 180b 2 2 2 b 4 3 2)
5 3\/;, 4a2+3\/;+24+2,0 ogg\/ = (46 + 1800+ 360a” + 70V/27 (¢ + ab) + 454>V 2

En écrivant R, (2,) = €"(3 + O(-%) on obtient :

2 /2 8 V2
_c ) =% = V% (697 — 160
=3V o ¢~ "510,7 0" )

34 28

On obtient méme Ry (z,) = €"(3 — % + o(53) avec o = 55— + g

Ainsi

2 /21 2 1 1
xn=n+\/7—8— V2 (6971'—160)—34—0(?)
T

n  9m™m 81073 n2

Le travail de recherche de z,, tel que S, (x,) = % se traite de facon analogue avec cette fois-ci :
g(t) = et (1 +1)

puis :
3

1 1 2 1 1
1
In:/ g"(t) dt—zn/ g (t)t dt+ZL/ g"(t)t? dt—ZL/ g ()t dt +O(—)
0 0 2 Jo 6 Jo nt

On obtient alors

2 /21 8 V2 1 1
x n S\ 20 9o + 1073 (697 GO)n% + O(nQ)

Le fait de ne pas obtenir le méme résultat n’est pas contradictoire car si Ry, (z,,) = % alors Sy, (x,,) n’est pas

e™

égal a % mais a e’ — .
Signalons pour terminer qu’on pourrait de méme :

- Trouver une asymptotique de z,, tel que R, (z,) = ce™ avec ¢ €0, 1[.

- Plus généralement de z,, tel que R, (z,) = e¥" avec une suite y, vérifiant 0 <y, <n.

- Mais également étudier des valeurs négatives de x,, comme par exemple x,, = —n (cas étudié dans
certains articles cités), qui conduit & rechercher une asymptotique de :

1
I, = / e 2" et (1 — )] dt
0

ce qui se traite comme en 7.2 et donne :

Rn(—n):(_n)nﬂ<1—1— LI +0(1)>

2n  8n?2  32n3  128nt nd
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