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Sur une conjecture de Hardy-Ramanujan

Evaluation asymptotique à tout ordre de
n∑
k=0

xkn
k!

où xn tend vers +∞

Le cas envisagé par la conjecture étant le cas xn = n.

Par Luc Abergel 1 Novembre 2012

Abstract :

Le but de cet article est de d’obtenir une asymptotique de

n∑
k=0

xkn
k!

ou de

∞∑
k=n+1

xkn
k!

en +∞, avec xn → +∞.

Cela permettra :

- De répondre à la question de Hardy-Ramanujan concernant une asymptotique de

n∑
k=0

nk

k!
.

- De traiter des cas pratiques comme par exemple xn =
√
n ou d’autres exemples.

- D’obtenir une asymptotique de xn caractérisé par

n∑
k=0

xkn
k!

= en

2 .

Pour cela, nous allons établir des développements asymptotiques d’intégrales provenant de la méthode de

Laplace, à savoir

∫ b

a

fx(t)π(t) dt pour x→ +∞ (§3).

Il faudra ensuite établir des méthodes effectives de calculs des asymptotiques (§4).

Puis généraliser à des intégrales du type

∫ 1

0

fx(t)ϕx(t) dt avec ϕ(x)→ +∞ (§5 et §6).

Les exemples, comme la question de Hardy-Ramanujan, seront ensuite traités pour illustrer ces méthodes
(§7).

Cette question posée par Ramanujan a été l’objet de nombreux travaux (voir [4] pour une approche his-
torique), aussi bien par des voies d’inégalités (voir [1], [2], [8], [9], [12]), que par des arguments analytiques
(voir [3], [5], [6]), ou enfin par une approche probabiliste (voir [7], [10]). Une réponse complète à la question,
dans le cas envisagé par Ramanujan, ayant été donnée par J. C. W. Marsaglia (voir [11]).

Notations :
On définit différentes intégrales pour f continue par morceaux sur [0, 1], et π positive, continue et intégrable
sur ]0, 1] :

I(x, f) =

∫ 1

0

fx(t) dt, Iπ(x, f) =

∫ 1

0

fx(t)π(t) dt ainsi que J(x, f) =

∫ 1

0

f(tx) dt.

1Professeur en classes préparatoires, Lycée Janson de Sailly, PARIS, email : Luc.Abergel@ac-paris.fr
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1 Introduction.

Nous allons ici donner une représentation intégrale de Rn(xn) et Sn(xn), base pour obtenir les asymptotiques
cherchées.

On pose In(x) =

∫ x

0

tne−t dt. Une intégration par parties donne

In(x) = −xne−x + nIn−1(x) si n ≥ 1

En itérant on a :
In(x) = −e−x(xn + nxn−1 + · · ·+ n(n− 1) · · · 2x) + n!I0(x)

D’où In(x) = −n!e−x(x
n

n! + · · ·+ x
1 ) + n!(1− e−x) ou encore In(x) = −n!e−x(ex − 1−Rn(x)) + n!(1− e−x)

Ainsi Rn(x) = ex

n! In(x) et Rn(xn) = exn

n! In(xn) = exn

n!

∫ xn

0

tne−t dt
t=xn(1−u)

=
xn+1
n

n!

∫ 1

0

exnt(1− t)n dt
qu’on écrira sous la forme :

Rn(xn) =
xn+1
n

n!

∫ 1

0

[et(1− t)]ne−(n−xn)t dt

De même on obtient :

Sn(xn) =
xn+1
n

n!

∫ +∞

0

[e−t(1 + t)]ne−(xn−n)t dt

qui permet de traiter le cas où xn est trop grand devant n et pour lequel Rn(xn) ∼ exn . Dans cet article,
pour la théorie, nous ne nous intéresserons qu’au cas xn = O(n) et n’étudierons donc que Rn(xn). Dans un
exemple du paragraphe 7 il sera cependant fait allusion aux résultats concernant Sn(xn).

2 Position du problème et résultats préliminaires.

définition 1 : On dit qu’une fonction f : [a, b]→ R vérifie l’hypothèse (H) si :

• f définit un difféomorphisme local autour de a.

• f(a) = 1 et pour tout c > a, sup
[c,b]

(f) < 1.

Si de plus f est un homéomorphisme décroissant de [a, b] sur [0, 1], on dit que f vérifie (H ′).

L’intervalle [a, b] ne jouant aucun rôle, on prendra dans la suite [0, 1].

Rappel 1 : On sait, par convergence dominée, que Iπ(x, f) →
∞

0. On va établir que Iπ(x, f) =
∞

eo(x) dès

que f vérifie (H) et si π n’est identiquement nulle sur aucun voisinage de 0. Pour cela on va démontrer que

[Iπ(x, f)]
1
x →
∞

1.

Démonstration :

- Tout d’abord [Iπ(x, f)]
1
x ≤ N1(π)

1
x →
x→∞

1.

- Pour une minoration, on choisit [a, b] inclus dans [0, 1] sur lequel f ≥ 1 − ε. Quitte à réduire [a, b], on

peut supposer que sur cet intervalle π ≥ α pour un certain α > 0. On obtient alors Iπ(x, f)
1
x ≥

[α(b− a)]
1
x (1− ε) et donc lim inf

x→∞
[Iπ(x, f)]

1
x ≥ 1. •

Premier résultat : Si π n’est nulle sur aucun voisinage de 0, comme f ≤ ρ < 1 sur tout intervalle [α, 1], on
en déduit : ∫ 1

α

fxπ = O(ρx)
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puis : ∫ 1

0

fxπ =

∫ α

0

fxπ + o(eo(x))

On peut donc modifier la définition de f à droite d’un point α > 0 pour étudier Iπ(x, f) à o(eo(x)) près,
donc par exemple à o( 1

xn ) près, ce qui sera l’objectif de ce travail en pratique.

Dans toute la suite, on supposera que f vérifie (H ′), et que π est continue et strictement positive sur
]0, 1].

Propriété 1 : Une adjonction entre Iπ et J .
Soit Π la primitive de π qui s’annule en 0. Si f vérifie (H ′) alors Iπ(x, f) = J( 1

x ,Π ◦ f
−1).

Démonstration :
On effectue le changement de variable u = f(t) :

Iπ(x, f) = −
∫ 1

0

ux.(f−1)′(u).π ◦ f−1(u) du = −[fx(u)Π ◦ f−1(u)]10︸ ︷︷ ︸
=0

+ x

∫ 1

0

ux−1π ◦ f−1(u) du.

On pose alors ux = v : Iπ(x, f) =

∫ 1

0

Π ◦ f−1(v
1
x ) dv comme souhaité. •

On remarquera que si f−1 vérifie (H ′), soit si f vérifie (H), alors J(x, f) = eo(
1
x ) pour x→ 0.

Cette écriture est efficace pour l’obtention de relations de comparaison en vue de l’étude de Iπ(x, f) en +∞
comme le montre la proposition suivante :

3 Relations de comparaisons sur J et sur Iπ.

Propriété 2 : Si f =
1
o(g) (resp. f =

1
O(g)) avec g vérifiant (H), alors J(x, f) =

0
o(J(x, g)) (resp.

J(x, f) =
0
O(J(x, g))

Démonstration :

J(x, f) =

∫ a

0

f(vx) dv +

∫ 1

a

f(vx) dv.

Or f(v) ≤ g(v) si 1− α ≤ v ≤ 1. On choisit alors a = (1− α)
1
x et on a :

|J(x, f)| ≤
∫ a

0

f(vx) dv︸ ︷︷ ︸
≤aN∞(f)

+ ε

∫ 1

a

g(vx) dv︸ ︷︷ ︸
≤J(x,g)

Mais (1− α)
1
x = o(J(x, g)) puisque J(x, g) = eo(

1
x ) et donc aN∞(f) ≤ εJ(x, g) si x est voisin de 0.

Donc, pour de tels x, |J(x, f)| ≤ 2εJ(x, g).
Le cas f =

1
O(g) se traite de façon analogue. •

Première application :

- Si f−1 ∼
1
g−1 alors I(x, f) ∼

∞
I(x, g).

- Si Π ◦ f−1 ∼
1

Π ◦ g−1 alors Iπ(x, f) ∼
∞
Iπ(x, g).

On obtient des énoncés analogues avec o ou O.

Exemple : On suppose f(y) =
0

1 − pyd + o(yd) avec d > 0. On pose g(y) = 1 − pyd sur [0, y0] où y0

est choisi pour que g(y0) = 0. On a bien g−1(t) = (1− t
p )

1
d ∼

1
f−1(t). Donc

I(x, f) ∼
∞

∫ y0

0

(1− pyd)x dy =
pyd=u

1

d

∫ 1

0

(1− u)xp−
1
du

1
d−1 du =

v=xu

1

d(px)
1
d

∫ x

0

(1− v

x
)xv

1
d−1 dv

On rédige, par exemple par convergence dominée, que la dernière intégrale converge vers Γ( 1
d ) pour x→ +∞

(mais des résulats plus précis seront donnés dans le paragraphe suivant) et on obtient :∫ 1

0

fx(t) dt =
Γ( 1

d )

d(px)
1
d

=
Γ( 1

d )

(px)
1
1
d
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4 Calculs numériques.

4.1 Étude de IP (x, a) =

∫ x

0

tae−tP (t) dt et IP (a) =

∫ ∞
0

tae−tP (t) dt.

Clairement, à l’aide d’une intégration par parties, on obtient

∫ ∞
x

tae−tP (t) dt = O(e−xxa+n) si n = deg(P ).

Donc IP (x) =

∫ ∞
0

tae−tP (t) dt+O(x−q) pour tout q.

4.2 Étude de Fa(x) =

∫ x

0

(1− t

x
)x dt pour x→ +∞ et a > 0.

On écrit Fa(x) =

∫ x

0

tae−tet+x ln(1− t
x ) dt puis et+x ln(1− t

x ) =
∑
i≥0

Pi(t)

xi
.

Propriété 3 : Fa(x) =

k∑
i=0

Pi(t)

xi
+ o(

1

xk
).

Démonstration :

On rappelle |e−θ −
k∑
i=0

(−θ)i

i!
| ≤ θk+1

(k + 1)!
si θ ≥ 0.

Étudions εk = Fa(x)−
k∑
i=0

(−1)i

i!

∫ x

0

tae−t[−t− x ln(1− t

x
)]i dt :

On a |εk| ≤
1

(k + 1)!

∫ x

0

tae−t[−t− x ln(1− t

x
)]k+1 dt. Appelons ηk cette dernière quantité.

Notons ϕ(u) = −u−ln(1−u)
u2 en remarquant que ϕ est continue sur [0, 1[ et que ϕp est intégrable sur [0, 1[ pour

tout p > 0. En posant t = xu dans l’intégrale qui définit ηk, on obtient

ηk ≤
xa+k+2

(k + 1)!

∫ 1

0

ua+k+2e−xuϕk+1(u) du

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz à cette intégrale, on déduit :

|ηk| ≤
[∫ 1

0

u2a+4k+4e−2xu du

] 1
2
[∫ 1

0

ϕ2k+2(u) du

] 1
2

D’où ηk ≤ Ckxa+k+2

[
(2x)−2a−4a−5

∫ +∞

0

t2a+4k+4e−t dt

] 1
2

= C ′kx
−k− 1

2 .

Ceci montre que εk = o( 1
xk

).

Il suffit alors de remarquer que

k∑
i=0

1

i!

∫ x

0

tae−t(t+ x ln(1− t

x
)i dt =

k∑
i=0

Pi(t)

i!
+ o(

1

xk
)

et d’utiliser 4.1 pour obtenir le résultat souhaité. •

4.3 Étude de Da(x) =

∫ 1

0

(1− u
1
x )a du pour x→ +∞ et a > 0.

On pose v = 1− u 1
x et Da(x) = x

∫ 1

0

va(1− v)x−1 dv.

On pose alors v = t
x−1 et Da(x) = x

(x−1)a+1

∫ x−1

0

ta(1− t

x− 1
)x−1 dt =

x

(x− 1)a+1
Fa(x− 1).

On peut donc effectuer une asymptotique de Da en +∞ gràce à la relation :

Da(x) =
x

(x− 1)a+1
Fa(x− 1)

Remarques :
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- Da(x) = O( 1
xa ) pour x→ +∞ grâce à la relation Fa(x) = O(1).

- à l’aide de la fonction B d’Euler, on peut obtenir la formule Da(x) = xB(x, a + 1) = xΓ(x)Γ(a+1)
Γ(x+a+1) . Ceci

démontre dans le cas x = n entier le résultat Da(n) = n!
(n+a)···(1+a) et on obtient alors directement une

asymptotique de Da(n).

4.4 Application à une asymptotique de J(x, f) pour x → 0 puis de I(x, f) pour
x→ +∞.

On suppose avoir une asymptotique du type f(1− h) =
0

q∑
i=1

αih
ai + o(haq ) pour une suite strictement crois-

sante et strictement positive (ai)i≥1.

On sait alors que J(x, f) =

q∑
i=1

αiDai(
1

x
) + o(xaq ) gràce au résultat établi en §3 (propriété 2).

On obtient donc une asymptotique de J(x, f) à o(xaq ) près pour x→ 0.

Par la relation I(x, f) = J( 1
x , f

−1) on en déduit :

Si f−1(1− h) =
0

q∑
i=1

αih
ai + o(haq ) alors I(x, f) =

∞

q∑
i=1

αiDai(x) + o(x−aq )

5 Étude de K(x) =

∫ 1

0

fx(t)gϕ(x)(t) dt pour x→ +∞.

5.1 Résultats préliminaires.

Dans ce paragraphe on considère 2 fonctions ϕ et ψ qui tendent vers +∞ en +∞ et une fonction π continue

et intégrable sur ]0, 1]. On va étudier Kπ(x) =

∫ 1

0

fx(t)gϕ(x)(t)π(t) dt en +∞.

Lemme 1 : Si f ′(0) 6= 0, π(t) =
0
O( 1

ta ) avec a < 1 alors

∫ 1

0

fϕ(x)(t)π(t) dt = O(
1

ϕ(x)1−a ).

Démonstration :
On sait que π(t) =

0
O( 1

ta ) et que f−1(t) =
0
O(t).

Donc, si Π désigne la primitive de π qui s’annule en 0, alors

Π ◦ f−1(1− t) =
0
O(t1−a), soit Π ◦ f−1(t) =

1
O((1− t)1−a)

Puis, par §2 :

Iπ(ϕ(x), f) = J(
1

ϕ(x)
,Π ◦ f−1) =

+∞
O

(∫ 1

0

(1− t
1

ϕ(x) )1−a dt

)
=

+∞
O (D1−a(ϕ(x))) =

+∞
O(

1

ϕ(x)1−a )

comme souhaité. •

Lemme 2 : Si f ′(0) 6= 0, π(t) =
0
O( 1

ta ) avec a < 1, 1 − g(t) =
0
O(tα) et ψ(x) =

+∞
O(ϕα(x)), alors

Kπ(x) =
+∞

p−1∑
k=0

(−1)k

k!
ψk(x)

∫ 1

0

fϕ(x)(t)[− ln(g(t))]kπ(t) dt+O(
ψp(x)

ϕkα+1−a(x)
).

Démonstration :

On écrit gψ(x)π =

+∞∑
k=0

(−1)k

k!
ψk(x)[− ln(g)]kπ.

Comme

+∞∑
k=0

1

k!
ψk(x)[− ln(g)]kπ =

fϕ(x)

gψ(x)
π est intǵrable au voisinage de 0, (n’oublions pas qu’on peut modifier

la définition de g hors d’un voisinage de 0 sans changer l’asymptotique, il suffit ici de prolonger g hors d’un
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voisinage [0, c] par g(c) sur [c, 1] si g(c) 6= 0 pour obtenir cette intégrabilité).
On a donc

Kπ(x) =
+∞

+∞∑
k=0

(−1)k

k!
ψk(x)

∫ 1

0

fϕ(x)(t)[− ln(g(t))]k dt

avec convergence absolue de cette série.

On applique alors le lemme 1 en remplaçant π par [− ln(g)]kπ :

on dispose de la relation [− ln(g)]kπ =
0
O(tkα−a) donc

∫ 1

0

fϕ(x)(t)[− ln(g(t))]kπ(t) dt = O(
1

ϕkα+1−a(x)
).

Par convergence absolue on peut donc conclure :

Kπ(x) =
+∞

p−1∑
k=0

(−1)k

k!
ψk(x)

∫ 1

0

fϕ(x)(t)[− ln(g(t))]kπ(t) dt+O(
ψp(x)

ϕkα+1−a(x)
) •

Remarque : par §4 et à l’aide d’asymptotiques pour f−1 et pour [− ln(g)]kπ on peut donc effectuer une
asymptotique de Kπ(f, g) si ψα(x) =

+∞
o(ϕ(x)).

5.2 Application à l’étude asymptotique de K(x) =

∫ 1

0

fϕ(x)(t)gψ(x)(t) dt en +∞.

Rappel 2 : on dit qu’une fonction h est d’ordre α en 0 si h(t) = Ktα + o(tα) avec K 6= 0.

Propriété 4 : Si 1 − f est d’ordre α en 0, si 1 − g est d’ordre au moins β en 0 et si ψα(x) =
+∞

o(ϕβ(x))

alors K(x) =
+∞

p−1∑
k=0

(−1)k

k!
ψk(x)

∫ 1

0

fϕ(x)(t)[− ln(g(t))]k dt+O(
ψp(x)

ϕp
β
α+ 1

α (x)
)

Démonstration :
On note f1(u) = f(u

1
α ) et analogue pour g1.

On pose π(u) = 1

αu1− 1
α

. On pose enfin u = tα dans K(x). On obtient :

K(x) =

∫ 1

0

f1(u)g1(u)π(u) du

On vérifie que π(u) =
0
O( 1

ua ) avec a = 1− 1
α , que f1 est d’ordre 1 en 0 et enfin que g1 d’ordre au moins β

α .

On peut donc appliquer le résultat précédent :

K(x) =
+∞

p−1∑
k=0

(−1)k

k!
ψk(x)

∫ 1

0

f
ϕ(x)
1 (u)[− ln(g1(u))]kπ(u) du+O(

ψp(x)

ϕp
β
α+ 1

α (x)
)

Il suffit alors de poser à nouveau u = tα pour conclure. •

On dispose ainsi d’une méthode pour obtenir une asymptotique de telles intégrales.

5.3 Application à l’étude de K(x) =

∫ 1

0

fx(t)gϕ(x)(t) dt dans le cas où ϕ(x) =
+∞

O(x).

Voici une liste de cas traitables par cette technique :

• Si 1− f et 1− g sont d’ordre α et β respectivement en 0 alors on peut traiter le cas ϕα(x) =
+∞

o(xβ)

en appliquant directement le paragraphe précd́ent. On obtient donc

K(x) =
+∞

p−1∑
k=0

(−1)k

k!
ϕk(x)

∫ 1

0

fx(t)[− ln(g(t))]k dt+O(
ϕp(x)

xp
β
α+ 1

α

)

• Si 1− f et 1− g sont d’ordre α et β respectivement en 0 alors on peut traiter le cas xβ =
+∞

o(ϕα(x))

en écrivant au contraire K(x) =

∫ 1

0

gϕ(x)(t)fx(t) dt. On obtient donc

K(x) =
+∞

p−1∑
k=0

(−1)k

k!
xk
∫ 1

0

gϕ(x)(t)[− ln(f(t))]k dt+O(
xp

ϕ(x)p
α
β+ 1

β

)

6



Il reste donc à traiter le cas limite où ϕα(x) ∼
+∞

cxβ avec pour c une constante non nulle.

6 Un cas limite : Étude de K(x) dans le cas ϕ(x) ∼
+∞

x
β
α si 1− f et

1− g sont d’ordres α et β respectivement en 0

Dans tout ce paragraphe, on considéra f et g C∞ au voisinage de 0 avec 1 − f et 1 − g d’ordre α et β
respectivement en 0.
Nous allons procéder en plusieurs étapes.

6.1 Étude de Kα(x) =

∫ 1

0

fx(t)gx
β
α (t)tγ dt avec γ > −1.

On pose f1(t) = ln(f(t))
tα et g1(t) = ln(g(t))

tβ
.

Ces fonctions sont C∞ sur [0, a] avec a > 0, et, par l’étude faite au §2, on peut les prolonger en des fonctions
continues et C∞ au voisinage de 0 en ne changeant Kα(x) qu’à un o(eo(x)) près, donc à un o( 1

xq ) près pour
tout q > 0.
On a :

Kα(x) =

∫ +∞

0

exp(xtαf1(t) + x
β
α tβg1(t))tγ dt =

tx
1
α=u

x−
γ+1
α

∫ +∞

0

exp(uαf1(x−
1
αu) + uβg1(x−

1
αu))uγ du

On pose alors F (z) =

∫ +∞

0

exp(uαf1(zu) + uβg1(zu))uγ du.

F est clairement C∞ au voisinage de 0. On peut donc écrire

F (z) =
z→0

p−1∑
k=0

F (k)(0)
xk

k!
+O(zp)

En conclusion :

Kα(x) =
+∞

x−
γ+1
α

p−1∑
k=0

F (k)(0)

k!x
k
α

+O(x−
p+γ+1
α )

6.2 Étude de Kπ(x) =

∫ 1

0

fx(t)gx
β
α (t)π(t) dt.

Lemme 3 Si π(t) =
0
O(tγ) alors Kπ(x) =

+∞
O(x−

γ+1
α )

Démonstration :
Cela provient de la relation∫ 1

0

fx(t)gx
β
α (t)tγ dt =

∫ +∞

0

exp(xtαf1(t) + x
β
α tβg1(t))tγ dt

On pose encore u = tx
1
α et on obtient∫ 1

0

fx(t)gx
β
α (t)tγ dt = x−

γ+1
α

∫ +∞

0

exp(uαf1(x
−1
α u) + uβg1(x

−1
α u))uγ du ≤ Cx−

γ+1
α

avec

C =

∫ +∞

0

exp(uαf1(u) + uβg1(u))uγ du

si x ≥ 1 (puisque f1 et g1 sont décroissantes). •

Le travail précédent permet donc de traiter le cas où on dispose pour π en 0 d’une asymptotique à tout ordre
à l’aide de fonctions puissance, du type

π(t) =
0

d∑
j=0

ajt
γi + o(tγd) avec− 1 < γ1 < · · · < γd

.
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6.3 Étude de K(x) =

∫ 1

0

fx(t)gx
β
α+θ(x)(t) dt avec θ(x) =

+∞
o(x

β
α ).

On écrit K(x) =

∫ 1

0

fx(t)gx
β
α (t)

+∞∑
k=0

(−1)k

k!
θk(x)[− ln(g(t))]k dt =

+∞∑
0

(−1)k

k!
θk(x)Kπk(x)

avec πk = [− ln(g)]k.

On rappelle donc que Kπk(x) =

∫ 1

0

fx(t)gx
β
α (t)[− ln(g(t))]k dt

Cette série étant absolument convergente, on obtient un développement asymptotique de K(x) en tron-

quant cette série. Comme Kπk(x) =
+∞

O(x−
βk+1
α ), on a donc

K(x) =
+∞

p−1∑
0

(−1)k

k!
θk(x)Kπk(x) +O

(
1

x
β
α

(
θ(x)

x
β
α

)p)

7 Exemples de résultats.

On rappelle la relation Rn(xn) =
xn+1
n

n!

∫ 1

0

[et(1− t)]ne−(n−xn)t dt.

7.1 Le problème de Hardy-Ramanujan.

On a donc

Rn =
nn+1

n!

∫ 1

0

fn(t) dt avec f(t) = et(1− t) =
0

1− 1

2
t− 1

3
t3 − 1

8
t4 + o(t4)

On a :

f−1(1− h) =
h→0

√
2h− 2

3
h+

11

36

√
2h

3
2 − 5

27
h2 + o(h2)

Or :

I(x, f) =
√

2D 1
2
(x)− 2

3
D1(x) +

11

36

√
2D 3

2
(x)− 5

27
D2(x) + o(h2)

Après calculs on trouve :

I(x, f) =
+∞

√
π

2

1√
x
− 2

3x
+

1

12

√
π

2

1

x
3
2

+
4

135x2
+ o(

1

x2
)

En utilisant le résultat :
nn+1

n!
= en(

√
n√
2π
− 1

12
√

2πn
+

1

576n

√
2

π
+ o(

1

n
))

et gràce au calcul précédent on a montré

Rn = en

(
1

2
− 1

3

√
2

π

1√
n

+
23

540

√
2

π

1

n
3
2

+ o(
1

n
3
2

)

)

Cette méthode permet bien sûr d’obtenir une asymptotique à tout ordre du type o( e
n

np ) de Rn.
Par exemple on trouve

Rn = en

(
1

2
− 1

3

√
2

π

1√
n

+
23

540

√
2

π

1

n
3
2

+
5

96n2
− 1813

4320

√
2

π

1

n
5
2

+
2729

2304n3
+ o(

1

n3
)

)

Un programme Maple est proposé en annexe pour des calculs à un ordre quelconque.
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7.2 Asymptotique de
n∑
k=0

xkn
k!

avec xn =
√
n.

On va étudier

In =

∫ 1

0

fxn(t)gn(t) dt avec f(t) = e−t, xn = n−
√
n et g(t) = et(1− t)

Ici g est d’ordre 2 en 0 et n =
+∞

o(x2
n).

On a donc In =

p−1∑
k=0

(−1)k

k!
nk
∫ 1

0

fxn(t)[− ln(g(t))]k dt+O(
1

np+1
)

Traitons l’exemple p = 3.

On veut une asymptotique à O( 1
n3 ) de :

• a0 =

∫ 1

0

fxn(t) dt.

• a1 = n

∫ 1

0

fxn(t)[− ln(g(t))] dt.

• a2 = n2

∫ 1

0

fxn(t)[− ln(g(t))]2 dt.

On dispose de l’asymptotique : f−1(t) = (1− t) + 1
2 (1− t)2 + 1

3 (1− t)3 +O((1− t)4).

• Pour a0 : a0 = 1
xn

.

• Pour a1 : g(t) = 1− 1
2 t−

1
3 t

3 +O(t4), π(t) = − ln(g(t)) = t2

2 + t3

3 +O(t4), Π(t) = t3

6 + t4

12 +O(t5) et
enfin Π ◦ f−1(t) = 1

6 (1− t)3 + 1
3 (1− t)4 +O((1− t)5).

Ainsi a1 = n
(

1
6D3(xn) + 1

3D4(xn) +O( 1
n5 )
)

= n
xn3 + 2n

xn4 +O( 1
n4 ).

• Pour a2 : π(t) = [− ln(g(t))]2 puis a2 = 6n2

xn5 +O( 1
n4 ).

Donc In = a0 − a1 + a2 = 1
xn
− n

xn3 − 2n
xn4 + 6n2

xn5 +O( 1
n4 ) Soit :

Rn(
√
n) =

n
n+1
2

n!

(
1

n
+

1

n
3
2

− 2

n
5
2

− 1

n3
+

13

n
7
2

+O(
1

n4
)

)

7.3 Asymptotique de
n∑
k=0

xkn
k!

avec xn = n− 3
√
n.

On pose yn = 3
√
n et on écrit encore Rn(xn) =

xn+1
n

n! In.

On a ici yn
2 = o(n) et donc

In =

∫ 1

0

[et(1− t)]ne−(n−xn)t dt

Avec f(t) = et(1− t) et g(t) = e−t puis − ln(g(t)) = t, on a donc

In =

p−1∑
k=0

(−1)k

k!
n
k
3

∫ 1

0

fn(t)tk dt+O

(
1

n
p
6 + 1

2

)
les calculs explicites s’effectuant de la même façon qu’en 7.1 ou 7.2.

7.4 Asymptotique de
n∑
k=0

xkn
k!

avec xn = n− n 2
3 .

On pose yn = n
2
3 et on écrit encore Rn(xn) =

xn+1
n

n! In.

Cette fois-ci,
√
n = o(yn) et donc

In =

∫ 1

0

fyn(t)gn(t) dt
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avec f(t) = e−t et g(t) = et(1− t).

D’où :

In =

p−1∑
k=0

(−1)k

k!
nk
∫ 1

0

fyn(t)[− ln(g(t))]k dt+O

(
1

n
p+2
3

)

7.5 Asymptotique de
n∑
k=0

xkn
k!

avec xn = n−
√
n+ o(

√
n).

C’est un cas délicat, bien plus que les autres envisagés, mais moins spectaculaire sans doute.

On pose xn = n−
√
n+ θn avec θn = o(

√
n) et f1(t) = t+ln(1−t)

t2

On a Rn(xn) = xn
n+1

n!

∫ 1

0

[et(1− t)]ne−
√
nteθnt dt︸ ︷︷ ︸

In

. On va donner une asymptotique de In.

On sait que

In =

p−1∑
k=0

θn
k

k!
Kk(n) +O

(
1√
n

(
θn√
n

)
p)

avec :

Kk(n) =

∫ +∞

0

tk exp (nt2f1(t)− t
√
n) dt

De plus f1(0) = − 1
2 et f ′1(0) = − 1

3 , puis Kk(n) =
1

n
n+1
2

∫ +∞

0

exp (u2f1(
u√
n

)− u)uk du.

Par exemple :

Kk(n) =
1

n
n+1
2

[∫ +∞

0

exp (−u
2

2
− u) du− 1√

n

∫ +∞

0

(−u
2

3
+ u+ 1) exp (−u

2

2
− u) du

]

Notons A et B ces 2 dernières intégrales, on a donc

In =
A√
n
− Aθn +B

n
+O

(
θn

2

n
3
2

)
On peut remarquer que :

A =
√

2e

∫ +∞

1√
2

e−t
2

dt et B = 2− 4

3

√
2e

∫ +∞

1√
2

e−t
2

dt

pour un calcul plus complet.

7.6 Asymptotique de xn tel que
n∑
k=0

xkn
k!

=
en

2

On prend xn = n+ a√
n

+ b
n + c

n
3
2

et zn = a√
n

+ b
n + c

n
3
2

.

On étudie In =

∫ 1

0

gn(t)eznt dt avec g(t) = et(1− t).

On dispose de l’asymptotique

In =

∫ 1

0

gn(t) dt+ zn

∫ 1

0

gn(t)t dt+
z2
n

2

∫ 1

0

gn(t)t2 dt+
z3
n

6

∫ 1

0

gn(t)t3 dt+O(
1

n4
)

Le calcul donne alors

In =
1

2

√
2π

n
− 2

3n
+(a+

√
2π

24
)

1

n
3
2

+(
4

135
− a

2

√
2π+b)

1

n2
+(

3589

2304

√
2π+

a2

2

√
2π− b

2

√
2π+c+

2a

3
)

1

n
5
2

+O(
1

n3
)
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On obtient de même une asymptotique pour
xn+1
n

n! et enfin on obtient :

Rn(xn) = en
(

1

2
+

A√
n

+
B

n
+

C

n
3
2

+O(
1

n3
)

)
avec

A =
a

2
−1

3

√
2

π
, B =

1

4a2
+
a

3

√
2

π
+

1

24
+
b

2
, C =

1

1080

√
2

π

(
46 + 180b+ 360a2 + 270

√
2π(c+ ab) + 45a3

√
2π
)

En écrivant Rn(xn) = en( 1
2 +O( 1

n2 ) on obtient :

a =
2

3

√
2

π
, b = − 8

9π
, c = −

√
2

810π
3
2

(69π − 160)

On obtient même Rn(xn) = en( 1
2 −

α
n2 + o( 1

n2 ) avec α = 34
405π + 28

81π2 .

Ainsi

xn = n+
2

3

√
2

π

1

n
− 8

9πn
−
√

2

810π
3
2

(69π − 160)
1

n
3
2

+O(
1

n2
)

Le travail de recherche de xn tel que Sn(xn) = en

2 se traite de façon analogue avec cette fois-ci :

g(t) = e−t(1 + t)

puis :

In =

∫ 1

0

gn(t) dt− zn
∫ 1

0

gn(t)t dt+
zn

2

2

∫ 1

0

gn(t)t2 dt− zn
3

6

∫ 1

0

gn(t)t3 dt+O(
1

n4
)

On obtient alors

xn = n− 2

3

√
2

π

1

n
− 8

9πn
+

√
2

810π
3
2

(69π − 160)
1

n
3
2

+O(
1

n2
)

Le fait de ne pas obtenir le même résultat n’est pas contradictoire car si Rn(xn) = en

2 alors Sn(xn) n’est pas

égal à en

2 mais à exn − en

2 .

Signalons pour terminer qu’on pourrait de même :

- Trouver une asymptotique de xn tel que Rn(xn) = cen avec c ∈]0, 1[.

- Plus généralement de xn tel que Rn(xn) = eyn avec une suite yn vérifiant 0 ≤ yn ≤ n.

- Mais également étudier des valeurs négatives de xn comme par exemple xn = −n (cas étudié dans
certains articles cités), qui conduit à rechercher une asymptotique de :

In =

∫ 1

0

e−2nt[et(1− t)]n dt

ce qui se traite comme en 7.2 et donne :

Rn(−n) =
(−n)n+1

n!

(
1

2n
− 1

8n2
− 1

32n3
+

1

128n4
+O(

1

n5
)

)
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