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Résumé — Cet article présente un formalisme générique pour la synthése de textures couleurs par méthodes statistiques. L algorithme développé
utilise le transport optimal pour prendre en compte des contraintes statistiques apprises sur une texture donnée en exemple. L’approche proposée
généralise des méthodes classiques de synthése de textures par égalisation d’histogrammes multi-échelles. Elle permet, entre autres, de traiter les
images couleurs. Nous verrons que 1’utilisation de contraintes statistiques en dimension arbitraire rend possible la synthese de textures couleurs
complexes. Ceci permet également de réaliser un mélange de textures par calcul de barycentres de distributions.

Abstract — This article introduces a generic methodology for the synthesis of color texture using statistical constraints. The proposed algorithm
makes use of optimal transport to take into account contraints learned from a given exemplar. This approach generalizes several classical method
for statistical texture synthesis using histograms of multiscale coefficients. It allows in particular to take into account color textures in a seamless
way. The extraction of high dimensional co-occurrence histograms allows one to synthesis complicated color textures. This framework also
enables texture mixing by the computation of the barycenter of distributions.

1 Introduction

Synthese par I’exemple. La synthése de textures par I’exem-
ple demande la génération d’une nouvelle image qui doit &tre
visuellement similaire a une texture de départ, tout en présen-
tant un caractere aléatoire. Les méthodes les plus efficaces en
infographie sont les méthodes par recopie, voir par exemple [4,
9]. Ces méthodes se contentent de replacer de facon aléatoire
les motifs de la texture d’origine, en garantissant une juxta-
position cohérente afin de générer une image plausible. Elles
sont peu contraintes, et ne permettent pas d’effectuer de réelles
modifications sur I’image. Les méthodes procédurales génerent
des textures simples a partir de bruits filtrés qui sont modifiés
par des opérateurs non-linéaires, voir par exemple [14]. Il est
difficile de reproduire des motifs textures complexes a 1’aide
de ces approches, qui nécessitent de plus un ajustement ma-
nuel des parametres. Les méthodes statistiques quant a elles
modélisent les textures a synthétiser par des contraintes statis-
tiques, comme par exemple la distribution de coefficients multi-
échelles [6, 21, 2, 13]. Il est possible d’établir des modeles plus
complexes en prenant en compte la distribution de paires de
coefficients, voir par exemple [16].

Modification de textures. Heeger et Bergen [6] et Bar-Joseph
et al. [1] effectuent un mélange de textures en combinant des
coefficients d’ondelettes. Le mélange des statistiques de coef-
ficients dans une trame de grouplets permet de mélanger des
texture turbulentes [15]. Les méthodes par recopie permettent
d’effectuer des mélanges de textures a 1’aide de patches (sous-
images) extraits d’'un ensemble d’images d’apprentissage, ce
qui crée des textures non-homogenes, voir par exemple [7, 5,

8]. Les méthodes de métamorphose de textures [10, 19, 18]
effectuent un mélange en trouvant des correspondances entre
des éléments de 1I’'image (les textons). Ces méthodes sont éten-
dues par Matusik et al. [11] afin de calculer des combinaisons
convexes de textures en déformant les patches et en effectuant
un moyennage d’histogrammes 1D.

Contribution. Cet article décrit un cadre générique pour les
méthodes statistiques de synthese de textures dans des diction-
naires (comme par exemple des bases multi-échelles). La mé-
thode ainsi obtenue est plus générale car elle permet de prendre
en compte des contraintes en dimension quelconque (comme
par exemple des coefficients d’images couleurs, ou des paires
de coefficients). Elle permet aussi de définir de facon naturelle
des moyennes de textures par un barycentre au sens du trans-
port optimal [20].

2 Synthese par Projections Alternées

2.1 Architecture de I’algorithme de synthese

Une architecture générique de synthese de textures consi-
deére un ensemble de contraintes {C;};cs, qui sont des sous-
ensembles compacts C; C RN*d oy N est le nombre de pixels,
et d = 1 pour les images en niveaux de gris, d = 3 pour les
images couleurs. L’ensemble des textures admissibles est 1’in-
tersection des contraintes

T == ﬁiejci.

Les contraintes utilisées portent typiquement sur les niveaux
de gris de I’image (moyenne, variance, histogramme), sur la



régularité de I’'image (modules de Fourier) ou sur la distribution
des réponses a des bancs de filtres multi-échelles [6, 12, 16].

Cet ensemble 7 est compact, et, suivant [21], on définit une
syntheése comme une réalisation tirée selon la distribution uni-
forme sur 7, qui est la distribution ayant la plus forte entropie.
Générer un tel tirage est trés cofiteux, car les contraintes C;
sont en général complexes et non-convexes [21]. Portilla et Si-
moncelli [16] proposent une méthode de synthese plus rapide
qui calcule des réalisations selon une distribution non-uniforme
mais de grande entropie. En partant d’une image (% qui est
la réalisation d’un bruit blanc (ayant une forte entropie), la
synthese est obtenue par des projections alternées sur chaque
contrainte,

FEY = Proje, , (f9), e
ol i(¢) € I correspond a un choix de contrainte a Iitération ¢
(un choix usuel consiste a parcourir périodiquement 1’ensemble
I). Bien que difficile a analyser théoriquement, on constate que
pour les contraintes utilisées couramment en syntheése d’images,
le processus converge vers une texture f () ¢ T, qui corres-
pond a I’'image synthétisée.

2.2 Contraintes statistiques

Vecteurs de coefficients. Dans la suite, nous allons considé-
rer des vecteurs de N coefficients = (,,)Y =3 € RN ou
chaque z,, est un vecteur de R%. Ces coefficients peuvent étre
par exemple les valeurs des pixels d’une image en niveaux de
gris (d = 1), d’une image couleurs (d = 3), ou encore des

coefficients d’ondelettes.

Distributions discretes. Nous allons également considérer
des distributions discretes Y C R<, qui sont des nuages de
points Y = {y,, }.YZt. Une distribution est par définition un
ensemble non ordonné de N points dans R?, qu’il ne faut pas
confondre avec un vecteur ordonné de N coefficients x € R4,
On passe d’un vecteur x & sa distribution [x] associé en oubliant
I’ordonnancement des points, ¢’est-a-dire [x] = {Zm foxm<N—1-

Dictionnaires et décomposition. Onnote f = (f1,..., f) €
RYM*4 une image de N pixels f, = (f},...,f%) € R?

(d = 1 pour les images en niveaux de gris, d = 3 pour les
images couleurs). On va également considérer des collections
d’atomes orthogonaux dans RV, que I’on note D = (1,,,) i;%),
ot ¥, € RN et P < N est le nombre d’atomes. Un choix clas-
sique consiste a choisir pour D un ensemble d’ondelettes a une
échelle et une orientation donnée, afin de contraindre les singu-
larités géométriques de la texture [6, 12, 16]. Le coefficient de
f associé ¢, estun vecteur (f, ) = ((f7, m))?=¢ € RY
obtenu en projetant chaque composante f” € RY de f sur v,,.
On note alors Df = ((f, ¥un))m € RF*41a collection de tous

les P coefficients.

Contrainte statistique. Une contrainte statistique définit I’en-
semble des vecteurs ayant pour distribution Y, et s’écrit

Cy ={z eRV\ [2] =Y},

ol [z] = {zm}ogmgn—1 correspond au nuage de point non
ordonné défini par les coefficients de z. Ainsi, ona z € Cy s’il
existe une permutation o € ¥ des indices {0, ..., N — 1} tel

que Tm = Yo (m)-

Contrainte sur les pixels et dans un dictionnaire. Il est
possible de contraindre les valeurs de ses pixels en imposant
que f € Cy pour une certaine distribution Y. On peut aussi
souhaiter contraindre la distribution de ses coefficients D f €
RP*4 dans un dictionnaire D. Une telle contrainte s’écrit D f €
Cy, ou de fagon équivalente,

f€Cyp ou Cyp={feRV\[Dfl=Y}. (2

2.3 Projection sur des contraintes statistiques

Afin d’appliquer I’algorithme de synthese (1) a des contrain-
tes statistiques, il est nécessaire de pouvoir calculer la projec-
tion sur une contrainte Cy, p.

Projection sur une contrainte statistique. A partir d’un vec-
teur de coefficients = quelconque, on calcule # = Proje,, ()
sa projection orthogonale sur Cy. Calculer sa projection cor-
respond a calculer le transport optimal (également appelé af-
fectation optimale [3]) o* € Xy entre les nuages [z] et Y,
c’est-a-dire Ty, = Yo (m) avec

o* = argmin W, ([z],Y)? = Z |Zm = Yo(m) ()

gEXN m

La distance W ([z],Y) = Wy ([z],Y") est appelé distance de
Wasserstein [20], c’est une distance sur I’espace des distribu-
tions discretes.

Projection sur une contrainte de dictionnaire. Etant donné
un dictionnaire, on calcule la projection f= Projc, ,(f) de
f sur une contrainte statistique dans le dictionnaire Cy,p en
calculant les coefficients dans le dictionnaire © = D f, puis

f=Projpi(f)+ Y _ Fmm ol &=Proje, (v), 4

ol Projp. (f) est la projection orthogonale de f sur le com-
plémentaire orthogonal de Vect(t, )., 1’espace engendré par
le dictionnaire (dans le cas ol D est une base orthogonale, cette
contribution disparait). La formule (4) signifie que la projection
sur Cy, p se calcule en projetant les coefficients de f dans D sur
Cy puis en reconstruisant 1’image.

Pour les applications numériques a la synthese de textures,
nous avons utilisé un dictionnaire D redondant d’ondelettes
orientées [ 16]. Un tel dictionnaire améliore la qualité des images
par rapport a un dictionnaire orthogonal, mais dans ce cas la
formule de projection (4) n’est qu’une approximation, ce qui
ne pose cependant pas de probléme en pratique.



Accélération du calcul de la projection. Le calcul du trans-
port optimal o* dans (3) peut s’effectuer en utilisant des algo-
rithmes dédiés d’affectation optimale, qui nécessitent un nombre
d’opérations de I’ordre de O(N®/21og(N)), voir [3]. Ce coit
est malheureusement prohibitif pour des applications en image,
ou N peut étre tres grand (nombre de pixels dans I’image). Afin
d’obtenir un algorithme rapide, nous utilisons une méthode de
calcul d’affectation approchée rapide, développée récemment
dans [17].

3 Synthése multi-échelles de textures
couleurs

3.1 Algorithme de synthese par projection

Algorithme. L algorithme exploite un ensemble {D; };c; de
dictionnaires et un ensemble de distributions {Y; };c;. La pre-
miere phase de I’algorithme apprend les distributions a partir
d’une texture f donnée en exemple, en calculant pour chaque
i € I les distributions de ses coefficients, Y; = [D;f]. La
deuxieme phase de 1’algorithme calcule les projections alter-
nées (1) avec C; = Cy;, p,.

Dictionnaires multi-échelles. Pour les applications numéri-
ques, on choisit D1 = (¥y,)m comme U'identité (f, 1) =
fm. de telle sorte que Cy, p, = Cy, contraint la distribution
de valeurs (niveaux de gris ou couleurs) des pixels de I’'image.
Chaque dictionnaire D; pour 7 > 1 est extrait d’une trame
d’ondelettes orientées [16]. Un dictionnaire D; = (1., ), est
formé d’un ensemble d’atomes a une échelle j = j(i) et une
orientation § = (i) fixées, c.a.d. V., (z) ~ V(27 Rg(x — m)),
ol ¥ est une ondelette mere, Ry est la rotation d’angle 6 et m
indexe la position de 1’atome 1),,, dans I’image.

3.2 Moyenne de textures

On considére désormais plusieurs textures {f*},c5 don-
nées en exemples. Pour commencer, les distributions Yi[s] =
[D; f [S}] des coefficients de f!*! dans le dictionnaire D; sont
apprises. On définit ensuite un modele de textures {Y; };cr qui
est une moyenne pondérée des modeles, en utilisant un bary-
centre au sens du transport optimal des distributions

Viel, Y;=argmin Y p WY Y)2 (5
Y

ot chaque p, > 0 est un poids de barycentre (avec ) _ p, = 1).
Ceci correspond a une généralisation du barycentre Euclidien,
ou I’on remplace la distance Euclidienne par la distance de
Wasserstein. Le probleme (5) nécessite la minimisation d’une
fonctionnelle convexe dans I’espace des distributions, mais dont
I’optimisation est difficile. Nous avons proposé dans [17] une
méthode d’approximation qui minimise par descente de gra-
dient une fonctionnelle non-convexe différentiable. Une fois le

modele moyen {Y; };c appris, il est possible de synthétiser une
texture moyenne en utilisant 1’algorithme décrit a la section 3.1.

Un exemple de résultat de synthese et de mélange de trois
textures couleurs obtenu avec cet algorithme est présenté en
figure 1.

3.3 Prise en compte des dépendances statistiques

Les coefficients multi-échelles d’images naturelles ne sont
pas statistiquement indépendants a cause de la présence de struc-
tures géométriques, voir par exemple [16]. Il est nécessaire
d’étendre le modele précédent en prenant en compte les dépen-
dances entre paires de coefficients voisins. On note v = (0, 1,

.,YKk—1) un systtme de voisinage, ot chaque déplacement
7k permet de relier un index m a un index voisin m + y;, dans
un dictionnaire D = {1, },,. On extrait les coefficients dans
le voisinage «y pour obtenir un vecteur

f?); = (<f7 wm+'yk>)kK:_01 S ]RdK

en grande dimension pour chaque index m. La distribution des
statistiques jointes dans le voisinage -y est alors calculée comme
DVf = (f},)m € RPX(KD,

Lalgorithme de synthese de textures réalise successivement
les projections sur les contraintes

Cij={feRY\[DVf1=Yi;},

oltles {D;}; sont des dictionnaires, {;}; des systemes de voi-
sinages, et Y; ; = [D;” f [0]] des distributions apprises sur une
texture f[°! donnée en exemple.

On peut également réaliser une interpolation entre des mo-
deles {Yz[j] = [D}7 f1¥1]} e appris a partir d’un ensemble de
textures { f[*!},¢. La figure 2 montre un exemple d’interpola-
tion & I’aide de systemes de voisinages {v,},; groupant des co-
efficients d’ondelettes voisins spatialement a une échelle don-
née, et des coefficients voisins a travers deux échelles consécu-
tives.

4 Conclusion

Dans ce papier, nous avons introduit un nouveau cadre pour
la définition de moyennes de distributions statistiques de coef-
ficients en dimension quelconque. Nous avons démontré la va-
lidité de I’approche proposée par une application a la synthese
et au mélange de textures, qui illustre par ailleurs I’intérét des
méthodes de transport optimal pour la modélisation et la syn-
these d’images naturelles.
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FIGURE 1 — Gauche : les trois textures { f[!, f[2, 31} données en exemple sont les sommets d’un triangle. Les textures au milieu
des arrétes et au centre sont des textures moyennes calculées en faisant varier les poids (p1, p2, p3). Droite : interpolation entre
deux textures le long d’une arréte, obtenue en faisant varier continiiment les poids.

i p2 =0 p2 = 0.4 p2 =0.8 p2 =1 fi

FIGURE 2 — Interpolation entre deux textures a 1’aide d’histogramme de co-occurrence de coefficients d’ondelettes.
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