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COURBES MULTIPLES PRIMITIVES ET DEFORMATIONS DE COURBES
LISSES

JEAN-MARC DREZET

RESUME. A primitive multiple curve is a Cohen-Macaulay scheme Y over C such that the
reduced scheme C' = Y,..4 is a smooth curve, and that Y can be locally embedded in a smooth
surface. In general such a curve Y cannot be embedded in a smooth surface. If Y is a primitive
multiple curve of multiplicity n, then there is a canonical filtration C=C; C---CC, =Y
such that C; is a primitive multiple curve of multiplicity . The ideal sheaf Zo of C'in Y is a
line bundle on C,,_;.

Let T be a smooth curve and ty € T a closed point. Let D — T be a flat family of projective
smooth irreducible curves, and C' = D;,. Then the n-th infinitesimal neighbourhood of C in
D is a primitive multiple curve C,, of multiplicity n, embedded in the smooth surface D, and
in this case Z¢ is the trivial line bundle on C,,_;. Conversely, we prove that every projective
primitive multiple curve Y = C), such that Z¢ is the trivial line bundle on C,,_; can be obtained

in this way.
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1. INTRODUCTION

1.1. COURBES MULTIPLES PRIMITIVES

Une courbe primitive est une variété algébrique complexe Y, de Cohen-Macaulay et telle que la
sous-variété réduite associée C' = Y,.4 soit une courbe lisse irréductible, et que tout point fermé
de Y possede un voisinage pouvant étre plongé dans une surface lisse. Ces courbes ont été
définies et étudiées par C. Banica et O. Forster dans [I]. On s’intéresse plus particulierement
ici au cas ou C, et donc Y, sont projectives.

Soient P un point fermé de Y, et U un voisinage de P pouvant étre plongé dans une surface
lisse S. Soit z un élément de l'idéal maximal de 'anneau local Ogp de S en P engendrant
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2 JEAN-MARC DREZET

I'idéal de C' dans cet anneau. Il existe alors un unique entier n, indépendant de P, tel que
l'idéal de Y dans Og p soit engendré par (2"). Cet entier n s’appelle la multiplicité de Y. Si
n = 2 on dit que Y est une courbe double. 11 existe une filtration canonique

C=CcC--CC=Y,

oll au voisinage de chaque point P l'idéal de C; dans Ogp est (z*). Donc C; est une courbe
multiple primitive de multiplicité 7.

Soit Z¢ le faisceau d’idéaux de C' dans Y. Alors le faisceau conormal de C'; L = Zo/Z2 est un
fibré en droites sur C, dit associ€ a Y, et Z¢ est un fibré en droites sur C),_;.

Les exemples les plus simples de courbes multiples primitives sont les courbes de Cohen-
Macaulay de courbe réduite associée lisse et plongées dans une surface lisse. En particulier,
soit L € Pic(C). Alors le n-ieme voisinage infinitésimal de C' dans L* est une courbe primitive
de multiplicité n et de fibré en droites associé L. On D'appelle la courbe primitive triviale de
fibré associé L.

1.2. COURBES DEFINIES PAR DES FAMILLES DE COURBES LISSES

En général une courbe multiple primitive ne peut pas étre plongée dans une surface lisse.
D’apres [2], theorem 7.1, la seule courbe double non triviale de courbe réduite associée Py
pouvant étre plongée dans une surface lisse est la courbe double déduite d’une conique plane.
Or il existe beaucoup d’autres courbes doubles de courbe réduite associée P;.

On s’intéresse dans cet article aux courbes multiples définies par les familles de courbes lisses.
Ce sont des cas particuliers de courbes multiples primitives plongées dans une surface lisse.
Soient 1" une courbe lisse (ou un germe de courbe lisse), ¢y un point fermé de T, et D — T une
famille plate de courbes projectives lisses et irréductibles paramétrée par T'. Soit C' = D,,. Pour
tout entier n > 2, le n-ieme voisinage infinitésimal C,, de C' dans D est une courbe primitive de
multiplicité n, de courbe lisse associée C. Pour cette courbe primitive le faisceau d’idéaux Z¢
est le fibré trivial sur C,,_;. On dit d'une telle courbe qu’elle provient d’une famille de courbes
lisses.

Le principal résultat de cet article est le

1.2.1. Théoreéme : Soit C,, une courbe multiple primitive de multiplicité n, de courbe lisse
sous-jacente C. Alors C,, provient d’une famille de courbes lisses si et seulement si le faisceau
didéaux de C dans C,, est trivial sur C,_;.

La démonstration repose sur la paramétrisation des courbes multiples primitives. Les courbes
doubles ont été décrites dans [2]. Le théoreme [1.2.1] pour les courbes doubles en découle
aisément. On fait ensuite une démonstration par récurrence sur n, en s’appuyant sur la de-
scription des courbes de multiplicité n > 2 donnée dans [4].

Les courbes multiples primitives provenant de familles de courbes lisses peuvent aussi étre
construites de la fagon suivante : on part d’une famille plate 7 : D — S de courbes lisses
paramétrée par une variété lisse S. Soit sp € .S un point fermé tel que D,, ~ C. Soit
Zn = spec(C[t]/(t")) < S un plongement tel que I'image du point fermé de Z,, soit sg. Alors
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71(Z,) est une courbe multiple primitive de multiplicité n provenant d’une famille de courbes
lisses (cela revient a inclure Z,, dans une courbe lisse de 5).

Soit C), une courbe multiple primitive de multiplicité n telle que le faisceau d’idéaux Zo soit
trivial sur C),_1. On a une suite exacte canonique de faisceaux cohérents sur C,,_;

0— Oc — Q¢ 10y — Qc,_, — 0.

n—1
A tout prolongement de C,,_; en courbe de multiplicité n correspond un certain type d’extension
de Q¢,_, par O¢ sur C,,_; dont le terme du milieu est localement libre. On montre que cette
correspondance est bijective (un résultat analogue a été obtenu dans [4], 6-).

On considere ensuite une famille plate de courbes lisses D — S comme précédemment, telle
que le morphisme de Kodaira-Spencer KS : Ty, S — H'(C,T¢) soit surjectif. On suppose que
C,,_1 provient d’un plongement Z,_; < S. On fait ensuite le lien entre les prolongements de
ce plongement a Z, — S et les extensions de (¢, , par O¢.

Soit g le genre de C, et supposons que g > 2. Alors les prolongements de C,_; en courbes de
multiplicité n telles que Zg soit trivial sur C,_; forment un espace de dimension 3g — 3 si Cy
est triviale, et 3g — 4 sinon.

1.3. MOTIVATION

Soient S une courbe lisse, 7 : C — S une famille plate de courbes projectives, et sy € S tel que
Cs, soit une courbe multiple primitive de multiplicité n > 0, de courbe lisse associée C'. Soient
O(1) un fibré en droites tres ample sur C et P un polynome en une variable a coefficients
rationnels. On a alors une variété de modules relative

p M@(1)<P) — S

des faisceaux semi-stables sur les fibres de 7 de polynome de Hilbert P (cf. [I3]). En général
p n'est pas plat (cf. [12]). Par exemple, si les courbes Cs, s # s¢, sont lisses, O¢, vu comme
faisceau sur Cy,, est stable, mais ne se déforme pas en faisceaux stables sur les autres fibres Cs.

Je conjecture que si les fibres Cy, s # sp, ont exactement n composantes irréductibles qui sont
lisses, alors p est plat. Les faisceaux (semi-)stables sur ce genre de courbe sont bien connus (cf.
[14]). 11 reste cependant a classifier les courbes multiples primitives qui sont des déformations
de courbes réductibles a composantes lisses.

Il est facile de voir que les courbes multiples provenant de déformations de courbes lisses étudiées
ici sont des cas particuliers de déformations de courbes réductibles a composantes lisses. C’est
I’exemple le plus simple, et la classification est donc donnée dans ce cas.
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2. PRELIMINAIRES

2.1. CoHOMOLOGIE DE CECH

On donne ici plusieurs fagons de représenter des faisceaux ou des classes de cohomologie en
utilisant différentes variantes de la cohomologie de Cech.

2.1.1. Définition de faisceauz par recollements — Soient X une variété algébrique et (X;) e un
revouvrement ouvert de X. Pour tout i € I, soien’p U; une variété algébrique et «; : X; — U;
isomorphisme. Pour tous i, € I distincts, soit Ui(;) = a;(X55).
La variété X est obtenue en “recollant” les variétés U; au moyen des isomorphismes

Qyj = ;0 a; b UZ»(;) — Ui(jj).

-1

Soit F un faisceau cohérent sur X. On en déduit F; = (o

On a des isomorphismes canoniques

O3 Py — (04)" (Fy)

)*(F), faisceau cohérent sur U;.

tels que
O, = ()" (Ojx) 0 Oy

sur []Z(;])f = &Z<Xl]k)
Réciproquement, étant donnés des faisceaux F; sur U; et des isomorphismes ©;; possédant les

propriétés précédentes, on construit aisément un faisceau F sur X en recollant les o (F;).

2.1.2. Définition de classes de cohomologie — On conserve les notations de [2.1.1}  Soit
u € H'(X, F), représenté par un cocycle (uy;), avec uy; € HO(X;, F). Soit vy € HY(UY | F)

ij

correspondant & u;;. Alors on a dans H 0(Ui(ji,)c, Fi)

Vi — Uij +@Zj1(1}jk).

Réciproquement, toute famille (v;;) vérifiant les égalités précédentes définit un élément de
HY (X, F).

Soit £ un fibré en droites sur X, représenté par une famille (\;;), \j; € H O(Ui(;), Oy;.), comme
dans (le faisceau sur U; pour £ étant donc Op,). On a donc des ismorphismes canoniques
(o )" (£) = O,

Soit u € H'(X, F ® L), représenté par un cocycle (u;;), avec w;; € H(X;;, F ® £). On déduit

de u;; et des isomorphismes F; ~ (o ')*(F), Oy, =~ (04]-_1)*(5) (bien noter que 7 est utilisé pour

F et j pour £) un élément v;; de H O(Ui(;),ﬂ). Plus précisément, v;; est obtenu au moyen

d’un isomorphisme (o ')*(F ® £) ~ F; sur UZ»(;) csix e Xy, feFy Lel,, onen déduit
= a,(z) € UL, fi € Fiys l; € Ouy ooy, bi = O4(L) € Op (). Do bif; € Fy .

1]

On a alors dans HO(U-(i) Fi)

ijk>
Vi — @fj(/\jk)vij +@Zj1(ij).
Réciproquement, toute famille (v;;) vérifiant les égalités précédentes définit un élément de
HY (X, F®L).
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2.2. COURBES MULTIPLES PRIMITIVES

Soit C' une courbe lisse irréductible et projective. Soit Y une courbe multiple primitive de
multiplicité n, de courbe lisse associée C' et de fibré en droites sur C' associé L. Soit

c=Cc,c---ccCc,=Y

la filtration canonique. Pour 2 < ¢ < n, C; est une courbe multiple primitive de multiplicité i.
On notera O; = O;.

2.2.1. Structure locale — D’apres [4], théoreme 5.2.1, anneau Oy p est isomorphe a

Oc,p @ (C[t]/(")).

2.2.2. Courbes de multiplicité 2 - (cf. [2]) Deux courbes multiples primitives Cy, C% de courbe
lisse associée C' sont dites isomorphes s'il existe un isomorphisme Cy ~ C induisant 'identité
de C. Dans ce cas les fibrés en droites sur C' associés a Cy, C} sont isomorphes.

Soient C' une courbe lisse irréductible et L € Pic(C). Soit Cy une courbe multiple primitive
de multiplicité 2, de courbe lisse associée C' et de fibré en droites sur C' associé L. Soit
E = (Q¢,)c)*, qui est un fibré vectoriel de rang 2 sur C'. On a une suite exacte canonique

0—Tc—F—L"—0

associée & un élément de Exty, (L*, T¢) = H'(C,Tc ® L). Réciproquement, on montre que
pour toute suite exacte (S) du type précédent, il existe une courbe Cy dont la suite exacte
associé est (.9).

On montre que deux courbes Cy, CY, de courbe lisse et fibré associés C' et L, sont isomorphes si
et seulement si les éléments correspondants de H* (T ® L) sont proportionnels. La courbe cor-
respondant a 0 est la courbe triviale. Les courbes doubles non triviales de courbe lisse associée
C et de fibré en droites associé¢ L sont donc paramétrées par U'espace projectif P(H'(T¢ @ L)).

2.2.3. Filtration canonique d’un faisceau cohérent — Le faisceau Z¢ est un fibré en droites sur
Cr—1. Il existe d’apres [3], théoreme 3.1.1, un fibré en droites L sur C,, dont la restriction a
Cy_1 est Zp. On a alors, pour tout faisceau de O,-modules £ un morphisme canonique

(1) ERL — €&
qui en chaque point fermé P de C' est la multiplication par z.

Soit £ un faisceau cohérent sur C,. Pour tout entier 4 > 0 on note £? le noyau du morphisme

E—E@L™ déduit de . Au point P, 5}5’ est donc le sous-module de £€p constitué des
éléments annulés par z'. La filtration

EO —_gc e ...cem_¢

s’appelle la seconde filtration canonique de €. Ses gradués sont des faisceaux sur C' (cf. [3], 3.).



6 JEAN-MARC DREZET

2.3. FIBRE DETERMINANT

On conserve les notations de 2.2

Soit £ un faisceau cohérent sur C,,. On pose

detc(€) = Q) det(£W/£07) .
=1

2.3.1. Proposition : Soit Fy C F; C --- C F,, =& une filtration de € dont les gradués sont
des faisceaux sur C. Alors on a

deto (&) = édet(ﬂ/ﬂ_l).

Démonstration. On a F; C EW. Soit F = £W/F,. On a un diagramme commutatif avec lignes
et colonnes exactes

0
0 F
0 A £ E/F 0

0

Supposons que le résultat soit vrai pour le faisceau £/F;. On considere la filtration de £/F;
0OCFCEP/F---CE/F.
On en déduit que
() det(F;/Fir) = detc(€/F1) = det(F) @ deto(E/ED).

i=2
Donc

édet(ﬁ/ﬂ—ﬁ = det(fl)®det(F)®detC<5/8(1))

= det(EW) @ deto(£/EW)
= detc<5).

Donc le résultat est vrai pour &.
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Il suffit donc de prouver le résultat pour £/F;, qui lui-méme découle de celui pour £/F,. On
se ramene ainsi a prouver le résultat pour F,,. Mais c’est bien connu pour les faisceaux sur

C. O

2.3.2. Corollaire : Soit 0 - & — & — E" — 0 wune suite exacte de faisceaux cohérents sur
C,,. Alors on a

detc(€) = dete(E') @ dete(E").

2.4. CONSTRUCTION DES COURBES MULTIPLES PRIMITIVES

(ct. HI)
Soit m > 2 un entier. On pose Z, = spec(C[t]/(t")). Pour toute variété algébrique affine
U = spec(A), on a U x Z, = spec(A[t]/(t")). Siu € A[t]/(t"), on notera u; le coefficient de #*
dans u.

Soit C,, une courbe multiple primitive de multiplicité n, de courbe réduite associée C' et de fibré
en droites sur C' associé L. Soit (U;) un recouvrement ouvert de C' tel que chaque U; soit affine
(c’est-a-dire distinct de C' si C est projective), et que les restrictions weyy, et Ly, soient triviales.
Alors C,, peut se construire en recollant les variétés U; x Z,, au moyen d’automorphismes o;;
des U;; x Z,, laissant U;; invariant, la famille (0;;) vérifiant la relation de cocycle

Ok — Ujk OUij-
Soit U un ouvert affine de C' tel que wep soit trivial, et soit € O¢(U) tel que dx engendre

weyr. Alors les automorphismes d’algebres de O(U x Z,) ~ O¢(U)[t]/(t") sont de la forme
Gu, avec p,v € Oc(U)[E]/(t" 1), v inversible, o, pour tout a € Oc(U),

| D'
bl = 30 Sty 22,

=0

~

et ¢,.,(t) = vt . Remarquons que ¢, est entierement déterminé par

Gup() = x+put et @ (t) = vt

dx

En toute rigueur on devrait noter ce morphisme ¢%*,, car u dépend du choix de x.

pov
-1 N .
Supposons que o, corresponde a ¢y, ;- On a alors les relations de cocycle
¢Nz‘k7’/ik = ¢ij:7/jk O¢P«ij:1’ij'

*

La famille (v;;) n’est pas en général un cocycle de O} _;, mais (v;50) est un cocycle de Of, et
I’élément induit de H'(OF) est le fibré en droites L.

2.4.1. Propriétés des automorphismes ¢, — Si p, pi' € Oc(U)[t]/(t"1) et
v, € Oc(U)[t]/(t"!) sont inversibles, on a
¢u’u/ o ¢;Ll/ = ¢u”r/”>
avec
p= g Vb (), V=V ().
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Ona ¢, = ¢up, avec

= -5, 7=l

2.4.2. Prolongement de courbes multiples - On suppose que n > 3. Soit C,_; une courbe
multiple primitive de multiplicité n — 1, de courbe réduite associée C' et de fibré en droites sur
C associé L. On note comme dans E = (Qc,0)*

Soit (), une courbe multiple de multiplicité n dont la courbe de multiplicité n — 1 sous-jacente
est C,_1. On dit qu'une telle courbe est un prolongement de C,_; en courbe multiple prim-
itive de multiplicité n. Deux tels prolongements C,,,C/ sont dits isomorphes s’il existe un
isomorphisme C,, ~ C! induisant I'identité de C,_;. On définit dans [4], C,, étant donné, une
paramétrisation des classes d’isomorphisme de prolongements de C),_; en courbe multiplicité n
par H'(E ® L™ ') (C,, correspondant a 0).

On peut retrouver ce résultat a partir des cocycles. Supposons que C,, soit obtenue a partir
d’une famille (0;;) comme précédemment. Une autre extension C), de C),_; provient d'une autre
famille (o7;), ot 0’;]-1 = Qut ;5 Mij» Mij ¢tant de la forme

/ _ n—2 /I n—2
Hij = Hij + gt =, vi; = Vij + Bit"

/

avec aij, Bi; € Oc(Uij). En utilisant 2.4.1} on voit que la relation o, = o7 o 07,

du fait que oy, = 0j; © 0y, équivaut a 'égalité

Qi n—1 [ ik L pjko\ (v
2 = w4 ik, AN
@) (@k) 10 (5jk) <0 ij,o) (ﬁz‘j)
D’apres et la construction de Q¢, ¢ donnée dans [3.1] ces relations montrent que ((a;, 5i;))
définit un élément u de H'(EF ® L™ '). En reprenant la paramétrisation des extensions de C,,

donnée dans [4] on voit aisément que u est précisément 1'élément de H'(EF ® L™ ') correspon-
dant a C),.

compte tenu

2.4.3. Notation : On notera C! = C,(u) (et donc C,, = C,(0)).

2.4.4. Prolongements a faisceau d’idéaux constant — Le faisceau d’idéaux Z¢ o, de C dans
C,, est un fibré en droites sur C,_;. Il est construit en recollant les idéaux (t) des faisceaux
Ou,xz, au moyen des isomorphismes gbﬁij@j, ou fi;;, Vi sont les images de p;;, v;; respective-
ment dans O¢(U;;)[t]/(t"72). On en déduit aisément que les extensions C,(u) de C,_; telles
que Zec,w) = Lo, sont celles correspondant aux w définis par des familles ((cv;, 5;5)) ont
les B;; sont nuls. C’est-a-dire que ce sont les courbes C,(u), ou u appartient a l'image de
HY(Te ® L") dans HY(E ® L"1).

2.4.5. Courbes multiples a faisceau d’idéauz trivial — Si Ze o, est trivial (sur C,,_1), le fibré en
droites sur C' associé a C,, est Oq. Soit Cy une courbe double de fibré en droites associé O¢.
Si E = (Q¢,)c)*, on a une suite exacte

0—Tc — FE— O —0,
correspondant & o € H'(Tg). Soit D =Co C H'(T¢). On a vu dans que Cy est

entierement déterminée par D.
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On suppose maintenant que n > 3. Soit C, une courbe multiple primitive de multiplicité n
de courbe lisse associée C, telle que Z¢ ¢, soit trivial sur C,_;. On a vu précédemment que
les prolongements de C,_; en courbe C] de multiplicité n telle que Z¢ s soit trivial étaient
paramétrées par 'image de H'(T¢) dans H'(E), c’est-a-dire par H'(T¢)/D .

2.5. UN LEMME SUR LES EXTENSIONS
Soient X une variété algébrique, et G, F', E, U des faisceaux cohérents sur X. On suppose
qu’on a une suite exacte

0—~GoF—"+E U 0.

Pour tout morphisme v : G — F, on note &, le conoyau du morphisme composé

¢ Georl.om
On a donc un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes
0
0 F
0 G2 g g,
\—GaF—" ~E— 1y — 0
W IF)
F 0
0

2.5.1. Lemme : Soient o = (op,0¢) Uélément de Exty, (U, F) @ Exty (U, G) correspon-
dant a la ligne ezacte du bas, et n(v) € Exty, (U, F) celui correspondant d la colonne exacte
de droite. Alors on a

) a(w) —n(0) = Bloc) .
W désignant le morphisme Ext}gx Uu,G) — Ext%gx (U, F) induit par 1.

Démonstration. Soit
f1

U, U, Uy Uu

une résolution localement libre de U, telle que Exty (U, G @ F) = {0}. De la suite exacte
0 — Uy/im(fy) = Uy — U — 0, on déduit la suite exacte

5=(566r)

Hom(Uy, G @ F) — Hom(U,/im(f>),G ® F) Exty, (U,G @ F) —0.
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Soient A :U;/im(fe) — G, p:Uy/im(fa) — F tels que (A, pu) = o. Soient
f1:Uy/im(f2) — Uy le morphisme induit par f; et
v=(f, A Ui/im(fy) — U@ FOG .
Alors on a E = coker (), les morphismes G & F — E et E — U étant les morphismes évidents.

Soit v =1 oA+ pu € Hom(U;/im(fs), F'). Alors on a un diagramme commutatif avec ligne
exacte

0,1, — T+l
¢ Yo piecerF (Lot Ir) Uy @ F
Ul/im(fZ)

d’ott on déduit que &, = coker(f],v). En faisant ¢» = 0 on obtient 7(0) = dz(x), et en général

n() = dp(p) +or( o) = n(0)+Y(og).
0

3. LE FAISCEAU CANONIQUE D’UNE COURBE MULTIPLE PRIMITIVE

Soit C,, une courbe multiple primitive de multiplicité n, de courbe réduite associée C' et de fibré
en droites sur C' associé L. On suppose comme dans que C), est obtenue en recollant les
variétés U; x Z, au moyen des automorphismes o;; de U;; x Z,. On note U; 'ouvert de C,
correspondant a Uj.

Pour tout entier k£ > 2, on note Op, le faisceau structural de C' x Zj.

Le faisceau canonique Q¢, est quasi localement libre (cf. [B], 3.4), localement isomorphe &
O, @ O,_1. Soient P un point fermé de C, z € O, p une équation de C' et x € O,,p au dessus
d'un générateur de I'idéal maximal de O¢ p. Alors Q¢, p est engendré par dx (le facteur O,)
et dz (le facteur O,,_1)

3.1. CONSTRUCTION A PARTIR DE COCYCLES

On va construire le faisceau canonique ¢, par la méthode de On considere les isomor-
phismes Q¢ ju, ~ 07 (Qu,xz,). On en déduit les isomorphismes

(3) Oij : Quyyxz, — 05(Quyyxz,)-

On a QUiXZn = (OO,n D OO,n71)|Ui7
et le second Og,—1jy;. Le faisceau ¢, est obtenu en recollant les faisceaux (Op, ® OO,n—l)
au moyen des isomorphismes ©;; par le procédé décrit dans [2.1.1]

Pour tout f € Oc(U;;)[t]/(t"), on a
@z](df) = d(foo-igl) - d(gbﬂij,Vij(f))‘

avec des générateurs dx, dt, le premier engendrant Og v,

|Us
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Donc

@ij (d33) = d(¢#ij7Vij ($))

= d(z+ uyt)
B O Optij
@Zj (dt) = d(¢uij,Vij (t)>
= d(l/”t)
Ovij v
= o7 —t.dx + (V'Lj + Wt)dt’

(exprimés dans le systeme de générateurs (dx, dt) du Q,;xz, de droite dans ) Mais, pour
tenir compte de o7 il faut appliquer ¢;ii‘,1/z‘j aux coefficients de dx, dt. On obtient finalement

que ©;; est 'automorphisme de (Oo,n ® OO,n—l) défini par la matrice

|Usj

1+ ¢/ (Buzg )I/ﬂt ¢/(Bu” )

(4)

NJZ + qﬁ’(a“”)uﬂt + ¢,(6V”)I/ﬂt

en posant ¢ = ;iuw (on utlhse 2.4.1)).

En particulier Q¢ s’obtient en recollant les fibrés (we @ O¢ )y, au moyen des automorphismes
, . . 0 5 N Kji,0 1

définis par les matrices (,Uij,O I/ij,o> (d’apres [2.4.1| on a —oy = Hijo et P Vijo)-

3.2. FAISCEAU CANONIQUE ET PROLONGEMENTS DE COURBES MULTIPLES

3.2.1. Proposition : Le noyau du morphisme surjectif canonique p, : Qc,\c,_, — Qc,_, est
isomorphe a L™ 1.

Démonstration. Soit T le faisceau d’idéaux de C,,_; dans C,,. On a une suite exacte
I/IQ —Z> an|cn71 —— Qon_l —_— 0

Soient P un point fermé de C et z € O,p une équation de C. Alors Zgp = (2""1) et
im(ip) = (2"2dz). Dans les cartes (Op, & Oo7n,1)|U,, im(7) correspond aux sous-faisceaux
engendrés par t"2dt. D’apres ces sous-faisceaux isomorphes a Oy, se recollent par les
isomorphismes

Ou..

g

Oy,

n—1
UI—>VU0U s

ce qui montre que im(4) ~ L™ L. O

On a donc une suite exacte

(5) 0— L" " — Q000 — Q. , — 0.
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Notons que ¢, |c,_, est un fibré vectoriel de rang 2 sur C,,_1, et que p,, induit un isomorphisme
QC’H\C ~ an_1|c.

Réciproquement, si £ est un fibré vectoriel de rang 2 sur C,,_q, et si ¢:E — Q¢, |, est
un morphisme surjectif, ¢ induit un isomorphisme entre les restrictions & C' et ker(¢) ~ L™

(ker(¢) se calcule en utilisant [2.3)).

On étudie maintenant les extensions 0 — L"' — & — Q¢ _, — 0. D’abord localement :

3.2.2. Lemme : Soit P un point fermé de C.

1-0na EXt%’)n,l,p(On—LP D On_27p,007p) ~ OQP .

2-5S0it 0 = Ocp =M — Onp_1.p® On_op — 0 une suite ezacte de O,,_1 p-modules, associée
ao € Oc. Alors on a M ~20,_1p si et seulement si o est inversible.

Ona Exty  (On1,p,Ocp) = {0}, donc il suffit de prouver :

(1) On a Eth/)n—l,P (On_ZP, Oc’p) ~ OQP.
(ii) Soit 0 = O¢p - N — Op_2p — 0 une suite exacte de O,_; p-modules, associée a
a€ O¢. Alorsona N~ O,_;p sietseulement si « est inversible.

Démonstration. Soit z € O,_1 p un générateur de I'idéal de C'. Alors (i) découle immédiatement
de la résolution libre de O,_5 p

Zn—2

z
s On—l,P - On—l,P - On—l,P - On—Q,P-

Démontrons maintenant (ii). On a une suite exacte
J 1 1
Ocp —=Extp, | .(On2p,0cp) =Ocp—=Exty | .(N,Ocp),

obtenue en appliquant Hom(—, O¢ p) & la suite exacte de (ii). Le morphisme 0 est la multipli-
cation par a.
Si v n’est pas inversible, coker(d) # 0, donc ExténilyP(N, Ocp)#0,et N# O, p.
La suite exacte canonique

0—— qu ~ (Zn_Q) e On—l,P ; OH,Q,p —0
est donc associée a un élément inversible de O¢ p.
Supposons que « est inversible. La suite exacte

n72) ao/a

0 R OC,P ~ (Z E—— On_LP —_— On—Q,P - 0

est associée a o, donc N ~ O,,_1 p. O

On a une suite exacte canonique

00— H' (Hom(QCn—u Ln_l)) -

— Exty,  (Qc,_,, L") "= H(Ext'(Qc,_,, L)) — 0.

d’apres la suite spectrale des Ext (cf. [§], 7.3).
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3.2.3. Lemme : Ona Ext'(Qq, ,, L") ~0Oc¢ et Hom(Qe, ,, L") ~E® L.
Démonstration. Soit L un fibré en droites sur C,_; tel que Ljc ~ L (cf. [3], 3.1.1). On a une
résolution localement libre de L

i — L' — L — LY
d’ot, en utilisant la suite exacte la résolution localement libre de Q¢ |

fi _ fo
— L Qe 0, — Qs

e — Ln
avec laquelle on peut calculer £xt'(Q¢, ,, L™ ). Le premier résultat découle du fait que Joc
et fijc s’annulent.

Le second est immédiat car Qc,_,jc = Qcyjc = £ O

Soit o(C,) D'élément de Exty  (Qc, ,, L") correspondant & la suite exacte . On a
HO(Ext'(Qe,_,, L") = C d’apres le lemme et d’apres le lemme on peut sup-
poser que 7(o(Cy))=1.

Soit maintenant C! une autre courbe multiple primitive de multiplicité n extension de C,_;.
On a alors o(C!) —o(C,) € HY(E ® L"),

On conserve les notations de 2.4.2]

D’apres , Q¢,|c,_, est obtenu en recollant les faisceaux (OO,n—l S Ogm_l) au moyen des

|Usj
automorphismes définis par les matrices , qu’on note M;;. On note Mi’j les matrices pour

Qcr\c,_,- Un calcul simple montre que

0 0
MI_MI - —nyn— —n4gn—
v <(n — 1>Oéijyz’2j,0 t 2 (Tl — 1)ﬁij”%70 t 2)
On en déduit aisément, avec la discussion de la

3.2.4. Proposition : Pour tout v € HY(E® L") ona o(Ch(u)) —a(Cp)=(n—1u .

4. COURBES MULTIPLES ET FAMILLES DE COURBES LISSES

4.1. COURBES MULTIPLES PROVENANT D’UNE FAMILLE DE COURBES LISSES

Soit 7 : D — S une famille de plate de courbes projectives lisses irréductibles paramétrée
par une variété lisse irréductible S de dimension d > 0. Soient sy un point fermé de S et
C =7"sp).

Soit m > 3 un entier. On pose Z, = spec(C[t]/(t")). Soit ¢ : Z, — S un plongement tel que
I'image du point fermé de Z, soit so. Alors C, = 7~ (Z,) est une courbe multiple primitive
de multiplicité n, de courbe lisse associée C, et le faisceau d’idéaux de C' dans C), est O,,_;.
Soient t1,...,tq des éléments de l'idéal maximal m,, de Og, formant une base de m,,/m? .
Soit ®: Ogs, — C[t]/(t") le morphisme correspondant a ¢. Il est enticrement déterminé par
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®(t1)...,P(tq). En changeant ti,...,t, on se ramene aisément au cas o ®(ty) = -+ P(ty) =0
et ®(t;) =t. Soit Zp, le faisceau d’idéaux de C,, dans D. On a Zg, = (t7,t2, - ,ta).

Soit ¢': Z, < S un autre plongement tel que @[, =Pz, ,. Si @' : Ogs, = C[t]/(t") est
le morphisme correspondant, il existe oy, as, ..., aq € C tels que

(I)/(tl) =1+ Oéltn_l, (I)/(tg) = Oégtn_l, ce ,(I)/(td) = Oédtn_l.
Si C! est la courbe multiple définie par ¢', on a

Ie, = (1t — oot ta—aqt? ™) .

4.2. FAISCEAUX CANONIQUES

On a une suite exacte canonique

An
Zc, /T8, —= Qpic, Qc, 0.
Le faisceau {2pc, est localement libre de rang d + 1 et la structure de €)¢, est donnée dans .

On pose T' = (t,...,ts) C my/m? . Soient P € C et z € Opp au dessus d'un générateur de
I'idéal maximal de O¢ p. Alors (dz,dti,...,dts) est une base de Qpc, p. On a donc

ll’Il(An) = <t?_1dt1, dtg, c ,dtd> ~ OC D (On X F) .

On en déduit la suite exacte

B
0——s On—l I — QD|Cn71 - an|cn71 —0.

On a im(B) = (dty,...,dt;) . On obtient le diagramme commutatif avec lignes et colonnes
exactes
0
0 Oc
B(1g,0)
0 G < QD|C 1—>Qc‘cn1—>0
(Ig,0) H
0—G PO QD|Cn1—>QC_1—>0
(0,1o.)
Oc 0
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avec G =0, @I, im(B) = (£ 2dt,,dts, ..., dt;) . Pour la courbe C’ on a le diagramme
suivant

0
0 Oc
6(1 7_¢)
0 G < Qpic,., — Qeyje,, —=0
0——~Ga 0 i, | — Qe —— 0
(¢7IOc)
Oc 0
0

oun Y= (n—-1ag,...,(n—1ay): 01 @ = O¢.

4.3. DEMONSTRATION DU THEOREME [1.2.1]

On utilise le résultat suivant :

4.3.1. Proposition : Il existe une famille de courbes lisses m:D — S paramétrée par une
variété lisse S, telle qu’il existe sy € S tel que Dy, ~ C', et que le morphisme de Kodaira-Spencer
KS:T,S— HY (T¢g) soit surjectif.

Démonstration. Soit £ un fibré en droites tres ample sur C, et C — P, =P(H°(L)*) le
plongement induit. On suppose que H'(L£) = {0}. En considérant la suite exacte canonique
0 — Op, — Op, (1) ® H*(Op, (1)) — TP, — 0

on voit que H'(TP, ) = {0}. Soient P le polynome de Hilbert de O¢ et Hilb" (IP,) le schéma de

Hilbert correspondant. D’apres les propriétés différentielles de ce schéma (cf. [10]), Hilb” (P,,)
est lisse au point sg correspondant a C', et le schéma universel D au voisinage de sy est la famille
de courbes lisses recherchée. O

On suppose donnée une famille de courbes lisses D comme dans la proposition [£.3.1} Soit X
une sous-variété lisse de S contenant sg, et Dy I'image inverse de X dans D. Alors on a une
suite exacte canonique

(6) 0 — Oc ® [T, X]" — Qxjc — we — 0,

et Pélément associ¢ de  Exty (we, Oc ® [T, X]*) = Hom(Ty,, X, H'(T¢)) n'est autre que le
morphisme de Kodaira-Spencer de Dy en sy, qui est la restriction a 75, X de celui de D.

Le théoreme [1.2.1] se démontre par récurrence sur n.
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D’apres [4.1], il suffit de montrer que pour toute courbe multiple primitive C,, de multiplicité n
telle que le faisceau d’idéaux de C' dans C), soit le fibré trivial sur C),_1, il existe un plongement
¢: Z,— S tel que I'image du point fermé de Z,, soit sy et que C, ~ 7= (Z,).

Traitons d’abord le cas n = 2. On suppose que C5 est une courbe double de courbe lisse
associée C, telle que Zo = L soit trivial sur C'. Si Cy est triviale, la famille triviale de courbes
C x C répond aux conditions du théoreme Supposons que Cs n’est pas triviale. Soit
D C H'(T¢) la droite engendrée par I’élément de H'(T) correspondant a l'extension

(7) 0— OC — QCQIC — we — 0.

Soit Y C S une courbe lisse passant par sg et telle que KS(Ty,Y) = D. Soit C} le second
voisinage infinitésimal de C' dans Dy. Si z € Oy, est un générateur de 'idéal maximal, le
faisceau d’idéaux de C% dans Dy est engendré par z2. On a donc Qcyic = Opy o, et la suite
exacte @ pour Y est la méme que la suite exacte pour C%. Il en découle que la droite de
H'(T) définie par I’extension

O—>Oo—>QCé‘C—>wc—>0

est égale & D. D’apres 2.2.2 C est isomorphe & Cy, ce qui démontre le théoréme [I.2.1] pour
n=2.

Supposons le théoreme démontré pour les courbes de multiplicité n — 1. Soit C,,_; une
courbe multiple primitive de multiplicité n — 1 telle que le faisceau d’idéaux de C' dans C,,_;
soit le fibré trivial sur C,,_5. Il faut montrer que toute extension CY de C,,_; en courbe multiple
primitive de multiplicité n telle que le faisceau d’idéaux de C' dans C? soit le fibré trivial
sur C,_; provient d’une famille de courbes lisses. On peut supposer que C,,_; provient d’un
plongement Z, ; — S tel que I'image du point fermé de Z, soit sy, et que ce plongement
est étendu a un plongement ¢ : Z, — S correspondant a la courbe multiple C,,, extension de

Cp—1. On reprend les notations de et [4.2]

On a un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes

O G @ OC 2 QD‘Cn—l —_— an71 _— O
| L)
00— 0Oc ® [TSOS]* QD\C we 0

Le morphisme A est nul sur O¢, et provient de l'inclusion I' C [T, S]* sur G.
La suite exacte du haut est associée a
(0¢,00.) € Exty,  (Qpic, .G & Oc).
Il existe des sections locales de o, donc on a o¢ € H (Hom(Qpic, ,, G)).
La suite exacte du bas est associée a
o' € Exty  (we,Oc @ [T,,S]).

Puisque cette suite est localement scindée, on a

o' € H'(Hom(we,Oc @ [T,,S]*)) = Hom(T,,S, H'(1¢)),
et ¢’ n’est autre que le morphisme de Kodaira-Spencer KS : T,,S — H'(T) de D en s.
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De ¢’ on déduit
r(o") € H' (Hom(Qpic, ., Oc ® [T%,S]*)) = Hom(Ty, S, H'(E)),

qui est le composé
T, S K5, HY(T¢) —= HY(T¢)/D— H(E)

(cf. 2.4.5).
De og on déduit
Alog) € H'(Hom(we, Oc¢ ® [T,,S]*)) = Hom(T,,S, H (T¢)).
D’apres le diagramme commutatif précédent, on a r(¢’) = A(og). En particulier, A(og) se
factorise par I'* :
T,.S 5 H\(To) —= HY(T¢)/D

et \ est surjective.

On considere maintenant la courbe C) de Elle est de la forme C! = C,(u), avec
uwe HY(T¢)/D C HY(E) (cf. . D’aprés le lemme 2.5.1|et la proposition 3.2.4, on a u = 24,

n—1

D’apres 2.4.5, il existe ug € H'(T¢)/D tel que C? = C,,(up). Puisque A est surjective, on peut

choisir 9 tel que % = ug, ce qui prouve que C° provient bien d’une famille de courbes lisses.
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