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SUR LES CONDITIONS D’EXISTENCE DES FAISCEAUX SEMI-STABLES
SUR LES COURBES MULTIPLES PRIMITIVES

JEAN-MARC DREZET

RESUME. We give sufficient conditions for the (semi-)stability of torsion free sheaves on a
primitive multiple curve. These conditions are used to prove that some moduli spaces of stable
sheaves are not empty. We study mainly the quasi locally free sheaves of generic type (this
includes the locally free sheaves). These sheaves are generic, i.e. for every moduli space of
torsion free sheaves, the sheaves of this type correspond to an open subset of the moduli space.
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1. INTRODUCTION

Une courbe multiple primitive est une variété algébrique complexe de Cohen-Macaulay qui peut
localement étre plongée dans une surface lisse, et dont la sous-variété réduite associée est une
courbe lisse. Les courbes projectives multiples primitives ont été définies et étudiées pour la
premiere fois par C. Banica et O. Forster dans [I]. Leur classification a été faite dans [2] pour
les courbes doubles, et dans [6] dans le cas général. Les faisceaux semi-stables sur des variétés
non lisses ont déja été étudiés par différents auteurs ([15], [3], [4], [19], [20], [21],[12][13]).

On peut espérer en trouver des applications concernant les fibrés vectoriels ou leurs variétés
de modules sur les courbes lisses (cf. [9], [17], [I8]) en faisant dégénérer des courbes lisses vers
une courbe multiple primitive. Le probleme de la dégénération des courbes lisses en courbes
primitives doubles est évoqué dans [I1].

Les articles [5] et [8] sont consacrés a 1'étude des faisceaux cohérents et de leurs variétés de
modules sur les courbes multiples primitives. On donne ici des criteres de (semi-)stabilité et
des conditions suffisantes d’existence des faisceaux semi-stables sur ces courbes. On appliquera
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2 JEAN-MARC DREZET

ensuite ces criteres a des faisceaux sans torsion génériques. Les conditions d’existence des
faisceaux (semi-)stables s’expriment en fonction d’invariants de ces faisceaux, parmi lesquels
se trouvent le rang et le degré généralisés.

Le cas des faisceaux localement libres est traité. Dans ce cas les seuls invariants sont le rang
et le degré généralisés. Les variétés de modules obtenues sont irréductibles.

On considere aussi des faisceaux plus compliqués, les faisceauzr quasi localement libres de type
rigide non localement libres, ou il y a deux invariants supplémentaires (dans ce cas les variétés de
modules de faisceaux de rang et degré généralisés fixés peuvent avoir de multiples composantes).

Pour finir on traitera des exemples simples de faisceaux sans torsion non quasi localement libres.

1.1. FAISCEAUX COHERENTS SUR LES COURBES MULTIPLES PRIMITIVES

Soient C' une courbe projective lisse irréductible, n un entier tel que n > 2 et Y une courbe
multiple primitive de multiplicité n et de courbe réduite associée C'. Si Zy est le faisceau
d’idéaux de C' dans Y,

L = Io/T¢
est un fibré en droites sur C, dit associé a Y. Dans cet article on supposera que deg(L) < 0.
Le cas ou deg(L) > 0 est moins intéressant car les seuls faisceaux stables sont alors les fibrés
vectoriels stables sur C'.

Pour 1 <7 <n on note C; le sous-schéma de Y défini par le faisceau d’idéaux Iic. C’est une
courbe multiple primitive de multiplicité ¢ et on a une filtration

c=C,c---cC,=Y.
On notera O; = Oc;.

Le faisceau Z¢ est localement libre de rang 1 sur C,_;. Il existe un fibré en droites L. sur C,,
tel que Lc,_, = Z¢. Pour tout faisceau cohérent £ sur C), on a donc un morphisme canonique

EQL — €&
dont le noyau et le conoyau sont indépendants du choix de L.

Si F est un faisceau cohérent sur Y on note F; le noyau de la restriction F — Fc,, F@ celui
du morphisme canonique F — F ® L™". On a des suites exactes canoniques

0—F —F — Fig, — 0,
0—FD) - F - FeoL'—0.

Les quotients G;(F) = Fi/Fis1 , 0 <i <n, sont des faisceaux sur C. Ils permettent de
définir les rang généralisé et le degré généralisé de F :

n—1 n—1
R(F)=) 18(Gi(F)),  Deg(F) =) deg(Gi(F)).
i=0 =0
Ce sont des invariants par déformation (cf. 2.3 [5], [§]). Si R(F) > 0, le nombre rationnel
_ Deg(F)

s’appelle la pente de F.
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Pour 1 < i < n, on note F[i] le noyau du morphisme canonique surjectif

F Fio; (Fle) ™

K3

1.1.1. Faisceauz quasi localement libres - On dit qu'un faisceau cohérent £ sur Y est quasi lo-
calement libre sl existe des entiers myq, . .., m, non négatifs tels que £ soit localement isomorphe

a
n
Do
=1

Les entiers m; sont alors uniquement déterminés.

1.1.2. Faisceauzr quasi localement libres de type rigide - (cf. [8]) Si € est quasi localement
libre on dit qu’il est de type rigide s’il est localement libre, ou s’il existe un unique entier k,
1 <k<n-—1, tel que my # 0, et si on a mp = 1. Donc un faisceau quasi localement libre de
type rigide non localement libre est localement isomorphe a un faisceau du type aQ,, @& O,
avec 1 < k <n — 1. L’intéret de ces faisceaux est que la propriété pour un faisceau d’étre quasi
localement libre de type rigide est une propriété ouverte. En particuliers les faisceaux stables
localement libre de type rigide de rang généralisé R et de degré généralisé d constituent un
ouvert de la variété de modules des faisceaux stables de rang généralisé R et de degré généralisé

d sur C),.

Soit £ un faisceau quasi localement libre de type rigide localement isomorphe a aQ,, & O,
avec @ > 1, 1 <k <mn. Alors les faisceaux & et E® sont localement libres sur C,_j, Ck
respectivement. On pose

Ee = &, Fe=&ye, Ve= (g(k))lc'

Ce sont des fibrés vectoriels sur C' de rang a + 1, a, a + 1 respectivement. On montre en (3.1
qu’on a une suite exacte canonique

(%)e 0—FLl"" > VeL" " —FE:—F:—0.

Les rangs et degrés des fibrés E¢ et Fe (et donc aussi Vg) sont invariants par déformation.

1.1.3. Construction des faisceaur quasi localement libres de type rigide - Elle est faite par
récurrence sur n dans [3.1.2] 3.2 3.3 et [3.4] On construit le faisceau € sur C,, connaissant &,
dont le support est C),_1, et &¢. A priori il semble plus naturel ce construire £ connaissant
&c,_,- On montre dans que cela est impossible car les faisceaux sur C,_; qui sont des
restrictions de faisceaux quasi localement libres de type rigide sur C,, sont spéciaux.

Cette méthode de construction devrait rendre possible la description précise d’ouverts des
variétés de modules de faisceaux stables qui contiennent de tels faisceaux.
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1.2. VARIETES DE MODULES DE FAISCEAUX STABLES

La (semi-)stabilité au sens de Simpson (cf. [16]) des faisceaux sans torsion sur C,, ne dépend
pas du choix d’un fibré en droites tres ample sur C,,. Elle est analogue a celle des fibrés (semi-
)stables sur les courbes projectives lisses (cf. [5], [§]) : un faisceau sans torsion &€ sur C,, est
semi-stable (resp. stable) si pour tout sous-faisceau propre F de € on a u(F) < u(€) (resp.
<).

L’hypothese deg(L) < 0 est justifiée par le fait que dans le cas contraire les seuls faisceaux sans
torsion stables sur C,, sont les fibrés vectoriels stables sur C.

Soient R, d des entiers, avec R > 1. On note M(R,d) la variété de modules des faisceaux
stables de rang généralisé R et de degré généralisé d sur C,.

Soient a, k, €,  des entiers, avec a > 1 et 1 < k < n. Soient
deg(L)

5
Les faisceaux quasi localement libres £ de type générique stables localement isomorphes a
a0, & Oy et tels que Eg¢ (resp. Fg) soit de rang a + 1 (resp. a) et de degré e (resp. 0)
constituent un ouvert irréductible de M(R,d), dont la sous-variété réduite sous-jacente est
notée N (a, k,d,¢€) (cf. [8]). A priori M(R,d) a donc plusieurs composantes irréductibles.

R = an+k, d = ke+(n—k)Jd+ (n(n—1)a+k(k—1))

1.3. PRINCIPAUX RESULTATS

On démontre en 5.1.2] le

Théoreme : Soient £ un faisceau cohérent sans torsion sur C, et k un entier tel que 1 < k <n
et que & # 0. On suppose que

(1) €M) < u(€),  u((€)W) < u(EY).
Alors, si E[k], ()Y, (EV)IK] et ((EY)ic,)YY sont semi-stables il en est de méme de E.

Si de plus les inégalités de sont strictes, et si E[k] ou (Ec,)"Y, ainsi que (EY)[k] ou
((EY)1c,,)"Y sont stables, alors & est stable.

Meéme si on se limitait aux faisceaux quasi localement libres il serait nécessaire de faire intervenir
des sous-faisceaux non quasi localement libres : on donne en [2.6|des exemples de fibrés vectoriels
sur Cy dont la filtration de Harder-Narasimhan comporte des faisceaux non quasi localement
libres.

Dans tout ce qui suit on suppose que C' est de genre g > 2. On applique d’abord le théoreme
précédent aux fibrés vectoriels :

Théoreme : Soit E un fibré vectoriel sur C,,. Alors, si Eic est semi-stable (resp. stable), il
en est de méme de E.
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On en déduit que les variétés de modules de fibrés vectoriels stables sur ), sont non vides,
pourvu qu’il n’y ait pas d’incompatibilité au niveau du rang et du degré généralisés. Soient 7,
des entiers avec r > 1. Alors le rang généralisé R et le degré généralisé d d’un fibré vectoriel E
sur C), tel que E|¢ soit de rang r et de degré ¢ sont

(n—1)

R = nr, d=nd+" rdeg(L).

L’ouvert U(R,d) de M(R,d) correspondant aux fibrés vectoriels stables est non vide, lisse et
irréductible, de dimension

n(n —1)

1+nr?(g—1)—r? deg(L).

On s’intéresse ensuite aux faisceaux quasi localement libres de type rigide non localement libres :

Théoreme : Soient a, k des entiers tels que a >0 et 1 < k <n. Soit £ un faisceau quasi
localement libre de type rigide, localement isomorphe a aO,, & Oy, et tel que

n n
p(Ve) + 5 deg(L) < p(Fe) < pu(Be) —  dea(L).
Alors si Eg, Fg et Vg sont semi-stables, il en est de méme de E.

St les inégalités précédentes sont strictes, et si Eg, Fe et Ve sont stables, il en est de meme de

E.

Le probleme de 'ezistence des faisceaux quasi localement libres de type rigide (semi-)stables
est plus compliqué que celui de l'existence des fibrés vectoriels (semi-)stables, car si € en est
un, la (semi-)stabilité de Eg, F¢ et Ve impose des conditions supplémentaires sur les invariants
de ces faisceaux, a cause de la suite exacte (x)e.

Avec les notations de [I.2] on montrera en le

Théoréme : Si on a 5 1) deo(L
e _ 6 _ e—(n—R)deg(L)
a+1 a a+1

N(a,k,d,€) est non vide.

Ce résultat généralise la proposition 9.2.1 de [B], ou le cas des faisceaux de rang généralisé 3 sur
(5 localement isomorphes a Oy @ O¢ était traité. La démonstration du théoreme précédent
utilise la résolution de la conjecture de Lange (cf. [14]).

D’apres [8], prop. 6.12, la variété N (a, k, 9, €) est irréductible et lisse, et on a

k(k—1)

dim(N(a, k,d,€)) = 1— (@a%—k(n—l)a—i— ) deg(L)+ (g —1)(na®*+ k(2a+1)).

On termine par donner des applications du premier des théoremes précédents a des faisceaux
non quasi localement libres.
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Soient E un fibré vectoriel sur C),, £ = E;c et Z un ensemble fini de points de C. On pose
2z =h%0Oyz). Soient ¢ : E — Oz un morphisme surjectif, £; = ker(¢) et E, le noyau du mor-
phisme induit £ — Oz. On démontrera en le

Théoréme : Si on a z < —rg(E)deg(L) (resp. <) et si E et E4; sont semi-stables (resp.
stables), alors €y est semi-stable (resp. stable).

1.4. PLAN DES CHAPITRES SUIVANTS

Le chapitre 2 contient des rappels sur les courbes multiples primitives et les propriétés
élémentaires des faisceaux cohérents sur ces courbes. On décrit dans 2.5 la méthode de con-
struction d’un faisceau cohérent & sur C,, connaissant le faisceau & sur C,,_; et c. Elle sera
employée aussi bien pour les faisceaux localement libres que pour les faisceaux quasi locale-
ment libres de type rigide. On donne dans [2.6] des exemples de fibrés vectoriels instables sur
une courbe double primitive dont la filtration de Harder-Narasimhan n’est pas constituée de
faisceaux quasi localement libres. Cela rend nécessaire, dans I’étude de la (semi-)stabilité d'un
faisceau, la considération de sous-faisceaux sans torsion généraux dont les filtrations canoniques
peuvent comporter des faisceaux ayant de la torsion.

Le chapitre 3 est une étude des faisceaux quasi localement libres de type rigide et de leur
construction.

Le chapitre 4 traite de la dualité des faisceaux cohérents sur C,, et des faisceaux de torsion.

Dans le chapitre 5 sont démontrés les résultats énoncés dans [1.3]

2. PRELIMINAIRES

2.1. DEFINITION DES COURBES MULTIPLES PRIMITIVES ET NOTATIONS

Une courbe primitive est une variété lisse Y de Cohen-Macaulay telle que la sous-variété réduite
associée C' = Y4 soit une courbe lisse irréductible, et que tout point fermé de Y possede un
voisinage pouvant étre plongé dans une surface lisse.

Soient P un point fermé de Y, et U un voisinage de P pouvant étre plongé dans une surface lisse
S. Soit z un élément de 'idéal maximal de I'anneau local Ogp de S en P engendrant 'idéal
de C dans cet anneau. Il existe alors un unique entier n, indépendant de P, tel que I'idéal de
Y dans Og p soit engendré par (2"). Cet entier n s’appelle la multiplicité de Y. Sin =2 on
dit que Y est une courbe double. D’apres [0], théoreme 5.2.1, 'anneau Oy p est isomorphe a

Ocp ® (C[t]/(t")).
Soit Z¢ le faisceau d’idéaux de C' dans Y. Alors le faisceau conormal de C, L = Z¢/Z2 est un
fibré en droites sur C, dit associé a Y. Il existe une filtration canonique

C=CcC--CC=Y,

olt au voisinage de chaque point P I'idéal de C; dans Og p est (2'). On notera O; = O¢, pour
1< <n.
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Le faisceau Z¢ est un fibré en droites sur C,,_;. Il existe d’apres [5], théoréme 3.1.1, un fibré en
droites L sur C, dont la restriction a C,,_1 est Zo. On a alors, pour tout faisceau de O,,-modules
& un morphisme canonique

EQRL — €&
qui en chaque point fermé P de C' est la multiplication par z.

2.2. FILTRATIONS CANONIQUES
Dans toute la suite de ce chapitre on considere une courbe multiple primitive C,, de courbe
réduite associée C. On utilise les notations de 2.11

Soient P un point fermé de C'; M un O, p-module de type fini. Soit £ un faisceau cohérent sur

Ch.

2.2.1. Premiere filtration canonique - On définit la premaere filtration canonique de M : c’est
la filtration
M,={0}Cc M, ,C---CMCMy=M

telle que pour 0 < i < n, M;, soit le noyau du morphisme canonique surjectif
M; — M; ®o, , Oc,p - On a donc

M;/Miyy = M; ®o, , Ocp, M/M; ~ M®o,,0Oip, M; = 2'M.
On pose, si i > 0, Gi(M) = M;/M;;; . Le gradué Gr(M) = @' G;(M) = @' 2'M/z M
est un O¢ p-module.
On définit de méme la premiére filtration canonique de £ : c¢’est la filtration
E,=0C&1C--CECE=E
telle que pour 0 <7 < n, &1 soit le noyau du morphisme canonique surjectif & — &;c. On a
donc &/&11 =&, £/E = Ec, - On pose, sii >0,
Gi(g) = 51/5i+1-
Le gradué Gr(&) est un O¢-module.

2.2.2. Seconde filtration canonique - On définit la seconde filtration canonique de M : c’est la
filtration
M(O) — {0} C M(l) cC .- C M(”_l) C M(”) =M
avec M® = {uGM;Ziu:O} .St M,={0}C M, 1C---CM CMy=M est la
(premiere) filtration canonique de M on a M; C M™9 pour 0 <i <n. On pose, si i > 0,
GO(M) = MO /MY | Le gradué Gry(M) = @ ,GD(M) est un O¢ p-module.
On définit de méme la seconde filtration canonique de & :
EV={0tceWc...cerVcegm=¢.

On pose, si i > 0,

el &) = g(i)/g(ifl)_
Le gradué Gra(&) est un Oc-module.



8 JEAN-MARC DREZET

2.3. INVARIANTS

2.3.1. Rang généralisé - L'entier R(M) = rg(Gr(M)) s’appelle le rang généralisé de M.

L’entier R(E) =1rg(Gr(&)) s’appelle le rang généralisé de £. On a donc R(E) = R(Ep) pour
tout P € C.

2.3.2. Degré généralisé - L'entier Deg(&) = deg(Gr(E)) s’appelle le degré généralisé de E.
Si R(E) > 0 on pose u(€) = Deg(E)/R(E) et on appelle ce nombre la pente de £.

Le rang et le degré généralisés sont additifs, c’est-a-dire que si 0 = & — & — &” — 0 est une
suite exacte de faisceaux cohérents sur C,, alors on a
R(&) = R(E') + R(E"), Deg(&) = Deg(€’) + Deg(£”),

et sont invariants par déformation.

2.4. FAISCEAUX QUASI LOCALEMENT LIBRES

Soit P un point fermé de C'. Soit M un O, p-module de type fini. On dit que M est quasi
libre s'il existe des entiers my, ..., m, non négatifs et un isomorphisme M ~ @}, m;O; p . Les

entiers my, ..., m, sont uniquement déterminés. On dit que M est de type (mq,...,m,). On a
n

R(M) = Zlml :

i=1
Soit £ un faisceau cohérent sur C),. On dit que &€ est quasi localement libre en un point P de C'

s’il existe un ouvert U de (), contenant P et des entiers non négatifs mq, ..., m, tels que pour
tout point @) de U, &, ¢ soit quasi localement libre de type my, ..., m,. Les entiers my,...,m,
sont uniquement déterminés et ne dépendent que de £, et on dit que (my,...,m,) est le type

de &. Sur un voisinage de P, £ est alors isomorphe a @' ;m;0;.
On dit que & est quasi localement libre s'il I'est en tout point de C,,.

D’apres [5] (théoreme 5.1.3) € est quasi localement libre en P si et seulement si pour 0 < i < n,
G;(€) est libre en P.

Il en découle que £ est quasi localement libre si et seulement si pour 0 < i < n, G;(€) est
localement libre sur C.

2.5. CONSTRUCTION DES FAISCEAUX COHERENTS

2.5.1. On décrit ici le moyen de construire un faisceau cohérent £ sur C,,, connaissant & et
&1, qui sont des faisceaux sur C' et C,,_; respectivement.

Soient F un faisceau cohérent sur C,_; et E un fibré vectoriel sur C. On s’intéresse aux
faisceaux cohérents & sur C, tels que & = F et £, =F. Soit 0 - F - & — FE—0 une
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suite exacte, associée a o € Extggn(E,]: ). On voit aisément que le morphisme canonique
e 1 € ®To — £ induit un morphisme

(I)f,E(0> T EFE®L— ﬂc.
Ona &c = E et & = F si et seulement si ®r (o) est surjectif ([§], lemme 3.13).
On a une suite exacte canonique

Cr B

(2) 0 — Exty, (B, FV) — Exty, (E, F)
([8], prop. 3.14).

Hom(E ® L, Fi¢) — 0.

2.5.2. On suppose que n > 3. On s’intéresse maintenant aux extensions 0 - F - & — E — 0
associées aux o € Exty, (E,F) tels que @ p(0) =0 (donc o € Exty, (£, FUV) ). Dans ce cas
& est localement isomorphe a F @ E (cf. [§], 2.4). Plus précisément dans la suite exacte ([2)) le
terme Extg,, (E, F1) est en fait H'(Hom(E,F)). On peut donc représenter o par un cocycle
(fij) relativement & un recouvrement ouvert (U;) de Cy,, f;; étant un morphisme Ejy,, — Fy,,

Le faisceau & est obtenu en recollant les (F @ E)|y, au moyen des morphismes (Ig {ij ) (81,
E
prop. 2.2).

On suppose maintenant que F est localement libre sur C,,_;. Soit F' = Fjc ® L=, on a donc
FU = F® L' En utilisant la construction précénte de € au moyen d'un cocycle on voit
aisément que ¢~ (F® L)@ E, et qu’on a une suite exacte

0—FeL" ' —&Y S E—0,

qui est associée a o.

2.5.3. Construction des fibrés vectoriels - On suppose que F est un fibré vectoriel sur C,,_;.
On veut construire et paramétrer les fibrés vectoriels E sur C, tels que E; = F. Il convient
donc de prendre E = Fic ® L1 et de considérer les extensions 0 -+ F - E — E — 0 telles
que 'élément associé o de Exty, (E,F) soit tel que ®rp(o): E® L — E® L soit identité
de E® L. Si E est simple on montre aisément, en utilisant le fait que deg(L) < 0, que deux
éléments 0,0’ de @}}E(I Eer) définissent des fibrés vectoriels E isomorphes si et seulement si
o =o'. Dans ce cas les fibrés vectoriels recherchés sont donc paramétrés par 'espace affine
;' (Iper) ~ Exty (B, E® L"1).

2.6. FILTRATION DE HARDER-NARASIMHAN

Rappelons qu’on suppose que deg(L) < 0. On montre ici que la filtration de Harder-Narasimhan
d’un fibré vectoriel sur Cy n’est pas nécessairement constituée de faisceaux quasi localement
libres. Cela entraine que dans 1'étude de la (semi-)stabilité des faisceaux localement libres (ou
a fortiori quasi localement libres) il faut aussi considérer des sous-faisceaux sans torsion non
nécessairement quasi localement libres.



10 JEAN-MARC DREZET

Soient P un point fermé de Cy et Zp son faisceau d’idéaux. Soient z € Oy p un générateur
de l'idéal de C' et x € Oy p au dessus d’'un générateur de I'idéal de P dans O¢ p. On a donc
Zpp = (z,2). On a une suite exacte de Oy p-modules

(3) 0 — (2,2) —2= 205 p —= (2, 2) —= 0 |
ou pour tous a,b € O p

alax + bz) = (—az, ax + bz), p(a,b) = ax + bz .
On va globaliser cette suite exacte afin d’obtenir des suites exactes
(4) 0 —Zp®D —E—Zp —0,

ou D est fibré en droites sur C5 et £ un fibré vectoriel de rang 2 sur C;. Le faisceau
5:137%2 (Zp,Zp ® D) est concentré au point P. On en déduit qu'il existe une section s de

Sxt}% (Zp,Zp ® D) dont la valeur en P correspond a I’extension 1}
On a un morphisme surjectif canonique
v EXt%QQ (IP,IP X ]D)) — Ho(c‘,’xtéz (IP,IP X ]D))) .

Donc U~!(s) est non vide. Si 0 —=Zp®D — & —Zp — 0 est une extension associée & un
élément de U~1(s), le faisceau £ est localement libre. L’existence des extensions est donc
prouvée.

2.6.1. Proposition : Soit 0 =Zp XD —-E —Zp — 0 une extension, ou D est un fibré
en droites sur Cy et B un fibré vectoriel de rang 2 sur Cy. Alors si deg(Djc) > 0, le faisceau
Tp @D est le sous-faisceau semi-stable maximal de E.

Démonstration. Soit H C E le sous-faisceau semi-stable maximal de E. On a R(H) = 1,2 ou

3.

On note L, le faisceau d’idéaux égal a Oy sur Co\P et a (x) au point P. C’est un fibré en
droites sur Cy et on a Z ~Zp ® L' . On a donc une suite exacte

0—Zpe®D —E'QL,®D—Zp — 0
En considérant cette suite exacte on se ramene au cas ou R(H) = 1 ou 2.

On montre d’abord que Zp est semi-stable. Soit F C Zp un sous-faisceau propre tel que Zp/F
soit sans torsion. On a alors R(F) = 1, donc F est concentré sur C, et est donc contenu dans
(Zp)V = L. Donc
deg(L) — 1
p(F) < des(r) < p(ze) = B

(car deg(L) < 0).

Supposons d’abord que R(H)=1. Si HCZp @D ona pu(H) < u(Zp@D) (car Zp @ D est
semi-stable), ce qui contredit la maximalité de H. Si H ¢ Zp ® D, on peut voir H comme un
sous-faisceau de Zp, donc p(H) < u(Zp) , donc u(H) < w(Zp @ D), ce qui est absurde.

On a donc R(H) =2. Soit r le rang généralisé de I'image U de H dans Zp. Sir =0 on a
H=1Zp®D, ce qu’il fallait démontrer. Si » = 2 on peut voir H comme un sous-faisceau de Zp
et on a alors encore u(H) < pu(Zp) , ce qui est impossible.
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Il reste a traiter le cas ot 7 = 1 en montrant qu’il est impossible. Soit d le degré de U (qui est
concentré sur C'). On a, puisque H N (Zp ® D) est aussi de rang généralisé 1

deg(U) < deg(L) et deg(HN(Zp®D)) < deg(L) + deg(Djc).

Donc
deg(D deg(L) — 1
p(H) < deg(r) + LA BB ZL o) - iz o),

ce qui contredit la définition de H. 0

2.6.2. Remarque : Si on suppose que deg(Djc) = 0 on obtient des fibrés vectoriels E semi-
stables de rang 2 sur C5 dont la filtration de Jordan-Holder n’est pas constituée de faisceaux
quasi localement libres.

3. FAISCEAUX QUASI LOCALEMENT LIBRES DE TYPE RIGIDE

Dans toute la suite de ce chapitre on considere une courbe multiple primitive C,, de courbe
réduite associée C'. On utilise les notations de et on suppose que deg(L) < 0.

3.1. DEFINITIONS

Soit £ un faisceau cohérent quasi localement libre sur C,,. Soient a = [@] et k= R(E) —an.
On a donc R(E) = an + k. On dit que & est de type rigide s'il est localement libre si k = 0,
et localement isomorphe a aQ,, ® O si k> 0. Si k > 0 cela revient a dire que £ est de type

(mq,...,my), avec m; = 0si i # k,n et my =0 ou 1.

Le fait d’étre quasi localement libre de type rigide est une propriété ouverte : autrement dit si Y’
une variété algébrique integre et F une famille plate de faisceaux cohérents sur C,, paramétrée
par Y, alors I’ensemble des points y € Y tels que &, soit quasi localement libre de type rigide
est un ouvert de Y ([8], prop. 6.9).

Supposons que £ soit quasi localement libre de type rigide et que k > 0. Alors E = &, est
un fibré vectoriel de rang a + 1 sur Cy, et F =&, est un fibré vectoriel de rang a sur C,,_.
Donc £ est une extension

0—F —>E&—E-—70

d’un fibré vectoriel de rang a + 1 sur Cj par un fibré vectoriel de rang a sur C,,_;. De méme
V = E® est un fibré vectoriel sur C}, et on a une suite exacte

0—V—E&—FL*—0.
Posons E=E&c=Ec,F=Gy)@L*=Fc®L"*. Alorsona rg(E) =a+1,1g(F) =a,
et
(Go(€),G1(€),...,Gpa(€)) = (B,E®L,....EQ L FeL'. .. FoL").
Donc

Deg(£) = kdeg(E) + (n — k) deg(F) + (n(n — 1)a+ k(k — 1)) deg(L)/2 .
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On a

GW(E) =€/ =€, QLT =G, ()L " =F .
Posons V =GW(E)@ L "=V c®@ LF" . Onarg(V) =a+1,
deg(V') = deg(F) — (n — k) deg(L) , et

(GM(E),GVE),...,GNE)) = (FFRL,....,FL" " VeL . VeL).
Les morphismes canoniques
définissent un morphisme surjectif ¢ : E — F et un morphisme injectif ¢ : FF — V . D’apres
[8], cor. 3.4, on a un isomorphisme canonique
ker(¢) =~ coker(y)) ® L" .

Posons D = ker(¢) . C’est un fibré en droites sur C'. On a des suites exactes

¢

0 D E F 0,

P

0 F V D® LF" ——0.

3.1.1. Notations : On pose Fg=FE, Fe=F, Ve =V,
G = ¢ Be — Fg, Ve =¢: Fg — Ve,
et D¢ = D. On a une suite exacte canonique

(%)e 0 —FeL" " —Ve@L" " —E— Fe—0.

3.1.2. Construction et paramétrisation - On cherche ici a décrire comment on peut obtenir
les faisceaux quasi localement libres de type rigide £ précédents. On part d’abord d’un fibré
vectoriel F sur C,_j de rang a > 1 (cf. pour la construction et la paramétrisation des
fibrés vectoriels) qui sera £. On construira ensuite successivement &, 1,---,&1,E. Il y a deux
cas différents : le passage de F a &,_1, et celuide & a &_1 si 1 <17 < k. On va donc étudier
dans les sections suivantes les deux étapes suivantes :

La premiere étape consiste a étudier les extensions
0 —F—&—H—0

sur Cy,_k+1, ou H est un fibré vectoriel de rang a + 1 sur C, telles que le morphisme induit
O - H — o soit surjectif (cf. . Le faisceau £ est alors quasi localement libre de type
rigide, et localement isomorphe a Q0,411 @ Oc . On a &c = H et & =TF.

Dans la seconde étape on part d'un faisceau quasi localement libre de type rigide G sur C), 5,
1 < i < k, localement isomorphe & aQ,_j4; ® O;. Soit H = Gc ® L~!. On s’intéresse alors aux
extensions

0 —¢ —E&—H—0
sur C,_p1i+1 telles que le morphisme induit &g g : H ® L — H ® L soit l'identité de H ® L.
Le faisceau & est alors quasi localement libre de type rigide, et localement isomorphe a
a@n,kﬂ-ﬂ D Oi+1. On a g|c = H et (91 = Q



CONDITIONS D’EXISTENCE DES FAISCEAUX SEMI-STABLES 13

3.2. CONSTRUCTION ET PARAMETRISATION - PREMIERE KETAPE

On décrit ici la premiere étape évoquée dans dont on conserve les notations.

On pose F' =F|c ® L™'. Soient o € Exty,  (H,F) et
0—F—¢& — H—0

'extension correspondante. On suppose que ¢ = ®Pp (o) @ I-1: H — F est surjectif. Soit
D =ker(¢). On a Eg, = H, F;, = F, et une suite exacte

(5) 0—FL"" —Ve @ L"* — D —0.
On a d’apres [2.5.1] une suite exacte

Pr g

0 — Exte (H,F ® L"*) —Exty,  (H,F) Hom(H, F) —= 0.

7k+1(

3.2.1. Lemme : L’image de o dans ExténikH(D,IF) est contenue dans Exty, (D, F @ L"),
et c’est l’élément associé a la suite exacte

Démonstration. Soit ¢’ l'image de o dans Exténikﬂ(D,F). Notons que la fonctorialité de
¢r g par rapport a F et H entraine que ®pp(c’) =0. On a donc bien d’apres m
o' € Exty (D, F® L"), D’apres [7], prop. 4.3.1 on a un diagramme commutatif avec lignes

exactes
0 F T lf 0

0 F Ey H 0
I’extension du haut étant associée a ¢’. Ona HW C &Sl), et d’apres on a une suite exacte
0—FeoLl" " —HYeL"* — D-—o.
Il en découle que HM = 5(51) = Vg . D’apres o’ correspond bien a 'extension . 0

3.2.2. Proposition : Pour toute extension
0—FeL" " —WeL""—D-—0
sur C' il existe oy € ‘1)1},1]14*((15 ® I1) tel que lextension précédente soit isomorphe a [’extension

0—FRL'"™"—Ve, @®L"* — D —0

Démonstration. Cela découle du lemme [3.2.1] du carré commutatif

Exty, (H, F @ L" *)——Exty,  (H,F)
Exty,, (D, F @ L"*)——Exty, (D, F)

et de la surjectivité du morphisme de gauche. 0
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Soient ¢ : H — F|¢ un morphisme surjectif et n € Exténikﬂ(D, F). Alors on a
Pr (o) = ¢ ® I, et la suite exacte
0—FRL"™" — Ve, @®L"* —D—0
est associée a 7 si et seulement si 7 appartient au sous-espace affine @IE}{(¢ ® Ir)Ny~(n) de

Exty, . (H,F) (¢ désignant application canonique Exty,  (H,F) — Ext%,)n_kH(D,IF) ).

+1 —k+1

3.3. CONSTRUCTION ET PARAMETRISATION - SECONDE ETAPE

On décrit ici la seconde étape évoquée dans (3.1.2] dont on conserve les notations.

On suppose que H = Gic ® L™!. Soient o € EXt}Qn—k-H-&-l(H’ G) tel que g g(0o) soit l'identité
de H® Let 0 -G — &, - H— 0 D'extension correspondante.

3.3.1. Proposition : Ona FEg, =FEgQ L™, Fe, =Fg@ L™, Ve, =V L et
(%)e, = (x)g ® L71.

Démonstration. 11 suffit de le faire avec aO,,_ri;11 ® O;41 a la place de &, en utilisant les
isomorphismes locaux &, ~ aO,,_ryi11 ® O;11 et la fonctorialité de (x)g,, ce qui est immédiat.
O

On a d’apres [2.5.1] une suite exacte

P61

0 — Exty, (H,G") — Exty, (H,G)

Hom(H ® L,Gjc) —=0.

—k+itl
Les faisceaux &, considérés ici sont donc indexés par le sous-espace affine @572(1 Heor) de

Extf, (H,G).

n—k+i+1

3.4. CONSTRUCTION ET PARAMETRISATION - CONCLUSION

3.4.1. Proposition : Soient k, a des entiers tels que 1 < k <n, a > 0. Soient E, F', V des
fibrés vectoriels sur C de rangs a + 1, a, a + 1 respectivement, et
(6) 0= FRQL" " -VeL"" —FE-—F-—0

une suite exacte. Alors il existe un faisceau quasi localement libre de type rigide £, localement
isomorphe a aQ,, ® Oy et tel que (x)g soit isomorphe a (@

Cela signifie qu’il existe un diagramme commutatif reliant les suite exactes (x)¢ et (6] :

FL"k——=VgLF E F

T

Fg@Lnik—>Vg®Ln7k—>Eg—>Fg
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3.5. RESTRICTIONS DES FAISCEAUX QUASI LOCALEMENT LIBRES DE TYPE RIGIDE

Les méthodes précédentes de construction de faisceaux quasi localement libres de type rigide
se font sur le principe suivant : on part d’un tel faisceau F sur C,,_; et on en construit un £
sur C), tel que & = F.

A priori il semblerait plus naturel de chercher un faisceau &£ tel que &, , = F. Mais c’est
impossible car un faisceau quasi localement libre de type rigide sur C,,_1, non localement libre,
n’est pas nécessairement la restriction d’'un faisceau du meme type sur C), :

3.5.1. Proposition :  Soit £ un faisceau quast localement libre de type rigide non localement
libre sur C, localement isomorphe a aQ,, & Oy, avec a>1 et 1 <k <n—1. Alors (§c, )V
est scindé.

Démonstration. Soient P un point fermé de C), et z € O, p un générateur de 'idéal de C. On
fixe un isomorphisme &£p ~ a0, p ® O p. On a alors (Ec,_,)p = aOp_1p ® Oy p , et

EW)p = alz" 8 (), ((Een )W), = a((" /(") @ (7).

L’image du morphisme canonique A : EW — (€, ) au point P est (z¥71). L’autre facteur
a(z"%)/(z"71) est ((5|Cn71)n—2)p~ On a donc

(Eie,) = 1m(N) @ (g, )2

4. DUALITE ET TORSION

On considere dans ce chapitre une courbe multiple primitive C,, de courbe réduite associée C.
On utilise les notations de 2.1l

4.1. GENERALITES SUR LA DUALITE DES FAISCEAUX COHERENTS SUR C),

Soient P € C' et M un O,, p-module de type fini. On note M"" le dual de M :
MY~ = Hom(M, O, p) . Si aucune confusion n’est a craindre on notera MY = M"". Si N est
un O¢ p-module, on note N* le dual de N : N* = Hom(N, O¢,p).

Soit £ un faisceau cohérent sur C,,. On note £V le dualde £ : EV» = Hom(E,O,,) . Si aucune
confusion n’est & craindre on notera £V = £V». Si E est un faisceau cohérent sur C, on note
E*le dual de E : E* = Hom(E,O¢). Ces notations sont justifiées par le fait que EY # E*.
Plus généralement on a, si ¢ un entier tel que 1 <i < n et £ un faisceau cohérent sur C;, un
isomorphisme canonique
EVm ~ EViR I

(Zo désignant le faisceau d’idéaux de C, qui est un fibré en droites sur C),_1). En particulier,
pour tout faisceau cohérent E sur C', on a EV» ~ E* @ L™ (cf. [§], lemme 4.1) .

Pour tout entier i tel que 1 <i <n,ona ()% = (&¢,)" (8], prop. 4.2).
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4.1.1. Sous-faisceau de torsion d’un faisceau cohérent sur C, - Soient P un point fermé de
C et v € O,p un élément au dessus d’un générateur de I'idéal maximal de Ogp. Soit M un
O, p-module de type fini. Le sous-module de torsion T(M) de M est constitué des éléments
annulés par une puissance de x. On dit que M est sans torsion si ce sous-module est nul. C’est
donc le cas si et seulement si pour tout m € M non nul et tout entier p > 0 on a zPm # 0.

Soit £ un faisceau cohérent sur C,,. Le sous-faisceau de torsion T'(E) de £ est le sous-faisceau
maximal de £ dont le support est fini. Pour tout point fermé P de C' on a T(E)p =T (Ep).
On a donc une suite exacte canonique

0—TE) —E— &Y —0.

4.1.2. Faisceaux réflexifs - Un faisceau cohérent &£ sur C), est réflexif si et seulement si il est
sans torsion ([8], théoréme 4.4), si et seulement si €1 est localement libre sur C' ([§], prop.
3.8).

4.2. DUALITE DES FAISCEAUX DE TORSION

Soit T un faisceau de torsion sur C,. Alors on a évidemment TV = 0. On appelle dual de T le
faisceau

D,(T) = Sxtén(’]l‘, On).
S’il n’y a pas d’ambiguité sur n, on notera plus simplement T = D, (T) . Rappelons que pour
tout 1 > 2 on a Eaty (T,0,) =0 d’apres le corollaire 4.6 de [§].

4.2.1. Proposition : Soit T un faisceau de torsion sur C;, 1 <i<mn. Alors on a un

isomorphisme canonique 4
D,(T) ~ Dy(T)®L"™".

Bien str on a D;(T) @ L" % ~ D(T) .

Démonstration. D’apres la proposition 2.1 de [§] on a un isomorphisme
D;i(T) ~ Extp, (T, O;). On considere la suite exacte

0— O, L Op — Oh—; 0.
Il suffit de montrer que le morphisme induit par r
P : Exty, (T,0,) — Eatp, (T,0n;)
est nul.

On considere une résolution localement libre de T :

Ty F2 hi

E, Eo T 0.

Soient P un point fermé de C' et z € O, p une équation de C'. Alors é'xté)n(']T, O,,) est isomorphe
a la cohomologie de degré 1 du complexe dual

tf1 ! fo
—E/

o L my.
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et € xt}on (T, O,,—;) est isomorphe a la cohomologie de degré 1 du complexe obtenu en restreignant
le précédent a C,_;. Le morphisme ® provient du morphisme de complexes

tf1 £ f2

Ey EY EY---

A -
‘h

f2
(E(\)/)‘Cnfz - (EY)|C’”77‘ - (E¥)|Cn71 e

(les fleches verticales étant les restrictions).

Soient P un point du support de T et z € O,,p une équation de C. Soient « € Sxt}%(T, On)p
et u € ker('fy) au dessus de a. Puisque T est concentré sur C;, la multiplication par z° :
Exty (T,0,)p — Exty, (T, O0,)p estnulle. Done z'u € im(*f1), et on peut écrire 2'u ="' f1(6),
avec € (EY)p. On va montrer que 6 est multiple de z*. Pour cela on suppose que ce n’est pas le
cas, et on va aboutir & une contradiction. On a donc 6 = 2*¢’, avec 0 < k < i et #' non multiple
de z. On a tfi(z" %) = z"u = 0 , et puisque 'f; est injectif, on a 2"~"*%¢’ = 0. Puisque
n —i+ k < mn, il en découle que ¢ est multiple de z, ce qui est la contradiction recherchée. On
peut donc écrire 6 = 20" | d’ott 2'(u — ' f1(6')) = 0, et il en découle qu’on peut écrire u sous la
forme : u = tf1(0') + 2""p . Il en découle que 7 (u) ="tf1(mp(#")) . On adonc Pp(a)=0. O

4.2.2. Corollaire : Soit T un faisceau de torsion sur C,. Alors on a h°(T) = h°(T) .

Démonstration. D’apres la proposition |4.2.1, on a, pour tout faisceau de torsion T sur C,
D, (T) ~T. Le corollaire en découle, en utilisant par exemple la premiere filtration canonique
de T. O

Les faisceaux de torsion sur C), et les morphismes entre eux constituent une catégorie abélienne
et noéthérienne 7,(C,), qui est évidemment une sous-catégorie pleine de celle des faisceaux
cohérents sur C,,. La dualité définit un foncteur contravariant exact

D, : 7;(071) — 7;L(Cn)

4.2.3. Proposition : Le foncteur D,, est une involution. Donc si'T est un faisceau de torsion
sur Cy,, il existe un isomorphisme canonique T~T.
Démonstration. Il existe un fibré vectoriel E et un morphisme surjectif f:E — T . Alors

E = ker(f) est un faisceau sans torsion, donc réflexif. On obtient donc en dualisant la suite
exacte 0 =& - E — T — 0 les suivantes

0—E — & —T—0, 0—&—E—T-=0

d’ou on déduit aisément le résultat. O

Si T est un faisceau de torsion sur C,,, Uentier h°(T) s’appelle la longueur de T. On a

hO(T) = > dime(Tp).

PeC
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4.2.4. Lemme : Soit T un faisceau de torsion sur C,. Alors on a h°(G;(T)) = hO(GU+1(T))
pour 0 < 1¢ < n.

Démonstration. Découle aisément du corollaire 3.4 de [§]. O

4.2.5. Corollaire : Soit T un faisceau de torsion sur C,. Alors on a, pour 1 <i<n des
isomorphismes canoniques

—_— —_—

M, ~[T]oL, (M®~T/T, GHI(T)~Gy(T).

Démonstration. De la suite exacte 0 — T; - T — T/T; — 0 on déduit la suivante :

0 — T/T; — T —» [T;] — 0.

—_~—

D’apres la proposition 4.2.1) T/T; est concentré sur C;. On a donc ']I/‘/\'E C (’f)(i). Mais le
lemme 4.2.4] entraine que h°(T/T;) = h°((T)®), donc on a en fait 'égalité. Il en découle que

[T;] =~ [T];  L™° .
Le dernier isomorphisme découle de la suite exacte
0 — GUH(T) — [T); ® L — [T]s1 — 0

(cf. lemme 3.2 de [8]), du fait que par définition on a G;(T) = T;/T;;1, et du premier isomor-
phisme. 0

4.3. DUALITE DES FAISCEAUX SANS TORSION

Soit £ un faisceau cohérent sans torsion sur C,. Il est donc réflexif (cf. |4.1.2)). Les faisceaux
E:, €M le sont donc aussi, étant des sous-faisceaux de €. Mais les faisceaux £/&; ne le sont pas
en général. On note ¥;(&) le sous-faisceau de torsion de £/&;, et T;(€) celui de G;(E).

Pour 1 < i < n, on note £[i] le noyau du morphisme canonique surjectif

£ —= &g, (Ec)".

4.3.1. Proposition : Soit £ un faisceau cohérent sans torsion sur C,. Alors, pour 1 <i <mn,

1 - On a un isomorphisme Y;(EY) ~ X;(£) @ L' | et une suite ezacte
0— (&Y)i — (&)Y @L" — %i(EY) — 0

canoniques.

2 - On a un isomorphisme canonique E[i]" ~ (EV); @ L.

3 - Il existe un morphisme canonique ¢;(E) : Xip1(E) — Xi(E) tel que ker(¢;(E)) ~Ti(E) , et
que coker(¢;(€)) = R;(E) soit concentré sur C.

4 - 1l existe une inclusion canonique
G(H‘l)(ffv)fﬁ- Gi(g)* ® L1

telle que le quotient soit isomorphe a R;(E).
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Démonstration. En dualisant la suite exacte 0 — & — & — £/E — 0, on obtient la suite
exacte

—_——

0— (E/&) — &Y — (&)Y — Eaty (E/E, On) = Ti(E) — 0.
D’apres la proposition 4.2 de [§] on a (/&)Y = (£Y)®. On en déduit la suite exacte

—_——

(7) 0— (EYV); L™ — (&)Y — Zi(&) — 0.

En la dualisant et tensorisant par L=, et en utilisant la proposition on obtient la suite
exacte suivante :

(8) 0 — &L — ((£Y),)Y — (&) L™ — 0,

qui est @ avec £V a la place de £. On obtient donc I'isomorphisme canonique de 1-. On en
déduit 2- en dualisant la suite exacte 0 — & — E[i] — £;(E) — 0.

On a un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes

0 0

00— &1 —= ((€V)ir1)Y ®LH —= 814 (€) —=0

0 £, ((EV):)" @ L 5(E) 0
Gl(g) G(i+1)(8V)\/
0 0
ou les suites horizontales proviennent de (8]) et la suite verticale du milieu du lemme 3.2 de [§].
On en déduit aisément 3- et 4-. O]

4.4. INVARIANTS DU DUAL D’UN FAISCEAU COHERENT

4.4.1. Proposition : Soit £ un faisceau cohérent. Alors on a

R(EY)=R(E),  Deg(EY)=—Deg(€) + R(E)(n —1)deg(L) + h°(T(E)).
Démonstration. La premiere assertion concernant les rangs est immédiate, par exemple en se
plagant sur 'ouvert ou € est quasi localement libre. Démontrons la seconde. Soit F = E/T(E),
qui est un faisceau sans torsion. On a Deg(€) = Deg(F) + h*(T(€)), R(E) = R(F) et EY = FY,
donc la seconde assertion équivaut a

Deg(F") = — Deg(F) + R(F)(n — 1) deg(L).

On peut donc supposer que £ est sans torsion. On va montrer que

9) Deg(€Y) = — Deg(€) + R(E)(n — 1) deg(L)
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par récurrence sur n. Sin =1 c’est évident. Supposons que n > 1 et que @ soit vraie pour
n — 1. On a donc

Deg((&1)"" ') = —Deg(&1) + R(&1)(n — 2) deg(L).
Mais d’apres d.1jon a (&)Y = (&)Y ® Z¢, donc
Deg((€1)") = Deg((&1)V"") + R(&1) deg(L),
d’ou
(10) Deg((€1)") = —Deg(&1) + R(&1)(n — 1) deg(L)
(c’est-a-dire que ([9) est vraie pour &;). D’apres la suite exacte
0—& —E&—&c—0
on a Deg(€) = Deg(&;) + Deg(&c). Soit T'=T'(E¢). On a une suite exacte
0— (Ee)Y — & — (&) — T — 0,
donc
Deg(€Y) = Deg((€c)") + Deg((€1)Y) — h°(T).
Mais
Deg((€c)") — h°(T) = —Deg(&0) + (n — 1)R(Ec) deg(L)
(car (§c)Y = (€0)* @ L"), Donc
deg(€") = Deg((€1)") — Deg(Ec) + (n — VR(Ec) deg(L)
= —Deg(€)+ R(E)(n—1)deg(L)
d’apres ([10]). O

4.4.2. Corollaire : Soit £ un faisceau cohérent réflexif sur C,. Alors, pour 1 <i<mn, on a
R((£Y):) = R(&), R((ENY) =R(EY), R((£")c.) = R(Eic.),

Deg ((€"):) = —Deg(&) + (n+i — R(E) deg(L) — W(%:(E)),
Deg ((£¥)ic;) = Deg((€c,)") — iR(&;) deg(L).
Démonstration. Découle aisément des propositions et [4.4.1] O
4.4.3. Corollaire :  Soient £ un faisceau cohérent réflexif sur C,, et i un entier tel que
1<i<mnetR(E)>0. Alors on a
A , 1 1
Ne) = w((€Y)) = w&E QL™ — u(EW) + hO(%; : :
p((E)ic) = p((€Y)i) = n(E&@LT) — u(EW) +h%( 1(5))(R(5(,)) + R(&))
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5. CONDITIONS D’EXISTENCE DES FAISCEAUX (SEMI-)STABLES

Dans toute la suite de ce chapitre on considere une courbe multiple primitive C,, de courbe
réduite associée C'. On utilise les notations de et on suppose que deg(L) < 0.

5.1. CRITERES DE (SEMI-)STABILITE

5.1.1. Lemme : Soient A, A”, B, B”, E, E" des faisceaux cohérents de rang positif sur C,,

tels que
R(E) = R(A) + R(B), R(E") = R(A") 1 R(B")
Deg(FE) = Deg(A) + Deg(B), Deg(E") = Deg(A") + Deg(B").
On suppose quon 0 u(B) > p(A), p(A") > pu(A), u(B") > ju(B), et que
R(E") _ R(A")
R(E) — R(A)

Alors on a p(E") > wu(E) . Si de plus pu(A”) > p(A) ou u(B") > pu(B), alors on a
p(E") > p(E) .

Démonstration. D’aprés les hypothéses

R(E/l) > R(A//)
R(E) — R(A)
équivaut a
R(B//) > R(A/l)
R(B) — R(4)’
et
M(E,/) M(E) - R(E)?%(E”)

A = (Deg(A") + Deg(B")) (R(A) + R(B)) — (Deg(A) + Deg(B)) (R(A”) + R(B")).

On a
R(Al/)

Deg(A”) > Deg(A) RA)

Donc A > A/, avec

A = (Deg(A)]gé;>+Deg(B)Z B)))( (A) + R(B)) —
(R(A

(Deg(A) + Deg(B) R(B"))
= (w(B) — u(A)) (R(B")R(A) — R(A”)R(B)).

Le résultat en découle immédiatement. O
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5.1.2. Théoréme : Soient £ un faisceau cohérent sans torsion sur C,, et k un entier tel que
1 <k<netque& #0. On suppose que

(11) €M) < u(€),  u((€)W) < u(E€Y).
Alors, si E[k], ()Y, (EV)IK] et ((EY)ic,)YY sont semi-stables il en est de méme de E.
Si de plus les inégalités de sont strictes, et si E[k] ou (&c,)"", ainsi que (EY)k] ou
((EY)1c,,)"Y sont stables, alors & est stable.
Démonstration. Supposons que les hypotheses du théoreme soient vérifiées. Soit
g . g//

un quotient de &. Il faut montrer que p(E”) > pu(€) . On peut supposer que E” est sans torsion.
On a un diagramme commutatif avec lignes exactes

0 —> E[k] —— € — (£, )Y —> 0
I
00— E"k] —= & — (€1, )"V —0

ou les deux fleches verticales de droite sont surjectives. Le cas ou £”[k] = 0 est évident. On
supposera donc que £”[k] # 0 . Remarquons que les inégalités équivalent a

p((Ec)™) Z €k, p((EV)ie,)™) = p(EVIR])
(car (£V)™ = (E¢,)"). Le morphisme vertical de droite du diagramme précédent est surjectif,
donc on a  u((€¢,)") = u((€c,)”") d’apres la semi-stabilité de (€ic,)"". Le conoyau du
morphisme vertical de gauche est de torsion, donc on a u(E"[k]) > u(E[k]) d’apres la semi-
stabilité de E[k]. D’apres le lemme on a u(E" > p(€) si
R(E") _ R(E"[K])
R(&) — R(E[K])

On peut donc supposer que
R(E") _ R(E"[K)
R(£) R(E[k])

On utilise maintenant la suite exacte

(12)

0— &Y — & — &Y —0

obtenue en utilisant le fait que £” est réflexif. D’apres le lemme [4.4.1) pu(E”) > u(€) équivaut
a (&) > p(EY), et d’apres le lemme cette inégalité est verlﬁee si

R(&E' R(&EY R(EY [k
527
D’apres[d.1.1 on a R(EV[k]) = R(E'[k]) et R(EV[K]) = R(E[k]) . Donc (13) équivaut a
R(E)  R(EK)
R(E) — R(E[k])
Puisque &, est contenu dans le noyau du morphisme canonique surjectif & — &, on a
R(E'K]) = R(&) < R(&) — R(E) = R(E[K]) — R(E"[R)),

(14)
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donc on peut écrire
R(E'TK]) = R(E[K]) — R(E"[K]) —n,
avec n > 0. Donc sécrit
R(E") _ R(E"K]) +n
R(E) —  R(E[K])
L’inégalité précédente est vraie d’apres (12). On a donc bien u(E”) > u(€) .

L’assertion concernant la stabilité se démontre de maniere analogue. U

5.2. LE CAS DES FIBRES VECTORIELS

On suppose que le genre de C' est g > 2.

5.2.1. Théoreme : Soit E un fibré vectoriel sur C,. Alors, si Ejc est semi-stable (resp.
stable), il en est de méme de E.

Démonstration. Posons E = Ejc. Alors les filtrations canoniques de [E sont identiques, et leurs
gradués sont

(GO(S), G1(€),... ,Gn,l(c‘f)) = (E,E®L,...,EQL"").
Les inégalités sont trivialement vérifiées (car deg(L) < 0) pour tout entier k tel que
1<k<n.

Le théoreme [5.2.1{ se démontre par récurrence sur n : pour n = 1 c¢’est évident. Supposons que
ce soit vrai pour n — 1 > 1. Alors E; est semi-stable (resp. stable). Le théoreme m permet
alors de conclure que [ est semi-stable (resp. stable). O

5.2.2. Variétés de modules - Soient r, § des entiers tels que r > 1. Posons
—1
R=nr, d=nd+ %7’ deg(L).

Pour tout fibré vectoriel E sur C,, tel que E ¢ soit de rang r et de degré §, on a R(E) = R et
Deg(€) = d . 1l découle de que la variété de modules M(R, d) des fibrés vectoriels stables
de rang généralisé R et de degré généralisé d sur C, est non vide. C’est un ouvert irréductible
et lisse de la variété de modules M (R, d) des faisceaux stables de rang généralisé R et de degré
généralisé d. Pour calculer sa dimension on considere un fibré stable E tel que R(E) = R et
Deg(E) =d. On a

n(n —1)

dim(M(R,d)) =1—x(EY®E)=1+nr*(g—1) —r° 5

deg(L).
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5.3. LE CAS DES FAISCEAUX QUASI LOCALEMENT LIBRES DE TYPE GENERIQUE

On suppose que le genre de C' est g > 2.

5.3.1. Théoreme : Soient a, k des entiers tels que a >0 et 1 < k <n. Soit £ un faisceau
quasi localement libre de type rigide, localement isomorphe a aQ,, & Oy, et tel que

(15) u(Ve) + 5 deg(L) < pu(Fe) < p(Be) — 5 deg(L).

Alors si Eg, Fg et Vg sont semi-stables, il en est de méme de E.

St les inégalités précédentes sont strictes, et si Eg, Fe et Ve sont stables, il en est de meme de

£.

Démonstration. On ne démontrera que la premiere assertion, la seconde étant analogue. On
utilise les notations de . Supposons les inégalités vérifiées et Fg, Fe et Ve semi-stables.
Alors on a

Ekl=&=F, &c,=E, &K=& )w=FaL", (&) =V

Donc d’apres le théoreme EK], ey, EVIK] et (£Y))c, sont semi-stables. Un calcul simple
montre que les inégalités (15]) équivalent aux inégalités . La semi-stabilité de £ découle
donc du théoreme (1.2 O

La semi-stabilité de Eg¢, F¢ et Ve entrainent d’autres inégalités :

p(Be) < p(Fe),  p(Fe) < p(Ve)

(car il existe un morphisme surjectif E¢ — F¢ et un morphisme injectif Fg — Vg). Les inégalités
précédentes et ([15)) équivalent aux inégalités

W(Be) < p(Fe) < u(Be)— """

a—+1

deg(L).

5.3.2. Variétés de modules de faisceaux stables - Soient a, k, €, § des entiers, avec a > 1 et
1 <k < n. Soient

R = an+k, d = ke+(n—k)5+(n(n—1)a+k(k—1))deg(L) .

On note M(R, d) la variété de modules des faisceaux stables de rang généralisé R et de degré
généralisé d sur C,,. Les faisceaux quasi localement libres £ de type générique stables localement
isomorphes a aQ,, @ Oy, et tels que Eg¢ (resp. Fe) soit de rang a + 1 (resp. a) et de degré e
(resp. 0) constituent un ouvert irréductible de M(R,d), dont la sous-variété réduite associée
est notée N (a, k,d,€).

5.3.3. Théoréme : 57 on a
€

a—+1

e — (n—k)deg(L)
a+1

Q| >

N(a,k,d,€) est non vide.
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Démonstration. Les hypotheses et [14] impliquent qu’il existe des fibrés stables E, F', V sur C,
tels que
rg(E)=a+1, deg(F)=c¢ 1g(F)=a, deg(F)=074,
rg(V)=a+1, deg(V)=¢e—(n—k)deg(L)
tels qu’il existe une suite exacte
0—FRL"" Vel —E—F-—0.

D’apres la proposition [3.4.1] il existe un faisceau quasi localement libre de type rigide & |,
localement isomorphe a aQ,, ® Oy et tel que (x)e¢ soit isomorphe & la suite exacte précédente.
D’apres le théoreme [5.3.1], £ est stable, et définit donc un point de N (a, k, 0, €). O

5.4. EXEMPLE D’APPLICATION A DES FAISCEAUX NON QUASI LOCALEMENT LIBRES

Soient [E un fibré vectoriel sur C,,, £ = E;c et Z un ensemble fini de points de C. On pose
2z =h"Oyz). Soient ¢: E — Oz un morphisme surjectif, et &, = ker(¢). On a deux suites
exactes

0—& —E—0;—0, 0—E —& —0;—0.
Le morphisme ¢ se factorise par £/. On note Ey4 le noyau du morphisme induit £ — Oz. On
note 5(; le noyau du morphisme induit Eic, , — Oz.

5.4.1. Lemme : Ona &[] =K, , (Ey0)" = Ly, EJ[1] = (€)Y et
((€)")e) ™ = £

Démonstration. 11 suffit de le démontrer en un point P de Z. Soit z € O, p une équation de
C et x € O,p au dessus d'un générateur de I'idéal maximal de P dans O¢. Sir = 1g(E),
ona Eyp~r0,p®(x,z). On peut donc supposer que &, p = (z,2). Il faut montrer que
Eslllp=(2). On a (z,2)c=(z)/(xz) ®(2)/(xz,2%). Le premier facteur est isomorphe a
Oc,p et le second a C. Donc E4[1]p est le noyau du morphisme

(1:7 Z) OC’,P

ar +bz——a

(a désignant I'image de a dans O¢,p). On a donc Ey[l]p = (2) =Ky p. Ona Eyc = Ey @ Oy,
donc (Egc)"Y = Ej.

On a &Y[1] = ((£4)1)" @ L d’apres la proposition 2-. On a un diagramme commutatif
avec lignes exactes

0—=E@L" ' = ()0 =& —— (E) ®L ' —=0

| ]

0——=FE®L"!=EW E Ec, , 0

On en déduit immédiatement la troisieme égalité. On a enfin

((5v>|0)\/\/ _ (5(1)>\/ _ (E@ Ln—l)\/ — E*
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5.4.2. Théoréeme : Sion a z < —rg(E)deg(L) (resp. <) et si E et E4 sont semi-stables
(resp. stables), alors &, est semi-stable (resp. stable).

Démonstration. Cela se démontre aisément par récurrence sur n, en utilisant le lemme [5.4.1| et

les théoremes B.1.2 et £.2.1] 0
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