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1. INTRODUCTION

1.1. Le probléme des quotients algébriques par des groupes non réductifs

Soit G un groupe algébrique linéaire de radical unipotent H. On suppose qu’il existe un
sous-groupe algébrique réductif G,.q de G dont I'inclusion dans G induit un isomorphisme
Greq >~ G/H. Soit Y une variété algébrique projective munie d’une action algébrique de G, et L
un G-fibré en droites trés ample sur Y. On dit qu’un point y de Y est semi-stable relativement &
L §il existe un entier k > 0 et une section G-invariante s de L* telle que s(y) # 0. Soit Y**(L)
Iouvert G-invariant de Y constitué des points G-semi-stables relativement a L. La construction
d’un bon quotient Y**(L)//G est possible dans le cas o H = {0}, le groupe G étant dans
ce cas réductif (cf [9], [10]). Le cas o G n’est pas réductif est plus difficile, et a été abordé
par A. Fauntleroy dans [6]. On doit considérer un ouvert G-invariant plus petit de Y**(L) (en
imposant des conditions supplémentaires qui dépendent essentiellement de 'action de H) et les
quotients obtenus sont en général seulement des quotients catégoriques. De plus, la définition
de 'ouvert a quotienter est peu explicite. Ces restrictions s’expliquent sans doute par la grande
généralité des problémes traités dans [6]. On propose ici une définition légérement différente de
la semi-stabilité :

Définition 1. On dit qu’un point y de Y est G-semi-stable (resp. G-stable) relativement a L
si tout point de l'orbite Hy est Geq-semi-stable (resp. Gyeq-stable) relativement a L (vu comme

un Greq-fibré en droites).
1



2 J.M. DREZET

Il est clair que les points semi-stables relativement a L le sont aussi au sens de la définition 1.
Cette définition me semble plus explicite, car les points G,.4-semi-stables peuvent en général
étre déterminés a 'aide de critéres numériques (cf. [9]).

1.2. Espaces de complexes

On s’intéresse dans cet article a un type particulier d’action. Soient X une variété algébrique

projective, p > 1 un entier, ny,...,n, des entiers positifs, et pour 0 <i <p, 1 <j < n, SJ@

un faisceau cohérent sur X et M ]@ un espace vectoriel non nul de dimension finie. On pose,
pour 0 <z <p
_ (i) (i)
& = P & ey
1<j<n;
On suppose que les faisceaux S;i) sont simples, et que Hom(é’;i),ﬁﬁl)) = {0} si i>7, ou
i =1, 5 > j'. Soit W la variété des complexes

goﬁgl — ... —)gp,
sur laquelle opére le groupe algébrique
G = Aut(&) x ... x Aut(&,).
Le sous-groupe unipotent H est constitué des (go, .. ., g,) tels que pour tous 4, j, la composante
(i) (1) (i) (i)

de g; soit 'identité. Le sous-groupe réductif G,.q est constitué des (go,...,g,) tels que pour
tous 7,7 ont ait

g€ oMP) c £V e M.
On a un isomorphisme
Grea = [ GLOMY).
0<i<p,1<j<n;
Si on veut retrouver une action sur une variété projective, il convient de considérer plutot la
variété projective P(W) sur laquelle opére le groupe G/C*.

L’action de G, g sur W est un cas particulier des actions étudiées par A. King dans [§]. Une
linéarisation de l'action de G/C* sur P(W) est définie par une suite A = (\;j)o<i<pi<j<n;, de
nombres rationnels non nuls telle que

> Ajdim(MY) = 0.
0<i<p,1<j<n;
On appelle A une polarisation de 'action de G sur W. Un complexe

S g I I

est Geg-semi-stable (resp. G,.q4-stable) relativement a A si et seulement si pour tous sous-espaces
vectoriels

OO
M M,
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avec (M’gi)) # ({0}) ou (M@), tels que

J
i i i+1 i+l
P Eem?) c @ VoM )
1<j<n; 1<i<niq1
pour 0<% <p,ona
Z )\ijdim(M'y)) < 0 (resp. < ).

0<i<p,1<j<n;

Le probléme de la construction de quotients par G d’ouverts de W a été abordé dans [5] et
[2], dans le cas p =1 (les complexes sont alors en fait des morphismes). On va donner ici
une méthode de construction de quotients par G' d’ouverts G-invariants de VW, qui est une
généralisation de la méthode employée dans [5]. On donnera en particulier des exemples de
quotients par G de I'ouvert des points G-semi-stables. On ne peut pas obtenir en général des
bons quotients, mais ce qu’on appelle des quasi-bons quotients (cf. chapitre 2).

1.3. Mutations constructives

Pour construire des bons quotients par GG d’ouverts G-invariants de ¥V, on introduit une nouvelle
variété de complexes W, sur laquelle le groupe G’ qui agit est réductif. On tente ensuite d’établir
une relation entre les quotients par G’ d’ouverts G'-invariants de W' et les quotients par G
d’ouverts G-invariants de W.

La méthode est basée sur le résultat suivant (cf. §3) : soient £, F, G, I' des faisceaux cohérents
sur X et M un espace vectoriel de dimension finie. On suppose que le morphisme d’évaluation

['® Hom(I',G) — G

est surjectif. Soit £’ son noyau. On suppose aussi que la composition

Hom(&,T') ® Hom(I', G) — Hom(€, G)
est surjective. Soit

1 25 TeMaeg—L5F
un complexe. Alors on peut associer a (1) un complexe

2 o0& —>5TeN - F
avec N = Hom(I',G)® M et tel que

ker(a) ~ ker(A), ker(5)/Im(«) ~ ker(B)/Im(A), coker(f3) ~ coker(«).
La réciproque est aussi vraie, si on part d’'un complexe (2) tel que « induise une injection
Hom(&',T') — N,

et les deux transformations sont inverses l'une de l'autre (a I'action prés des groupes d’auto-
morphismes des complexes). Le passage de (1) a (2) consiste a effectuer une mutation a gauche
de G. Cette notion a été introduite dans I’étude des fibrés exceptionnels (cf. [3], [, [7]). On no-
tera Wy (resp. W) I'espace des complexes (1) (resp. (2)), et Gy (resp. Gy) le groupe algébrique
agissant sur Wy (resp. W)).



4 J.M. DREZET

La transformation qui fait passer de (1) & (2) est purement formelle (cf. § 3.2). Le complexe
(2) associé a (1) n’est pas en général unique, mais sa G{-orbite l'est, et ne dépend que de la
Gyo-orbite de (1). On obtient ainsi (sous certaines hypothéses) une bijection

}xb/(;o ~ Db/(;g,

Up désignant l'ouvert de W), constitué¢ des complexes (2) tels que « induise une injection
Hom(&',T') — N. Cette correspondance est algébrique dans le sens suivant : si un ouvert
invariant d’'un des espaces de complexes admet un quasi-bon quotient, l'ouvert correspondant
de l'autre coté admet aussi un quasi-bon quotient, et les deux quotients sont isomorphes. La
bijection précédente est en fait un quasi-isomorphisme fort (cf. chapitre 2). Cela entraine que
certaines propriétés vérifiées par un quasi-bon quotient d’un ouvert invariant d’un des espaces de
complexes seront automatiquement vérifiées par le quotient de 'ouvert correspondant de I'autre
espace de complexes (cf. §2.3, concernant la descente sur les quotients de fibrés vectoriels). On
a aussi une notion similaire de mutation a droite.

Pour appliquer ce qui précéde aux variétés de complexes de type
E—&E — ... —E
on procede de la fagon suivante : on écrit le dernier terme
E =TeoM)ad,

avec
= gl(P)7 M= Ml(p)7 G = @ (g](P) ®M](P)>.
2<j<n,

Dans ce cas, on a

Fo @ e

2<j<nyp
5’§p ) désignant le noyau du morphisme d’évaluation
&P @ Hom(EP, £F)) — £
(supposé surjectif). Les complexes obtenus par mutation sont du type
& — & — ... —& —>51(p)®N,

avec
et

On peut continuer en écrivant

avec

r—ep o= o= (@ €V emr ) o (@ EP o).

2<j<np—1 2<j<np
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On peut ainsi procéder a
q = E 1
0<i<p
mutations successives, et on obtient finalement un complexe du type

f0®N0—>...HFq®Nq,

ou le groupe G’ qui opére est réductif. Il existe un autre chemin possible, en effectuant des
mutations a droite en partant du terme de gauche.

Supposons fixée une polarisation A de I'action de GG sur VW. On peut alors définir naturellement
une polarisation A’ de I'action de G’ sur 'espace W' des complexes précédents. Il reste a étudier
les relations qu'’il y a entre la G-(semi-)stabilité des complexes de W relativement a A, et la
G’-(semi-)stabilité des complexes de W' relativement a A’. Il est toujours vrai que si la mutation
est G’-(semi-)stable relativement a A’, le complexe d’origine est G-(semi-)stable relativement &
A. La réciproque est vraie si on impose des conditions a A. Il faut ensuite montrer que tous les
complexes G'-semi-stables de W sont (a 'action de G’ prés) des mutations de complexes de
W. Cela n’est vrai que si on impose encore d’autres conditions a A. On obtient alors I'existence
d’'un quasi-bon quotient projectif de 'ouvert des points G-semi-stables de WW. En considérant
les mutations & droite, on obtient généralement d’autres valeurs de A pour lesquelles il existe
un quasi-bon quotient projectif.

1.4. Variétés de modules de complexes

On considére dans le §4 des complexes du type
(3) &L — (F1®@M)® (F® M) — G @ Ny,

ou &, Fi, Fo, Gy sont des faisceaux cohérents simples sur X, et Ly, My, My, Ny des espaces
vectoriels de dimension finie. Quelques hypotheses doivent étre faites, notamment que le mor-
phisme d’évaluation

JT"1 ®Hom(]:1,]:2) —).FQ

est surjectif. On note H; son noyau. En effectuant une premiére mutation a gauche on associe
au complexe (3) un complexe

4)  (EeL)dHi®eM)— FieP — G ®N,
avec
P, = (Hom(Fy, F2) @ My) @ M.
On suppose ensuite que le morphisme d’évaluation
& @ Hom (&, Hy) — Ha
est surjectif. Soit Ky son noyau. En effectuant une seconde mutation on obtient un complexe
(5) Ki@My, — &E@Q — F1® P — G1 ® Ny,

avec
Q1 = (Hom(&,Hy) @ My) @ L,
et ici le groupe qui opére est réductif.
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On en déduit dans le théoréme 4.4 I'existence de quasi-bons quotients projectifs d’ouverts de
complexes G-semi-stables de type (3) (pour certaines polarisations).

Dans le §4.5 on étudie le cas des complexes
O(-2) — (O(-1) @ M) ® O — O(1)

sur P,,, M; étant un espace vectoriel tel que 0 < dim(M;) <n+ 1. Dans le cas de Py et
dim(M;) = 3, on obtient trois types de quotients distincts, dont deux lisses. Un des quotients
lisses peut étre obtenu de maniére élémentaire. Le second est non trivial.

1.5. Variétés de modules de morphismes

Dans le §5 on considére des morphismes du type
(&1 @ M) & (& @ My) — F1 ® Ny,

ou &1, &, JF1 sont des faisceaux cohérents simples sur X, et My, My, N; des espaces vectoriels
de dimension finie. On rappelle dans les § 5.1 et 5.2 la construction de variétés de modules
de morphismes G-semi-stables de ce type (pour certaines polarisations) effectuée dans [5]. On
procéde simplement ici & une seule mutation a gauche pour obtenir une action d’un groupe
réductif. Les quotients obtenus par cette méthode sont des bons quotients projectifs, et les
ouverts correspondant aux morphismes G-stables sont des quotients géométriques.

Dans le §5.3 on emploie des mutations a droite. Il faut alors deux mutations successives pour ob-
tenir une action d’un groupe réductif. On obtient des bons quotients de 'ouvert des morphismes
G-semi-stables, pour d’autres polarisations qu’avec la méthode précédente.

Dans la § 5.4 on donne des exemples de constructions de variétés de modules de morphismes
au moyen des méthodes de [5], [2] et du §5.3. On donne un cas ou il n’y a pas de quotient
géométrique de 'ouvert des points stables.

1.6. Mutations non constructives

D’autres sortes de mutations ont été définies dans [2]. On pourrait les appeler des mutations
non constructives. Dans [2] elles sont appliquées & des morphismes, mais on peut sans difficulté
étendre leur définition aux complexes. Elles peuvent aussi servir a construire des bons quotients
d’ouverts de points GG-semi-stables, pour d’autres polarisations que celles qui sont accessibles
par les méthodes décrites ici. La définition des mutations non constructives est basée sur le
résultat suivant : soient £, &', ', G et F des faisceaux cohérents sur X. On suppose que le
morphisme canonique
& — T ®Hom(&' )"
est injectif et on note Fy son conoyau. On suppose aussi que
Ext!(Fy, F) = Ext'(€,T) = Ext' (T, F) = {0}.

Soient M un espace vectoriel de dimension finie et

ol 2 TeoMaoF—L25g
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un complexe tel que 'application linéaire
A:Hom(E' T) — M
déduite de A soit surjective. Alors il existe un complexe
£a T @kea()) —2o Fo@oF —25 g
tel que
ker(a) ~ ker(A), ker(f)/Im(a) ~ ker(B)/Im(A), coker(3) =~ coker(B).
Ce résultat admet aussi une réciproque.

Le différence essentielle entre les mutations constructives et les mutations non constructives
est la suivante : dans le premier cas, on effectue la mutation d’une paire de faisceaux situés
dans le méme terme du complexe, et dans le second cas on effectue la mutation d’une paire de
faisceaux situés dans des termes adjacents du complexe.

2. QUOTIENTS ALGEBRIQUES
2.1. Quasi-bons quotients

Soit G un groupe algébrique. On appelle G-espace une variété algébrique X munie d’une action
algébrique de G. Rappelons qu’on appelle bon quotient de X par G un morphisme

T: X — M

ot M est une variété algébrique) tel que :

ii) Si U est un ouvert de M, alors on a O(U) ~ O(x~Y(U))%.

iii) Si Fy, F» sont des sous-variétés fermées G-invariantes disjointes de X, alors 7(Fy) et w(Fy)
sont des sous-variétés disjointes de M.

(
(i) Le morphisme 7 est G-invariant, affine et surjectif.
(
(

Cette définition est particulierement bien adaptée a I’étude des actions de groupes algébriques
réductifs, car on sait que dans ce cas il existe toujours un bon quotient si X est affine. On
utilisera une notion légérement différente :

Définition 2. On appelle quasi-bon quotient de X par G un morphisme
T X — M

(o M est une variété algébrique) qui est G-invariant, surjectif et tel que les conditions (ii) et
(1ii) précédentes soient vérifiées.

On dit parfois par abus de language que M est le quasi-bon quotient de X par G. On note
comme dans le cas des bons quotients M = X//G. Il est clair qu'un bon quotient est un
quasi-bon quotient.
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2.2. Quasi-isomorphismes

Soient GG, G des groupes algébriques, X un G-espace et X’ un G’-espace.

Définition 3. 1 - On appelle quasi-morphisme de X wvers X' une application

¢: X/G— X')G
telle que pour tout point x de X il existe un ouvert de Zariski U de X contenant x et un
morphisme U — X' induisant ¢.
2 - On appelle quasi-morphisme fort de X wvers X’ la donnée d’un quasi-morphisme

o: X/G— X'|G,
d’un recouvrement ouvert (U;)ie; de X, et dune famille (¢;)ie; de relévements de ¢
¢; : Uy — X', telle que :
(i) pour tout j € I et g € G, le morphisme

ng — X’
x— ¢;(97 ")

appartient a la famille (¢;).
(i1) Pour tous i,j € I, et tout = € U;NU; il existe un voisinage V de x dans U; NU; et un
morphisme X;; : V. — G’ tel que bjpy = Aij @iy

(i1i) Pour tout 1€l et x €U, il existe un voisinage V de (e,x) dans G x U; et un
morphisme v :V — G tel que ~(e,x) =e et que pour tous (g,y) €V, on ait gy € U; et
0i(gy) = (9, 9)9:(y)-

On appelle quasi-isomorphisme de X vers X' une bijection
¢: X/G— X')G

qui est un quasi-morphisme ainsi que son inverse.

Définition 4. Soit 0= (¢: X/G — X'/G',(¢; : Uy — X)) wun quasi-morphisme fort. On
appelle carte de o un relévement local f:U — X' de ¢ (U étant un ouvert non vide de X )
tel que pour tout x € U les propriétés suivantes soient verifiées :

(i) Pour tout i € I il existe un voisinage V' de x dans U NU; et un morphisme \; : V — G’
tel que fiy = Nidiy,

(i) Il existe un voisinage V de (e,x) dans G x U et un morphisme ~:V — G’ tel que
v(e,z) =e et que pour tous (g,y) € V, on ait gy € U et ¢i(gy) =v(9,v)o(y).

On dit que deux quasi-morphismes forts de X dans X’ sont équivalents si les cartes de I'un sont
aussi des cartes de l'autre.
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Il est clair que la composition de deux quasi-morphismes en est un. On va définir ce qu’on entend
par composition de deux quasi-morphismes forts. Soient G, G’; G” des groupes algébriques, X
un G-espace, X’ un G’-espace et X” un G”-espace. Soient

o=(¢: X/G— X'/G (¢ : Ui — X')ier),
o' = (¢ X')G — X"/G", (¢ : U; — X")jes)
des quasi-morphismes forts. Soient
p=¢ 0o¢: X/G— X"/G",
etpouri €I, jeJ, Vy=UnNg¢ " (U)), et
iy =& 0di: Viy — X"

On pose
T=:X/G— X"/G", (Vij: Vij — X")ij)erxa)-

Lemme 2.1. 7 est un quasi-morphisme fort de X dans X'.

Démonstration. Soit z € V;;. Pour (g,y) dans un voisinage convenable de (e, x), on a

Vij(gy) = &5 0 ¢i(gy) = ¢5(vi(9,¥)0i(v)) = 7;(i(g,9), Di(y)Vis(y),
i (resp. 7;) étant un morphisme & valeurs dans G’ (resp. G") défini sur un voisinage de (e, z)
(resp. (e, ¢;(x))). En posant
%ii(9,y) = Vi (Vi(9, v), #i(y))
on obtient donc v;;(gy) = 7i;(g, y)1i;(y). D’autre part, soient ¢, € 1,5,7" € J et
x € V; ;N Vi . Avec des notations évidentes, on a, pour y dans un voisinage de x

@ 0 du(y) = & (Niwr (¥)0i(y))-

Posons gj = \i#(z) € G'. Alors on a

& N (1) Bi () = 7 i (1) 96+ 960 () D (909:(y)) = Vi Nair ()90~ 9odi(y)) D (03(y))

pour un k convenable dans .J. On obtient finalement

& 0 dir(y) = 7 N (V) 90 () Ny (03 (1)) © i),
c’est-a-dire
¢;~/ o ¢gi(y) = O jr 5 (y)tb; 0 ¢i(y),
avec
O is () = 7 N (W), 9di () Ny (03 ().
O

On définit de maniére évidente le quasi-morphisme fort identité Iy de X dans X. Il est clair
que la composition a droite ou a gauche d’'un quasi-morphisme fort avec Iy donne un quasi-
morphisme fort équivalent. On définit un quasi-isomorphisme fort o de X dans X’ comme étant
un quasi-morphisme fort de X dans X’ tel qu’il existe un quasi-morphisme fort ¢’ de X’ dans
X tel que o o0’ (resp. 0’ o o) soit équivalent a Iy: (resp. Iy).
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Exemples : 1 - Supposons qu’il existe un morphisme ¢ : X — X’ compatible avec un
morphisme de groupes algébriques « : G — G, c’est-a-dire que pour tous g € G, x € X, on
a ¢(gr) = a(x)p(x). Soit

¢:X/G— X'/G
I'application déduite de ¢. Alors (¢, ¢) est un quasi-morphisme fort de X dans X’. Clest
I’exemple le plus simple.

2 - Supposons qu’il existe un quasi-isomorphisme fort o : X — X’ et soit U un ouvert G-
invariant de X. Soit U’ 'ouvert G’-invariant correspondant de X’. Alors ¢ induit un quasi-
isomorphisme fort U — U’.

Il est clair que si

o: X/G— X')G
est un quasi-isomorphisme (non nécessairement fort), ¢ induit une bijection entre I’ensemble des
ouverts (resp. fermés) G-invariants de X et I’ensemble des ouverts (resp. fermés) G’-invariants
de X’. Si U est un ouvert G-invariant de X, et U’ 'ouvert G’-invariant correspondant de X', ¢
induit un isomorphisme d’anneaux

oOU)°¢ ~ oW,

Plus généralement, si Y est une variété algébrique, les morphismes G-invariants X — Y
s’identifient de maniére évidente aux morphismes G’-invariants X' — Y.

Proposition 2.2. Si X et X’ sont quasi-isomorphes, il existe un quasi-bon quotient de X par G
si et seulement si il existe un quasi-bon quotient de X' par G, et dans ce cas les deux quotients
sont isomorphes.

Démonstration. Supposons qu’il existe un quasi-bon quotient
T X — M

de X par G. Soit
¢: X/G— X')G
un quasi-isomorphisme. Puisque 7 est G-invariant, il définit un morphisme G’-invariant
7 X' — M.

Il est immeédiat que c¢’est un quasi-bon quotient de X' par G. 0]

Remarque : La proposition 2.2 est vraie pour des bons quotients si on suppose en plus que les
variétés X et X’ sont affines et si tout ouvert affine d’une de ces variétés est le complémentaire
d’une hypersurface (c’est le cas par exemple lorsque X et X’ sont factorielles, ¢’est-a-dire que
leurs anneaux de fonctions réguliéres sont factoriels). En effet dans ce cas les ouverts affines G-
invariants (resp. G'-invariants) de X (resp. X') sont alors les complémentaires des hypersurfaces
G-invariantes (resp. G'-invariantes), et il est aisé de voir que via ¢ les hypersurfaces invariantes
de X correspondent exactement & celles de X’. C’est ce qui se produit dans [2], ot X et X’
sont des ouverts d’espaces affines.
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2.3. Lemme de descente

On montre ici que la notion de quasi-isomorphisme fort préserve une propriété importante :
la possibilité de descendre au quotient des G-fibrés adéquats sur X. Rappelons qu'un G-fibré
vectoriel sur X est un fibré vectoriel algébrique F' sur X muni d’une action algébrique linéaire
de G, au dessus de 'action de G sur X. S’il existe un quasi-bon quotient 7 : X — M, on dit
que F' descend a M s’il existe un fibré vectoriel algébrique E sur M et un isomorphisme de
G-fibrés

F ~ 7*(F).

Définition 5. On dit qu’un G-fibré vectoriel F' sur X est admissible si pour tout point x de
X, le stabilisateur de x dans G agit trivialement sur F.

Il est clair que s'il existe un quasi-bon quotient M = X//G, et si F' descend a M, alors F' est
admissible. On démontre dans [4] le résultat suivant :

Lemme 2.3. (Lemme de descente) Si le groupe G est réductif et s’il existe un bon quotient
m: X — M, tout G-fibré admissible sur X descend a M.

Une justification de la notion de quasi-isomorphisme fort est le résultat suivant :

Proposition 2.4. On suppose donné un quasi-isomorphisme fort de X dans X'. Soit r un
entier. Alors

1 - 1l emiste une bijection canonique entre l’ensemble des classes d’isomorphisme de G-fibrés
vectoriels admissibles de rang r sur X et l'ensemble des classes d’isomorphisme de G'-fibrés
vectoriels admissibles de rang v sur X'.

2 - On suppose qu’il existe un quasi-bon quotient
M = X//G = X']]G.

Alors un G-fibré vectoriel admissible sur X descend a M si et seulement si le G'—fibré vectoriel
admissible correspondant sur X' descend a M, et les fibrés vectoriels associés sur M sont les
memes.

Démonstration. Soit (¢ : X/G — X'/G', (¢; : U; — X)) le quasi-isomorphisme fort. Soit
F’" un G'-fibré vectoriel admissible sur X’. On va lui associer un G-fibré vectoriel admissible F'
sur X. On commence par construire [’ sans sa structure algébrique. Soit €: X — X’ une
application au dessus de ¢. On pose F, =¢€"(F’). Si ¢ : X — X' est une autre application
au dessus de ¢, il existe une application 0 : X — G’ telle que ¢ = f.c. Puisque F’ est un
G'-fibré on obtient un isomorphisme F,~ F., qui en z € X est la multiplication par 6(z)
F e’(x) — F e’,(x). Puisque F” est admissible, I'isomorphisme précédent est indépendant du choix
de €. On peut donc définir sans ambiguité F' = F..
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Définissons maintenant 1'action de G sur F. Soient g € G, x € X. Alors €(x) et €(gx) sont dans

la méme G’-orbite, donc on a un isomorphisme canonique
/ /

e(gz) gz

qui ne dépend pas de e. Il est clair qu’on définit ainsi une action de G sur F', et que le stabilisateur
de x agit trivialement sur F.

On définit maintenant la structure algébrique sur F. Soient i € [ et x € U;. Soit V un voisinage
de ¢;(x) tel qu’on ait une trivialisation

F"V ~ Oy ®C".
On définit sur U = U; N ¢; 1(V) une trivialisation locale
Fy ~¢"(Fiy) ~ Oy @ C.

Il faut vérifier que ces trivialisations se recollent algébriquement. Cela découle immédiatement
de la condition (ii) de la définition d’un quasi-morphisme fort. Le fait que l'action de G est
algébrique découle de la condition (iii).

Les autres assertions sont immeédiates et laissées au lecteur. [l

Si G est réductif et s'il existe un bon quotient M = X//G, on en déduit que tout G'-espace
fortement quasi-isomorphe & X vérifie le lemme de descente, c’est-a-dire que tout G’-fibré
vectoriel admissible sur X’ descend & M.

3. MUTATIONS CONSTRUCTIVES

3.1. Mutations constructives en termes de faisceaux

3.1.1. Un exemple simple

Soient £, F, G, I' des faisceaux cohérents sur une variété projective X, M un espace vectoriel
de dimension finie non nul. On suppose que le morphisme d’évaluation

'@ Hom(I',G) — G
est surjectif. Soit £’ son noyau. On suppose aussi que 'application linéaire canonique
Hom(T, G)* — Hom(&',T)
est bijective, et que la composition
¢:Hom(&,T') ® Hom(I', G) — Hom(&, G)

est surjective.
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Proposition 3.1. Soit
E—2sTreMaeg L5 F
un compleze, avec A injectif et B surjectif. Alors il existe un complexe

faf —“sreN 2 F,
avec N =Hom(I',G) & M, « étant injectif, B surjectif, et ker(f)/Im(a) ~ ker(B)/Im(A).

Démonstration. Le morphisme
a:E®E — T ®(MaeHom(T,G))
est la somme d’'un morphisme
& —T®(MaHom(T,G))

provenant de A (qui existe car ¢ est surjective), et de l'inclusion & — I' ® Hom(I',G). On a
un diagramme commutatif avec colonnes exactes :

0 0
g'f e

gog = I'® (M & Hom(T, G))
o A ,(F®'M)@Q
0 0

On en déduit que « est injectif et que coker(a) =~ coker(A). On définit le morphisme [ par le
carré commutatif

I'® (M@ Hom(T,G)) — 2~ F

JT_'

TeM)®g

On en déduit que S est surjectif, 5oa =0 et ker(f)/Im(a) ~ ker(B)/Im(A). O
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On a bien str une réciproque :

Proposition 3.2. Soit
Eef —“ 3TN 5 F
un complexe, avec a injectif et B surjectif. On suppose que 'application linéaire
A:Hom(E',I') — N
déduite de a est injective. Alors il existe un complexe
E—2 s TreMaeg 25 F
avec M = coker(X), A étant injectif, B surjectif et ker(B)/Im(A) =~ ker(f)/Im(c).

Démonstration. Analogue & la proposition précédente. O

3.1.2. Le cas général

On se place dans la situation du § 3.1. Soient U, V, Gy des faisceaux cohérents sur X. On
démontre comme la proposition 3.1 la

Proposition 3.3. 1 - Soit
0—U—E 25 TM®GDHG —2—s F—V —0

un compleze, exact en U, £, F, V. Alors il existe un complexe

[

0—>U—>€@8’—>(F®N)@QOL>}"—>V—>0,

avec
N = Hom(I',G) & M,
ezact sauf au plus en (I' @ N) @ Gy, et tel que ker(5)/Im(a) =~ ker(B)/Im(A).

2 - Réciproquement, si N est un espace vectoriel, et si on a un complexe du second type exact
enUd, EBE', F,V, tel que que application linéaire

A:Hom(&E',I') — N

déduite de a soit injective. Alors il existe un complexe du premier type, avec M = coker(\),

exact en U, €, F, V, et tel que ker(B)/Im(A) ~ ker(f)/Im(a).

3.2. Mutations constructives abstraites

On décrit ici de maniére abstraite la situation de la proposition 3.1 (sans tenir compte de
I'injectivité de A et « et de la surjectivité de B et [3). Il est possible de faire la méme chose dans le
cas plus général de la proposition 3.3. On étudie I'action de certains groupes d’automorphismes
sur ’espace de tous les complexes, et on étudie la relation entre les orbites des deux types de
complexes. Des hypothéses supplémentaires sont faites dans cette version abstraite, par exemple
on suppose que I' est simple.
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3.2.1. Espaces de complexes de type 1 (version simplifiée)

3.2.1.1 Définition

Soient 2y, Zs, Z3, Zy , H, T', M des espaces vectoriels de dimension finie. On pose
Woe=(Z10M)® Z, @ (Z3 @ M*) © Z,.
Soient
c: 21 QH — 7>,
o H®Z, — Zs,
T ® 4y — T,
T Iy 7y — T

des applications linéaires. On suppose que o est surjective, et que ¢’ induit une inclusion
Zy C H* ® Z3. On suppose aussi que le diagramme suivant est commutatif :

0'®IZ4
Z1®H®Z4 —_— ZQ®Z4

(D) 1| |~

AR —_— T

Soit Q¢ C W l'ensemble des points (¢1, 22, ¢3, 24) tels que
T(<¢1a ¢3>) + 7-/(22 X Z4) = 07
<1, p3> désignant 'image de ¢; ® ¢3 par la contraction de M
Zl®M®Z3®M* —>Zl®Z3.
Soient G, Gg et Gy des groupes. On suppose que :
G, opére linéairement & droite sur 2y, Z,, T.
Gr opére linéairement & gauche sur Zs, Z4, T

G opére linéairement & gauche sur Zy, H, et linéairement & droite sur Zj.
On suppose que ces actions sont compatibles entre elles et avec o, ¢/, 7, 7. Par exemple, on a

o(z19, ® h) = 0(z1 @ h)gr, o' (goh ® z4) = 0(h ® z490), (9rt)9r = 9gr(tgr),
si 21GZl,Z4€Z4,hGH,tET,gLGGL,QREGRetg()GGo.

Définition 6. La donnée © de Zy, Zo, Z3, Zy, H, T, M, o, o', 7, 7/, et des actions de Gy,
Gr et Gy s’appelle un espace abstrait de complexes de type 1, et Q¢ est l'espace total de ©.

3.2.1.2 Dictionnaire

Dans la situation du §3.1, on a
Zy =Hom(E,T), Zy=Hom(&,G),
Z3 = Hom([', F), Z4;= Hom(G,F),
T = Hom(E, F), H =Hom(T,G),
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les applications o, o’,7,7" sont les compositions, et

Gp = Awt(€), Gr=Aut(F), Go=Aut(G).

3.2.1.3 Groupes associés

Les groupes G7 et G agissent a gauche de maniére évidente sur W, et Q¢ est invariant par
ces groupes. Soit (7 le groupe constitué des matrices

()
¢ 9o
avec gy € GL(M), go € Go, ¢ € M* ® H (laloi de composition est évidente). Le groupe G, agit

linéairement a gauche sur We : cette action provient d’une action a gauche sur (Z; ® M) @ Z
et d’une action a droite sur (Z3 @ M*) @ Zy : si (¢1, 29, 03,24) € W et g1 € Gy, on a

91(01, 22, 03, 21) = (91(01, 22), (3, 24) 97 ).
L’action a gauche de Gy sur (Z; @ M) @ Zy est :

gu 0 b1\ _ gu 1
¢ 9o 2 0(<¢, ¢1>) + goz2 )
L’action & droite de Gy sur (Z3 @ M*) & Z; est :
gu 0
(¢37 Z4) ( ¢ 9

En utilisant la commutativité du diagramme (D), on montre aisément que Q¢ est G-invariant.
Plus généralement, on montre que l'application

Wc—>T

(¢1, 22, B3, 22) — T(<1, P3>) + 7'(20 @ 24)
est Gy-invariante. Dans la situation du §2.2.1.2, on a G; = Aut((I' ® M) & G).

) = (¢agumr + (Inr ® 0") (¢ ® 24), 2490)-

On pose
G = G? x Gy xGg,
qui agit a gauche sur We et Q¢.

3.2.2. FEspaces de complexes de type 2

3.2.2.1 Définition

Soient Z1, Yo, T, Z3, T, K, N des espaces vectoriels de dimension finie, et
We=(Z19N)® (Ya@N) & (Z3 @ N*).
Soient
v:K®Y, — Zy,
Vi iK®T, — T,
AN Yo® Zs — T,
T4y — T
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des applications linéraires. On suppose que v induit une inclusion K C Z; ® Y5 et que A est
surjective. On suppose aussi que le diagramme suivant est commutatif :

V®IZ3
K@Yé@Zg e Zl®Zg

(D) IK®)\l lr

v

Soit Q. C W/, T'ensemble des points (1,19, 93) tels que
T(<thr, ¥3>) = M(<tha,h3>) = 0,

ou <> désigne la contraction de N.
Soient G, Gy, Gr des groupes. On suppose que
G, opére linéairement a droite sur T', Z; et K,
Gr opére linéairement & gauche sur T, Z3 et T,
G opére linéairement & gauche sur K et linéairement & droite sur 75 et Y5.

On suppose comme pour les complexes de type 1 que les actions des groupes sont compatibles
entre elles et avec les applications v, v/, X et 7.

Définition 7. La donnée ©' de Z,, Ys, Ty, Z3, T, K, N, v, V', A\, T et des actions de Gp,, Gy,
Gr s’appelle un espace abstrait de complexes de type 2, et Q. est I'espace total de ©'.

3.2.2.2 Dictionnaire

Dans la situation du §3.1, on a
Z, = Hom(&,T), Yo = Hom(&',T),
Z3 =Hom(I', F), T, =Hom(&', F),
T =Hom(&, F), K =Hom(&, &),
les applications v, v/, A\, 7 sont les compositions et

G = Auwt(€), G = Aut(F), Go = Aut(&).

3.2.2.3 Groupes associés

Les groupes G et G agissent a gauche de maniére évidente sur W/, et @}, est invariant par
ces groupes. Soit GG} le groupe constitué des matrices

g O
E g0

avec g1 € G, go € Gy, k € K (la loi de composition est évidente). Alors G agit a droite sur
Z1 DYy

0
(21,92) ( gkL g% ) = (2191 + v(k ®y2), y290)

Dans la situation du §3.2.2.2, on a G| = Aut(€E @ &').
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On en déduit une action a gauche de
G' = GL(N) x G} x Gp

sur W(,. On vérifie comme dans le cas des compl