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THEORIE DE LA MESURE DANS LES LIEUX REGULIERS
ou

LES INTERSECTIONS CACHEES DANS LE PARADOXE DE BANACH-TARSKI

Olivier Leroy



PREAMBULE

La disparition brutale d’Olivier Leroy en avril 1996 a privé la communauté

mathématique d’un esprit brillant(*) mais bien méconnu.

Le texte qui suit est la transcription fidele d’un manuscrit qu’il avait rédigé
en 1995 a la suite de deux exposés donnés au séminaire AGATA sur le probleme
de la mesure dans les lieux. D’autres travaux sur le méme sujet ont été laissés en
chantier par O.Leroy, en particulier une amorce de théorie de l'intégration, mais

nous ne présentons ici, pour 'instant, que la partie consacrée a la mesure.

Nous avons pris l'initiative de compléter le texte original par : une introduc-
tion, les notes en bas de page, des ajouts entre doubles crochets ([[...]]), ainsi

qu’une annexe (sous-espaces et sous-lieux d’un espace topologique).

Montpellier le 20 mai 1998

Jean Malgoire, Christine Voisin

(*) voir par exemple : A. Grothendieck, Récoltes et Semailles, Tome II, note 96,
pages 409 a 413.



INTRODUCTION

Il est bien connu que l'axiome du choix implique D’existence de parties
non mesurables pour la mesure de Lebesgue sur R ainsi que l'existence de
décompositions “paradoxales” de la boule unité de R?® (Banach-Tarski). Ceci est
généralement interprété comme le prix a payer pour les nombreux services rendus

par cet axiome (*).

La théorie proposée par Olivier Leroy montre que l'on peut avoir simul-
tanément 'axiome du choix et “tout est mesurable” ! Elle se place dans le cadre
des lieux (terme francais choisi par 'auteur comme traduction de 1’anglais locales)
qui sont des cas particuliers de topos au sens de Grothendieck : un lieu est sim-
plement un ensemble ordonné qui a les propriétés formelles de I’ensemble ordonné
des ouverts d’un espace topologique. Les lieux ont déja fait I'objet de nombreuses

études (cf (**) et son abondante bibliographie).

Un des aspects remarquables de cette théorie (en particulier pour ceux,
nombreux, qui ont une méfiance systématique pour les généralisations...) est qu’elle
s’applique de maniere pertinente aux espaces topologiques habituels dans lesquels
elle fait apparaitre des “sous-espaces non classiques” (des sous-lieux) ; avec pour
conséquence que l'intersection (aux sens des sous-lieux) de sous-espaces ordinaires

n’est plus forcément un sous-espace ordinaire. (***)

Le résultat le plus frappant est sans doute que le prolongement naturel de
la mesure extérieure de Lebesgue (sur [0, 1] par exemple) a tous les sous-lieux de

0, 1] est une mesure o-additive extérieurement réguliére ! !!

Les partitions (ensemblistes) “paradoxales” qui donnaient des parties
non mesurables au sens de Lebesgue ne sont plus des partitions au sens des lieux :

il y a des intersections cachées ...

(*) par exemple, comme nous l’avait fait remarquer Olivier Leroy, la moyennabili-
té des groupes abéliens : i.e. I'existence de mesures additives (ou densité) invari-
antes par translations, de masse totale 1, définies sur 1’ensemble de toutes les

parties.
(**) Sheaves in Geometry and Logic. S.Mac Lane & I.Moerdijk. Springer 92.
(***) on a par exemple un sous-lieu de R (appelé lieu générique de R ) qui est

I'intersection des ouverts denses et qui est encore dense (bien que sans point!).
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I - SOUS-TOPOS DANS LES ESPACES TOPOLOGIQUES

1 - Reconstitution d’un espace topologique a partir de ses ouverts.

Vocabulaire et notation. On dit qu’un espace E est irréductible s’il est non-vide et
s’il n’existe pas dans F deux ouverts non-vides disjoints. D’autre part, on appelle
point générique de E tout point x tel que @ = F. Enfin, on dit que F est sobre
si toute partie fermée irréductible de £ admet un point générique et un seul.

(en particulier : 1) tout espace séparé est sobre, puisque tout fermé irréductible se

réduit a un point, 2) Si A est un anneau commutatif unifere, Spec A est sobre).

Tous les espaces considérés dans la suite sont supposés sobres. Pour tout

espace E, on notera O(E) I’ensemble des ouverts de E ordonné par inclusion.

Proposition 1. Etant donnés deux espaces sobres E, F et une application
croissante ¢ : O(F) — O(F), les propositions suivantes sont équivalentes :

a) 1l existe une unique application continue f : F — E telle que

7Y (V) = (V) pour tout ouvert V de E.

b) o(0) =0, o(E) = F, et ¢ commute aux intersections finies et aux réunions

quelconques.

(En particulier si F' se réduit & un point, on obtient une description de I’ensemble
des points de E en termes de l’ensemble des ouverts.)
Cette proposition montre qu’on peut plonger la catégorie des espaces (sobres)

et applications continues dans une catégorie plus large de “lieux” (loci en anglais)

(*)-

Définition 1. Un lieu E consiste en la donnée d’un ensemble ordonné (O(FE), C),
([[dont les éléments sont appelés ouverts]]) qui a les propriétés suivantes :

a) Il existe un plus petit élément Og (ou (}) et un plus grand élément 1 (ou
E par abus de notation)

b) Toute famille (V;) d’éléments de O(E) a une borne supérieure, ([[appelée
réunion]]), et notée UV;.

c¢) Tout couple ZU,V d’éléments de O(F) a une borne inférieure, ([[appelée
intersection de U et V]]), et notée UNV.

(*) ou encore locales.



d) Pour toute famille (V;) d’éléments de O(E) et tout W € O(E), on a
WnUV) =uWwnv)
(En d’autres termes, O(FE) est un treillis distributif complet).

Définition 2. Etant donnés deux lieux F, F' un morphisme f : F — F' est une
application croissante f*: O(F) — O(FE) telle que
a) f*(Or) = Og, f*(1r) = 1g

b) f* commute aux intersections finies et aux unions quelconques.

Pour tout U € O(E), 'ensemble des V € O(F) tels que f*(V) C U a donc
un plus grand élément qu’on notera f.(U).

On a la relation d’adjonction
f*(V)cU <=V cC f.(U)
Elle implique que f* est entierement déterminée par f..

Commentaire. La structure de lieu est équivalente a celle de topos (de Grothen-
dieck) engendré par ses ouverts; les morphismes de lieux s’identifient aux mor-
phismes (géométriques) de topos. D’apres la proposition 1, on a une équivalence
naturelle entre la catégorie des espaces sobres et applications continues, et une

sous-catégorie pleine de la catégorie des lieux.

2 - Notion de sous-lieu.

Lemme 1 et définition. Pour tout morphisme de lieux f : E — F, les propriétés
suivantes sont équivalentes

(i) f* est surjective

(ii) f« est injective

(iii) f*f« = 1lo(g) [[Les compositions sont notées par juxtaposition.]]

On appellera plongement tout morphisme de lieux ayant ces propriétés.
Preuve : découle immédiatement de la relation d’adjonction entre f* et f,.

Remarque. Soit f : E — F' une application continue entre espaces sobres. Pour
que f soit un plongement (en tant que morphisme de lieux) il faut et il suffit qu’elle

soit un homéomorphisme de E sur un sous-espace de F'.



Preuve. La condition est suffisante par définition de la topologie induite.

Inversement, supposons que f soit un plongement. Soit z, 2’ deux points de F

tels que f(x) = f(a'). Alors fo(E—(x)) = fo(E — (2')), d’ou (x) = (x') puisque fi
est injective, et © = a’ puisque E est sobre. Donc I'application x — f(z) est une
bijection de I’ensemble des points de E sur un ensemble de points de F'. Puisque

f* est surjective, c’est un homémorphisme sur le sous-espace correspondant.

Lemme 2. Soient i : X — E un plongement et f : Y — E un morphisme de
lieux. Pour que f se factorise par i, il faut et il suffit que f.f*(V) D i,4*(V) pour
tout Ve O(E).

Corollaire : deux plongements i : X — FE et j : Y — E sont isomorphes si et

seulement si ©,1* = j.j".
Preuve du lemme 2 : Condition nécessaire. Pour tout V€ O(E),onaV C f.f*(V)

par adjonction entre f, et f*. Soit g: Y — Y tel que f = ig. On a successivement

V Ci,g.g"i" (V)
i*(V) C geg™i* (V) par adjonction

Condition suffisante. On a f*f.f* = f* :eneffet,si V € O(E),onaV C f.f*(V),
donc f*(V) C f*f.f*(V). D’autre part, I'inclusion f,. f*(V) C f.f*(V) donne par
adjonction f* f. f*(V) C f*(V). Supposons maintenant 7,i* C f,f*. Alors

fr(v) = frias(v)
pour tout V € O(E) : en effet
V Ci,i* (V)= f*(V) C fi,i"(V)
et d’autre part
i3 (V) C fuf* (V) = fri (V) C f fuf* (V) = f*(V)

Par conséquent, étant donnés V,W € O(E), la relation i*(V) = i* (W) implique
f*(V) = f*(W). Puisque i* est surjective, il existe donc une application et une
seule g* : O(X) — O(Y) telle que g*i* = f*. Puisque f* et i* commutent aux

intersections finies et aux réunions, il en est de méme pour g*, cqfd.



Lemme 3. Soient E un lieu et e : O(E) — O(E) une application croissante. Les

propriétés suivantes sont équivalentes

(a) il existe un lieu X et un morphisme f : X — E telque e = f, f*.

(a bis) idem avec un plongement

(b) e est idempotent, pour tout U,V € O(E), e(U) D U, et e(UNV) =
e(U)ne(V) .

Preuve. (a) = (b). Les deux premieres propriétés de b) ont été établies dans la
démonstration du lemme précédent ; d’autre part f, commute aux inf quelconques
pour tout morphisme de lieux f, puisque c¢’est ’adjointe a droite de f*.

(b) = (a bis). Soit Q 'ensemble des V € O(FE) tels que e(V) = V; c’est
aussi 'image de 'application e. Prouvons que 2 est un treillis distributif complet

pour 'ordre induit.
1)SiUVeQ alors e(UNV)=e(U)Ne(V)=UNV,donc UNV € Q.
2) Soient (V;) une famille d’éléments de 2 et W un élément de Q2. On a :

Viel, V,CW-<<=UV,CW

—eUV;)) CW

donc e(UV;) est borne supérieure de la famille (V;) dans Q.

3) Enfin, avec les mémes notations, on a
Wne(UVi) = e(W)Ne(UV;) = e(WN(UV;)) = e(UWNV;))

d’on la distributivité.

On peut donc définir un lieu X par O(X) = ; nous avons aussi démontré
que Papplication e : O(E) — € qui est surjective est I'image inverse pour un
morphisme de lieux i : X — E qui est un plongement. Etant donnés V' € O(FE)
et WeQ, ona

e(V)CW<«=VCcW

donc i, est I'inclusion Q@ — O(E), d’ou i,i* = e.



3 - Définition d’un sous-lieu ; inclusion.

Un sous-lieu X d'un lieu E consiste en la donnée d’une application
ex : O(FE) — O(F)

ayant les propriétés équivalentes du lemme 3 (projecteur associé). On “matérialise”

le lieu correspondant par
O(X) =Im(ex) ={V € O(E) | ex(V) =V}

le plongement iy : X — E étant donné par i% (V) = e (V), (iy)«(U) ="U.

Le lemme 2 justifie la définition de I'inclusion entre sous-lieux :

XCY si exDey

4 - Réunions et intersections.

Proposition et définition. Soient (X;); une famille de sous-lieux de E et (e;);
les projecteurs associés. Pour tout V € O(FE), soit e(V') la réunion des W € O(FE)
qui sont contenus dans tous les e, (V). Alors

i) e est le projecteur associé a un sous-lieu X de E

ii) un sous-lieu Z de E contient X si et seulement si il contient tous les X; .

X est encore appelé la réunion des X; et noté U X;.
K3

Preuve de i). Puisque V' C e,(V) pour tout i, on a V' C e(V). Pour prouver que e

est idempotent, on remarque que
e;(e(V)) Ceile;(V)) =e;(V)
Enfin, étant donnés U, V,W € O(F)

WcCce(UNV)< W Ce,l
<~ W Ce;(U)Ne; (V) pour tout i
<~ W CeU)Ne(V)

(UNV) pour tout i

(2

Preuve de ii). Si X; C Z pour tout 4, alors e, C e, pour tout ¢, donc e, C e = ey.
Inversement, X; C Y pour tout ¢ puisque e C e,.

On appelle Y la réunion des X;



On a donc aussi une intersection notée N X; : c’est la réunion des sous-lieux
contenus dans tous les X;. Je ne connais pas de formule générale pour le projecteur
associé a une intersection (voir cependant Lemme 10). On démontrera plus loin

que

XNYUZ)=(XNnY)u(Xn2Z)

quels que soient les sous-lieux X,Y,Z de E (ce n’est pas immédiat). Mais

I'intersection n’est pas distributive par rapport aux réunions infinies (*).

5 - Images directes.

Soit f : E — F un morphisme de lieux. L’application f,f* : O(F) — O(F)
est le projecteur associé a un sous-lieu Im(f) de F. D’apres le lemme 2, Im(f) est
le plus petit sous-lieu de F' par lequel f se factorise. Pour tout sous-lieu X de F,

on définira I'image directe de X par

f(X) =Im(fiy)

[[voir note ci-dessous (**)]]

Lemme 4. Les images directes sont transitives : étant donnés deux morphismes

de lieux f : F — F,g: F — G et un sous-lieu X de E, on a

(9/)(X) = g(f(X)).

(*) Contre exemple : soit g le lieu générique de R (cf plus loin en 11); comme

R est sans point isolé on a yg N [{x}] = 0 pour tout = dans R. D’ou

wN(YHz)=m#0= U (rn{z}]).

(**) on a la formule fort utile

En effet : (fix)«(fix)" = filix)<(ix)" f* = fiex [~



Preuve. Soit Y = f(X), et considérons le diagramme commutatif

Puisque Y est le plus petit sous-lieu de F' par lequel fi, se factorise, on a
Im(u) =Y, d’ott uyu* (V) =V pour tout Ve O(Y). Si h = gfiy, on a donc

*

hah® = gu(iy ) susu™ (iy)* 9" = gu(iy )« (iy )" g

Lemme 5. Pour tout morphisme de lieux f : E — F et toute famille (X;) de

sous-lieux de E, on a
FUX) = U F(X;)

[[voir une autre preuve dans la note ci-dessous :(*)]]

(*) On a
vi, €rx,) = f*exif* et Cruxy) = f*egxif*

On a par définition de e f£(x;)  bour tous W, W' ouverts de I,

W' c ey sy (W) =i, W' C(epx,)) (W)
= Vi, W' C(feex,[)W)
= Vi, [T(W) Cex, (f*(W))
= frW)c (eux (W)
W L) V)

— W'C (ef(uxi))(W)

dou:  fUX;) =U [f(X,).



Preuve. On définit la somme disjointe S des lieux X; par

Les inclusions u; : X; — .S étant données par u; = pr;. Les plongements X; — E

donnent un morphisme u : S — F

u' (V) = (ex, (V)i

La réunion des X; est I'image de wu :

en effet, pour tout (W;); € O(S) et tout V€ O(E), on a

V Cu(W;)) <= u™ (V) C (W;);
= (ex, (V) € (W)

<V C W,; pour tout ¢

Donc u,u*(V') est le plus grand élément de O(E) contenu pour tout i dans ey (V).

Notons T' la somme disjointe des f(X;) et v: T — F le morphisme naturel.

Considérons le diagramme commutatif

on a

f(LlJ Xi) = f(Imu) = Im(fu) (lemme 4)

=Im(vf') = v(Im f) (lemme 4)
— o(T) = U (X))



6 - Images réciproques.

Soient E L5 F un morphisme de lieux et Y un sous-lieu de f. D’apres le
lemme 5, 'ensemble des sous-lieux X de F tels que f(X) C Y a un plus grand
élément que nous noterons f~1(Y). Plus généralement, pour qu'un morphisme de
la forme h : A — E se factorise par f~1(Y), il faut et il suffit que fh se factorise
par Y : en effet

ImhC f71(Y) < f(Imh) CY < Im(fh) C Y

Autrement dit, on a le diagramme cartésien

[[voir note ci-dessous :(*)]]

7 - Sous-lieux ouverts.

Soient E un lieu et U,H € O(FE). Nous noterons ey (H) le plus grand
W € O(E) tel que WNU C H. On vérifie que e est le projecteur associé
a un sous-lieu que nous noterons provisoirement [U]. Les deux lemmes suivants

permettrons d’enlever les crochets.
Lemme 6. a) Pour tout sous-lieu X de E et tout U € O(E)

X Cc[U] <= ex(U)=1g

(*) 1) Siiy désigne l'inclusion d’un sous-lieu X dans E et Z un autre sous-lieu,
on la formule i71(Z) =ZNX comme cas particulier d’image inverse.
ii) On vérifie aussi sans difficulté la commutation des images inverses aux inter-

sections quelconques :
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b) Etant donnés U,V € O(E) on a
[UﬂV]:[U]ﬂ[V], eUﬁvzeUevzeveU et UCV@[U]C[V]
c) Pour toute famille (V;) d’éléments de O(FE), on a

UVl = [V

(2

d) Pour tout morphisme de lieux f : E — F et tout V € O(F') on a

Preuve.
a) Si X C [U], alors 15 = e;(U) C ex(U). Inversement, si e (U) = 1g, alors
pour tout H € O(E)

ey(H) Cex(ey(H)) =ex(UNey(H)) =ex(UNH) Cex(H)
b) Si U C V, alors pour tout H € O(E)
ey (H)NU Cey,(H)NV C H

donc ey, (H) C ey (H), d’ou [U] C [V].
Inversement, si [U] C [V], alors 15 = e, (V) C e, (V), donc U C V.
Pour tous W, H € O(F) on a

<~ WnNU Cey(H)
< W Ceyley(H))

donc e~y = epey -
Si X est un sous-lieu de E contenu dans [U] et [V] on a donc pour tout
H e O(FE)
ex(H) =exex(H) D exey(H) Deyey(H) =eyny(H)

donc [U]N[V] C [UNV]; et on a déja prouvé l'inclusion inverse.
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c¢) Posons X = U[V;] et U = NV;. Pour tout W, H € O(E) on a

W Cex(H) <= Vi, W Cey (H)
— Vi, WNV,CH
— WnNnUCH

< W Cey(H)
d) Posons U = f*(V). Prouvons que f([U]) C [V]. Soit g la composée
U] — E — F. Pour tout H € O(F) on a
[lev(H)NU = fHey(H)NV) = fH(HNV) C f*(H)

donc f*(e, (H)) Ceyf*(H) dou ey, (H) C frey f*(H) = g.g*(H).
Inversement, soit X un sous-lieu de E tel que f(X) C [V]. Soit h = fi la
restriction de f a X. On a
lp =ey (V) C heh* (V)
donc
lg = f"(lr) Ch*(V) = ex(/*(V))
d'ou X C [f*(V)] d’apres (a).

Lemme 7. Soient X un sous-lieu de E et U € O(E). Pour tout V € O(E)

VCex(U)<= [VINnX C[U].

Preuve. Soit ¢ le plongement de X dans F. On a

VCex(U)<=V Cii"(U)
— "(V) ci*(U)
— XN[V]c Xn[U] lemme 6, b) et d)
<~ XN[V]c[U].
Nous pouvons donc identifier O(F) a une partie de 'ensemble SL(E) des sous-
lieux de E, stable par intersections finies et réunions quelconques, et nous parlerons

simplement d’“ouverts” de E. Le lemme 7 permet de faire tous les “calculs” dans

SL(E).
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8 - Sous-lieux fermés.

Etant donné un ouvert V de E, nous définissons le complémentaire £ —V par

ep_yv(H)=HUV pour tout ouvert H.

Lemme 8. Pour tout sous-lieu X de E

VUX=F <«+— FEF-VCX
VNX=0 < XCE-V

(Corollaire : (E—-U=E-V) = U=V)
Preuve. a) Pour tout ouvert H de E on a

ex(H) Cex(HUV) =ex(HUV)Ney,(HUV)
=exuv(HUYV)

doncsi XUV =FE, e (H) CHUV =eg_,(H).

Inversement, prouvons que VU(E — V) = E. Pour tout ouvert H

ey(H)Neg_y(H) = (ey,(H)NV)U(ey (H)NH)
CHUH=H

b) On a VN(E — V) = (). En effet, si X est un sous-lieu contenu dans V' et

E — V, alors pour tout ouvert H on a

ex(H)=exex(H) Deyer_y(H)
=e,(HUV)=E

Le reste de la proposition découle du lemme suivant appliqué a g = i .

Lemme 9. Pour tout morphisme de lieux g : A — FE, on a

gHE-V)=A-g (V).

Preuve. Soient h : B — F un morphisme de lieux et W un ouvert de F'. Pour
que h se factorise que F' — W il faut et il suffit que h=1(W) = (). En effet,
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h se factorise par FF — W <= h,h*(U) D ep_yw(U) VYU € O(E)

(U) D h'ep_w (U) VYU € O(F)

— W' (U) > h*(UUW) = h*(U)UR*(W) VU € O(F)
= (W)=

— " (U

Par conséquent,

h: B — A se factorise par A — g (V) <= h™1g (V) =0
<= gh se factorise par E —V

<= h se factorise par ¢ '(E —V)

Lemme 8 bis. XUE-V)=E<«<=VCX,
XNE-V)=0<= XCV.

Preuve. a) V C X veut dire : ey (H) C e, (H), ou encore : e (H)NV C H, pour
tout H € O(E).
XU(E —-V)=EFE veut dire e, (H)N(HUV) = H, ce qui revient au méme.

b) Si X C V, alors X N(E — V) = () puisque VN(E — V) = (.
Si X N(E—V)=0,alors ) =iz (E—V) =X —ix"(V),
donc i' (V) =X, dou X C V.

Remarques : a) Pour toute famille (V;); d’ouverts de E, on a
E-uUV,=n(E-YV;)
En effet, soit V = UV,. Pour tout sous-lieu X de FE

XCFE—-V<«<=eyx(H)DHUV pourtout h
< eyx(H) D HUV; pour tout h et tout 4
<— X C F -V, pour tout .

b) Quels que soient les ouverts V, W on a

E—(VAW) = (E-V)UE - W)
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En effet, si F = E — (VNW), on a pour tout ouvert H
ep(H)=HUWVNW)=(HUV)NHUW)
=eg_v(H)Neg_w(H)

Les complémentaires des ouverts ont donc bien les propriétés générales des
fermés d’un espace topologique. L’application U —— E — U est une bijection
décroissante entre les ouverts et les fermés, elle transforme les intersections finies

en réunions finies et les réunions en intersection.

9 - Intersections des sous-lieux avec les ouverts et les fermés.

On n’a pas de formule générale pour le projecteur associé a I'intersection de

deux sous-lieux, cependant

Lemme 10. Soit X un sous-lieu de E.
Pour tout ouvert U on a : eynx = €yex

et pour tout fermé F' : €pnx = €xep-

Preuve. a) Etant donnés des ouverts V et H

VCexnyH)<=VNXNUCH
< VNU Cex(H)
<~V Cepyex(H)

b) Pour tout ouvert H, on a

exep(H) Cexnpexnp(H)=exnp(H)

Il suffit donc de vérifier que e = ey ey est le projecteur associé a un sous-lieu. Soit

V Touvert complémentaire de F'. Pour tout ouvert H, on a
e(H)=ex(VUH)
epe(H) =ex(VUH)UV =ex(VUH)

et donc ee(H) = e(H). Les autres propriétés sont évidentes.

[[voir corollaire ci-dessous(*)]]

(*) Corollaire : Soient V' et W deux ouverts de E et X un sous-lieu, alors on a :
XNVUuw)=(XnV)UXnw)

(La vérification est immédiate.)
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Lemme 11. Soient X,Y, L trois sous-lieux de E. Si L est ouvert ou fermé, alors

LN(XUY)=(LNX)U(LNY)

Preuve. Posons M = LN(XUY), N = (LNX)U(LNY). Si L est ouvert, on a

pour tout ouvert H

e (H) =epex yy(H) =ep(ex(H)Ney (H)
=epex(H)Nepey (H)

=ernx(H)Nepny(H) =eyn(H)
et si L est fermé

ey (H) =exyyer(H) =exer(H)Neyep(H)
=exnp(H)Neyn (H) =eyn(H)

10 - Intérieur, extérieur, adhérence, frontiere.

On a encore pour un sous-lieu quelconque X de E la tripartition usuelle en

intérieur, frontiere et extérieur.

Définitions :
Int X = plus grand ouvert contenu dans X
X = plus petit fermé contenant X
0X = XN(E — Int X)
Ext X = plus grand ouvert de E disjoint de X.

Commentons la définition de ’extérieur. On montrera plus loin que ’ensemble
des sous-lieux Y de F tels que XUY = FE a un plus petit élément X°¢. Mais
celui-ci n’est pas nécessairement disjoint de X (i.e. X n’a pas toujours un
“complémentaire”) et son intérieur peut étre strictement plus grand que l'extérieur
de X.

Vérifions les relations usuelles entre Int X, Ext X, X et 0X.

1) X=FE—-ExtX (immédiat)

2) 0X = F — (Int X UExt X) parce que

XN(E~-Int X) = (FE - Ext X)N(E — Int X)
= F — (Ext X Ulnt X)
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3) Int X UOX = X : soit e le projecteur associé & Int X U(E—Ext X UInt X)).

On a pour tout ouvert H

e(H) = ey x(H)N(HUExt X Ulnt X)

Le dernier terme est contenu dans H ; d’autre part, Ext X C e}, v(H) puisque
Ext X NInt X = (). Donc
e(H) = HUExt X.

4) Ext X UOX = F — Int X. En effet

Int X N(Ext X U0X) = (Int X NExt X) U(Int X N 0X)
=0
Int XUExt XUOX = Ext XUX d’apres (3)
=F
5) X dense <= ey (0) =0.

11 - Lieu générique, “l’intersection des complémentaires”.

Pour tout ouvert H de FE, soit

e, (H) =Int H = Ext(Ext(H))

L’application e, est le projecteur associé a un sous-lieu v = v(E) :
(H). Comme e

Il est clair que H C e (H) ¢ H on a e,(H) C H d’ou

2l Y

Prouvons que pour tout couple d’ouverts H, K
e, (HNK)=e,(H)Ne,(K)

Puisque HN K C HNK, I'inclusion D est claire.

Inversement, soit V un ouvert contenu dans H N K. Puisque V C H, alors HNV
est dense dans V' ; de méme K NV est dense dans V. Donc HNK NV est dense
dans V, dou V Cc HNK.

Proposition 1 et définition. vy(F) est le plus petit sous-lieu dense de E. On

Pappellera lieu générique de E.
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Preuve. a) y(F) est dense dans E. En effet, soit V' un ouvert de F disjoint de
v(E). Ona~(E) C E—V, donc

e, (0) Dep_yv(0) =V

or e () = 0.

b) Soit X un sous-lieu dense de E. Il faut montrer que pour tout ouvert H
de E,onaey(H)CH.Soit V=ex(H)NExtH.OnaVNX CHetVNH =0,
dou VNX =0 et V=0.

Soit X un sous-lieu contenu dans tous les ouverts denses. Soient H un ouvert
de F et V= HUExt H, qui est dense. On a :

ey (H) =Ext (Ext H) = Int H = e (H), donc ex (H) D e, (H).

Par conséquent, y(F) est ainsi l'intersection de tous les ouverts denses.

Lemme 12. Pour tout fermé F de E, on a

Y(E)NF =~(E)NInt F.

Preuve. Soit V' T'ouvert complémentaire de F. D’apres le lemme 9, v(E) N F est le
sous-lieu de v(E) complémentaire de v(E)NV. Soit W = Int F' = Ext V. Puisque
VUW est dense dans E, on a v(F) C VUW, donc(*)

(Y E)NV)U(E)NW) =~(E)

VAW =1

et d’apres le lemme 8, v(E) NW est le complémentaire de v(E) NV dans y(F).

(*) corollaire lemme 10.
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II - IMAGE RECIPROQUE D’UNE REUNION

1) Il s’agit de démontrer la proposition suivante :

FEtant donnés un morphisme de lieux Y i> X et deux sous-lieux A, B de X, on a

f7HAUB) = YA U fH(B)

Lemme 1. Soient U un ouvert de X et F le fermé complémentaire. Soient
X' = U UF la somme disjointe de U et F, et p : X' — X le morphisme
canonique. L’application A — p~1(A) est une bijection entre sous-lieux de X et

sous-lieux de X'.

Preuve. 1) Soit A un sous-lieu de X. D’apres le lemme 9 appliqué a l'inclusion
A<= X,ona
A= (ANU)U(ANF)

or

(ANTU)U(ANF) =p(p~'(A))

2) Soient B un sous-lieu de U et C un sous-lieu de F'. D’apres le corollaire du
lemme 10, on a

UN(BUC) = (UNB)UUNC)

donc UN(BUC) =B
FN(BUC)= (FNB)UFNC)

donc FN(BUC) =C.
Par conséquent p~1p(A’) = A’ pour tout sous-lieu A’ de X’.

2) L’algeébre de Boole b(X) engendrée par les ouverts.
Pour toute famille finie Uy,...,U, douverts de X, soit At(Ui,...,Up,)

Pensemble des sous-lieux non-vides de la forme
Hin...NnH,

avec H; =U; ou H = X —U,.
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Soit b(Uy, ..., U,) ensemble des réunions (y compris () de sous-lieux appar-
tenant a At(Uq,...,Uy,).

Corollaire 1 du lemme 1. Soient X’ la somme disjointe des sous-lieux ap-
partenant & At(Uy,...,U,) et X' 25 X le morphisme naturel. L’application
A — p~Y(A) est une bijection entre sous-lieux de X et sous-lieux de X' (et

donc commute aux réunions).

Corollaire 2. b(Uy,...,U,) est stable par unions et intersections dans I’ensemble

des sous-lieux de X, et c’est une algebre de Boole pour ces opérations.

Lemme 2. Pour tout H € b(Uy,...,U,) ona f~(H) € b(f~HUy),..., f~HU,)),

et Iapplication

H— f~(H)
b(Uy,...,Up) — b(f~HUL), ..., [ H(U,))

est un morphisme d’algebre de Boole.

Preuve. Si H appartient & At(Up,...,U,) alors f~'(H) est vide ou dans
At(f~Y(Uy),... f7Y(U,)) d’apres le lemme 9. Soit Y’ la somme disjointe des atomes

sur f~YUy), ..., f~5(U,). On a donc un diagramme cartésien

d’otu le résultat d’apres les deux corollaires précédents.

Soit maintenant b(X) ’ensemble des sous-lieux de X qui sont dans b(Uy,...,U,)

our au moins une famille finie d’ouverts Uy, ..., U,.
Y ) n

Proposition 1. a) b(X) est stable par intersections et unions (finies) dans

Pensemble des sous-lieux de X et c’est une algébre de Boole.
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b) Pour tout H € b(X), on a f~'(H) € b(Y), et I'application H — f~'(H)
est un morphisme d’algebres de Boole b(X) — b(Y).

c) si A, B sont deux sous-lieux de X et si H € b(X), alors HN(AUB) =
(HNA)U(HNB).

Preuve. Le point a) résulte de
b(Ur,...,Up)Ub(Vi,... V) Cb(U,...,Un, Vi,...,V})
Le point (b) est le lemme 2. Point (c) : corollaire 1 du lemme 1.
Lemme 3. Tout sous-lieu de X est intersection filtrante de sous-lieux de b(X).

Preuve. Soit A un sous-lieu de X. Pour tout ouvert V' de X, soit I’élément de b(X)
suivant :

Dy = VU(X — e,(V))

Dy appartient b(X); on va montrer que

A=nD
Qv

d’ou le résultat puisque b(X) est stable par intersections finies.

a) A C Dy pour tout ouvert V de X. On a, pour tout ouvert W de X,

ep, (W) = ey (W)N(WuUey(V))
= WUley(W)Ney(V))

ore,(V)NA CV, donc
eyW)Ne,(VINACe,(W)NV CW

et
ey (W)Ney(V) Ces(W)

b) Soit A’ I'intersection de Dy . Pour tout ouvert V', on a
ear(V)Dep, (V) =VUley(V)Nea(V)) = ea(V)

donc A’ C A.
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Lemme 4. Soient A un sous-lieu de X et (B;) une famille de sous-lieux de X.
On a (*) :
AU(N B;) =N(AUB;)

(2

Preuve. C est évidente. Supposons D fausse. D’apres la le lemme 3 il existe alors
H € b(X) tel que I = AU(N B;) soit inclus dans H et J = N(AU B;) ne soit pas
(2 K3

inclus dans H

Soit K le complémentaire de H dans b(X). On a
INK=0 JNK#0

d’apres la proposition 1, b appliquée aux inclusions I — X, J — X. Or
KN(AUB;) = (KNA)U(KNB;) (prop.1l,c)
=KnNBhB;

(*) Remarque : si X est un lieu, 'ensemble des sous-lieux de X, noté S(X) muni
de linclusion n’est pas un lieu en général : en effet (cf [[,4]) I'intersection n’est
pas en général distributive par rapport aux unions quelconques. Le lemme ci-
dessus montre que S(X) devient un lieu lorsqu’on le munit de la relation d’ordre
D. Le contre-exemple de [I,4] montre que ce lieu n’est pas en général booléen
(contrairement a ce qui ce passe en topologie “ordinaire”).

Les formules déja établies entrainent que ’application qui a tout ouvert U de
X associe X \ [U] définit un morphisme de lieu gx : S(X) — X. De plus si X
et Y sont deux lieux et f: X — Y un morphisme de lieux ’application “image
inverse” de S(Y) dans S(X) définit un morphisme de lieux F' rendant commutatif

le diagramme

Autrement dit X — S(X) définit un foncteur de la catégorie des lieux dans elle-
méme, et la famille (¢gx : S(X) — X)x un morphisme de ce foncteur dans le

foncteur identité.



dou KnJcnB;cl, K=0, H=X, JcCH, contradiction.

Corollaire. Si (4;); et (B;); sont deux familles de sous-lieux de X, alors

(NA;)U(NBj) = N(A;UB;j).

i j R

Preuve. Posons A =N A;, B=nB;.
i J

Le lemme 4 donne

AUB=nNAUB;
J

et aussi AUB; = NA;UB; d’ol le résultat.
7

3) Fin de la preuve du résultat principal.

Posons :
A= r;HZ B = rJ)Kj, avec H;, K; € b(X)
On a
f7HA) = Qf‘l(Hz)
f~H(B) =Qf‘1(Kj)
f Y AUB) = f‘l(irjj (H; UK})) (cor. lemme 4)
=N f Y H;UKj))

= NUTHH) V(ST (KG) - (prop.L, b)

= (rg fH(HY)) U(f; f_l(Kj)) (cor. lemme 4)

= [THA)UfH(B).
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III - THEORIE DE LA MESURE DANS LES LIEUX REGULIERS

1. Définitions.
Définition 1. Nous appellerons mesure (bornée) sur un lieu E toute applica-
tion
p: Ouv(E) — R ayant les propriétés suivantes
n(0) =0
UcV= ulU)<ulV)
pUUV) = pU) +p(V) —pUNV)
p(UV;i) = sup u(V;) pour toute famille filtrante croissante

(Si E est un espace a base dénombrable, on démontre que cette notion est
équivalente a celle de mesure borélienne (positive bornée)).

On prolonge la mesure a 1’ensemble des sous-lieux par

u(X) = inf{u(V) | Vvoisinage de X'}

Lemme 1. Pour toute suite croissante (X, )nen de sous-lieux de F on a

N(% Xpn) = sup u(Xp).

Preuve. Soit € > 0, et prenons une suite (&,,) a termes > 0 telle que Xe,, < e. Pour
tout n, soit V,, un voisinage de X, tel que u(V,,) — u(X,) < en.
Posons W,, = kGO Ve, W=UW, =UV,. On a
= n n

WW) — (X)€Y e
k=0

(vérification par récurrence :
pWhi1) = p(Wa) + p(Vara) = p(Wn 0 Viia)
< p(Wn) + pu(Vigr) — p(Xn)
(puisque W,, N V,,41 est un voisinage de X,,)
< u(Whn) — u(Xn) + u(Xng1) + ngr.)
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et donc
p(W)(= sup p(Wy)) < e +sup u(X»)

Ceci implique p(U X,,) < sup u(X,,) ; I'inégalité inverse est triviale.
n

Définition 2. Un lieu est régulier si pour tout ouvert U de E, les ouverts V'
tels que V' C U recouvrent U (*).

Nous supposons désormais que le lieu E est régulier.

Le but de cette section est d’établir deux résultats sans équivalent dans la
théorie classique.

1) Additivité stricte pour la mesure des sous-lieux
(AU B) = p(A) + p(B) — (AN B)

2) Réduction : Pour tout sous-lieu A de F, ’ensemble des sous-lieux A’ de A

tel que p(A") = p(A) a un plus petit élément R, (A).
2. Restriction d’'une mesure a un sous-lieu.
Lemme 2. Tout sous-lieu de E est intersection de ses voisinages.
Preuve. Soit A un sous-lieu de E. Il suffit de montrer que
es(H) = geV(H), (V voisinage de A)
Soit W un ouvert tel que W C K = e (H). L’ouvert
V=(F-W)UH

est un voisinage de A. En effet

ANV = (ANE -W))U(ANH)
= (AN(E -W))U(ANK)

=ANKUE-W))=ANE = A.

(*) Si X est un espace régulier alors le lieu associé est régulier ; Voir V, corollaire

a la proposition 5.
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Or WnNnV=WnH C H donc
W Cey(H)

Puisque e, (H) est recouvert par les W tels que W C e, (H), la proposition est

démontrée.

Lemme 3. Pour tout ouvert U de E, on a

p(U) + (B = U) = p(E).

Preuve. Soit (V,) la famille des voisinages de E — U, et posons W, = Ext(Vj).

Les W, forment une famille filtrante croissante dont la réunion est U, d’ou
u(U) = sup (W)
or (W) + p(Va) < p(E), dou u(U) + w(E —U) < p(E).
Lemme 4. Pour tout ouvert U de E et tout sous-lieu A on a
u(A) = p(ANU) + p(AN(E = U)).

Preuve. Soit W un voisinage de A. La restriction de p & Ouv(W) est une mesure,

donc d’apres le lemme 3

pW) = p(WUU) + p(Wn(E -U))
> uw(ANU) + w(An(E —-U)

donc
H(A) = p(ANU) + p(AN(E = U)).

Corollaire 1. Etant donnés deux ouverts U, V de E et un sous-lieu A, on a

p(ANUUV)) = w(ANU) + w(ANV) —u(ANUNYV)

Preuve. D’apres le lemme 4 on a

pANUUV)) = p(A) — p(AN(E = U)N(E = V))
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d’autre part
u(A) = p(ANU) + p(AN(E - U))
=pu(ANUNV)+ u(ANUNE =V))+ u(AN(E -U)NYV)
+u(ANE -U)N(E -V))

donc

pw(ANUUV))=pw(ANUNV))+uw(ANUNE = V) +u(AN(E-U)NYV)
=pu(ANU)+ pu(AN(E-TU)NV)
=p(ANU)+ pu(ANE-U)NV)+pu(ANUNV) —pu(AnUNYV)
=pu(ANU)+ pu(ANV)—pu(ANUNV)

Lemme 5. Pour toute famille filtrante croissante (V,,) d’ouverts de E et tout
sous-lieu A, on a
w(ANUV,) =supu(AnVy,)

Corollaire. Restriction d’une mesure.

Soient A un sous-lieu de A et i : A — E l'inclusion. L’application :
Vo= pu(i(V))
Ouv (4) — R*
est une mesure sur A.

Preuve du lemme 5.

> :parce que AN(UV,) D ANV,

< :soit € > 0 et W un voisinage de A tel que u(W) — pu(A) < e.

Pour tout o on a

p(ANVL) + p(AN(E — V) = p(A) (lemme 4)
pW Vo) + p(WNO(E = Vo) = u(W)

donc u(WnNVy) < u(ANVy) +¢

w(ANUV,) < u(WN(UV,)) =sup u(WnNV,)
<supu(ANV,)+e
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3. Sous-lieux réduits et additivité de la mesure.
Proposition 1 et définition. Pour tout sous-lieu A de E, I'’ensemble des sous-
lieux A" C A tel que p(A’) = p(A) admet un plus petit élément R, (A) (“u-
réduction”). On dira que A est p-réduit si A= R, (A).

Quitte a restreindre la mesure, on peut supposer A = F.

Preuve. Pour tout ouvert U de E, soit e, (U) la réunion des ouverts V' O U tels

que pu(V) = p(U). Si V et V' sont deux tels ouverts, alors
p(VOV') = pu(V) + p(V') = u(V0 V')
= p(U) + p(U) = p(U) = u(V)

donc d’apres ’axiome des réunions filtrantes

Nous prouvons maintenant que e, est le projecteur associé a un sous-lieu.

HUCV =e,(U) Ce,(V). En effet
p(Vie,(U)) = uV) +pU) = Ve, U)) = u(V).

2) e (e, (U)) =e,(U) évident

3) e, (UNV)=ce, (U)ne,(V), en effet

I

e, (U)Ne, (V) = ulU) + (V) — ule, (U)Ue, (V)

< pU) +p(V) =p(UUV) =pUNV)
d’ote,(U)Ne,(V) Ce, (UNV); 'autre inclusion est triviale.

Soit R le sous-lieu de E défini par e,. On va montrer que les voisinages

de R sont exactement les ouverts V tels que u(V) = wp(E) d’ou en particulier
n(R) = p(E).

(a) Soit V' un voisinage de R. Pour tout ouvert W, on a
Int(WU(E - V)) = ey (W) Ce,(W).

Si W =V, cela donne E =¢,(V), donc u(V') = pu(E).
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(b) Soit V' un ouvert de E tel que pu(V) = p(E). Pour tout ouvert H de E,

on a

p(VNH) =p(V)+ wH) = (VUH) = p(E) + p(H) — p(E)
= pu(H)
SiH=ey,(W),onaVNH=WnH, dou

pley (W) = pu(W) et ey (W) Ce,(W).

Soit maintenant X un sous-lieu de E tel que pu(X) = p(E). Pour tout voisinage
Vde X, ona u(V) = pu(FE), donc V est un voisinage de R, d’ou R C X d’apres le

lemme 2.

Lemme 6. Pour toute suite décroissante (V,,) d’ouverts de E, on a

u(ﬁ Vn) = inf:u(vn)'

Preuve. Posons [ =NV, F,=FE—-V,,G=UF,. Ona GUI = E. En effet

(GUV,) (voir chap. II, lemme 4)

Par conséquent u(I) > pu(E) — u(Q).
Or u(G) = sup pu(F,) donc

p) = inf(u(E) — p(Fy))
= inf pu(V,,) (Lemme 3)
d’ou I’égalité puisque I C V,, pour tout n
Lemme 7 (et principal). Pour toute famille filtrante décroissante (A;) de sous-

lieux de E, on a
u(N Ai) = inf p(A;).

(3

Preuve. Soit (V,,) la famille filtrante des voisinages des A4;. On a
NVy=NA4;
inf /1(Ve) = inf p(4;)



29

Prenons une suite croissante («v,) telle que

lim wu(V,,) =inf u(Vy) (noté A).

n—-o0

Soit I =NV,. D’apres le lemme 6,

u(l) = A

On va montrer que R, (I) C V,, pour tout «, ce qui achévera la démonstration. Il
suffit d’établir
uw(VanI)=pu(l) pour tout

Or u(VaNlI)=inf u(Vanvy,).
Soit v > B, ay,. On a

(Ve NVa,) = p(Vy) = A, cqfd.

Théoréeme 1. Quels que soient les sous-lieux A, B de E, on a

(AU B) = p(A) + u(B) — p(AN B)

Preuve. Soient (V,,) la famille des voisinages de A et (W3) celle des voisinages de
B.Ona
p(AU B) = inf p(V, UWp)

et d’apres le lemme 7 et le lemme 2
p(ANB) = inf p(V, N Wp)

donc

p(AUB) + p(AN B) = inf(u(Va UWp) + u(Va) N W3))
= inf(u(Va) + p(Wp) = p(A) + (B)  cqfd

Corollaire. Supposons que E soit un espace topologique. Soit A un sous-espace
de E et B le sous-espace complémentaire. Si le sous-topos AN B est vide (ou plus

généralement de mesure nulle) alors A est mesurable.
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4. Support fin d’une mesure.

Théoréme 2 - 1re version(*). L’ensemble des sous-lieux p-réduits de E, ordonné
par inclusion, est une algebre de Boole compléte. Elle constitue donc I’ensemble
des ouverts d’un lieu B(E, ji). L’application V +—— R, (V') définit un morphisme
B(E, 1) 2+ E. La mesure des sous-lieux définit une mesure sur B(E, ).

La preuve résulte des lemmes suivants.
Lemme 8. Toute réunion de sous-lieux p-réduits de F est p-réduite.

Preuve. Soit (A;) une famille de sous-lieux p-réduit et A = U A;. Soit A" C A tel
que u(A") = pu(A). Pour tout indice ¢ on a

(AN A" = p(A;) + p(A') — p(A; U A7)
= 1(A;) + p(A) — u(A) = p(4).
donc A; N A" = A, puisque A; est p-réduit, d’ou A; C Aet A = A.

Lemme 9. De toute famille de sous-lieux réduits de EY on peut extraire une famille

dénombrable qui a la méme réunion.

Preuve. Quitte a ajouter les réunions finies, on peut supposer qu’il s’agit d’une

famille filtrante croissante (A;). Soit (i,,) une suite croissante d’indices telle que
lim p(4;,) = sup p(4;)  (noté A).

Posons B = UA;, . Je dis que A; C B pour tout j. Il suffit de montrer que
n(A;NB) > p(4;). Or
W(A; N B) > sup u(A; 0 Ay
p(A; N A;) = p(Aj) + p(Ai,) — p(A;UA;)
> u(A;) + plAs,) — A

et lim p(4;,)—A=0.

(2
n—o0o "

Corollaire. Pour toute famille filtrante croissante (A;) de sous-lieux p-réduits de

E on a
p(U Ai) = sup p(A;)

(*) Il n’y a pas de 2me version
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(résulte du lemme précédent en appliquant le lemme 1).

Lemme 10. Pour tout sous-lieu A de F, il existe un sous-lieu B tel que

w(ANB)=0
W(AUB) = u(E)

Preuve. Soit (V,,) une suite décroissante de voisinage de A telle que
p(A) = lim p(Vy)

et posons

n(B) + u(A) = u(E)

Et aussi
n(AUB) = sup (AU By) = p(A) + sup pu(Bn)

— j(4) + u(B)
D’ou u(ANB) =0 d’apres le théoreme 1.

Etant donnés deux sous-lieux p-réduits A, B de F, posons

ANB = R,(ANB) = le plus grand sous-lieu p-réduit contenu dans A et B

Lemme 11. Pour tout sous-lieu p-réduit A et toute famille filtrante croissante

(B;) de sous-lieux p-réduits, on a

ANUB;) = U(AN By).

(2

Preuve. D’apres le lemme 9, il existe une famille dénombrable (i,,) telle que
U B’i7L = U Bz noté B
n K3

UANB;,) =UANDB;) noté C
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On a alors

AU B) = lim (AU B;,)
= lim(p(A) + p(Bi,) — p(AN B;,)

in

— j(A) + u(B) — u(C)

donc u(C) = u(ANB), dou C = AN B.

La preuve du théoreme 2 découle maintenant de la propriété de distributivité

AN(BUC)=(ANB)UANC)

valable quel que soient les sous-lieux A, B, C de E .
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IV - ZONES D’ENCHEVETREMENT
1. Zones d’enchevétrement. Proposition 1. a) Tout sous-lieu d’un lieu
booléen est ouvert.[[voir preuve ci-dessous(*).]]
b) Tout sous-lieu de E [[lieu quelconque]| est réunion de ses sous-lieux booléens.
c¢)Tout sous-lieu booléen B est égal au lieu générique de son adhérence.

Preuve de b. Soient A un sous-lieu de F et B la réunion des sous-lieux booléens de
A. Si B # A, il existerait un sous-lieu C tel que BNC =0 et ANC # () (Preuve :
soit V' un ouvert tel que eg(V) # e (V). On prend C = eg(V)N(E —ex(V)). On
avy(ANC)NB =0, or y(ANC) C B par définition.

Preuve de c. Soit F' ’adhérence de B. Puisque B est dense dans F', on a y(F') C B,
et donc y(F') est un ouvert de B ; son complémentaire dans B est intersection de
B et d’un ouvert V' de F. On a

D =VNBn~y(F)=Vn~F)
donc V =10, d’ou v(F) = B.

Définition. Soient A et B deux sous-lieux de E. Appelons zone d’enchevétrement
de A et B tout fermé F tel que AN F et BN F soient denses dans F'.

Proposition 2. Il existe une zone d’enchevétrement (A, B) qui contient toutes
les autres.

Preuve. Soit (F,,) la famille des zones d’enchevétrement de A et B , et C sa réunion.
L’adhérence de AN C contient AN F,, donc F,,, pour tout . Mme chose pour B.
Donc C est une zone d’enchevétrement, cqfd.

Proposition 3. AN B =¢(A, B).

Preuve. Soit F = ¢(A, B). Puisque AN F et BN F sont denses dans B, ils

contiennent y(F'), donc AN B est dense dans F.

2. Criteéres de complémentabilité.

(*)  Un lieu booléen étant régulier, tout sous-lieu est l'intersection de ses voisi-

nages ouverts donc aussi fermés donc tout sous-lieu est fermé donc ouvert. . . .
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Proposition et définition 4. Soit X un sous-lieu d’un lieu E. L’ensemble des
sous-lieux Y de E tel que XUY = E a un plus petit élément X €. Soit F' ’adhérence
de X N X¢ X N F est d’intérieur vide relativement a F. [[ST1 X N X¢ = () alors on

dit alors que X posséde un complémentaire (X¢) ou que X est complémenté]|.

Corollaire. Pour que X ait un complémentaire il faut et il suffit que pour tout
fermé F # () tel que X N F soit dense dans F, on ait Intp(X N F) # ().

Preuve de la proposition 4. Soit V un ouvert de E tel que VN EF C X NF. Soit Y
le complémentaire de VN F. OnaY UX = E,donc X¢CY et XNV NF =),
or X¢N F est dense dans F', donc VN F = ().

Preuve du corollaire.

Condition nécessaire. Soit F' un fermé tel que X N F soit dense dans F. Alors X°¢
n’est pas dense dans F', sinon v(F) C X N X¢ donc il existe un ouvert V' tel que
VNnXe=0et VNF#D.

Condition suffisante : immédiat.

On suppose maintenant que E est un espace.

Lemme 1. Tout sous-lieu complémenté est un sous-espace.

Lemme 2. Pour tout sous-espace X de E, X¢ est le complémentaire ponctuel de

X.

Proposition 5. Pour qu’un sous-lieu de F soit complémenté, il faut et il suffit
que ce soit un sous-espace et qu’il n’ait pas de zone d’enchevétrement avec son

complémentaire ensembliste.

Preuve. Soit X un sous-lieu de E. Si X N X¢ = (), alors tout point de E est soit
dans X soit dans X €. Soit Y, (resp Y’) le sous-espace formé des points de X (resp.
X°). On a

YUY =E, YCcX

YNy =0, Y' CX°

donc Y = X et Y/ = X¢; ceci prouve directement la proposition.



35

V - ANNEXE : SOUS-ESPACES ET SOUS-LIEUX D’UN ESPACE

1. Sous-lieu associé a un sous-espace.

Notations. On fixe pour la suite un espace (topologique...) E. Le lieu associé a
E sera noté [E] et de méme, pour tout sous-espace X de E, le sous-lieu de [E]
associé a X sera noté [X]. Si on note ¢ I'inclusion de X dans E, le sous-lieu [X]

est défini par le projecteur i,:* et donc par la formule :
YV, W, ouverts de E WcCex(V)<=WnXcV

Remarque 1 : comparez avec le lemme 7 (ch I).

Remarque 2 : la trace sur X définit une bijection canonique entre les ouverts de
[X], (i.e. les ouverts de [E] fixes par ¢y) et les ouverts de X.

Proposition 1. Soient X et Y deux sous-espaces de E et U un ouvert de E alors :
a) X CY = [X]C[Y]

b) X CU < [X] C [U].

c) Si E vérifie que tout sous-espace est intersection de ses voisinages (par exemple
si E est séparé ou simplement a points fermés) alors on a I’équivalence :

XCY << [X]|C[Y]

Preuve. Le a) est clair. Pour b) I'implication directe est donnée par a); pour la
réciproque nous avons les équivalences :

— VYV.WeO(E), WcCey(V)= W Cex(V)

— YWV, WeOFE), WnUcCcV=WnXcV

En particulier si on prend W = E, V=Uona: X CU.
Pour ¢) nous avons (comme ci-dessus) les équivalences :
— VYV, WeOFE), WNnYcCcV=WnXcV
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Posant alors W = E on en déduit :
X]ClY]= WeOlF), YCV=XCV
Et donc si tout sous-espace de E est intersection de ses voisinages on a :
X]CclY] = XcY.

Remarque 3 : si E vérifie les hypotheses de b) on a une injection (croissante)
de 'ensemble des sous-espaces de E dans I’ensemble des sous-lieux de [E]. On a
en général plus de sous-lieux que de sous-espaces : par exemple si E est séparé
non vide sans point isolé alors le lieu générique de E (voir Chap I, par.11) ne
correspond a aucun sous-espace car il n’a pas de point et il est dense).

2. Intersections avec des ouverts et des fermés.

Proposition 2. Soit U un ouvert de E, et X un sous-espace. On a la formule :

UnX]=[U]n[X]

Preuve : On a d'une part (cf L. lemme 10), € = €€ 400
W Ceynx(V) <= WnUCey(V) = WnU)NXCV

que 'on peut encore écrire sous la forme : W N (UNX) C V et ceci est équivalent
aW Ceprnx (V)
Pour les fermés de E on a :

Proposition 3 : Soit F = E'\ U un fermé de E alors :
i) Le sous-lieu [F| est égal a [E]\ [U].
ii) Soit X un sous-espace de E, on a [X N F] = [X]|N[F].

Preuve : laissée au lecteur. ..

3. Union de sous-espaces et union de sous-lieux.
Proposition 4. Soit (X;);c; une famille de sous-espaces de E, on a la formule :
UlXi] = [UXi]

(autrement dit : le sous-lieu associé a une union de sous-espaces est l'union des

sous-lieux.)
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Preuve : par définition d’une union de sous-lieux on a

Vi, VNnX,CcU
uvnx; cU
VNnulX;,) cU

[ A

Remarque 4 : Si X et Y sont deux sous-espaces on a seulement :
(X NY]C[X]N[Y]

Par exemple dans R, les sous-espaces Q et R\ Q sont ensemblistement disjoints
mais étant deux parties denses de R, les sous-lieux associés [Q] et [R\Q] sont denses

dans [R] et ont donc une intersection dense (car elle contient le lieu générique. .. ).

Proposition 5. Soit X un sous-espace de F alors on a :

Ext[X] = [Ext X], [X]=[X], [ntX]cCInt[X], et 9[X]C [Fr(X)].
De plus si E vérifie que tout sous-espace est intersection de ses voisinages alors on
a Int[X] = [Int X] et 0[X] = [Fr(X)].
(0[X] = [X] N (E \ Int[X]) (voir Chap. I, par. 10); Fr(X) = X N (E\Int X) =
E\IntE).
Preuve : Ext X est le plus grand ouvert U tel que UNX = () ; donc la proposition 2
nous dit précisément que cela est équivalent & [U]N[X] = 0, d’ott Ext[X] = [Ext X].
Pour I’adhérence on a
[X] = [E] \ Ext[X] = [E] \ [Ext X] = [E \ Ext X] = [X].
L’intérieur de [X] est le plus grand ouvert inclus dans [X]; si U est un ouvert de
E alors U C X = [U] C [X] d’ou Int[X] C [Int X]
L’inclusion ci-dessus entraine 9[X| C [Fr(X)].
Le cas ou E vérifie que tout sous-espace est intersection de ses voisinages est alors

clair.
Corollaire. Si E est un espace topologique alors :

E est régulier = [E] est régulier

Application. L’énoncé précédent entraine que ’on peut appliquer les théoremes
du chapitre III aux mesures boréliennes finies positives sur les espaces réguliers ;

par exemple & S' muni de la mesure angulaire sur les ouverts . ..



