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UNE VARIANTE DES CYCLES
MICRO-CARACTERISTIQUES POUR LES 2-MODULES:
ASPECT FORMEL EN CODIMENSION 1

par

Jean-Baptiste Teyssier

Résumé. — Dans [AS09], Abbes et Saito définissent une mesure géométrique de la
ramification sauvage des faisceaux f-adiques sur le point générique d’un trait complet
d’égale caractéristique p, avec p # (. En adaptant leur construction aux modules
différentiels en égale caractéristique nulle, on démontre pour un tel module .#Z une
formule qui exprime cet invariant géométrique en terme des formes différentielles
intervenant dans la décomposition de Levelt-Turrittin de .#. Lorsque le corps de
base est algébriquement clos, on obtient ainsi une variante de la construction des
cycles micro-caractéristiques de Laurent [Lau87].

Introduction

Inspirés par 'analyse micro-locale de Kashiwara et Schapira [KS90], Abbes et Saito
[AS09] associent a tout faisceau f-adique Z sur le point générique d’un trait complet
S d’égale caractéristique p, et ce pour tout nombre rationnel » > 0, un nombre fini
de formes différentielles tordues, généralisant ainsi en rang supérieur la construction
du conducteur de Swan raffiné pour les caractéres d’Artin-Schreier-Witt développée
par Kato [Kat89]. Ces formes sont obtenues comme support d’un faisceau construit
a partir de . via des manipulations de nature géométrique, du foncteur des cycles
proches et de la transformation de Fourier /-adique. En particulier, ces ingrédients
sont disponibles dans le cadre des Z-modules. Motivé par les analogies entre I'irrégu-
larité des Z-modules complexes et la ramification sauvage des faisceaux f-adiques en
caractéristique positive, on peut donc se demander ce que donne cette construction
en égale caractéristique nulle lorsqu’on remplace . par un module différentiel .Z .

Lorsque r > 1, on démontre dans ce travail une formule explicite 2.2.4 reliant
la construction d’Abbes et Saito appliquée a .# aux formes différentielles de degré
< r — 1 intervenant dans la décomposition de Levelt-Turrittin de .#. En particulier,
lorsque .# est de pente unique r’ > 0, le support du Z-module obtenu pour r = r’ +1
est ponctuel et correspond a 'ensemble des coefficients dominants (& multiplication
par 1 — 7 pres) des formes de Levelt-Turrittin attachées a .. 1l s’agit de 'analogue
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pour les modules différentiels de [AS09, Conj. 9.3] et [AS09, Th. 9.10].

Si X est une variété complexe lisse, Y une sous-variété lisse de X et .# un Zx-
module, Laurent [Lau04| [Lau87] sait définir pour tout nombre rationnel » > 0 un
fermé o, (A) de Ty X qui fournit une mesure géométrique de lirrégularité de .#
le long de Y. C’est la notion de cycle micro-caractéristique. Dans le cas d’un trait,
or(A) est un diviseur a support I’ensemble des coefficients dominants des formes
de Levelt-Turrittin de degré r attachées a .#. La contribution a o,(.#) d’une telle
forme w est la multiplicité du facteur exponentiel & dans la décomposition de Levelt-
Turrittin de .. Le théoréme 2.2.4 montre en particulier que dans le cas d’'un trait sur
un corps algébriquement clos, la construction d’Abbes et Saito constitue une variante
de la théorie de Laurent.

Pour démontrer 2.2.4, on commence en 2.3 par réduire le probléme au cas ou le
corps de base est C. Il s’agit d’'une manifestation du principe de Lefschetz. La stra-
tégie est alors de se ramener via une composée de fleches définies en section 4 a la
situation oul .Z est donné sous forme décomposée tout en contrélant & chaque étape
la fagon dont sont affectés les cycles proches qui interviennent dans la construction
d’Abbes et Saito. Ce dernier point est 'objet de 3.2.1 et 3.4.2. On conclut alors gréce
aux lemmes d’annulation de 3.5 et & un calcul explicite.

Ce texte est une partie de la thése de 'auteur effectuée sous la direction de Claude
Sabbah. Je le remercie pour avoir partagé avec moi son intuition que la construction
d’Abbes et Saito devait étre reliée a la théorie de Laurent, ainsi que pour m’avoir
inculqué avec patience tout ce que je sais des Z-modules. Je remercie enfin Ahmed
Abbes et Marco Hien pour 'intérét qu’ils ont porté a ce travail lors de son élaboration.

1. Notations et rappels

1.1. On désigne par KK un corps de caractéristique nulle, par KK une cloture algébrique
de KK, et on note G le groupe de Galois de IK. Pour IL une extension de IK, la présence
d’un indice IL sera synonyme de changement de base & une situation sur IL. Cet indice
sera omis lorsque I = K.

Si X est une variété sur K et P un point fermé de X, on désignera par IK(P) le
corps résiduel de P. Il s’agit d’une extension finie de IK.

1.2. On notera § la transformation de Fourier sur Aj,, et pour un point fermé P de
Al on désignera par §p le Z-module Dirac en P. Dans une coordonnée y de A, le
point P correspond & l'orbite sous G d’un scalaire ¢ € K. Si p.(y) est le polynome
minimal de ¢ sur K, on a par définition 6p = Pp1 /Dpi pre(y).

1.3. Soit .# un K((x))-module différentiel. On rappelle que le théoréme de Levelt-
Turrittin [SV00] assure I'existence d’un entier m et d’une extension galoisienne finie
IL de K tels que

(1.3.1) L((1) @x(ey 4 =~ P 6% &R

wE]L[%]%
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avec t = /™ &9 = (L((t)),d + dw) et %, régulier de rang noté n,,. Le plus petit
entier m tel que (1.3.1) ait lieu est I’indice de ramification de .# . On le notera m_g .

Pour un nombre rationnel r > 0, on note Q,(.#) le fermé de V(IK(¢)) constitué
des polynomes en 1/t de degré r par rapport a la variable x apportant une contri-
bution non-nulle dans (1.3.1), et Q<. (#) pour U, <, (#). On aura a considérer
I’application

t, : VIK(t)) —— V(]KZ%)
associant a w son monoéme de degré r en la variable x, ainsi que I'application
¢ VIK(t)) —— V(K)

qui associe & w le coefficient de ¢, (w).

1.4. Soit p: Y — X un morphisme de variétés algébriques lisses sur K. Soit Z une
sous-variété de X et .# une connexion sur X méromorphe le long de Z. Alors, on
sait que I'image inverse p*.# de .# par p admet p*.# pour Oy-module sous-jacent.
Si on suppose que p est étale au-dessus de U = X \ Z, alors pour une connexion .4
méromorphe le long de f~1(Z), le Ox-module sous-jacent & py .4 est p..# . Dans ces
conditions, le morphisme d’adjonction .# — pypT.# est 'adjonction usuelle des
O'x-modules.

2. La construction d’Abbes et Saito

2.1. Prologue géométrique. — On rappelle ici le nécessaire concernant la notion
de dilatation. Pour une exposition plus circonstanciée, on pourra se reporter a [AS09].

Soit f : Y — X un morphisme de schémas, D un sous-schéma fermé de X défini par
un faisceau d’idéaux # et F un sous-schéma fermé de f~1(D) défini par un faisceau
d'idéaux ¢ sur Y. Alors . - Oy C 7, de sorte qu'on dispose d’un morphisme de
Oy-algébres graduées

(2.1.1) 0: f(enI") — dn I

Notons Yz (resp. Xp) l'éclaté de Y le long de E (resp. D). Si p € Y, alors 6~ (p)
détermine un élément de )?D X x Y = Proj f*(&n#") si et seulement si p est dans
'un des ouverts Dy (A(z)) de Xp xx Y, avec x € .# vu dans l'algébre source comme
élement de degré 1. On en déduit que Uye.» D4 (6(x)) est le plus grand ouvert de ?E,
noté Y(py sur lequel 6 induit un morphisme de schémas Y(py — X D XxY.

Définition 2.1.2. — On appelle Y(py la dilatation de Y en E par rapport a D.
Soit f : Y — X un morphisme de schémas localement noethérienset g : X — Y une

section de f. Le morphisme g est alors une immersion fermée. Soit D un sous-schéma
fermé de X, de complémentaire U et ¢ : D — X l'injection canonique. Notons encore
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Y(p) le dilaté de Y en g(D) par rapport a D. Si E|p) désigne le diviseur exceptionnel
de Yg et E(p) l'intersection de Ejp) avec I'ouvert Y(p), on dispose du diagramme

E(py —— Y(p)

[ = |

(2.1.3) Eip) —— Yy
| = |
D Y X
Lemme 2.1.4. — Le diagramme
E(p) Y(p) YxxU
| 1
D X U

est 4 carrés cartésiens.

Démonstration. — Seul le caractére cartésien du diagramme de gauche pose a priori
probléme. Considérons le diagramme commutatif

VA

E(p) Yip)© Yy(p)
D X Y

Puisque Ejp) = }N/g( p) Xp Y, on obtient une factorisation canonique de Z — Y(p,
a travers E|p). Le fait Z — E|p; se factorise par E(p) provient donc du caractére
cartésien du carré supérieur de 2.1.3. |

Supposons de plus que D soit un diviseur de Cartier. Alors par [GD67, 21.2.12],
i est une immersion réguliére donc [GD67, 16.9.13] assure que la suite des faisceaux

conormaux pour D S x Ly

PNy —— Ny N 0

est exacte. Si & (resp. _#) désigne le faisceau d’idéaux de D dans X (resp. de g(D)
dans Y'), cette suite s’explicite en

#
(2.1.5) 0——i* Ny — F) 25 I )T ——0.
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Puisque ¢ est une section de f, f# fournit un scindage
(2.1.6) I I? =Ny & I I

Supposons de plus que g soit une immersion réguliére. Alors, g o i est aussi régu-
liere et on a suivant [GD67, 16.9.3] une identification canonique Sym ¢/ #? —
on g™/ #"T don une identification Ejp; — P(_#/_#?). Soit U un ouvert affine
de X sur lequel D est défini par une équation ¢ = 0, avec ¢ uniquement déterminé
a un inversible prés du fait que D est un diviseur de Cartier. Avec les notations de
2.1.1, E(pyjv = Epjuv N D4(0(t)) = Dy ([f*(t)]), avec [f*(t)] € Sym(.#/.#2) de de-
gré 1. Donc a travers l'identification (2.1.6), p € Ejpjy définit un élément de Ep) ¢
si et seulement si p ne contient pas 0 & [t] € Sym(i* Ay, & (t)/(t?)) vu en degré 1,
soit encore que p est d’intersection nulle avec le facteur (¢)/(t?) placé en degré 1.
Or /9% ~ i*Ox(—D) := Op(—D) est un fibré en droite sur D, donc le mor-
phisme canonique ¢/ 7% — 7/ 7?® Op(D) est un isomorphisme local. Puisque
la construction Proj est locale sur D, on en déduit une identification canonique

Ep) — P(J /5% @ Op(D)) — P(i*Ny)y ® Op(D) @ Op).

A travers cette identification E(p) correspond aux p € P(i*JV)(V/Y ® Op(D) ® Op)
ne rencontrant pas le facteur &'p placé en degré 1. C’est donc selon [GD61, 8.4.1] le
fibré vectoriel V(i*JV)g//Y ® Op(D)). Du fait de l'identification JV)Q//Y o~ g*(Q%,/X),
on a obtenu

Proposition 2.1.7 (interprétation différentielle de la fibre spéciale du dilaté)
Awvec les notations de 2.1.4, si on suppose de plus que D est un diviseur de Cartier
et que g est une immersion réguliére, alors on a une identification canonique

Epy ——V((g0i)*Qy, x © Op(D)) .

2.2. Enoncé du théoréme. — Soit S un trait complet sur K. Le choix d’une
uniformisante = de S induit une identification S ~ Spec K[z]. Soient n > 1 et k > 1
des entiers. On pose r = k/n, t = /™ et on note Dy le diviseur de degré k de
Sy, = Spec K[t]. Soient s, le point fermé de S,,, 7, son point générique et v, : S,, — S
le morphisme canonique d’élévation a la puissance n. Soit S, le complété de S x S,
en l'origine. Le graphe de v, induit une immersion fermée I',, : S, — Sy ,. Pour la
structure de Sy,-schéma sur S} ,, donnée par la seconde projection, on définit S ,,(Dy)
comme le dilaté de Sy ,, en I',,(Dy) relativement & Dy. On en déduit suivant 2.1.4 le
diagramme commutatif & carrés cartésiens

in,k Jn,
TDk e Slﬁn(Dk) # S % Nn,

S

Dk Sn n
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avec une identification canonique
Tp, —= (I, 0 ik)*Q}Sl,n/Sn ® Op, (Dy) .

Concrétement, I',, (Dy,) est le sous-ensemble algébrique de Si ,, donné par I'idéal ¢ =
(ac —t", tk). Le choix des variables g = & — t" et y; = t* placées en degré 1 fournit
une présentation de l'algébre éclatée de Si, en _#Z, soit encore un plongement du
schéma associé dans Sy, x P!, Suivant 2.1, le dilaté Sy ,(Dy) en est I'ouvert affine
y1 # 0, donné dans Sy , x A par I'équation x —¢" —tky =0, ot 'on a posé y = yo/y1.
D’autre part, le choix des coordonnées x et t fournit les identifications

1
QlSl,n/Sn, ~ K[z, t] -dz et O, (D) ~K- m
Donc d’aprés 2.1.7, on peut identifier le réduit 7). de T, a la droite vectorielle sur

K de base le symbole i—f (1) Relions ce symbole au choix de la coordonnée y sur

S1.n(Dyg). Dans la situation présente, la suite exacte (2.1.5) s’explicite en
0—— (@ —t")/((—t")*,t"(z —1")) — J/ 7% —— (t")/(t")* — 0,

de sorte que (2.1.6) devient 7/ #? ~ (yo) @ (y1). Via lisomorphisme f/VS\:L/SLn ~
F;‘;le /S la coordonnée yq correspond a la classe de la forme différentielle d(z—t"),
soit encore la classe de dz. On en déduit que, vu dans

(2.2.2) T, = V((Tn 0 i) Q5, /s, ® O, (D)),

la coordonnée y = yo/y1 correspond a la trivialisation %. C’est par rapport a cette
coordonnée privilégiée du fibré T,. que se feront tous les calculs.

Soit .# un K((z))-module différentiel. Le protagoniste de cet article est le Z-
module sur Sy ,(Dy)

Hy o (M) = jpny Com(pg vt M, pf M),

oupy : Sxmn, — Setpy:Sxmn, — n, sont les projections canoniques. Soit
w € Qp_1(A). Notons [w] 'image de w par la composée

VE) — s VK) LS VK ) = TY

T

Il s’agit d’un point fermé de 7).

Lemme 2.2.3. — Le point [w] est indépendant du choiz des uniformisantes x et t.

M Dans [AS09], le foncteur des cycles proches est considéré comme a valeur dans la catégorie dérivée
des faisceaux sur Tp, ¢t Le fibré Tp, est un schéma sur Dy, non réduit en général. Par invariance
du site étale par homéomorphisme universel [Gro63, Exp VIII|, on peut tout aussi bien se placer
sur le réduit Tgf qui est un schéma sur le point fermé s, de S, . C’est le point de vue qui doit étre
adopté lorsqu’on considére les cycles proches pour les Z-modules.
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Démonstration. — Soit en effet @’ = f(z)x, f(0) # 0 et ¢’ = g(t)t, g(0) # 0 un autre
choix d’uniformisantes de S et S, respectivement, avec g(t)" = f(t"). D’aprés (2.2.2),

on a les égalités suivantes dans K[T ]

dx’ f(0) dx _
= T 0 9(0)" "y,

d’oit on déduit que 3" = 3" /g(0)"F. Soit w € Q,_1(.#) et soit @ un K-point de
Qp_1(A) au-dessus de w. La relation

~ (@) g e (@)

tr1(W) = 1 21

assure que ¢,_1(@) = g(t)*"c,_1(@). On a donc dans K[T "] les égalités d’idéaux

(" + (r = Derr(@)) = 9(0) " (y" + (r = Ve (@) = (4 + (r = Dera(@)).
O

Notons 1, le foncteur des cycles proches par rapport & m pour les modules holo-
nomes sur S1,,(Dy). Le but de ce texte est de démontrer le

Théoréme 2.2.4. — On suppose que v > 1. Alors, le Dr.-module 1 Hy, (M) ne
dépend de n et k que par lintermédiaire de r, et avec les notations de 1.3 on a la
formule

n? r— K(w):K([w ni
(2.2.5) SUnHp (M) = 65~ @ 5[[w]( ):K([w])] 7
WEQy 1 (A)

ou n%,_, est Uentier g n2.
WEQ<7‘71('//1)

Remarque 2.2.6. — Soit R un anneau de valuation discréte complet d’égale
caractéristique p, d’idéal maximal 9 et de corps résiduel F, supposé de type fini
sur un corps parfait. On note K le corps de fraction de R. Soit S = Spec R le trait
complet associé & R et ng son point générique. On se donne un entier n multiple
de p, un caractére x € H'(K,Z/nZ) et pour un nombre premier £ # p, on fixe une
injection Z/nZ — Féx. On note encore y : Gg — FEX le caractére induit, et F le
T o-faisceau étale associé sur 7s.

Si le conducteur de Swan sw(y) de .# vérifie sw(x) > 1, Abbes et Saito dé-
montrent [AS09, Th. 9.10] que le support de FYH gy (y)4+1(F) est réduit a la forme
différentielle tordue

rsw(x) : F —— QL @p (M sv00—1/9n=swi0)

donnée par la théorie de la ramification des caractéres d’Artin-Schreier-Witt de Kato
[AS09, 10]. Le théoréme 2.2.4 pour .# de type exponentiel en est I'exact analogue.

Quant a la finitude du support de - Hy, k(A4 ) en général (et le fait que celui-ci
ne rencontre pas 'origine lorsque .# est purement de pente ' > 0 et » =1’ + 1 dans
2.2.4), il s’agit de ’analogue de [AS09, Conj. 9.3], démontrée dans loc. it. lorsque F'
est parfait.
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Remarque 2.2.7. — Puisque la construction fait aussi sens lorsque k£ < n, on peut
se demander ce qu’elle donne dans ce cas. On montre en A.1 qu’il n’y a pas grand chose
a en attendre, puisque dans le cas particulier le plus simple ou .# est décomposé, on
a toujours Y. Hy, i (A4) ~ 0.

2.3. Réduction au cas ou K = €. — Il va s’agir d’une application du principe de
Lefschetz. Soit I une extension de K, I une cloture algébrique de L et K la cloture
algébrique de K dans L. Soit .# € K((x))-mod.

Proposition 2.3.1. — La formule (2.2.5) est vraie pour A, si et seulement si elle
est vraie pour A .

Démonstration. — On commence par observer que les manipulations géométriques
intervenant dans la construction d’Abbes et Saito (2.2.1) commutent a I’extension
des scalaires, de méme que les foncteurs ¢, et §.

Supposons que (2.2.5) soit vraie pour .# et considérons le diagramme cartésien

V(L(t)) — V(K(?))

A o

Ty ———T
On a

n’ w):K([w])]n?
(2.3.2) Sn i) = 55 P @D KD

wWEQy_1 (M) P, €[w]XxKL

Soient w € Q,_1(A) et P, € [w] Xk L. Puisque le degré d’'un morphisme fini et plat

est préservé par changement de base, le degré de la restriction de [ | & P, X[ w
est
(2.3.3) Kw): K(w))= Y [Lw): L)

w'€P, X [w]W

En développant les termes de (2.3.2) grace a (2.3.3), on observe que la somme triple
que l'on obtient se fait sur ’ensemble d’indice Q.1 (Z )y, = Q.1 (A1,). Vue de cette
fagon, elle s’explicite en

n’ r— L(w):L([w ni
gwan,k(%]L) = 6O< ! @ 6[[w](r) ([ ]IL)] :
WEQ, 1 (M)
qui est exactement la formule (2.2.5) pour ...
Supposons réciproquement que (2.2.5) est vraie pour ., a savoir
n? r— L(w):L([w]r ni
(2.3.4) §or Hy o (M )1, >~ 097" @ 5[[(”}(&) (wle)lne,
WEQ_1 (M),
D’aprés la preuve du sens direct de 2.3.1, il suffit d’appliquer & A = FHp 1 (A)

et N = 530*1 @ 5[[51(@:]}{([“])]"3 le lemme suivant :
wWEQ,_1 (M)
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Lemme 2.3.5. — Soit K un corps de caractéristique nulle, et /K une extension
quelconque de IK. Soient N1, N5 € .@All(. On suppose que M1, =~ Nay,. Alors N ~
N

Considérons comme point & linfini de Pf un point non singulier a pour .4 et
5. Ce choix correspond a une coordonnée sur Pl \ {a}, par rapport a laquelle
on considérera la transformation de Fourier §. Puisque § est une équivalence de
catégorie qui commute & l'extension des scalaires, il suffit de démontrer le résultat
pour A = F M et Ay = FA5. En particulier, on peut supposer d’aprés [Mal91,
chap. V §1] que les .#;" ont pour seules singularités 0 et co, avec 0 comme singularité
réguliére, de sorte que par [Kat87, Th. 2.4.10], il suffit de démontrer 2.3.5 au point
générique de Oy ,.

Soient donc A1, A5 € K(x)-mod et f un isomorphisme entre A1 et A5 . En
considérant la cloture algébrique de IK dans IL, on se raméne & traiter séparément le
cas ou IL/KK est purement transcendante, et le cas ot IL/KK est algébrique.

Plagons-nous dans la premiére situation, et soit (;);e; une base de transcendance
de L sur K. Par hypothese det f € K[x;,,...,z;,] est non nul, donc puisque K est
infini on peut toujours évaluer les x;; en des éléments oy, ..., a, € K choisis de telle
sorte que (det f)(aq,...,q,) soit non nul. Alors f(aq,...,a,) convient.

On suppose /K algébrique. En considérant ’extension galoisienne engendrée par
les coefficients des polynomes de Laurent intervenant dans 1’écriture de f dans des
bases choisies, on est ramené au cas ot IL/IK est galoisienne finie. Alors 2.3.5 est
conséquence de la théorie de Galois. O

Soit .4 un modéle algébrique de .#. Un tel modéle existe d’aprés [Kat87, Th.
2.4.10]. Soit K'/Q extension de @ engendrée par les coefficients des polynomes de
Laurent intervenant dans la matrice de 0, dans une base B choisie de .4". Si on note
A le K'((x))-module différentiel que le choix de base B définit, le lemme 2.3.1 assure
qu’il suffit de prouver 2.2.4 pour A . Puisque le degré de transcendance de IK'/Q est
fini, on peut se donner un plongement de I’ dans C. Via ce choix de plongement, on
se rameéne toujours par 2.3.1 a démontrer 2.2.4 pour le module différentiel complexe
qui se déduit de A par extension des scalaires.

Dans toute la suite, on supposera que K = C.

Dans la coordonnée y = % de T, il s’agit donc de démontrer

nz —\r— C 1(w n,
(2.3.6) UnHp o (M) = Op= " EB (&= r—Dera@uynl
w1 (M)

3. Quelques lemmes sur les cycles proches

3.1. Le cas complexe. Généralités et exemples. — Pour les rudiments concer-
nant les cycles proches pour les Z-modules, on pourra consulter [MMO04]. Dans toute
cette section X, désigne une variété lisse sur C, f : X — C un morphisme lisse de fibre
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spéciale Y = f1(0), i : Y — X linclusion de Y dans X et .# I'idéal de définition
de Y. Soit
Vi(2x) ={P € 9x,P(s") c 7' Viez}

la V-filtration de Zx, et soit .# un Px-module spécialisable le long de Y (par exemple
un module holonome). Alors par définition, on dispose pour toute V-filtration U,
localement image a décalage prés de V.(Zx )P par une surjection locale 2§ — .# —
0 (c’est la propriété de bonté d'une V-filtration) d’un unique polynéme unitaire by
vérifiant pour tout k € Z

by (tat + k)Uk € U1,

avec t équation locale de Y. On dit que by est le polyndme de Bernstein de (Uk)kez.
Il est indépendant du choix de I’équation locale de Y. Puisqu’un sous-module d’un
module spécialisable est encore spécialisable, on peut définir pour m € .# le polynéme
de Bernstein de m comme le polynome de Bernstein de la bonne V-filtration V.(Zx)m
sur Zxm. On notera b, ce polynome, et ordy (m) ensemble de ses racines.

Soit > 'ordre l'exicographique sur C ~ R + iR. Pour a € C, on définit

Va(tl) ={m € A ,ordy(m) C {a € C,a > —a —1}}
et
Vealtl) ={m € M ,ordy (m) C {a € C,ax > —a — 1}}.
D’aprés [MMO4, Prop. 4.3-5|, (Vasr (A ))kez (vesp. (Veatn (A ))kez est 'unique
bonne V-filtration de .# dont les racines du polynéme de Bernstein sont dans l'inter-
valle [-a—1, —a] (resp. | —a—1, —al). Si @7 o désigne la quotient V(A )/Veo( M),
on pose

(3.1.1) Vil = P it
~1<a<0
Exzemple 3.1.2. — Soit & une connexion algébrique sur X. Alors, on a une identi-

fication canonique Y& ~itE.

Démonstration. — Soit U un ouvert de trivialisation de & et (s;) une trivialisation
locale de & sur U. Par lissité de f, on peut toujours choisir U de telle sorte que Y
soit le lieu d’annulation d’une coordonnée t. Alors Vi, := > Vi.(Zy)s; est une bonne
V-filtration de & sur U. Or par définition de &, tOrs =t f;s; € V_1, de sorte que le
polynome de Bernstein by = by (t9;) de V. divise td;. Mais by, ne peut étre constant,
car sinon les s; s’annuleraient dans les fibres de & au-dessus de Y. Ainsi by = t0; et on
adonc Vo (&) =V =3 Vo(Pu)si = & sur U pour —1 < a <0, et Vo (&) = & sur U
pour —1 < a < 0. D’autre part, (Vi—1)rez admet t0; — 1 pour polynéme de Bernstein,
donc Ve_1(&) = Vo1 =t >, Vo(Py)s; = t&. Par définition de ¢y, on en déduit une
identification & ~ ™ & indépendante des choix faits, d’ou le résultat. O

On dispose du résultat plus général

Proposition 3.1.3. — Soit & une connezion algébrique sur X et M un Dx-module
holonome. Alors, on a une identification canonique V¥¢(& @ M) ~i"E Qs M.
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Démonstration. — Soit V. une bonne filtration sur .#. Pour k € Z, on pose
U, =8 V.

Montrons qu’il s’agit d’'une bonne V-filtration de & ® .#. On va pour cela utiliser
le critére [MMO4, Prop. 4.1-9].

Pour k € Z, il faut commencer par montrer la Vj(Zx)-cohérence de Uj. Puisque
Vo(Zx) est un faisceau d’anneaux localement nothérien et cohérent [MMO04, Prop.
4.1-5], il suffit de montrer la finitude locale de Uy, sur Vp(Zx). Soit my, ..., m, un sys-
téme de Vy(Zx )-générateurs locaux de Vi, et eq, . .., e, un systéme de &x-générateurs
locaux de &. On va montrer que les e; @m; forment un systéme de Vy(Zx )-générateurs
locaux de Ug. On se donne e € &, f1,..., [, les coeflicients de e dans la base des (e;),
et m € Vi,.. Pour P € V(Zx), on désigne par d(P) l'ordre de P. On pose alors

dy = Min{Max(d(P;)),m = Y _ Pym; avec P; € Vy(Zx)}.
Il faut montrer que
(3.1.4) e®m€2%(@x)-(ei®mj).

On raisonne par récurrence sur d,,, le cas d,, = 0 découlant du fait que le produit
tensoriel envisagé est pris sur Ox. Si d,,, > 0, on choisit des opérateurs P; qui réalisent
d,, et on écrit

ZPj(e@)mj) = e®m+ ZQije@)Rijmj
avec dg,;m,; < dm, de sorte que I'hypothése de récurrence s’applique & Q;je @ R;jm;.
Puisque

Y Pile@my) = Pifile;@my) € Y Vo(Zx) - (e @ my),
on en déduit que (3.1.4) est vraie, d’ou la V5 (Zx )-cohérence de Uy,.
Soit ky € IN tel que pour tout &k € IN
(3.1.5) Vig+k = Vk(@)()vko et V_po—k = V_k(@)()v_ko.

Montrons que U, vérifie les identités analogues. Le cas k = 0 étant immédiat puisque
Vo(Zx) contient la fonction unité, on peut supposer k > 0. Il suffit alors de démontrer

(3.1.6) Ukotk = Upgir—1 + 0tUpgyn—1 et U_pop = tU_po_py1.

Seules les inclusions directes posent a priori probléme. La seconde relation de (3.1.6)
découle immédiatement de (3.1.5) du fait que le produit tensoriel envisagé est pris
sur Ox. Prouvons la premiére relation. Soit e € & et m € Vi, 4. On choisit my, ma €
Vieo+k—1 tels que m = my + Oyma. Alors

e®@m=e®mi+ (e ®@mg) — (0re) @ ma € Upgpk—1 + OUrgtk—1,

d’ont (3.1.6), et par suite U, est une bonne V-filtration.
En particulier pour a € C, Uy = & ® Vaii(#) définit une bonne filtration de
EQM.Poure € & et m e Vyyp(A), on a par lissité de &

bva+(//[)(t6t +Ek)(e@m)eEer bVH(/,,)(tat + k)ym + Ug—1 C Ug_1.
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On en déduit que by divise by, (z), donc V(& @ A4) = & @ Vo(A). De méme
Veal @ M) =8 @ Veo( M) et 3.1.3 découle alors de la Ox-platitude de &.
O

Si Y est non lisse, les résultats de [MMO4] ne s’appliquent pas tels quels. On peut
néanmoins toujours définir des cycles proches dans ce cas en plongeant X dans X X A}D
via lapplication graphe de f notée I'(f), puis en prenant les cycles proches suivant
la projection par rapport au second facteur. On obtient alors un Z-module & support
dans X et dans le cas ou1 Y lisse on retrouve bien la définition initiale. Par exemple,
si on se donne n > 0, 1 est relié & ¢ ¢~ de la facon suivante

Proposition 3.1.7. — Pour tout a € C, on a une identification canonique
wf”,a%%i-i-wf,na% .

Pour une preuve de ce résultat, voir [Sab05, Prop. 3.3.13].

3.2. Compatibilité a la formalisation. — Les cycles proches sont compatibles &
la formalisation le long de Y, c’est 'objet de la

Proposition 3.2.1. — Soit fA’: X>Cl formalisation de f le long de Y. Alors,
pour tout Dx -module spécialisable A , le Dg-module A est spécialisable et on a une
identification canonique Yy M ~ wf///.

Démonstration. — Soit a € C. Posons Uy, = ﬁx ® Votk(A) et montrons qu'il s’agit
de Vi (////\) On commence par établir la bonté de U. Dire que (Vi1 (4 ))rez est une
bonne V-filtration de .# sur X, c’est dire qu’on dispose localement d’une surjection
D% — M — 0 pour laquelle V4. (A) est a décalage prés la filtration image de
V.(Zx)P. Par tensorisation par Og, il suffit de prouver qu’a travers I'identification
canonique O ® Zx ~ P, Uespace O @ Vi.(Px) correspond a Vi, (Z). Ceci découle
immédiatement du fait que si (z,t) sont des coordonnées locales avec Y définie par
t = 0, alors Vi(Zx) et Vi(Zg) sont les faisceaux localement libres (sur X et X
respectivement) engendrés par les t %9 (t9;)7 si k < 0 et les 9L0L(t0,)7, 0 <1 < k si
k>0.
Soit b le polynéome de Bernstein de V,(.#), m € Vo p (A ) et f € Og. On a

to(f @m) =0 f @tm + f @tdym
=fetom  (Uk-1),
d’ott
b(tor + k)(f @m) = f@b(td + k)ym  (Up—1)
=0 (Uk-1),
donc le polynéme de Bernstein de U divise b, et ainsi il vient Va+k(////\) =0+ ®

Vagx () pour tout k. On conclut alors par platitude de ¢ sur Ox.
O
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3.3. Une définition générale. — On considére une variété X lisse sur K et YV
une sous-variété lisse de X donnée comme lieu des zéros d’une fonction f. Soit .#
un Zx-module holonome, et o : IK/Z — K une section de la projection K — K/Z
telle que la classe de 0 soit envoyée sur 1.

D’apres [Ber], il fait sens de définir V7 (.#') comme le sous-faisceau de .# constitué
des éléments m dont I'image dans .# admet un polynoéme de Bernstein a racines
dans O’(K/ 7)) + IN. Comme dans le cas complexe, on dispose d’un second point de
vue sur V7 () : en mimant les propositions 4.2-6 et 4.3-5 de [MMO04], on obtient
en effet le

Lemme 3.3.1. — La filtration VO (A#) est Uunique bonne V-filtration de .4 dont
les racines du polynome de Bernstein sont dans l'image de o.

Suivant [MMO04, Prop 4.3.9], on est amené a définir
’l/)f// = Vfl(j/)/V72(%)

Cette définition est indépendante du choix de ¢ & isomorphisme non canonique prés.
Comme application immédiate de 3.3.1, on observe que le foncteur 1y commute a
I’extension des scalaires.

3.4. Cycles proches et action par un groupe fini. — Dans toute cette section,
on se donne une variété lisse complexe Y munie d’une action admissible d’'un groupe
fini G. Soit X =Y/G, p: Y — X le morphisme de projection et Z une hypersurface
lisse de X donnée comme lieu d’annulation d’une fonction réguliére f. On suppose p
étale au-dessus de U = X \ Z, et on se donne un Zx-module holonome .7 localisé le
long de Z, a savoir A ~ M (xZ).

Pour g € G, le morphisme d’adjonction p*.# — gy gTpT# ~ gypT.# induit
une action gz : pypT M — pipt A de g sur pipT. A . D’autre part p est finie, d’ou
H'p, ~ 0 pour i > 0. Puisque p est étale au-dessus de U, J#pt.# est a support
dans p~1(Z) pour i > 0, et ainsi S p pT .4 ~ p 't H est & support dans Z
pour i > 0. On en déduit que le complexe (pypT.#)(xZ) est concentré en degré 0 et
peut donc étre considéré comme un objet de la catégorie des Z-modules, ce qui sera
implicitement fait dans la suite.

Proposition 3.4.1. — le morphisme canonique adj , : M — (p+p* ) (%Z) iden-
tifie M aux G-invariants de (pyp* M) (xZ).

Démonstration. — Par construction, adj , se factorise en un morphisme .# —
((prpt#)(x2))C. Puisque f agit de fagon inversible sur son conoyau, ce morphisme
est un isomorphisme dés que sa restriction & U 'est. On est donc ramené au cas ou
p est étale et Z = () (en particulier, p est automatiquement galoisien).

Soit h : X’ — X un revétement étale de X. Considérons le diagramme cartésien

y My
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On dispose alors du diagramme commutatif

ht adj_,

/4 htpipt H

Lo

adj
Wt —" s

ou la seconde fléche verticale est la composée du morphisme de changement de base
htpyptdl — p/ WFpt A avec I'identification canonique p/, h'*pt . # ~ p/ pTh*t 4.
D’aprés [HTTO00, Th. 1.7.3], il s’agit d’un isomorphisme. Or le diagramme

htg.u
hWrppptdl —= hipipt

ll JZ
Pttt 2 et

commute, donc par exactitude de h' et B.1

Wt (pepta)C = h+ﬂ ker(g.n, —id) = ﬂ ker(htg 4 —id)
G G
~ ﬂker(g;ﬁ/// —id) = (p p'ThT2)C.
G

On en déduit le diagramme commutatif

Wt —— h* (pyp* )

Wl —— (IO

Or h est étale, donc le Ox/-module sous-jacent a ht.# est h*.# et h™ adj , vu comme
morphisme de Ox/-module correspond a h* adj ,. On en déduit par descente pour les
faisceaux quasi-cohérents [Gro71, Exp. VIII| que 1’énoncé de 3.4.1 est local sur X
pour la topologie étale. On est donc ramené au cas ou p est un revétement galoisien

trivial, mais alors le résultat est immédiat.
O

Proposition 8.4.2. — opH°pT M est muni d’une action G-équivariante de G, et
le morphisme canonique V¢ M — piah popH0pT M induit un isomorphisme de s M
sur les G-invariants de pia) pop H0pT M .

Démonstration. — Pour g € G, la compatibilité des cycles proches avec I'image di-
recte par un morphisme propre [MS89, Th. 4.8.1] fournit une identification naturelle

Vpopgs AP M~ gy popog DT M = g1 bfop Pt M.

Le morphisme de Zy-module s#%p".# — g, # p*.# induit donc un morphisme
Viop IOt M — gitppop T A, d’00 la premiére partie de 3.4.2.
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Par naturalité de lidentification pyto, ~ spy, le morphisme #'pt.# —
g 7T A donne aussi le carré commutatif

vy #O9.m
Yy p ot M — A pipt M

(3.4.3) zl Jz

P4 pop 0T M —— p i jop Ot

Or par invariance des cycles proches par localisation [MMO04, Prop. 4.4-3], la fleche
supérieure de 3.4.3 est aussi V¥ rg.z : Y rprpT M (xZ) — YypipT M (xZ) et la propo-
sition se déduit alors de 3.4.1 et de I'exactitude de ;. |

Corollaire 3.4.4. — Si on suppose de plus que la restriction de p a p~1(Z) est étale
triviale de composantes T, avec g € G, alors Yy s’identifie & la restriction de
VpopdOpT M Vune quelconque des T,.

Démonstration. — C’est immédiat par G-équivariance de laction de G sur
Viop 0T M et le fait que p est un revétement galoisien. O

3.5. Trois lemmes d’annulation. — Les lemmes d’annulation de ce paragraphe
apparaissent déja dans la littérature [Sab12, 14.22, 14.26]. On rappelle ici les preuves
de 3.5.1 et 3.5.5 pour la commodité du lecteur, et on donne une autre preuve de 3.5.2
a laide de 3.4.2.

Soit U un ouvert de AZ contenant l'origine et f = f(¢,y) réguliére sur U. Soit Z
connexion sur U méromorphe a singularité réguliere le long de ¢t = 0.

Lemme 8.5.1. — On suppose que f(0,0) # 0 ou que f(0,y) admet un zéro simple
en Uorigine. Alors sik >0 et a >0, on a b (EFEN/T @ ) ~ 0 au voisinage de 0.

Démonstration. — Par 3.1.7, il suffit de traiter le cas a = 1.
D’apreés [Sab12, Prop. 14.10], on a une identification canonique

ﬁ/lf\,0®ﬁu,o¢t(<§f(t’y)/tk ®R) ~ 1/1t(<9@f(t’y)/tk ® 3/?\0)

En écrivant f = y'g avecl = 0 ou 1 et g(0,0) # 0, il fait sens d’effectuer le changement
de variable t' = t/ {/g dans ﬁ/\w), de sorte qu’on est ramené par fidele platitude de
ﬁ/\mo sur Oy, a prouver la nullité de wt(zfyl/tk &@\’0), avec [ = 0 ou 1. D’aprés [Sab00,
Prop. 2.1.1] ou encore [Ked10, Th. 4.1.4], % admet un réseau sur lequel t0; agit via
une matrice a coefficients constants et 9, agit par 0. En particulier par trigonalisation,
@% admet un sous-objet propre dés que son rang est >1. Par exactitude de v, une
récurrence permet de se ramener au cas oil @\’0 est de rang 1. Alors 5?70 admet un
générateur m satisfaisant a tdym = em, ¢ € C et dym = 0. Dans tous les cas, la
section s = « ¥/t » @ m est génératrice et satisfait a t*(c — td;)s = ks sil = 0 et
tk(?ys = s sil = 1. Le polyndéme de Bernstein de s est donc constant. La trivialité de
la V-filtration en découle. O
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Lemme 3.5.2. — On suppose que f(0,0) # 0 et soit g = t*y® avec (a,b) # 0. Alors
sik,k' >0, on a wg(é’f(t’y)/tkyk QR R) ~ 0 au voisinage de 0.

Démonstration. — On se rameéne comme en 3.5.1 & montrer la nullité du module
he(& /¢ty ®RZ%) avec % de rang 1 admettant un générateur m qui vérifie toym = cm,

c € Cet dym = 0. La fonction g étant singuliére, on a par définition ¢,a,p = 1h,0I'(g) +
ou I'(g) désigne le graphe de g, et v est donnée par

A2, g2 4t
Al
Posons M, jr.q = F(g)+(£’f(t’y)/tkyk/ ® Zo). Alors si on définit
h:A%2x Al — A2 xA!
(u, z,v) o (ub, 2% 0),

on a d’aprés 3.4.2 une injection canonique 'l/)tayb%k7k/7a — h+'l/)(uz)ab%bk7ak/7bc, et

on se rameéne ainsi a étudier le cas ot @ = b. Par 3.1.7, on peut supposer a = b = 1. Or
ko k' . ’

s =« etV »@m engendre M}, 1 . et vérifie tFy* 10,5 = —k's. Donc 5" = s6(u—ty)

engendre .}, i . Or

udy - 8’ = Oyu -8 = 0, - (tysd) = ts' + tydysd — yt*sd,6 € V_15.
A Taide de
(3.5.3) udy s = tysdy,d — s,
on obtient tydysd — tud,s’ € V_1s’, et par multiplication par th=1y*" il vient
(3.5.4) E's' + t*y* udys' € V_1s'.
Puisque k& > 0 et k' > 0, I'identité O, u?s’ = 2us’ +u?0,s" = t2y?s0,6 € V_1s' et 3.5.3
donnent la relation

tFyF ud, s’ = (Y ) 2y2s0,0 — ut T TyF Tl e Vs

Donc d’aprés 3.5.4, s’ € V_1s' est de polynéme de Bernstein constant, d’ou 3.5.2.
O

Lemme 3.5.5. — Supposons f = t'g(t,y) + y™h(t,y) avec g(0,0) # 0, h(0,0) #
0, (I,m) # (0,0). Soit g = t%y® avec (a,b) # 0. Alors si k > 1l et k' > 0, on a
Py (EFEN/Y @ ) ~ 0 au voisinage de 0.

Démonstration. — Les cas [ = 0 ou m = 0 étant traités par 3.5.2, on peut raisonner
par récurrence sur (I,m) et supposer [ # 0 et m # 0. Soit p: U — U 'éclaté de U en

Porigine. Par compatibilité des cycles proches avec les modifications propres [Sab12,
Prop. 14.12], on a

wg(éaf(t,y)/tkyk ®R) ~ p+wgop(gf(pt,py)/p?p§ QRpTR).
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Démontrons que ¢gop(é"f(pt’py)/pfp§ ® pt#) ~ 0 sur le diviseur exceptionnel E.

Dans la carte Uy de U donnée par t = u et y = uv, on a p(u,v) = (u,uv), de sorte
que la trace de E sur Uy est donnée par u = 0, et

F(pespy) [PEP = (' g(u,uv) + (w0)™h(u, uv)) [uHF ok,

Au voisinage d’un point vy # 0 de Up, 3.5.1 s’applique immédiatement si [ # m.
Dans le cas | = m, on observe que 3—5(0,1}0) = mvg%lh(0,0) # 0 de sorte que 3.5.1
s’applique encore. Au voisinage de l'origine de Uy, 3.5.2 s’applique si [ < m, et sinon
m > 0 permet d’utiliser I’hypothése de récurrence.

Dans la carte U; donnée par les coordonnées t = u/v" et y =0/, p(u/,v") = (u'v',0'),
donc E NU; est défini par v'v' =0, et on a

Fpe,py) /PFDE = (W'0) g(u'v o) + o™ h(u'! o)) Ju b0+

On se place au voisinage de 'origine. Si | < m, la condition [ > 0 assure que 'hypo-
thése de récurrence s’applique, et sinon la situation est justiciable de 3.5.2. O

4. Preuve du théoréme

Décrivons les différentes étapes de la démonstration. Une premiére réduction re-
posant sur 3.4.1 et la semi-simplicité du membre de droite de (2.2.5) permet d’iden-
tifier ¢ Hy i (A) et x Hyppnomi (A) pour m entier dés que (2.2.5) est connue pour
YaHpmn,mi (A ), de sorte qu’on est ramené au cas ot n est un multiple de m_gz. Dans
ce cas, l'idée est de se ramener a un calcul avec .Z décomposé. On ramifie donc en
4.2.1 la variable z en v = z'/™ pour obtenir un schéma singulier & partir duquel on
construit une dilatation bien choisie Sy ,,(Dy)°, finie sur Si ,,(Dy)[p~!] et munie d'une
action du groupe U,, des racines n-iéme de I'unité. On montre alors en 4.2.2 que 3.4.4
s’applique, de sorte qu’on est ramené a un calcul de cycle proche sur Sy ,,(Dy)°. Enfin,
on formalise la situation & l'aide de 3.2.1 pour se ramener & un calcul explicite.

4.1. Réduction au cas ou n est un multiple de m_s. — Soit m un entier
naturel. On suppose que le théoréme 2.2.4 est acquis lorsque n est un multiple de m
et on le déduit dans le cas général. Il suffit pour cela de montrer que pour tout couple
(n,k) avec n < k, si le théoréme est montré pour H,py, mi(#), alors il est vrai pour

Le morphisme vy, : Sy — S donne un diagramme cartésien

S1.n(Domi) —— S0 (D)

Smn —————— Sy
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avec p satisfaisant aux conditions de 3.4.1 pour G = U,,. Puisque le cube

id Xvy,

SXT]mn ann

jWLn,m,k ‘

Sl,n(Dmk> p4> Sl,n(Dk)

nm n nn

. e

Smn Sn
est & faces commutatives et cartésiennes, on a

P T Hy (M) = Py frn,mit (id X v ) T om(ps vt A, pf A )

(4.1.1) =~ Po-Jrn,mb+ I OM(Dy Vit M, Y M)
= p+Hmn7mk(///)-

D’aprés 1.4, Vadjonction H,, j(A) — prp™ H, () est donnée par

(4.1.2) Hy (M) — ﬁsl,n(Dmk) ®ﬁslyn(Dk) Hy (A ).

Soient u une uniformisante de Sy, et ¢ € Uy, une racine primitive. De (4.1.2), on dé-
duit que la décomposition en sous-espaces propres de action de ¢ sur p4 Hypp i (#)
est

Du fait de la formule dyulw = #“le + u!d,w, Vopérateur 9; stabilise chacun des

facteurs de (4.1.3), donc il s’agit d’une décomposition dans la catégorie des Z-modules
sur Sy (D). Pour a € C et w € Hy, 1 (A), la relation

l
(t0y — o a)ulw = u' (td; — a)w

montre que si P € Vp(2) est tel que by, (t0y)w = tP(tdy,y, Oy)w, alors

l

b (t0; — E)ulw = ulbw(t&g)w = tulP(t[?t,y, Oy)w = tP(td, — !

5 aa l7
my ) uw

de sorte que by, = by, (td) divise by, (td; — L). En utilisant le fait que u agit de
fagon inversible sur py Hypp mi(-#), on montre de méme que by, (t0; — %) divise by, -
On a donc by, = by, (t0; — #), d’ott pour a € C un isomorphisme d’espaces vectoriels

« multiplication par u! » bien défini
Gre s L H o (M) = e g Hy (M)
et compatible aux actions de y et 9,. D’aprés (4.1.3) et le fait que l'action de ¢ induit
un isomorphisme ¥ o Hy (M) — . a—1Hpn k(.4 pour tout a, on obtient donc
Ve aD+ Hon ke (M) = (Y o Hyp (A )™

Or en combinant 3.1.7 et la compatibilité des cycles proches avec I'image directe par
un morphisme propre [MS89, Th. 4.8.1], on a des identifications canoniques

"/)ﬂ',aerHmn,mk(%) = "/)ﬂ'm,aHmn,mk (%) = (1/}7r,aHmn,mk (%))m



UNE VARIANTE DES CYCLES MICRO-CARACTERISTIQUES DES 2-MODULES 19

Il vient ainsi
(7/)an,k(///))m = (wﬂ'Hmn,mk(%»m-
On en déduit suivant (2.3.6) que

(4.1.4) ("/’ﬂHn,k(/ﬁ))m ~ ﬁ;zn<r—1 @ (éadtrfl(w))mni'
Q1 (A)

et le théoréeme 2.2.4 pour H,, j,(#) découle de la semi-simplicité du membre de droite
de (4.1.4).

4.2. Le cas ot n est un multiple de m_s. — On rappelle qu’on a fait '’hypothése
que k > n, de sorte que $1 X 1, est le fermé de S (D)) donné par l'équation
p(t,y) = 1+ yt*~™ = 0. En particulier, s; x 7, ne rencontre pas la fibre spéciale
de 7, et il suffit donc de calculer les cycles proches sur son complémentaire noté
S1.0(Dg)[p~1Y. Soit X le schéma défini par le diagramme cartésien

X —— S1,(Dy)p ]

™

Sy —— S8

ou la seconde fleche verticale est donnée par la composée du morphisme canonique
S1.0(Dg)[p~t] = Si ., avec la premiére projection. D’apreés le diagramme (2.2.1), X est
muni de deux morphismes vers S,,. On dispose donc d’un morphisme X — S,, x S,
ou dans S, X S, le premier facteur désigne la copie de S,, qui apparait dans (2.2.1)
et le second facteur correspond a la copie de S, figurant dans (4.2.1) et munie d’une
uniformisante v. Notons g : X — 5, ,, la fleche qui s’en déduit par changement de base
et soit X (s, xs,) le dilaté de X en g~ (sn X s,,) par rapport & s, x Sp. Si S1.,(Dy)°
désigne 'adhérence dans X, xg,) de la fibre générique de p1 o g : X5, x5,) — Sn,
alors le morphisme composé f donné par

Slﬁn(Dwo e X(snXSn,) —_— s X — Slﬁn(Dk)[pil]

s’explicite algébriquement en

_ It _
Sl,n[yap 1]/($ - tnp) B Sn,n[ya Z,P 1]/(U - Zta z" _p) )
avec x envoyé sur v".

Lemme 4.2.2. — S1.,(Dg)[p~!] est le quotient de Sy ,(Dy)° par Uaction de U, hé-
ritée par transport de structure de S,, — S dans (4.2.1).

Démonstration. — Par surjectivité de X — S1,(Dy)[p~!] et X(5,xs,) — X, la
restriction de f & sa fibre générique dans Si ,,(Dy)° est surjective. Or on observe que
f est fini, donc fermé. Ainsi f est surjective, et alors f¥ est injective. En complétant
S1.0(Dg)[p~1] le long de la fibre spéciale de 7, définie par I'idéal (t) = (¢, z), on obtient

—

d’apres [Eis95, Ex. 7.11] le schéma Sy ,,(Dy)[p~!] d’anneau de fonctions

~

Cly, p~ =, t]/(x — t"p) —— Cly][1] -
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En faisant de méme avec S ,,(Dy)°, on obtient le diagramme

Snnly, 2,071/ (v = 2t, 2" — p) —— Cly, 2][t]/(z" — p)

]

Sinly, 7'/ (2 = t"p) Clyll]
On observe alors que C[y][[t] est le quotient de Cly, z][t]/(z™ — p) par l'action de U,,.
Le lemme 4.2.2 se raméne donc & B.2. O

Comme changement de base d’un morphisme étale, le morphisme X[z~!] —
S1.n(Di)[p~", 27" est étale. Or Sy ,(Dy)s = S1n(Di)°[t7!] = X(o,xst™] =
X[t7! est un isomorphisme. Mais du fait de 2™ = t"p et p inversible, on a
X[t71] = X[z7']. On en déduit que f,, est étale. Mais f,, est étale galoisien de
groupe U,, avec U, agissant par permutation circulaire des composantes connexes
de SLn(Dk)‘S’n, qui sont des droites T¢, ¢ € U,. D’aprés 4.2.2, la situation est
donc justiciable de 3.4.4, de sorte que ¥ H, y(.#) s’identifie a la restriction de
VY tor fTHy x(#) & 'une quelconque des T¢.

D’aprés 3.2.1, on ne change pas les cycles proches de fTH,, ;(.#) en restreignant

la situation a Slm)o. Donc si
’Y:% o~ @ &Y ®<%w(t)
Q)
est la décomposition de Levelt-Turrittin (1.3.1) de .#, on a
waWerank(%) = @ wt (ng(Zt)iu&(t) ® %wl,wz)a
w1,wa €EQ(A)

avee Ko, w, régulier le long de la fibre spéciale. Désignons par H, j (w1, w2)(Zew, ws) OU
méme H,, (w1, wsz) quand aucune confusion n’est possible, le terme de cette somme
correspondant aux formes wy et wq, et écrivons w; = P;(t)/t% avec degP; < ¢;.
P;(0) = ¢,—1(w;) est le coefficient dominant de w; pour la variable 1/t. Soit n,, le
rang de %,,. La formule (2.3.6) (et par suite le théoréme 2.2.4) se déduit des calculs
suivants :

Lemme 4.2.3. — Siw # 0, Y H, j(w,0) ~ ¢ H, 1(0,w) ~ 0.

Par définition, H, ;(w,0) ~ &G @ Z et H, x(w,0) ~ &°O @ %', avec Z et X'
réguliers, donc 4.2.3 est une application immédiate de 3.5.1.

Lemme 4.2.4. — Siwy # wa sont non nulles, alors Y, Hy, (w1, ws2) ~ 0.

Démonstration. — Soit ¢ € C, et notons encore ¢ le point fermé de la fibre spéciale
de SL/n(Bk)[p’l] correspondant. D’aprés [Sab12, Prop. 14.10], il suffit pour prouver
4.2.3 de se placer sur le formalisé &, de I'anneau local @, de Sl/n(Bk)[p’l] en c.
Puisque 1 + ct*~™ admet une racine n-iéme sur S,, on tire de p=1+ yth—n =
14 ct*=™ + (y — ¢)t* ™ existence d’une racine n-iéme pour p sur 0,. Autrement dit,
le spectre de ﬁc est la réunion disjointe de n copies de Spec ﬁA}sn - D’aprés 3.4.4, on
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peut fixer le choix d’une telle racine (soit encore géométriquement se restreindre a une
composante connexe de Spec 0..), et supposer ainsi que z = 1+ yt*~"/n (tk*"H).
Siqr < qo,
12 (w1 (2t) —wa(t)) =t 1271 P (2t) — Pa(t)
=-P(0) (),
de sorte que le lemme 3.5.1 s’applique, et de méme si g1 > go.
Sigr=q2=gq,
t?(wy(zt) — wa(t)) = 27 Py(zt) — Pa(t)
= Pi(t) — Po(t) — qP1(0)yt" " /n ("),

La valuation t-adique de P; — P» est finie et plus petite que ¢ — 1, donc quelle que
soit la fagcon dont elle se compare a k — n, le lemme 3.5.1 s’applique. |

Dans les deux lemmes qui suivent, on exploitera le fait que puisque U =
ﬂceUn\{l} D(z — () est un voisinage de Zariski de T} dans Sy ,,(Dy)[p~!], il suffit
d’aprés 3.4.4 de calculer ¢y H,, i (w,w) sur U. Cette restriction sera faite tacitement
dans toute la suite, et on notera encore Hy, x(w,w) pour Hy x(w,w)y et T pour T;.
Surt%’ouvert Uonaz—1=ytF"/r, avec par définition r,, = ngUn\{l}(z — () une
unité.

2
Lemme 4.2.5. — ;H,, 1,(0,0) ~ O7°.

Démonstration. — On se donne une base de %, dans laquelle la matrice de 0; est de
la forme A/t avec A € GL,,(C). Alors

Hyy 1(0,0) ~ (O(T)"%,d+ (A® 1 — 1@ A)dt/t + A® 1dz/z),
et il suffit donc de démontrer que si B, C € GL;(C) commutent, alors si on pose
Hp.c = (O(T)',d+ Bdt/t + Cdz/z),

on a
l
Ve, >~ Op.

On raisonne par récurrence sur /.
Supposons [ = 1 et notons S et v pour B et C. Si f = 0, le calcul 3.1.2 et
I'insensibilité des cycles proches a la localisation [MMO04, Prop. 4.4-3] montrent que

7/%%,7 = wt(ﬁad+7d’z/z) = ’L:’k(ﬁ,d+’}/d2’/2) = ﬁTv

ot la derniére égalité provient de ce que z = 1sur 7. Sil =1 et § # 0, la section s = 1
est génératrice, et on a tdys = Bs + (n — k)yyt" Fs/(nz") = Bs  (V_1(2)s). On en
déduit que by(td;) divise td; — 5. Or b, ne peut étre constant car dans le cas contraire
t serait inversible, d’ou by(td;) = td; — 8. Ainsi V.(2)s est une bonne filtration dont
les racines du polynome de Bernstein sont dans [—(—5 — 1) — 1, —(=8 — 1), donc
Vi (D)s = V_g_14m(H#3,~) pour tout entier m. En particulier, tout élément de .73
est dans 'un des V_g_14m (3 ,+), doncsia € C\{—F—14+Z}, Vo (H3,~) = Veo (53 )
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et sinon Veo(#5,) = Va1 (H3,4) = tVo(H3,~). Soit B’ I'unique élément de 8 + Z
dans lintervalle [—1,0[. On obtient
Vel = Vo0 Ay = Wt —p—175,
= Vop1(Hp.4)/tV-p-2(Hp5)
- VO(@)S/V_l(@)s
Du fait de
(4.2.6) Dys =t""Fs/(nz") € V_1(D)s,

0y agit par 0 sur ;.3 , et on a donc un morphisme bien défini Oy — .55
associant & « 1 » la classe de s. Puisque [P(t0t,y,dy)s] = [P(f,y,0)s] dans ¢ -,
ce morphisme est surjectif. Il est aussi injectif, car si [f(y)s] = 0, avec f # 0, alors
par application successive de 9y, on obtient [s] = 0, contradiction. D’ou le cas I = 1.

Supposons [ > 1. Puisque B et C commutent, le choix d’un vecteur propre commun
permet de définir une suite exacte du type

0 > 3.~ HB.c Hp,cr —— 0,

avec B’ et C’ qui commutent. Donc par passage aux cycles proches, ’hypothése de
récurrence donne la suite exacte

(4.2.7) 0—— Op —— Py Hlpc — OF ' —— 0.

Or pour toute section s de % ¢, la formule (4.2.6) reste valable de sorte que 0,
agit par 0 sur ¢ 5 c. On en déduit que la suite exacte (4.2.7) est scindée, et on a
le résultat voulu. O

Lemme 4.2.8. — On suppose w1 = wy = w de degré q. Alors,

(1) Sik—n<gq, vHpk(w,w)~0.

2) Sik —n > q, YeHpp(w,w) =~ O

(3) Sik —n=q, hpHyp(w,w) = (& F/n=DPOy),
Démonstration. — On a

t9(w(zt) — w(t)) = 27 1P (zt) — P(t)

(=77 =1)P(t) (")
= —rytt " P(t)/r, (P
= —ryt" " P(0) /7,  (tFTTL),

(4.2.9)

de sorte que 3.5.1 assure la nullité de ¢, H,, x(w,w) dansle cas k—n < ¢. Sik—n > ¢,
w1 (2zt) —wa(t) est polynomiale, donc (2) et (3) se déduisent de la combinaison de 3.1.3
et du calcul 4.2.5 de 1, H,, 1(0,0) (%) O

Ceci achéve la preuve de la formule (2.3.6).
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Appendice A
Nullité des cycles proches pour r <1 et .# décomposé

Proposition A.1. — On suppose k < n et M ~ DEY @ X, sans partie régulicre.
Alors Y Hy 1, (M) ~ 0.

Démonstration. — On a
wan,k(%) ~ @ wt(éawl(Z)_MZ(tn) ®‘@UJ1,UJ2))
wi,w2
avee Ko, w, régulier le long de la fibre spéciale. Désignons par H,, i (w1, w2) le terme
de cette somme correspondant aux formes wy et ws, et écrivons w; = P;(x)/x% avec
deg P; < ¢;. P;(0) est le coefficient dominant de w; pour la variable 1/x. .# étant
supposé sans partie réguliere, P;(0) # 0. Alors en effectuant le changement de variable
u=tetv=t""F 4y ona
P(t" + yt*) Py (t") Py (uFv)  Py(u™)
thar (tn—Fk 4 y)a e gkagn gnae
u™® Py (uFv) — uFayn Py (un)

wkar+naz a1

w1 (r) — w2 (t") =

(A.2)

On se place au voisinage de vy # 0. Si on suppose ngs > kqi, (A.2) s’écrit
(unaz=Fa Py (ubv) — 09 Py(u™))/u™2v9. Si f(u,v) désigne la partie non polaire
de cette expression, f(0,v9) = —P»(0)/vd" est non nul, donc 3.5.1 s’applique. On
raisonne de méme avec le cas ngz < kg en utilisant Py (0) # 0. Si nga = kq1, la partie
non polaire de (A.2) est f(u,v) = (P (u*v) — v Py(u™))/v?® et en évaluant en (0,v)
on constate que la situation satisfait les hypothéses de 3.5.1.

On se place au voisinage de vy = 0. Si on suppose nga < kqi, (A.2) devient
(P (uFv) — vba—nayn py(ym))/uFv®. Le numérateur de cette expression vaut
P (0) # 0, donc 3.5.2 s’applique. Dans le cas contraire, (A.2) est exactement
(92 =k Py (ykv) — 08 Py(u™)) /um2v® et on est dans le cadre de 3.5.5. O

Appendice B
Un soupcgon d’algébre commutative
Lemme B.1. — Soit &/ un catégorie abélienne, M un objet de </ et Ny et Ny deux

sous objets de M. Soit B une catégorie abélienne et F' : of — B un foncteur additif
exact & gauche. Alors on a une identification canonique F(N1NNz) ~ F(N1)NF(N3).

Démonstration. — On commence par observer que Ny N N» fait bien sens, comme
noyau de
Iny Ny : Ny® Ny — M
($1,$2) —r I1 — I9.

Alors, F(Ny) et F(N3) sont des sous-objets de F(M), et par additivité F(In, n,) =~
Ir(Nny),F(N,)- Mais F' commute au noyau, donc

F(N1 n Ng) = F(KGI"INIJ\&) ~ KGI"F(INIJ\&) ~ KerIF(Nl),F(NQ) = F(N1> N F(NQ)
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O

Corollaire B.2. — Soit B un anneau noethérien muni d’une action d’un groupe
fini G et A un sous-anneau de BE. On suppose que B est fini sur A. Soit I idéal
de A, et J = IB. Alors, laction de G est continue pour la topologie J-adique donc
induit une action sur E_]. Par finitude de B sur A, on a une identification canonique
E] ~ B® El [Eis95, Th. 7.2]. En particulier le digramme

B—)E‘]

| ]

A—— A
est cartésien. On suppose que A = E? Alors A = BC.

Démonstration. — A travers 'identification E] ~ B® EI, l'action de g € G sur le
membre de gauche correspond & g ® id. On en déduit par platitude de A; sur A

BY =(Ker((g —id) @id) = [|(Ker(g —id) @ A;) = B¢ ® A;.
G G

ot la derniére égalité provient de B.1. On en déduit Coker(A — BY) ® A; =

Coker(A; — BY) = 0 par hypothése. Donc par fidéle platitude de A; [Eis95], il

vient Coker(A — BY) =0, a savoir A = BE. O
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