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Résumé

Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour I'existence d’une immersion isométrique d’une surface
dans le groupe Sols. Cette condition s’exprime par Iexistence sur la surface d’un champ de spineurs particulier.
Pour citer cet article : A. Nom1, A. Nom2, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).

Abstract

A characterization of surfaces in Sols.

We give a necessary and sufficient condition for a surface to be isometrically immersed into Sols. This condition
is the existence of a special spinor field on the surface.

To cite this article: A. Noml1, A. Nom2, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).

1. Introduction

Une hypersurface immergée isométriquement dans une variété ambiante satisfait aux équations de
Gauss et Codazzi. Dans le cas ou l'espace ambiant est un des 3 espaces formes (R™, S ou H"), ces
équations sont également une condition suffisante a I’existence d’une immersion isométrique dans cet es-
pace. Récemment, Daniel [1,2] a obtenu un théoréme d’immersion isométrique dans les espaces produits
S™ x R et H™ x R ainsi que dans les espaces homogenes de dimension 3 dont le groupe d’isométrie est de
dimension 4, c’est a dire les spheres de Berger, le groupe d’Heisenberg Nils, le revétement universel du
groupe PSLy(R) ainsi que les produits S? x R et H? x R. Dans ce cas, deux équations sont nécessaires en
supplément de celle de Gauss et Codazzi pour l'existence d’une immersion isométrique.

Piccione et Tausk [10] ont généralisé les résultats de Daniel & une classe plus large de groupes de Lie grace
a la notion de G-structure. En particulier, cette classe englobe le groupe Sols, dont Lodovici a explicité les
équations nécessaires et suffisantes (voir [7]), obtenant ainsi un théoréme d’immersion isométrique dans
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la huitieme et derniere géométrie de la classification de Thurston, les sept autres étant R, S3, H3, S2 x R,

H? x R, Nil3 et PSLa(R). Pour plus de détails sur ces huit géométries, on se référera a [12].

D’autre part, des versions spinorielles de ces théorémes ont été obtenus pour les espace ambiants de dimen-
sion 3. Plus précisément, la condition nécessaire et suffisante a I’existence d’une immersion isométrique est
Iexistence d’un champ de spineur particulier sur la surface, remplagant les équation de Gauss et Codazzi
et d’éventuelles équations additionnelles selon I'espace ambiant (voir [3,8,11,9]). Seul le cas du groupe
Sols n’a pas été traité jusqu'a présent, c’est le but de cette note (Théoréme 4.1).

2. Sols est ses surfaces
Le groupe de Lie Sols muni d’une métrique invariante & gauche est une variété homogene de dimension
3 dont le groupe d’isométrie est de dimension 3. Il peut étre vu comme R? muni de la métrique suivante :
ds? = e?*da? + e P dy? + d2?,

olt (,y, ) sont les coordonnées canoniques de R3. Cette métrique est invariante & gauche pour la structure
de groupe de Lie donné par le produit suivant :

(x,y,2) - (2,9, 7)) = (x+ e 2",y + ey, 2+ 2').
On définit le repeére (eq, es, e3) appelé repére canonique par :

) .0 )

—Zz
e =e -, €2 =€ —, €3 = —.
Ox’ oy’ 0z

Ce repere est orthonormé et invariant a gauche. La connexion riemannienne V est alors donnée par :

Velel = —€s3, V6261 = 0, V83€1 = 0,
Veleg = O, v52€2 = €3, Vegeg = 0, (1)
Ve,e3 =¢€1, Ve,e3=—e3, Vee3 =0.

Soit maintenant (M, g) une surface immergée isométriquement dans Sols et V sa connexion de Levi-
Civita. On notera par v sa normale unitaire et A sa seconde forme fondamentale. Enfin, on considere les
vecteurs tangents T; et les fonctions réelles f; tels que e; = T; + f;v, pour 1 < i < 3. On a donc clairement
||T]12 + f?2 = 1 pour 1 < i < 3 et grace aux relations (1), on peut voir que les relations suivantes sont
satisfaites. Pour ¢ = 1,2 et tout champ de vecteurs tangent X :

VxT; = flAX + (*l)i < X,n > Tg,

2
X(fi)=- < AX,T; > +(-1)' < X,T; > fs, ®

ainsi que :

2
VxTs = fsAX + Z(—l)j“ < X,T; > Ty,
=t (3)

2
X(fs)=—-<AX, T3>+ (-1)/T' < X, T, > f;,
j=1



Enfin, les equations de Gauss et Codazzi sont les suivantes :
Ris12 = det(A) +1-— 2||T3||2, (4)
dvA(él, 62) = —2f3J(T3)7 (5)

ot J est la rotation d’angle 7 sur I'espace tangent a M, et(e1, €2) est une base orthonormée de M. Dans 7],
Lodovici a montré que la donnée sur une surface (M, g) des données A, T; et f; pour 1 < i < 3, vérifiant
les équations (2), (3), (4) et (5) et équivalent & P’existence d’une immersion isométrique de (M, g) dans
Sols de seconde forme fondamentale A et telle que en tout point de M, T; + f;v = e;, ou v est la normale
a I'immersion. De plus, cette immersion est unique aux isométries ambiantes pres.

3. Spineurs sur les surfaces

Tout d’abord, pour les rappels concernant la géométrie spinorielle, nous nous renvoyons a la lecture de
[6,4] par exemple. Le groupe Sols étant difféomorphe & R?, c’est une variété spinorielle et nous la munissons
de la structure spinorielle triviale. Soit une section constante ¢ du fibré des spineurs, 'expression locale
de la connection spinorielle, en utilisant (1), montre que la dérivée covariante de ¢ vérifie 'expression
suivante (voir [5] ol ce calcul est fait) :

1 1 —

ﬁeﬂp = 562 ey, ﬁ6230 = _561 ®p, Veggo = 0) (6)

ot V est la connexion spinorielle et e est la multiplication de Clifford de Sols. Il est bien connu que
le fibré des spineurs d’une surface immergée dans un espace de dimension 3 et le fibré des spineurs de
I’espace ambiant au dessus de la surface sont isomorphes et que leurs connexions respectives sont liées
par la formule de Gauss spinorielle :

_ 1
Vxe=Vxp— 54X -0, (7)

ou V et - sont respectivement la connexion spinorielle et la multiplication spinorielle de M. En utilisant
la relation entre les multiplications de Clifford de Sols et de M, ainsi que les relations (6), on obtient :

1 1 1
e LX Typ— —fsX p— =
Vxep 5 3¢ 2f3 2 2<

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour énoncer le résulat principal de cette note.

1
X, Ts)p - 54X - . (8)

4. Résultat principal

Le résultat suivant est donc la version spinorielle du théoreme d’immersion isométrique des surfaces
dans le groupe Sols.
Théoréme 4.1 Soient (M, g) une surface riemannienne orientée, A : TM — TM un champ d’endo-
morphismes, T; (1 < i < 3) des champs de vecteurs tangents et f; (1 <1 < 3) des fonctions réelles tels
que ||T;||> + f2 = 1 pour 1 < i < 3. Si de plus les vecteurs T; et les fonctions f; satisfont les équations
(2) et (3), alors il y a équivalence entre

(i) Dexistence d’une immersion isométrique de (M,g) dans Solz de seconde forme fondamentale A et
telle que en tout point de M, T; + fiv = e;, ot v est la normale & immersion, (e, ez, e3) étant le
base canonique de Sols.



(ii) Uexistence d’un champ de spineur satisfaisant l’équation (8), c’est & dire :

Vxp= %X“Ts'so*%ngwp*%(X,TaW* %AX‘so-
De plus, cette immersion est unique aux isométries de Solz prés.
Preuve : Le sens (i) implique (i4) découle de la discussion des sections 2 et 3. Pour la réciproque,
I’argument de preuve est standard pour ce type de résultat, on calclule la courbure spinorielle appliquée
au champ de spineur ¢, c’est a dire

R(X,Y)e =VxVyp - VyVxp— Vixyp.

Ce calcul est simple, mais assez long étant donné 'expression de la dérivée de . Nous ne referons pas
ce calcul ici, d’autant plus qu’il est trés proche du calclul effectué dans [11] pour le cas de S? x R. En
utilisant (3) pour remplacer les dérivées de T5 et f3 ainsi que I'identité de Ricei :

1
R(€17 62)1/) = —§R121261 ceg -,

valable pour tout champ de spineurs 1, on obtient la relation suivante :

R1212 - det(A) -1 -+ 2||713||2 W= dVA(Gl, 62) + 2f3J(T3) *©,

G C

ol G est une fonction réelle, C' un champ de vecteur et w = €; - €2 est ’élément de volume réel de M.
Par un argument classique utilisé dans [8,11] par exemple, on déduit que la fonction G et le champ de
vecteurs C' sont nuls, ce qui correspond aux équations de Gauss et Codazzi respectivement. On conclut
en utilisant le thorme de Lodovici, comme les équations de Gauss et Codazzi sont vérifiées, ainsi que les
deux équations additionnelles (2) et (3), il existe une immersion isométrique de (M, g) vérifiant toutes les
conditions annoncées. |

Remarque 1 Pour obtenir les équations de Gauss et Codazzi a partir du calcul de la courbure spinorielle,
nous utilisons uniquement les équations (3) et pas les équations (2). Cependant, nous devons supposer
qu’elles sont vérifiées pour utiliser le résultats de Lodovici.
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