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Abstract: Le filtrage et la pré-compensation sont des cas particuliers d’une classe plus générale
de problèmes: les problèmes de contrôle en boucle ouverte. Ce papier aborde une classe
de problèmes de contrôle robuste en boucle ouverte pour des systèmes discrets incertains.
L’incertitude est représentée au moyen de transformations linéaires fractionnelles (LFT) et peut
être composée de différentes incertitudes (paramétriques, dynamiques, non-linéarités,etc...). Il
est démontré que la synthèse d’un filtre garantissant un certain niveau de performance pour
le système Boucle Ouverte peut se mettre sous la forme d’un problème d’optimisation convexe
sous contraintes inégalité matricielles linéaires, qui peut être résolu efficacement.

1. INTRODUCTION

La synthèse d’éléments d’une chaine en satisfaisant à un
cahier des charges est un problème critique dans certaines
applications. Les problèmes de filtrage sont par exemple
des cas particuliers (Gelb (1974)), ainsi que les problème
de pré-compensation comme la génération d’impulsions
pour le dépôt d’encre au moyen d’une imprimante Drop-
on-Demand étudié dans (Khalate et al. (2011)). Cela re-
couvre également la synthèse d’éléments passifs dans une
chaine de transmission de puissance sans fil (Kazmerkovski
et al. (2011)). Dans ces cas particuliers, la synthèse
de correcteur en boucle fermée est exclue en raison de
l’impossibilité physique de mettre un capteur (Khalate
et al. (2011)) ou en raison de la structure du système
(e.g. filtrage). Ces problèmes font partie d’une classe plus
générale de problèmes : la synthèse en boucle ouverte qui
fait l’objet de ce papier.

Les formalismes des problèmes de synthèse considérés sont
présentés figure 1 et figure 2. Dans ces systèmes, un filtre
F (à synthétiser) lie deux systèmes G (appelé système
d’entrée) et H (appelé système de sortie). Ces systèmes
sont appelés systèmes boucle ouverte (BO) en raison de
l’absence de bouclage entre les éléments G, F et H du
système. Ici, soit G, soit H sont sujets à une incertitude
∆. On s’intéresse à la synthèse du filtre F , de telle sorte
que le système BO satisfasse à un critère de performance.
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Fig. 1. Système BO : système d’entrée incertain
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Fig. 2. Système BO : système de sortie incertain

La plupart du temps, les éléments composant cette chaine
ne sont pas parfaitement connus, mais peuvent être iden-
tifiés sous la forme de modèles discrets incertains (Bombois
et al. (2010)) sous forme d’une Transformation Linéaire
Fractionnelle (LFT)(Zhou et al. (1995)) d’un bloc incer-
tain ∆ par un modèle nominal. Le modèle incertain est une
fonction rationnelle de plusieurs incertitudes. Il est alors
nécessaire d’avoir une méthode de synthèse efficace garan-
tissant un cahier des charges pour le modèle incertain.

Le calcul de la performance pire-cas d’un système incer-
tain est un problème (NP) difficile. Dans le cadre LFT,
le bloc ∆ est caractérisé par des Contraintes Intégrales
Quadratiques (IQCs, Megretski and Rantzer (1997)) sur
ses signaux d’entrées et de sorties. Cela permet d’obtenir
des conditions suffisantes convexes pour calculer efficace-
ment une borne supérieure du pire cas de la performance
du système incertain. Ces conditions convexes présentent
le meilleur compromis entre conservatisme et complexité
algorithmique. Malheureusement, en utilisant ces condi-
tions pour créer une méthode de synthèse de contrôleur
robuste, on n’aboutit pas à des conditions convexes : le
calcul d’un contrôleur reste difficile.

Cependant les conditions de synthèse deviennent con-
vexes pour des cas particuliers tels que le cas du fil-
trage robuste ou de la pré-compensation robuste pour
des incertitudes généralisées au moyen d’IQCs dynamiques
(dépendantes de la fréquence) (Scherer and Kose (2008),
Scorletti and Fromion (2006)). De façon plus générale,
le point commun à ces systèmes qui permet d’avoir des



conditions de synthèse convexes est l’absence de bouclage
sur l’incertitude (Scherer (2009)).

Comme on ne dispose que de conditions suffisantes, la
généralité de la méthode et le conservatisme associé est
un point critique. Les approches par fonction de Lyapunov
dépendantes des paramètres (Xie et al. (2004)) ou les ap-
proches LFT utilisant des IQCs statiques (indépendantes
de la fréquence (Sun and Packard (2005)) sont possi-
blement conservatives pour certains types d’incertitudes
(e.g. incertitudes LTI). L’utilisation des IQCs dynamiques
permet d’avoir une approche plus générale. De plus, le
conservatisme est considérablement réduit dans certains
cas (incertitudes paramétriques ou dynamiques LTI).

Nous proposons ici une approche générale de la boucle
ouverte discrète robuste, en donnant des solutions aux
problèmes de synthèse présentés en section 2 et formalisés
figures 1 et 2. L’incertitude est prise en compte en utilisant
des Contraintes Intégrales Quadratiques dynamiques, avec
une représentation LFT. Nous présentons un théorème
donnant des conditions pour tester l’existence d’un filtre
qui garantit une borne supérieure sur le pire cas du gain-
L2 de la boucle ouverte pour les cas présentés figure 1 et 2.
Les conditions sont des contraintes Inégalités Matricielles
Linéaires (LMI) et peuvent être testées efficacement. La
solution proposée étend au cas discret les résultats de
(Scorletti and Fromion (2006); Scherer and Kose (2008))
avec une approche générale prenant en compte n’importe
quelle fonction de transfert stable en entrée ou sortie du
système. De plus elle présente une approche alternative à
l’approche de la pré-compensation robuste des systèmes
incertains polytopiques présentés dans (Khalate et al.
(2011)).

Dans ce papier, AT est la transposée de la matrice A,
A∗ sa transposée conjuguée. (A)∗XA est noté (�)∗XA.
Dans une matrice � note un élément symétrique. P note
une matrice introduite par le lemme Kalman-Yakubovitch-
Popov. Tw→e représente l’opérateur (possiblement une
fonction de transfert) de w vers e et ‖Tw→e‖i2 sa norme
induite par l’espace L2 des signaux. Le produit étoile
de Redheffer est noté par ?. γ ∈ R+ représente un
niveau de performance. Toute matrice Ψ carrée peut être

partitionnée en

[
Ψ11 Ψ12

Ψ12 Ψ22

]
.

2. DÉFINITION DU PROBLÈME

Nous considérons la classe de systèmes définis figures 1 et
2. Le système discret G est sujet à un signal non mesuré
w ∈ Rnw . Le système BO est formé par G et H reliés par
z ∈ Rnz et la matrice de fonctions de transfert F . F admet
en entrée y ∈ Rny et pour sortie u ∈ Rnu . L’incertitude ∆
sur le système G (ou H) est représentée par une LFT et
ses entrées et sorties sont respectivement notées q et p.

On définit l’ensemble Γ∆ : ∆ ∈ Γ∆, avec 0 ∈ Γ∆. Associé
à Γ∆, on définit l’ensemble ΓΠ. Π(jω) ∈ ΓΠ si ∀∆ ∈ Γ∆,
Π(jω) vérifie l’IQC donnée équation (1).∫ ∞

−∞
(�)T Π(jω)

[
x(jω)

∆(x)(jω)

]
dω ≥ 0, ∀x ∈ L2 (1)

Cette définition recouvre des incertitudes paramétriques
LTI/LTV, dynamiques LTI/LTV ou encore des non-

linéarités. Nous prenons en compte ici des IQCs dy-
namiques qui en comparaison avec les IQC statiques per-
mettent de caractériser des incertitudes de différente na-
ture (Megretski and Rantzer (1997)).

Nous considérons le gain-L2 des opérateurs discrets
Tw→e. Le gain-L2 permet de caractériser l’amplification
énergétique maximale d’un système.

• Système d’entrée incertain

Tw→e = H(jω)

[
I 0
0 F (jω)

]
(G(jω) ?∆) (2)

• Système de sortie incertain

Tw→e = (H(jω) ?∆)

[
I 0
0 F (jω)

]
G(jω) (3)

Problème 1. (Synthèse gain-L2 Boucle Ouverte). Pour un
γ donné, trouver si un filtre F existe tel que ∀∆ ∈ Γ∆

‖Tw→e‖i2 < γ (4)

L’opérateur Tw→e pour le cas avec incertitudes sur le
système d’entrée (resp. système de sortie) est donnée
équation (2) (resp. équation (3)).

2.1 Preliminaire: Analyse robuste de la performance

Les outils pour tester une borne supérieure sur le pire
cas du gain-L2 de l’opérateur Tw→e sont présentés ici.
Le théorème 3 regroupe les conditions obtenues pour
le problème d’analyse et le problème dual. On a ainsi
plusieurs conditions équivalentes pour tester un pire cas
du gain-L2 d’un système incertain discret M?∆ représenté
figure 3.
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Fig. 3. Système Incertain

Théorème 2. (Megretski and Rantzer (1997)). Soit M
LTI et stable. ∀∆ ∈ Γ∆, M ? ∆ est stable avec un gain-
L2 inférieur à γ si il existe ε > 0, Π(jω) ∈ ΓΠ tels que la
condition (5) soit vérifiée.

[�]∗

 Π11(jω) 0 Π12(jω) 0
0 I 0 0

Π21(jω) 0 Π22(jω) 0

0 0 0 −γ2I

[M(ejω)
I

]
≤ −εI (5)

Pour un système donné, trouver Π(jω) est un problème
d’optimisation de dimensions infinies, avec une infinité de
contraintes : toutes les fonctions de transfert Π(jω) de
tout ordre sont candidates, et toutes les fréquences doivent
être testées. Pour résoudre ce problème, l’idée est dans
un premier temps de restreindre Π(jω) à un ensemble
de dimensions finies, puis d’utiliser le lemme Kalman-
Yakubovitch-Popov (KYP) (Rantzer (1996)) pour tester
toutes les fréquences.

On restreint la fonction de transfert Π(jω) à un sous espace
affine de ΓΠ. On définit l’espace affine ΓX : X ∈ ΓX si

[�]∗
[
X11 X12

X21 X22

][
K(ejω) 0

0 K(ejω)

]
∈ ΓΠ (6)



où K(ejw) =
[

1 (ejw)−1 . . . (ejw)−n
]
.

Différentes factorisations sont possibles pour la fonction
de transfert. Ici les fonctions de transfert Πii seront re-
streintes à des polynômes en ejw d’ordre 2n. Comme
0 ∈ Γ∆, on a Π11 ≥ 0, et par conséquent, il est nécessaire
d’avoir (�)∗X11K(ejw) > 0. Cette factorisation introduit
du conservatisme permet de disposer de conditions suff-
isantes de dimensions finies pour tester la condition (5).
Cependant, le conservatisme diminue lorsque l’on aug-
mente l’ordre de la base K(ejw) (Scherer and Kose, 2008).
La contrainte obtenue avec cette factorisation peut être
transformée en contraintes LMI en utilisant le lemme KYP.
On note par la suite K(ejw)=CK(ejωI−AK)−1BK +DK .

Le problème dual
Le problème de synthèse de filtre pour le cas incertitudes
sur le système de sortie est le problème dual du problème
de synthèse de filtre pour le cas incertitudes sur le système
d’entrée (figure 1), plus simple à résoudre. Nous nous
intéressons ici au problème dual d’analyse.

Par application du lemme 7 dans (Kose and Scherer
(2008)), la condition (5) est équivalente à la condition (7).

[�]∗

 Φ11(jω) 0 Φ12(jω) 0

0 I 0 0

Φ21(jω) 0 Φ22(jω) 0

0 0 0 −γ−2
I

[ I

−M∗
(e

jω
)

]
≥ εI (7)

avec Φ = Π−1

Avec une permutation et un changement de signe, la
condition (7) est équivalente à la condition (8).

[�]∗

 −γ
2Φ22(jω) 0 γ2Φ21(jω) 0

0 I 0 0

γ2Φ12(jω) 0 −γ2Φ11(jω) 0

0 0 0 −γ2I

[M∗(ejω)
I

]
≤ −εI

(8)

En prenant M(ejω) = C(ejωI − A)−1B + D, on a
M∗(ejω) = BT (e−jωI − AT )−1CT + DT . En choisissant

ω̃ = −ω, et en notant M̃(ejω̃) = BT (ejω̃I − AT )−1CT +

DT ,

[
Π̃11(jω̃) Π̃12(jω̃)

Π̃21(jω̃) Π̃22(jω̃)

]
= γ2

[
−Φ22(jω) Φ21(jω)
Φ12(jω) −Φ11(jω)

]
,

on est ramenés à la condition (9).

[�]∗

 Π̃11(jω̃) 0 Π̃12(jω̃) 0

0 I 0 0

Π̃21(jω̃) 0 Π̃22(jω̃) 0

0 0 0 −γ2
I

[ M̃(e
jω̃

)

I

]
≤ −εI (9)

A partir de cette équation, on peut utiliser les mêmes
étapes que pour la mise en dimension finie présentée
précedemment : Π̃ii(jω̃) = K∗(jω̃)XiiK(jω̃). L’application
du lemme KYP permet de se ramener à des conditions
indépendantes de la fréquence. On a alors le théorème 3.

Théorème 3. Considérons l’opérateur incertain (M ? ∆),
avec ∀∆ ∈ Γ∆. Considérons la factorisation présentée
équation (6). L’opérateur (M ?∆) est stable avec un gain-
L2 inférieur à γ si il existe X ∈ ΓX , P = PT > 0,
PK = PTK > 0 telles que les conditions (10), (11) soient
vérifiées.

[�]T


−P 0 0 0 0 0

0 P 0 0 0 0

0 0 X11 0 X12 0

0 0 0 I 0 0

0 0 X21 0 X22 0

0 0 0 0 0 −γ2
I


S︷ ︸︸ ︷

I 0

S21 S22

S31 S32

S41 S42

S51 S52

0 S62

 < 0 (10)

[�]T
[ −PK 0 0

0 PK 0

0 0 X11

][
I 0

AK BK

CK DK

]
> 0 (11)

La définition de S correspondant à la définition du
problème d’analyse (équation (5)) est donnée équation
(12). La définition de S correspondant à la définition duale
(équation (9)) est donnée équation (13).

S21 S22

S31 S32

S41 S42

S51 S52

0 S62

 =


AK 0 0 BK 0

0 AK BKCq BKDqp BKDqw

0 0 A Bp Bw

0 CK BKCq DKDqp DKDqw

0 0 Ce Dep Dew

CK 0 0 DK 0

0 0 0 0 I

 (12)


S21 S22

S31 S32

S41 S42

S51 S52

0 S62

 =


AK 0 0 BK 0

0 AK BKB
T
p BKD

T
qp BKD

T
ep

0 0 A
T

C
T
q C

T
e

0 CK BKB
T
p DKD

T
qp DKD

T
ep

0 0 B
T
w D

T
qw D

T
ew

CK 0 0 DK 0

0 0 0 0 I

 (13)

Démonstration : Par application du KYP et après utilisa-
tion de la factorisation presentée equation (6), l’inégalité
(5) est vérifiée si et seulement si l’inégalité (10) est vérifiée,
avec la définition de S donnée equation (12). Avec 0 ∈ Γ∆

la conservation des propriétés structurelles de Π par la
factorisation amène l’inégalité K∗(ejω)X11K(ejω) > 0 qui
par le KYP est équivalente à l’inégalité (11). Le même
cheminement pour le cas dual aboutit aux mêmes condi-
tions avec la définition de S donnée équation (13).

Ce théorème présente un problème d’optimisation sous
contraintes LMI. Pour un γ donné, trouver X, P , PK est
un problème de faisabilité, qui peut être résolu en utilisant
un algorithme efficace.

3. RESULTAT PRINCIPAL

Dans cette section nous présentons une solution au
problème 1 posé section 2 sous la forme d’un théorème
donnant des conditions pour l’existence d’un filtre assurant
une borne supérieure sur le gain-L2 de l’opérateur Tw→e
pour les deux systèmes présentés figure 1 et figure 2.
Nous définissons dans un premier temps les représentations
d’état des systèmes présentés figure 1 :

G(ejω) =

[
Cq

Cz

Cy

]
(ejωI −AG)−1

[
Bp Bw

]
+

[
Dqp Dqw

Dzp Dzw

Dyp Dyw

]

H(ejω) =

[
Eq

Ee

]
(ejωI − AH)−1

[
Fp Fz Fu

]
+

[
Hqp Hqz Hqu

Hep Hez Heu

]
Pour le cas système d’entrée incertain, on a Eq, Hqp, Hqz,
Hqu, Fp, Hep qui sont des matrices vides. Respectivement
pour le cas système de sortie incertain, on a Cq, Dqp, Dqw,
Dzp, Dyp, Bp qui sont des matrices vides. Nous présentons
à présent notre résultat principal, dont la démonstration
est donnée en annexe.

Théorème 4. Pour un γ donné, ∀∆ ∈ Γ∆, il existe un
filtre discret tel que ‖Tw→e‖i2 < γ s’il existe des matrices

Z1 = ZT
1 , Z2, Z3 = ZT

3 , P1 =

[
P11 P12

PT
12 P22

]
, F, PK = PT

K,

X ∈ ΓX de dimensions appropriées telles que les conditions
(14) et (15) soient satisfaites.



[�]T
[ −PK 0 0

0 PK 0

0 0 X11

][
I 0

AK BK

CK DK

]
> 0 (14)

[
Φ11 + L1 �
Φ21 + L2 Φ22

]
< 0 (15)

Avec Φ11 = diag

−
 Z1 0 Z1 0

� Z3 −ZT
2 I

� � P11 P12

� � � P22

 ,[ 0 0

0 −γ2
I

]
L1 = [�]TX

[
CΦ 0 CΦ 0 DΦ

]
.

Φ21 =


Z1 0 0 0 0

−ZT
2 I 0 I 0

P11 P12 0 0 0

P
T
12 P22 0 0 0

0 0 I 0 I

[M1 0

0 M2

]
[
I 0
]

I 0 0 0

0 0 I 0 0

0 0 0 I 0[
Z

T
2 Z3

]
0 0 0 0



L2 =


0 0

0 M3[
I 0
]

0[
0 I
]

0

0 M4

[AF BF

CF DF

][
I 0 0 0

M5

[
I 0
]
M5 0 M6

]

Φ22 = diag(−

 Z1 0 Z1 0

� Z3 −ZT
2 I

� � P11 P12

� � � P22

 ,−I)
Selon le système considéré, les matrices Mi, CΦ, DΦ ont
des définitions différentes :

Cas incertitudes sur le système d’entrée (figure 1)

[
M1

CΦ 0 DΦ

M5 0 M6

]
=



AK 0 0 0 BK 0

0 AK BKCq 0 BKDqp BKDqw

0 0 AG 0 Bp Bw

0 0 FzCz AH FzDzp FzDzw

0 0 HezCz Ee HezDzp HezDzw

0 CK DKCq 0 DKDqp DKDqw

CK 0 0 0 DK DK

0 0 Cy 0 Dyp Dyw


[
M2

M3

M4

]
=

[
AH
Ee

Fu
Heu

]
Cas incertitudes sur le système de sortie (figure 2)

[
M1

CΦ 0 DΦ

M5 0 M6

]
=



AK 0 0 0 BK 0

0 AK BKF
T
p 0 BKH

T
qp BKH

T
ep

0 0 A
T
H 0 E

T
q E

T
e

0 0 C
T
z F

T
z A

T
G C

T
z H

T
qz C

T
z H

T
ez

0 0 D
T
zwF

T
z B

T
w D

T
zwH

T
qz D

T
zwH

T
ez

0 CK DKF
T
p 0 DKH

T
qp DKH

T
ep

CK 0 0 0 DK DK

0 0 F
T
u 0 H

T
qu H

T
eu


[
M2

M3

M4

]
=

[
ATG
BTw

CTy
DT
yw

]
Ce théorème donne des conditions pour tester l’existence
d’un filtre pour un niveau de performance choisi, pour les
deux systèmes présentés figure 1 et 2. La condition (14),
correspond à des conditions de test pour l’existence du
filtre. Le bloc Φ11 assure la stabilité du filtre, en garan-
tissant que toutes ses valeurs propres sont à l’intérieur du
cercle unité. Pour finir, la condition (15) garantit que les
propriétés de la contrainte intégrale quadratique originale
Π(jω) sont conservées par la factorisation.

Il est remarquable de voir que ce théorème donne des
conditions LMI pour lesquelles on dispose d’un algorithme
de résolution efficace. Pour un γ donné, le problème
d’optimisation est un problème de faisabilité. Il est
également possible de mettre ce théorème sous la forme d’
une minimisation d’une fonction de coût, en minimisant
γ̂ = γ2, on pourra trouver le filtre qui donne la plus petite
borne sur le pire cas du gain-L2 atteignable dans ce cadre.

Corollaire 5. Si les conditions du théorème sont vérifiées,
alors un filtre garantissant un gain-L2 inférieur à γ est
donnée par F = Cf (ejωI −Af )−1Bf +Df

Incertitudes sur le système d’entrée[
Af Bf

Cf Df

]
= Ψ

[ (
AF −

[
P12

P22

]
AH

[
Z

T
2 Z3

])
R

−T
BF

CFR
−T

DF

]
(16)

ψ =

[
I

[
P12

P22

]
Fu

0 I

]−1

R =

[
Z1 0

−ZT
2 I

]
−
[
I Z2

0 Z3

][
P11 P12

P21 P22

]
Incertitudes sur le système de sortie[

A
T
f C

T
f

B
T
f D

T
f

]
= Ψ

[ (
AF −

[
P12

P22

]
A

T
G

[
Z

T
2 Z3

])
R

−T
BF

CFR
−T

DF

]
(17)

ψ =

[
I

[
P12

P22

]
C

T
y

0 I

]−1

R =

[
Z1 0

−ZT
2 I

]
−
[
I Z2

0 Z3

][
P11 P12

P21 P22

]
Ce corollaire permet de reconstruire directement à partir
des variables solutions du problème d’optimisation le filtre
correspondant.

4. APPLICATION NUMÉRIQUE

Nous présentons dans cette partie un exemple académique
de synthèse de pré-compensateur robuste. On souhaite
que la réponse impulsionnelle d’un système compensé (S ?
∆)F soit au plus proche d’une réponse impulsionnelle
donnée par un système de référence Tref . Le système Tref
correspond à une impulsion qui permettra par exemple
dans le cas d’une imprimante Drop-on-Demand d’avoir un
dépôt de goutte. Il est donné par sa fonction de transfert
discrète.

Tref =
0.066ejω + 0.055

e2jω − 1.45ejω + 0.57
La formalisation de ce problème est présenté figure 4: on
cherche un filtre F qui minimise le pire cas sur la norme
H∞ du système étendu Tref − (S ? ∆)F , pour un signal
w tel que ‖w‖∞ < 1. Si l’erreur est suffisamment petite
la boucle ouverte (S ?∆)F aura une réponse proche de la
réponse souhaitée Tref .

Δ

Fw

q p

e

Su

T
ref

+

-

Fig. 4. Problème de pré-compensation robuste



n 0 (statique) 1 2 3 5

BSγ 0.84 0.503 0.480 0.480 0.480

BIγ 0.63 0.498 0.480 0.480 0.480

nF 4 8 12 16 24

Table 1. ‖Tw→e‖∞ : Borne inférieure et
supérieure pour un ordre n de K(ejω)

Le système S à commander est sujet à une incertitude

paramétrique δ répétée 2 fois (∆ =

[
δ 0
0 δ

]
, |δ| < 1). La

représentation d’état de S est donnée équation (18), avec
p = ∆q. [

A Fp Fu

Eq Hqp Hqu

Ee Hep Heu

]
=


0.6 1 0.2 0 0
−0.25 0.6 0 0.2 0.3

1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

−0.3 0 0 0 1

 (18)

La réponse impulsionnelle du système de référence, ainsi
que des réponses impulsionnelles du système réalisées via
un balayage sur δ sont données figure 5
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Fig. 5. Réponses impulsionnelles

Nous appliquons notre méthode sur ce système. L’IQC
après factorisation correspondant à un scalaire incertain
répété est la suivante (K(ejω) =

[
1 e−jω . . . e−njω

]
) :

[�]T
[
X Y
Y T −X

] [
K(ejω) 0

0 K(ejω)

]
La table 1 présente les bornes supérieures sur le pire cas
de ‖Tw → e‖∞, ainsi que les bornes inférieures obtenues
par une balayage fin de δ pour un ordre de K(ejω)
donné. On peut s’apercevoir que la méthode est peu
conservative même pour des ordres de K(ejω) très faible.
En comparant avec l’utilisation de multiplieurs statiques
le gain réalisé en prenant des multiplieurs dépendants
de la fréquence est significatif(≈ 25%). D’un point de
vue calcul, pour n = 2, qui permet le meilleur rapport
performance/taille du multiplieur, nK = 4, le nombre de
variables du problème d’optimisation est de 487. Le temps
de résolution avec le solveur standard de la Robust Control
ToolboxTM de Matlab R© est de 12s. Ces résultats valident
notre méthode. Comme il est nécessaire d’avoir un filtre
d’ordre plein, l’ordre du filtre synthétisé est donné par
nG + nH + 2nk, ou nG, nH sont les ordres des systèmes
G et H, et nK l’ordre de K(ejω), ce qui grandit assez
rapidement avec nk. Cependant ici on génère un signal
d’entrée, qui peut être généré directement via les valeurs
des échantillons de sa réponse impulsionnelle. L’ordre du
filtre est donc sans importance. Pour les autres cas, utiliser
des méthodes de réduction de modèle avant d’implémenter
le filtre pourra être profitable. Nous présentons par la
suite les réponse impulsionnelles du système corrigé en

comparaison avec le système de référence en figure 6. Nous
pouvons observer qualitativement que le pré-compensateur
donne bien au système incertain considéré la forme de
réponse impulsionnelle souhaitée.
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Fig. 6. Réalisation temporelle

5. CONCLUSION

Ce papier démontre que la synthèse d’un filtre discret
assurant la performance d’un système en boucle ouverte
peut se mettre sous la forme d’un problème d’optimisation
convexe sous contraintes Inégalités Matricielles Linéaires.
Les incertitudes sont prises en compte en utilisant des Con-
traintes Intégrales Quadratiques Dynamiques permettant
de considérer des classes variées d’incertitudes. Nous avons
prouvé ici que la représentation d’état du contrôleur peut
se calculer directement à partir de la solution du problème
d’optimisation. Notre résultat étend les résultats sur le fil-
trage robuste et la pré-compensation robuste au cas discret
en ajoutant la possibilité de considérer n’importe quelle
fonction de transfert en entrée ou en sortie du système
comme par exemple des pondérations. Une application
numérique de pré-compensation montre l’intérêt de la
méthode. Cette méthode devrait permettre une approche
systématique de la synthèse d’éléments passifs dans des
châınes de transmission d’énergie.

Appendice A. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 4

On considère dans cette partie le système avec incertitudes
sur le système de sortie (figure 1). On applique le théorème
2 à ce système en choisissant la définition de la matrice S
définie équation (12). Pour le système avec incertitudes en
sortie, les mêmes étapes peuvent êtres suivies en choisis-
sant la définition de la matrice S donnée équation (13). S
est définie dans ce cas la comme:

 S21

S31

S41

S51

 =



AK 0 0 0 0

0 AK BKCq 0 0

0 0 AG 0 0

0 0 FzCz + FuDFCy AH FuCF

0 0 BFCy 0 AF

0 CK DKCq 0 0

0 0 HezCz +HeuDFCy Ee HeuCy

CK 0 0 0 0



 S22

S32

S42

S52

 =



[
BK 0

]
BK

[
Dqp Dqw

][
Bp Bw

]
Fz

[
Dzp Dzw

]
+ FuDF

[
Dyp Dyw

]
BF

[
Dyp Dyw

]
DK

[
Dqp Dqw

]
Hez

[
Dzp Dzw

]
+HeuDF

[
Dyp Dyw

][
DK 0

]





S contient les coefficients du filtre, qui sont des variables
du problème. Dans ce cas, l’inégalité (10) est une Inégalité
Matricielle Bilinéaire. Les étapes qui suivent servent à
linéariser cette équation pour se ramener à une LMI. Avec
une permutation et un lemme de Schur (Boyd et al., 1994,
page 41), la condition (10) est équivalente à la condition
(A.1).


[
−P 0
0 [�]T γ2S62

]
+ [�]TX

[
S31 S32

S51 S52

]
�[

PS21 PS22

S41 S42

] [
−P 0
0 −I

]


(A.1)

On introduit la partition de P et de son inverse P−1 = Q.

P =

P11 P12 P13

� P22 P23

� � P33

 Q =

Q11 Q12 Q13

� Q22 Q23

� � Q33

.

PS21 =

P11 P12 P13

� P22 P23

� � P33



AK . . . . . . . . . . . .
. . . AK . . . . . . . . .
. . . . . . AG . . . . . .
. . . . . . . . . AH . . .
. . . . . . . . . . . . AF


P33, Q33, P2, Q2, P1, Q1 sont des matrice carrées de même
dimensions. On effectue une multiplication congruente sur
l’equation (A.1) avec diag(V J, I, V J, I).

J =

 Q11 Q12 Q13

Q
T
12 Q22 Q23

I 0 0

0 I 0

 V =

 Z1 0 0 0

−ZT
2 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I


Z1 = Q−1

11 , Z2 = Q−1
11 Q12 Z3 = Q22 −QT12Q

−1
11 Q12.

V J =

 I Z2 R1

0 Z3 R2

I 0 0

0 I 0

 V JP =

 Z1 0 0

−ZT
2 I 0

P11 P12 P13

P
T
12 P22 P23

 .

En utilisant le changement de base défini equation A.2, on
obtient la condition (14). La condition (15) est obtenue
directement par l’utilisation du théorème 3.

[
AF BF

CF DF

]
=


[ [

P13

P23

] [
P12

P22

]
Bp

0 I

][
AFR

T
BF

CFR
T
DF

]
+

· · ·+

[ ([
P12

P22

]
AW

[
Z

T
2 Z3

])
0

0 0

]
 (A.2)

Démonstration du corollaire 5

Le filtre peut être reconstruit à partir du changement de
variable donné équation A.2. Il est nécessaire de reconstru-

ire les matrices

[
PT13

PT23

]
et R. On dispose de la partition de

P ainsi que de la partition de son inverse Q.

P1 =

[
P11 P12

PT12 P22

]
Q1 =

[
Z1 0
−ZT2 I

]−1 [
I Z2

0 Z3

]
Comme la représentation du filtre est choisie dans une

base donnée, on peut choisir

[
P13

P23

]
= I. Dans ce cas

R =

[
Z1 0
−ZT2 I

]
(I −Q1P1)

[
P13

P23

]−T

En inversant le changement de base donnée equation
A.2 on obtient le corollaire 5, avec la définition donnée
equation (16). Les même étapes avec le cas dual amène a
la définition donnée equation (17).
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