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En mathématiques, un lemme est un résultat préliminaire.
Les lemmes sont maintenant finis.

Avant-propos

Les équations de la dynamique des gaz constituent un domaine de recherche
en constante activité tant du point de vue de leur étude mathématique que de
celui de leur approximation numérique. En effet, les résultats abstraits récents,
décrits par exemple dans le second tome du livre de Pierre-Louis
Lions [Li96], ne portent que sur des modèles relativement simples en regard
du besoin des ingénieurs. Aussi les méthodes d’approximation les plus efficaces
et populaires pour représenter les ondes non linéaires telles que chocs et détentes
sont également les plus rustiques. La méthode des volumes finis est de celles-ci.
Elle est née d’une numérisation naturelle des lois de conservation fondamentales
de la physique des milieux continus et elle permet une capture correcte des dis-
continuités admissibles sans avoir à les détecter au préalable. Nous n’abordons
pas dans ce mémoire les résultats mathématiques généraux sur les volumes finis,
pour lesquels nous renvoyons le lecteur au livre d’Edwige Godlewski et Pierre-
Arnaud Raviart [GR96] ; nous nous concentrons ici sur les applications à la
dynamique des gaz.

Ce document est une compilation bibliographique qui regroupe divers rap-
ports de recherche et cours spécialisés rédigés en Français entre 1988 et 1998.
On y trouve une synthèse de connaissances classiques et plusieurs résultats origi-
naux. Les diverses contributions sont auto-consistantes et peuvent donc être lues
indépendamment les unes des autres, ceci il est vrai au prix de quelques redites.
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Toutefois, l’ordre choisi dans cette présentation permet une progression didac-
tique à partir de connaissances préalables en physique des fluides et en calcul
scientifique acquises typiquement à l’issue d’un premier cycle universitaire.

Dans le premier document, nous étudions la résolution exacte et approchée
du problème de Riemann pour la dynamique des gaz. Il s’agit d’une question
posée à une dimension d’espace qui correspond à une condition initiale formée
de deux états constants séparés par une discontinuité. Physiquement, cette des-
cription mathématique modélise un dispositif expérimental connu sous le nom
de “tube à choc”. Numériquement, la résolution efficace du problème de Rie-
mann est à la base des schémas décentrés modernes et constitue en quelque
sorte “l’équation du second degré” de l’hyperbolicien. Ce travail a été initié
par un cours à l’Institut pour la Promotion des Sciences de l’Ingénieur sur les
“Méthodes numériques pour le calcul d’écoulements compressibles ; applications
industrielles” [CDV92] organisé par Jean-Paul Vila en septembre 1992.

Au second temps, nous étudions le problème des conditions aux limites pour
les équations d’Euler de la dynamique des gaz d’un point de vue mathématique
et numérique. Dans le cas d’une dimension d’espace, nous rappelons quelques
résultats classiques, fondés sur une analyse du problème linéarisé et nous présen-
tons une formulation non linéaire du problème fondée sur une analyse de la dis-
sipation de l’entropie. Cette approche fortement non linéaire autorise, avec la
notion de “problème de Riemann partiel”, la prise en compte numérique d’effets
non triviaux au bord du domaine d’étude. Ce chapitre a été rédigé sous cette
forme [Du88] à l’occasion d’une “école Cea-Edf-Inria” sur les “Méthodes de
différences finies et équations hyperboliques” organisée en novembre 1988 par
Pierre-Louis Lions.

Dans le cas bi ou tridimensionnel, c’est-à-dire pour des problèmes issus de
modèles physiques réalistes, nous adaptons les idées précédentes et présentons
[CDV92] une approche pour la discrétisation spatiale multidimensionnelle.
Diverses possibilités géométriques peuvent être envisagées et nous présentons
plusieurs variantes de la méthode des volumes finis. Nous discutons du choix de
la grille, présentons la version du premier ordre du schéma décentré, étudions la
prise en compte de diverses conditions aux limites et présentons une extension
de la méthode au second ordre de précision en espace.

Dans une quatrième partie, nous abordons l’étude d’une paroi mobile, dans
l’hypothèse classique d’un couplage aéroélastique qui suppose des petits mouve-
ments devant la dimension de la première maille ainsi qu’une vitesse de défor-
mation modérée devant celle des ondes sonores. Nous montrons, grâce à la prise
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en compte de bilans dans l’espace-temps et la notion de problème de Riemann
partiel pour le traitement des conditions aux limites, qu’il est possible au pre-
mier ordre de remplacer une modélisation géométrique de ce mouvement par un
flux limite de paroi mobile sur les facettes qui relient le fluide et la structure et
présentons la nécessaire adaptation du schéma numérique. In fine, le mouvement
peut être décrit en termes algébriques.

Nous présentons dans un cinquième document une approche générale pour
exprimer la condition d’entropie dans le cas de l’approximation de systèmes
hyperboliques de lois de conservation par un schéma continu en temps et discret
en espace avec la méthode des volumes finis dans le cas de plusieurs dimensions
d’espace. Nous établissons un lien avec le schéma de Godunov dans le cas de la
dynamique des gaz.

Après avoir remarqué que les équations de la dynamique des gaz conservent
le moment cinétique, nous proposons dans un sixième temps un nouveau schéma
de volumes finis pour leur approximation numérique. C’est une généralisation
du schéma de Godunov qui prend en compte un champ de vitesse de type solide
rigide dans chaque maille. Le point original du schéma est l’équation d’évolution
du tourbillon, qui est donnée par la conservation du moment cinétique. Il s’agit
de la version rédigée de quelques remarques présentées en juin 1998 lors d’un
groupe de travail animé par Pierre-Arnaud Raviart au Centre de Mathématiques
Appliquées de l’Ecole Polytechnique.

Nous avons choisi lors des travaux précédents de présenter l’approximation
des lois de conservation qui régissent l’évolution d’un fluide compressible grâce
à une approche qui découple l’espace et le temps. Pour la septième partie,
nous abordons [CDV92] l’équation différentielle temporelle définie une fois fixé
le schéma en espace, pour en donner une discrétisation complète en temps.
Nous rappelons les principes fondamentaux de la discrétisation d’un système
différentiel, détaillons les méthodes de Runge-Kutta explicites et diverses
méthodes implicites, étudions l’effet de la discrétisation en temps sur le maintien
de la propriété de variation totale décroissante et présentons plusieurs schémas
dans le cas où certains termes ont une dynamique très rapide par rapport à
d’autres.

Dans le huitième document, nous proposons une approche générale qui
permet d’évaluer les termes dissipatifs du second ordre des équations de la
mécanique des fluides sur des maillages non structurés généraux dans le cas
de deux et trois dimensions d’espace avec la méthode des volumes finis. Les
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opérateurs de dérivation en espace sont discrétisés en se fondant sur leur carac-
tère à la fois local et linéaire. Le schéma obtenu reste toujours compact et ne
fait intervenir que sept points au plus dans le cas bidimensionnel et onze points
en tridimensionnel. Cette recherche finalisée en février 1992 [Du92] a été menée
dans le cadre de la société “Aerospatiale” aux Mureaux et fut impulsée par
Bertrand Mercier.

Dans le contexte industriel du développement d’un logiciel de résolution des
équations de Navier-Stokes des gaz visqueux, nous montrons enfin [Du91] que la
mise en place d’une phase implicite est facile si le calcul des gradients s’effectue
à l’aide de l’approche détaillée au chapitre précédent.

Tous ces travaux de recherche industrielle et institutionnelle ont été menés
au cours de la décennie 1988-1998. Ils n’ont donné lieu à aucune publication
classique dans un journal à comité de lecture mais ont pu être présentés lors de
séminaires et d’ateliers scientifiques. La rédaction présentée ici est celle originale,
toujours en langue Française, à la correction de coquilles près lors de la révision
dactylographique. La numérotation des paragraphes et des formules algébriques
est propre à chaque partie. La bibliographie a toutefois été regroupée à la fin du
document.

Ce travail de recherche constitue un corpus cohérent de connaissances préli-
minaires pour la conception, le développement et la réalisation de logiciels pour
la simulation de la dynamique des gaz. Les réalisations informatiques associées
ont en parallèle donné lieu à divers échanges internationaux dans les années
1990, entre autres en collaboration avec Olivier Michaux ([DM92], [DM93]) et
Guillaume Mehlman ([DM96]).

Lemmes finis pour la dynamique des gaz.

Orsay, septembre 2003, octobre 2006, février 2011.
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pace & Defense” aux Mureaux, entreprise qui s’est transformée depuis en “As-
trium Space Transportation”. Il n’aurait pas été possible sans des discussions
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3.5 Discrétisation des flux visqueux 81

4. Flux limite de paroi mobile
4.1 Introduction 85
4.2 Etude monodimensionnelle 88
4.3 Etude bidimensionnelle 102
4.4 Développements algébriques 122
4.5 Linéarisation du flux limite de paroi mobile 156
4.6 Conclusion 168

x



5. Condition d’entropie multidimensionnelle
5.1 Introduction 169
5.2 Flux d’entropie 170
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1

Résolution numérique
du problème de Riemann

Dans ce premier document, nous étudions la résolution exacte et approchée
du problème de Riemann pour la dynamique des gaz. Il s’agit d’un problème posé
à une dimension d’espace qui correspond à une condition initiale formée de deux
états constants séparés par une discontinuité. Physiquement, cette description
mathématique modélise le dispositif expérimental connu sous le nom de “tube à
choc”. Numériquement, la résolution efficace du problème de Riemann est à la
base des schémas décentrés modernes et constitue en quelque sorte “l’équation
du second degré” de l’hyperbolicien. Nous adoptons le plan suivant : cas du gaz
parfait polytropique dans une première partie, extension aux modèles réactifs
dans une seconde partie avant de présenter dans une troisième partie quelques
approximations classiques : schéma de Roe et d’Osher, décomposition de flux
de van Leer.

1) Rappels succincts de dynamique des gaz.
• On étudie un gaz parfait soumis à un mouvement de vitesse variable dans
l’espace et dans le temps. Les inconnues du problème sont donc les grandeurs
thermodynamiques du gaz (densité ρ, énergie interne e, température T, pres-
sion p ). On suppose dans ce qui suit que le gaz étudié est un gaz parfait
polytropique, c’est à dire a des chaleurs spécifiques Cv (à volume constant) et

Chapitre 1 du cours à l’Institut pour la Promotion des Sciences de l’Ingé-
nieur [CDV92], septembre 1992. Traduction en “TEX” juillet 2003. Edition
février 2011 ; 32 pages.
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Cp (à pression constante) qui ne dépendent pas des variables thermodynamiques
de température et de pression ; on note γ leur rapport :

(1.1) γ =
Cp

Cv
(= constante) ,

et on suppose de plus que que le gaz obéit à la loi d’état des gaz parfaits qui
peut s’écrire sous la forme suivante :

(1.2) p = (γ − 1) ρ e .

De plus, l’énergie interne et la température sont reliées entre elles par la loi de
Joule-Thomson

(1.3) e = Cv T .

• Le mouvement est décrit dans l’approche proposée par Euler au XVIIIo

siècle avec un champ de vitesse inconnu u qui est une fonction de l’espace x et
du temps t :

(1.4) u = u(x, t) .

Dans la suite de ce chapitre, sous supposerons pour simplifie que l’espace x
n’a qu’une dimension (x ∈ IR). Nous avons donc quatre fonctions inconnues
(densité, vitesse, pression, énergie interne) reliées entre elles par la loi d’état
(1.2). Il convient de trouver trois équations pour fermer le problème.

• La physique nous indique que la masse, l’impulsion et l’énergie totale
sont des grandeurs conservées dans la nature, au moins dans le cadre de la
physique classique de Galilée, cadre qui nous sert de référence ici, avec par
exemple l’ouvrage de Landau-Lifchitz [LL54]. Quand on écrit la conservation de
la masse, de l’impulsion et de l’énergie dans un volume infinitésimal dx advecté
d’une célérité u(x, t) exactement égale à la vitesse moyenne des molécules du
gaz, on trouve [LL54] les lois de conservation sous la forme d’opérateurs de
divergence :

(1.5)
∂ρ

∂t
+

∂

∂x

(
ρu
)

= 0

(1.6)
∂

∂t

(
ρu
)

+
∂

∂x

(
ρu2 + p

)
= 0

(1.7)
∂

∂t

(1

2
ρu2 + ρ e

)
+

∂

∂x

( (1
2
ρu2 + p

)
u + pu

)
= 0 .

• On introduit alors l’énergie totale E par unité de volume (dite aussi
énergie totale spécifique)
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(1.8) E =
1

2
u2 + e

et le vecteur W des “variables conservatives” ou plus exactement conservées :

(1.9) W =
(
ρ , ρ u , ρE

)t
.

Les lois de conservation (1.5) à (1.7) prennent alors la forme synthétique suivante

(1.10)
∂W

∂t
+

∂

∂x
F (W ) = 0

où le vecteur de flux W 7−→ F (W ) admet l’expression :

(1.11) F (W ) =
(
ρu , ρ u2 + p , ρ uE + pu

)t
.

• Les système (1.10) forme un système hyperbolique non linéaire (on dit
parfois “quasilinéaire”) de lois de conservation. On ne sait quasiment rien dire
de l’existence d’une solution (x, t) 7−→ W (x, t) lorsque le temps t n’est plus
très petit, même si la consition initiale W (x, 0) est une fonction régulière de
la variable d’espace x. Des ondes non linéaires présentes dans le système (1.10)
créent des discontinuités, ce qui rend l’étude mathématique générale du système
(1.10) très délicate.

• Le second principe de la thermodynamique peut être introduit explicite-
ment pour un gaz parfait polytropique en mouvement. L’entropie spécifique s
est une fonction des variables d’état thermodynamique p et ρ :

(1.12) s =
ργ
0

p0

p

ργ

et on peut voir (avec un calcul élémentaire de quelques lignes laissé au lecteur)
que l’entropie mathématique suivante :

(1.13) η(W ) = −ρ s
admet un flux d’entropie ξ(W ) au sens de la théorie de Lax [Lax71] de la forme

(1.14) ξ(W ) = −ρu s .
Le second principe de croissance de l’entropie spécifique au cours du temps prend
alors la forme “conservative” suivante :

(1.15)
∂

∂t
η(W ) +

∂

∂x
ξ(W ) ≤ 0 .

L’inégalité (1.15) est une égalité pour les solutions régulières W (•, •) de la loi
de conservation (1.10). Elle est à prendre au sens des distributions pour une
solution faible W (•, •) de (1.10).
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• L’entropie (1.13) est une fonction strictement convexe des variables
conservées si la température est positive (voir par exemple notre preuve dans
[Du90b]). On peut introduire la dérivée (de Fréchet)

(1.16) dη(W ) = φ • dW

qui définit les variables entropiques φ. Le calcul des variables entropiques est
élémentaire à partir de l’expression traditionnelle du second principe. Dans un
volume V qui contient une masse M, une énergie interne E et une entropie S
qui est une fonction extensive (homogène de degré un) des variables précédentes,
i.e.

(1.17) S = Σ(M, V, E) ,

la relation différentielle entre ces grandeurs s’exprime à l’aide de la relation
classique :

(1.18) dE = T dS − pdV + µdM .

Les grandeurs globales sont reliées simplement aux grandeurs correspondantes
par unité de masse grâce à l’ensemble des relations suivantes :

(1.19) M = ρV , E = eM , S = sM .

L’entropie mathématique η(•) s’exprime simplement en avec la fonction Σ(•) :

(1.20) η(W ) = −Σ(ρ , 1 , ρ e) .

Compte tenu des relations (1.8) et (1.18), on dérive facilement la relation (1.20)
et il vient

(1.21) dη(W ) =
1

T

(
µ− u2

2

)
dρ +

u

T
d(ρu) − 1

T
d(ρE) .

2) Problème de Riemann pour le gaz parfait.

2.1) Ondes non linéaires autosemblables.
• On construit dans un premier temps diverses solutions particulières du
problème de Riemann qui, rappelons le, consiste à chercher une solution en-
tropique W (x, t) (x ∈ IR, t > 0) du problème suivant :

(2.1)
∂W

∂t
+

∂

∂x
F (W ) = 0

(2.2) W (x , 0) =

{
Wg , x < 0
Wd , x > 0 .
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Nous remarquons d’abord que la loi de conservation (2.1) est invariante par
changement d’échelle d’espace-temps. En effet, sous l’action de la transfor-
mation (x, t) 7−→ Tλ(x, t) = (λx, λ t) paramétrée par λ > 0, toute solu-
tion (faible) W (• , •) de (2.1) donne naissance à une nouvelle solution faible
TλW (x, t) ≡ W (Tλ(x, t)) . Comme la condition initiale est invariante par di-
latation spatiale, c’est à dire

(2.3) W (λx , 0) = W (x , 0) , λ > 0 , x ∈ IR , x 6= 0 ,

l’hypothèse d’unicité de la solution du problème (2.1)(2.2) entrâıne facilement
que la solution W (• , •) doit être autosemblable, ce qu’on exprime par la rela-
tion

(2.4) W (λx , λ t) = W (x , t) , λ > 0 .

La relation (2.4) exprime donc que la solution W (x, t) doit être recherchée de
façon autosemblable, c’est à dire comme fonction de x

t seulement (voir à ce sujet
Landau-Lifchitz [LL54] par exemple) :

(2.5) W (x , t) = U(ξ) , ξ =
x

t
.

• On cherche dans un premier temps une solution régulière U(ξ). On
injecte la représentation (2.5) dans l’équation (2.1) et on en tire :

(2.6) dF (U(ξ)) •
dU

dξ
= ξ

dU

dξ
.

On en déduit que ou bien dU
dξ est nul, ce qui correspond au cas trivial d’un

état constant, ou bien ce vecteur est non nul, et il est nécessairement égal à un
vecteur propre R(W ) de la matrice jacobienne dF (W ), ce dernier vérifiant la
relation classique :

(2.7) dF (W ) •R(W ) = λ(W )R(W )

dans le cas particulier où W = U(ξ). Par identification entre les relations
(2.5) et (2.7), on en déduit que dU

dξ et R(U) sont proportionnels et on en tire

également

(2.8) λ
(
U(ξ)

)
= ξ .

Nous venons de trouver les conditions qui permettent de construire une onde
de détente.

• On peut également supposer la fonction ξ 7−→ U(ξ) discontinue en
ξ = σ. Si on note avec un crochet [ ] la discontinuité d’un champ arbitraire, on
dispose alors des relations de Rankine et Hugoniot :

(2.9)
[
F (U)

]
= σ

[
U
]
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qui reviennent à exprimer que la fonction discontinue U(ξ) est solution (en un
sens faible, voir Lax [Lax73] par exemple) de l’équation (2.1). On construit de
cette façon une onde de choc.

2.2) Ondes de détente.
• Nous avons vu au premier paragraphe que la construction d’une onde de
détente est associée à une valeur propre du jacobien dF (W ). Dans le cas des
équations d’Euler d’un gaz parfait polytropique, ces valeurs propres se calculent
facilement en utilisant une forme non conservative des équations :

(2.10)
∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x
+ ρ

∂u

∂x
= 0

(2.11)
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1

ρ

∂p

∂x
= 0

(2.12)
∂s

∂t
+ u

∂s

∂x
= 0

obtenue en faisant apparâıtre l’entropie spécifique s. Nous posons donc

(2.13) Z(W ) = ( ρ , u , s )t

(2.14) B(Z) =




u ρ 0
c2

ρ
u

1

ρ

∂p

∂s
(ρ, s)

0 0 u




et les équations d’Euler écrites sous la forme (2.10)-(2.12) s’écrivent matricielle-
ment sous la forme

(2.15)
∂Z

∂t
+ B(Z) •

∂Z

∂x
= 0 .

La vitesse du son c utilisée à la relation (2.14) est définie par

(2.16) c2 =
∂p

∂ρ
(ρ, s)

et pour un gaz parfait à chaleurs spécifiques constantes de rapport γ on a :

(2.17) c =

√
γ p

ρ
.

• Il suffit de diagonaliser la matrice B(Z) pour diagonaliser la matrice
dF (W ), ce qui simplifie notablement les calculs dans la suite. En effet, on peut
introduire la variable Z dans l’équation (2.1) :

(2.18) dW (Z) •
∂Z

∂t
+ dF (W ) • dW (Z) •

∂Z

∂x
= 0
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ce qui, par rapprochement avec la relation (2.15), montre que l’on a

(2.19) B(Z) = (dW (Z))−1
• dF (W ) • dW (Z) .

Cette relation de conjugaison montre que R̃(Z) ≡ (dW (Z))−1
•R(W ) est vec-

teur propre de la matrice B(Z) pour la valeur propre λ(W ) si R(W ) est un
vecteur propre de dF (W ) qui vérifie la relation (2.7). La diagonalisation de la
matrice B(Z) est alors immédiate. On trouve

(2.20) λ1 = u− c < λ2 = u < λ3 = u+ c

avec des vecteurs propres associés donnés par les relations

(2.21) R̃1(Z) =




ρ
−c
0


 , R̃2(Z) =




∂p
∂s
0

−c2


 , R̃3(Z) =



ρ
c
0


 .

Nous remarquons que la dérivée de λ1 (respectivement λ3) dans la direction

R̃1 (respectivement R̃3) n’est jamais nulle

(2.22) dλ1(W ) • R̃1(W ) 6= 0 , dλ3(W ) • R̃3(W ) 6= 0 , ∀W
alors que la situation est opposée pour la seconde valeur propre pour laquelle on
a

(2.23) dλ2(W ) • R̃2(W ) = 0 .

Pour cette raison, on dit que les valeurs propres λ1 et λ3 définissent des champs
vraiment non linéaires alors que la valeur propre λ2 = u définit un champ
linéairement dégénéré. Les ondes de détente sont toujours associées à des
champs vraiment non linéaires et nous détaillons dans le paragraphe suivant
l’étude des 1-ondes de détente et des 3-ondes de détente.

• Une 1-onde de détente ξ 7−→ U(ξ) vérifie

(2.24)
dZ

dξ

(
U(ξ)

)
proportionnel à R̃1(Z)

donc si on intègre le champ de vecteurs R̃1(Z) c’est à dire si on résout l’équation
différentielle (2.24), on trouve une fonction Z(ξ) qui définit une 1-onde de
détente, par exemple pour ξ compris entre deux valeurs limites ξ0 et ξ1. Nous
pouvons représenter la solution de l’équation (2.24) dans l’espace des états W ;
on a une courbe ξ 7−→ U(ξ) vérifiant la relation (2.24) et la condition initiale

(2.25) U(ξ0) = W0

qui est définie par exemple jusqu’en ξ = ξ1 où l’on atteint l’état final W1 (voir
la figure 1)

(2.26) U(ξ1) = W1 .
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Dans l’espace-temps (x, t), nous sommes en présence de trois “régimes” pour
les célérités ξ = x

t :

(2.27) U(ξ) = W0 pour ξ ≤ ξ0 (état constant)

(2.28) U(ξ) variable pour ξ0 ≤ ξ ≤ ξ1 (onde de détente)

(2.29) U(ξ) = W1 pour ξ ≥ ξ1 (état constant)

comme représenté à la figure 2. Notons que la relation (2.8) impose une valeur
bien particulière ξ0 pour la célérité :

(2.30) ξ0 = u(W0) − c(W0)

ainsi qu’une valeur analogue pour ξ1. On peut aussi montrer simplement (voir
par exemple Smoller [Sm83]) que l’inégalité

(2.31) ξ0 ≤ ξ1

a nécessairement lieu si W1 est relié à W0 à travers une 1-onde ou une 3-onde
de détente. Dans le cas d’une 3-onde de détente, les relations (2.27) à (2.29) et
(2.31) sont encore valables, mais la relation (2.30) doit être remplacée par

(2.32) ξ0 = u(W0) + c(W0)

et on a aussi une relation analogue pour ξ1.

R1(W)

W

R1(W0)

R1(W1)

U(ξ1) = W1

U(ξ0) = W0

Figure 1 Onde de détente ξ 7−→ U(ξ)
associée à la valeur propre λ1 = u− c dans l’espace des états W :

la trajectoire est tangente en tout point au vecteur propre R1(W ).
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t

x
W0

λ1(W0) = ξ0

λ1(W1) = ξ1

W1

λ1(W) = ξ

0

Figure 2 Onde de détente ξ 7−→ U(ξ) associée à la valeur
propre λ1 = u− c représentée dans le plan d’espace-temps.

• Le calcul pratique de la courbe ξ 7−→ U(ξ) satisfaisant les relations
(2.24) et (2.25) utilise la notion d’invariant de Riemann. Un 1-invariant de
Riemann (respectivement un 3-invariant de Riemann) est une fonction β1(W )
(respectivement β3(W )) qui est toujours constante le long des 1-courbes de
détente (respectivement des 3-courbes de détente) et qui vérifie par définition

(2.33) dβ1(W ) •R1(W ) = 0 ∀W
(respectivement dβ3(W ) •R3(W ) = 0 pour tout état W ). Exprimée en ter-
mes des variables non conservatives Z, on vérifie facilement qu’on a la relation
analogue

(2.34) dβ1(Z) • R̃1(W ) = 0 ∀Z .
Compte tenu de la forme particulière (2.21) du vecteur R̃1(W ), les deux fonc-
tions suivantes

(2.35) β1
1(Z) = s

(2.36) β1
2(Z) = u +

∫ ρ

ρ0

c(ρ, s)

ρ
dρ = u +

2 c

γ−1

sont des 1-invariants de Riemann puisqu’ils vérifient tous deux identiquement la
relation (2.34). L’expression de deux 3-invariants de Riemann s’obtient de façon
analogue :

(2.37) β3
1(Z) = s

(2.38) β3
2(Z) = u −

∫ ρ

ρ0

c(ρ, s)

ρ
dρ = u − 2 c

γ−1
.

Les états W sur une 1-onde de détente issue de l’état W0 sont explicités en
pratique en exprimant la relation (2.33), qui revient à dire que les deux fonctions
(2.35) et (2.36) sont constantes sur la courbe de détente :
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(2.39) s = s0

(2.40) u +
2 c

γ−1
= u0 +

2 c0
γ−1

(2.41) ξ = u− c , ξ ≥ u0 − c0 .

• Nous détaillons la forme algébrique des relations reliant un état W à un
état initial W0 par une 1-onde de détente dans un gaz parfait polytropique. On
vérifie d’abord simplement (voir les détails dans Courant-Friedrichs [CF48]) que
dans une 1-onde de détente, la pression est décroissante et la vitesse croissante :

(2.42) p ≤ p0 , u ≥ u0 , W issu de W0 par une 1-détente

et en exprimant l’entropie pour un gaz parfait polytropique

(2.43) s =
p

ργ

il vient, compte tenu des relations (2.17), (2.39) et (2.40)

(2.44) u − u0 +

√
1−µ4

µ2

p
1
2γ
0√
ρ0

(
p

γ−1
2γ − p

γ−1
2γ

0

)
= 0 (1-détente)

avec le paramètre sans dimension µ défini par la relation

(2.45) µ2 =
γ−1

γ+1
.

Le graphe dans le plan (u, p) de la courbe de 1-détente (équation (2.44) sous la
condition (2.42)) est donné à la figure 3.

u

p

W0

W

0

Figure 3 Onde de 1-détente reliant l’état W0 à l’état W
représentée dans le plan (vitesse, pression).
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• Dans le cas d’une 3-onde de détente, nous nous intéressons (pour des
raisons qui apparâıtront clairement plus loin) à un état W amont relié à un
état W0 en aval, ce qui nous donne

(2.46) s = s0

(2.47) u − 2 c

γ−1
= u0 − 2 c0

γ−1

(2.48) ξ = u+ c , ξ ≤ u0 + c0 .

Il est également facile d’en déduire que la vitesse est croissante dans une 3-onde
ainsi que la pression, c’est à dire :

(2.49) p ≤ p0 , u ≤ u0 , W issu de W0 par une 3-détente.

Un calcul analogue à celui mené pour une 1-onde de détente nous montre que

(2.50) u − u0 −
√

1−µ4

µ2

p
1
2γ
0√
ρ0

(
p

γ−1
2γ − p

γ−1
2γ

0

)
= 0 (3-détente).

Le rapprochement entre les relations (2.44) et (2.50) nous amène à poser

(2.51) ψ(p ; ρ0 , p0 ; γ) ≡
√

1−µ4

µ2

p
1
2γ
0√
ρ0

(
p

γ−1
2γ − p

γ−1
2γ

0

)
.

Le graphe dans le plan (u, p) de la courbe de 3-détente (équation (2.50) sous la
condition (2.49)) est donné à la figure 4.

p

u

W

W0

0

Figure 4 Courbe dans le plan (vitesse, pression) des états W
aboutissant à l’état W0 par l’intermédiaire d’une 3-onde de détente
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2.3) Ondes de choc.
• Nous cherchons maintenant à définir de façon plus précise les relations qui
relient deux états W0 et W vérifiant les relations de Rankine et Hugoniot (2.9)
ainsi qu’une condition d’entropie. Nous remarquons d’abord que l’invariance
galiléenne des équations de la dynamique des gaz permet de se placer dans
le repère ayant la vitesse σ de la discontinuité, ce qui permet de réécrire les
relations (2.9) sous la forme

(2.52)
[
ρ (u− σ)

]
= 0

(2.53)
[
ρ (u− σ)2 + p

]
= 0

(2.54)

[
ρ (u− σ)

( (u− σ)2

2
+ e

)
+ p (u − σ)

]
= 0

comme on peut aussi le vérifier à l’aide d’un calcul élémentaire laissé au lecteur.
Il est classique d’introduire le flux de masse m qui traverse le choc :

(2.55) m = ρ (u− σ)

et les conditions d’entropie (voir [LL54] ou [CF48]) nous indiquent qu’on a

(2.56) m > 0 à travers un 1-choc

(2.57) m < 0 à travers un 3-choc.

La numérotation des ondes de choc s’explique par un argument de continuité :
si les sauts des relations (2.52) à (2.54) sont faibles, on peut montrer (voir les
détails dans Smoller [Sm83] ou Godlewski-Raviart [GR96] par exemple) que la
vitesse σ de la discontinuité commune aux états W0 et W tend vers la valeur
commune de u− c pour un 1-choc et de u+ c pour un 3-choc. Le cas où le flux
de masse m est nul sera étudié plus loin ; on parle alors de discontinuité de
contact.

• Nous détaillons maintenant le calcul algébrique nécessaire pour exprimer
que l’état aval W obtenu à travers une 1-onde de choc de célérité σ issue d’un
état W0. On remarque d’abord que la condition d’entropie fournit toute une
série d’inégalités :

(2.58) ρ > ρ0 , p > p0 , u− c < σ < u0 − c0 , s > s0

pour W issu de W0 par un 1-choc qui sont utiles dans la suite. Nous notons
h et τ l’enthalpie spécifique et le volume spécifique respectivement :

(2.59) h = e +
p

ρ

(2.60) τ =
1

ρ
.
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Des relations (2.52) à (2.54) on tire, compte tenu de (2.55), (2.59) et (2.60) :

(2.61)
[
u
]

= m
[
τ
]

(2.62) m2
[
τ
]

+
[
p
]

= 0

(2.63)
[
h
]

+
m2

2

[
τ2
]

= 0 .

Nous particularisons dans la suite au cas du gaz parfait polytropique. En
éliminant m des relations (2.62) et (2.63) et en exprimant l’enthalpie en fonction
de la pression et du volume spécifique, c’est à dire

(2.64) h =
γ

γ−1
p τ

nous pouvons après un calcul algébrique simple, exprimer le volume spécifique
τ en aval du choc en fonction des données amont, de la pression aval et du
paramètre µ introduit en (2.45). On obtient :

(2.65) τ =
p0 + µ2 p

p + µ2 p0
τ0 .

En reportant cette valeur dans la relation (2.62), nous pouvons exprimer le carré
du flux massique à travers le choc :

(2.66) m2 =
p + µ2 p0

(1−µ2) τ0
, W issu de W0 par un 1-choc.

Pour une 1-onde de choc, la relation (2.56) jointe à (2.61) nous permet d’exprimer
le saut de vitesse en fonction de la pression et de l’état amont :

(2.67) u − u0 +

√
1−µ2

ρ0 (p+ µ2 p0)

(
p− p0

)
= 0

pour W issu de W0 par un 1-choc et nous pouvons, dans le plan (vitesse,
pression), tracer (figure 5) la courbe caractérisée par l’équation (2.67) et les
inégalités (2.58).
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p

u

W0

W

0

Figure 5 Courbe dans le plan (vitesse, pression) des états W
issus de l’état W0 par une 1-onde de choc.

• Dans le cas d’une 3-onde de choc, les relations (2.62) à (2.66) restent
valables, mais au lieu de nous intéresser à un état W issu de W0 par un 3-choc,
nous nous intéressons aux états W qui permettent d’aboutir à W0 à travers une
3-onde de choc. Il convient donc d’échanger le rôle des lettres avec et sans l’indice
zéro dans les relations précédentes. Avec ces dernières hypothèses concernant
les notations, un calcul simple montre que la relation (2.66) reste encore valable,
et nous avons

(2.68) m2 =
p + µ2 p0

(1−µ2) τ0
, W0 issu de W par un 3-choc.

La relation qui exprime le saut de vitesse en fonction de l’état aval W0 et de la
pression amont prend alors la forme :

(2.69) u − u0 −
√

1−µ2

ρ0 (p+ µ2 p0)

(
p− p0

)
= 0

pour W0 issu de W par un 3-choc. Compte tenu des nouvelles notations, les
conditions d’entropie s’écrivent

(2.70) ρ0 < ρ , p0 < p , u0 + c0 < σ < u+ c , s0 < s

si W0 est issu de W par un 3-choc. Nous pouvons représenter une 3-onde de
choc dans le plan (vitesse, pression) à la figure 6. Par rapprochement entre les
relations (2.67) et (2.69), il est naturel de poser
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(2.71) ϕ (p ; ρ0 , p0 ; γ) ≡
√

1−µ2

ρ0 (p+ µ2 p0)

(
p− p0

)

où µ et γ sont reliés par la relation (2.45).

p

u

W

0

W0

Figure 6 Courbe dans le plan (vitesse, pression) des états W
aboutissant à l’état W0 par une 3-onde de choc.

2.4) Discontinuités de contact.
• Au cours de l’étude des ondes de détente, nous avons introduit la notion
de champ linéairement dégénéré à la relation (2.23) et le second champ des
équations d’Euler est effectivement linéairement dégénéré. Ceci signifie que la
seconde valeur propre, c’est à dire la vitesse est un invariant de Riemann :

(2.72) β2
1(Z) = u .

Compte tenu de l’expression (2.21) des vecteurs propres, il est facile de voir que
la pression est un autre 2-invariant, indépendant du premier :

(2.73) β2
2(Z) = p .

Nous pouvons chercher une onde autosemblable régulière ξ 7−→ U(ξ) solution
de l’équation différentielle exprimant la proportionnalité entre dU

dξ et R2(U),

mais alors la condition nécessaire (2.8) impose à la variable ξ de ne pas varier !
En effet, en dérivant la relation (2.8) par rapport à ξ, nous trouvons
dλ2(U) •

dU
dξ = 1 alors que cette dernière quantité est identiquement nulle :

(2.74) dλ2(U) •
dU

dξ
= 0 ,
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compte tenu de la linéaire dégénérescence du champ λ2 ≡ u. Nous remarquons
toutefois que si la fonction ξ 7−→ U(ξ) est une courbe intégrale du champ R2,
c’est à dire

(2.75)
dU

dξ
= R2(U)

alors on a entre les états W0 et W le calcul suivant :

F (W ) − F (W0) =

∫ ξ

ξ0
dF (U(η)) •

dU

dη
dη =

∫ ξ

ξ0
dF (U(η)) •R2(U(η)) dη

=

∫ ξ

ξ0
λ2(U(η))R2(U(η)) dη

= λ2

∫ ξ

ξ0
R2(U(η)) dη = λ2 (W −W0) .

La quatrième étape est une conséquence de la linéaire dégénérescence qui exprime
que la vitesse u est constante le long de la 2-courbe définie en (2.75). Nous
venons donc de montrer qu’on a une relation de Rankine-Hugoniot

(2.76)
[
F (W )

]
= λ2

[
W
]

et dans l’espace des états les courbes de détentes définies par la relation différen-
tielle (2.75) et les courbes de choc trouvées en (2.76) cöıncident ! Le second
champ, linéairement dégénéré, définit une courbe dans l’espace des états joignant
l’état W0 à l’état W selon les relations

(2.77) u = u0

(2.78) p = p0

et dans l’espace-temps, ces deux états sont séparés par une discontinuité de
célérité σ égale à λ2 compte tenu de la relation (2.76) :

(2.79) σ = u = u0 .

Une telle onde est appelée discontinuité de contact ou ligne de glissement.
Nous avons

(2.80) U(ξ) =

{
W0 , ξ < u0 = σ
W , ξ > u0 = σ .

Une représentation dans l’espace-temps de cette relation est donnée figure 7
alors que dans le plan (vitesse, pression), les projections des états W0 et W
cöıncident, comme établi aux relations (2.77) et (2.78).
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x

t

0

W0 W

u0 = u

Figure 7 Discontinuité de contact entre les états W0 et W .

2.5) Résolution du problème de Riemann pour le gaz polytropique.

• Pour résoudre le problème (2.1) (2.2) entre les états Wg et Wd, la théorie
générale de Lax (voir [Lax73]) s’applique pour la dynamique des gaz. L’idée est
de rechercher deux états intermédiaires W1 et W2 de sorte que

(2.81) W1 est issu de l’état Wg par une 1-onde

(2.82) W2 est issu de l’état W1 par une 2-onde

(2.83) Wd est issu de l’état W2 par une 3-onde.

Nous nous restreignons dans une première approche à rechercher la pression et
la vitesse commune aux états W1 et W2 compte tenu du fait que la 2-onde est
une discontinuité de contact :

(2.84) u1 = u2 = u∗

(2.85) p1 = p2 = p∗ .

La relation (2.81) exprime que l’état W1 est issu de l’état Wg par une 1-onde de
détente (relation (2.42)) ou une 1-onde de choc (inégalités (2.58)). Nous avons
donc :

(2.86)

{
u1 − ug + ψ(p1 ; ρg , pg ; γ) = 0 , p1 < pg

u1 − ug + ϕ(p1 ; ρg , pg ; γ) = 0 , p1 > pg .

De même, nous remarquons également que la relation (2.83) exprime que l’état
W2 aboutit grâce à une 3-onde à l’état Wd, connu. Nous pouvons utiliser une
3-onde de détente entre W2 et Wd (relation (2.49)) ou une 3-onde de choc
(relation (2.70)). Il vient :

(2.87)

{
u2 − ud − ψ(p2 ; ρd , pd ; γ) = 0 , p2 < pd

u2 − ud − ϕ(p2 ; ρd , pd ; γ) = 0 , p2 > pd .
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Il suffit d’écrire l’équation (2.84) qui relie les vitesses u1 et u2 (i.e. u1 = u2 =
u∗) sous la condition (2.85) relative aux pressions p1 et p2 (p1 = p2 = p∗) pour
poser complètement le problème (figure 8).

u

p

Wg
Wd

W*

1-choc 3-choc

3-détente 1-détente

0

Figure 8 Résolution du problème de Riemann dans le plan (vitesse, pression).

u

p
1-choc 3-choc

3-détente 1-détente

0

Wg

Wd

pk

pk+1

u3,ku1,k

Figure 9 Algorithme de Newton pour la résolution du problème
de Riemann dans le plan (vitesse, pression).

• La résolution numérique complète s’effectue par itérations successives
(numérotées à l’aide de l’indice k) de type Newton comme illustré à la figure 9 :
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partant d’une valeur de la pression pk, on calcule facilement à l’aide des relations
(2.86) et (2.87) les vitesses u1, k et u3, k associées à la 1-onde et à la 3-onde.
Avec l’algorithme de Newton, il suffit de calculer l’intersection des tangentes aux
deux points correspondants pour définir une nouvelle valeur pk+1 de la pression
à l’itération k+1. L’initialisation de l’algorithme est obtenue classiquement en
recherchant l’intersection des deux ondes de détente, c’est à dire en résolvant le
système d’équations aux inconnues (u

O
, p

O
) suivant :

(2.88)

{
uO − ug + ψ(pO ; ρg , pg ; γ) = 0
uO − ud + ψ(pO ; ρd , pd ; γ) = 0 .

Ce système d’équations, bien que non linéaire, se résout exactement par un calcul
algébrique explicite et la pression pO est finalement donnée par la relation

(2.89) p
γ−1
2γ

O =
(γ−1)

2 (ug − ud) + cg + cd

cg
(

1
pg

) γ−1
2γ + cd

(
1
pd

)γ−1
2γ

,

où les vitesses du son cg et cd sont calculées aux relations (2.17). Nous remar-
quons que la relation (2.89) définit effectivement une pression positive pO si la
relation suivante dite de “non apparition du vide” est réalisée :

(2.90) ud − ug ≤ 2

γ−1
(cg + cd) .

u

p

Wg

Wd

3-détente1-détente

0

zone de vide

Figure 10 Apparition du vide dans le plan (vitesse, pression)

• Dans le cas contraire où la relation (2.90) est en défaut, les deux courbes
représentatives des ondes de détente ne se coupent pas dans le plan (vitesse,
pression) et il y a apparition du vide (figures 10 et 11). La solution du problème
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de Riemann, qui n’est plus mathématiquement bien définie au sens de Lax,
comporte une zone de vide définie par les célérités ξ telles que

(2.91) ug +
2 cg
γ−1

≤ ξ ≤ ud − 2 cd
γ−1

pour lesquelles la pression est nulle ainsi que la densité alors que la vitesse n’est
pas définie. Ce cas d’apparition du vide reste exceptionnel en pratique mais peut
être entièrement résolu comme nous venons de le voir.

• Dans le cas où la relation (2.90) est réalisée, l’algorithme de Newton
illustré à la figure 9 converge vers un couple (u∗, p∗) formé de la vitesse u∗ ∈ IR
et de la pression p∗ > 0 commune aux deux états intermédiaires W1 et W2.
Le calcul de la densité de ces deux états intermédiaires dépend de l’onde utilisée
effectivement pour résoudre le problème de Riemann. Ainsi, si la pression p∗

est inférieure à la pression pg, la 1-onde est une onde de détente et l’entropie se
conservant, on a :

3-détente

Wd

1-détente

Wg

zone de vide

0
x

t

Figure 11 Solution du problème de Riemann comportant du vide.

(2.92) ρ1 =
(p∗
pg

)1
γ
ρg , p∗ < pg

et dans le cas contraire, on utilise une 1-onde de choc et compte tenu de la
relation (2.65), on a finalement :

(2.93) ρ1 =
p∗ + µ2 pg

pg + µ2 p∗
ρg , p∗ > pg .
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On peut alors préciser la valeur σ1 de la célérité du 1-choc :

(2.94) σ1 = ug −
√
p∗ + µ2 pg

(1−µ2) ρg
.

Pour la 3-onde, on a une discussion analogue qui conduit finalement aux relations
suivantes :

(2.95) ρ3 =
(p∗
pd

)1
γ
ρd , p∗ < pd

(2.96) ρ3 =
p∗ + µ2 pd

pd + µ2 p∗
ρd , p∗ > pd

(2.97) σ3 = ud +

√
p∗ + µ2 pd

(1−µ2) ρd
.

L’allure de la solution générale dans l’espace-temps d’un problème de Riemann
pour la dynamique des gaz est illustrée à la figure 12.

3-choc

Wd

1-détente

Wg

0
x

t

ug − cg

u*  − c1

σ2

W1 W2

u*

Figure 12 Solution du problème de Riemann dans l’espace-temps.

• Il importe pour la suite de pouvoir préciser l’état (variable) dans une
1-onde de détente en fonction de la célérité ξ = x

t . Compte tenu de la relation
(2.8), nous avons d’une part :

(2.98) u − c = ξ

et compte tenu de la relation (2.40), il vient facilement, pour ug − cg < ξ <
u1 − c1 :
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(2.99) u =
γ−1

γ+1
ug +

2

γ+1
cg +

2

γ+1
ξ

(2.100) c =
γ−1

γ+1
ug +

2

γ+1
cg − γ−1

γ+1
ξ .

L’élimination de la pression entre les relations (2.17) et (2.39) permet d’en
déduire la densité. De même pour une 3-onde de détente, la relation (2.8) permet
d’expri-mer la 3-célérité en fonction de la donnée ξ :

(2.101) u + c = ξ

et l’invariant (2.47) permet de calculer la vitesse u et la vitesse du son c en
fonction des données :

(2.102) u =
γ−1

γ+1
ud − 2

γ+1
cd +

2

γ+1
ξ

(2.103) c = −γ−1

γ+1
ud +

2

γ+1
cd +

γ−1

γ+1
ξ

sous les conditions u2 + c2 < ξ < ud + cd.

3) Solution approchée pour les fluides réactifs.
• Dans le cas où le fluide étudié n’est plus un gaz parfait mais un gaz
soumis à des réactions chimiques, le problème de Riemann se pose encore sous
la forme (2.1) (2.2), mais les équations d’Euler de fluide parfait (sans viscosité)
prennent une forme plus complexe. On peut avoir

(3.1) W =
(
ρ , ρ u , ρ v , E

)t

pour un gaz réel à l’équilibre chimique dans le cas de deux dimensions d’espace
ou bien

(3.2) W =
(
ρ1 , ρ2 , · · · , ρn , ρ u , ρ v , E

)t

pour un mélange de n espèces en interaction chimique. Le premier cas est en
un sens le plus délicat à traiter car nous avons à faire à une loi d’état de gaz réel
qui peut être non triviale, alors que le second conduit à un système hyperbolique
associé à la seconde modélisation qui se ramène en général à un mélange de gaz
parfaits polytropiques vus à la première partie de ce chapitre. Nous commençons
par ce second modèle pour terminer le paragraphe par le premier.

3.1) Mélange idéal de gaz parfaits polytropiques.
• Nous supposons que le fluide se compose de n espèces sans interactions
chimiques (celles-ci sont reportées dans un second membre non différentiel). La
loi de pression vérifie donc la loi de Dalton
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(3.3) p =
n∑

j=1

pj

et chaque pression partielle satisfait à une loi polytropique :

(3.4) pj = (γj − 1) ρj ej

où l’on a décomposé l’énergie totale volumique E en énergie cinétique, plus n
énergies internes volumiques correspondant à chaque espèce chimique :

(3.5) E =
1

2
ρu2 +

n∑

j=1

ρj ej =
1

2
ρu2 + ρ e .

On suppose de plus un équilibre thermodynamique local atteint, c’est à dire
l’existence d’une unique température pour toutes les espèces et nous introduisons
la chaleur spécifique à volume constant pour la j ième espèce cvj . On a alors :

(3.6) ej = cvj T .

On peut voir simplement (c.f. Abgrall [Ab88] ou Mehlman [Me91]) que la pres-
sion est reliée simplement à l’énergie interne selon la relation

(3.7) p = (γ − 1) ρ e

avec un coefficient γ calculé par :

(3.8) γ =

∑n
j=1 ρj cvj γj∑n

j=1 ρj cvj
,

ce qui permet d’associer à chaque état W un “gamma équivalent” très voisin,
en ce qui concerne les expressions algébriques, de celui rencontré pour un gaz
parfait polytropique.

• Le système hyperbolique monodimensionnel associé aux (n + 3) incon-
nues s’écrit :

(3.9)
∂W

∂t
+

∂

∂x
F (W ) = 0 .

Il admet deux ondes vraiment non linéaires (numérotées par analogie avec le
paragraphe précédent 1 et 3), et une onde linéairement dégénérée (numéro 2) de
multiplicité (n+ 1). Nous avons

(3.10) λ1 = u− c ; λ2 = u ; λ3 = u+ c

avec une vitesse locale du son c qui est encore obtenue en utilisant la relation
classique (2.17)

(3.11) c =

√
γ p

ρ
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mais où γ est cette fois calculé à l’aide de l’expression (3.8). Les invariants de
Riemann pour ces trois champs sont de la forme

(3.12) 1-invariants de Riemann :
ρ1

ρ
, · · · , ρn

ρ
,
p

ργ
, u+

2 c

γ−1
, v

(3.13) 2-invariants de Riemann : u , p

(3.14) 3-invariants de Riemann :
ρ1

ρ
, · · · , ρn

ρ
,
p

ργ
, u− 2 c

γ−1
, v .

• Les concentrations ρi

ρ ainsi que la vitesse tangentielle sont constantes à

travers les ondes vraiment non linéaires et compte tenu de la relation (3.8), il
en est de même pour le rapport γ. Les ondes de détente restent donc calculées
par une relation analogue à (2.44) ou (2.50) à ceci près que le coefficient γ est
maintenant associé à l’état de référence W0 :

(3.15) u− u0 + ψ
(
p ; ρ0 , p0 ; γ0

)
= 0 , W issu de W0 par une 1-détente

(3.16) u− u0 − ψ
(
p ; ρ0 , p0 ; γ0

)
= 0 , W0 issu de W par une 3-détente

où la fonction ψ
(
• ; • , • ; •

)
a été définie en (2.51). En ce qui concerne les

ondes de choc, les relations de Rankine et Hugoniot relatives au système (3.9)
montrent facilement qu’on a :

(3.17)

[
ρi

ρ

]
= 0 , i = 1, · · · , n

(3.18)
[
v
]

= 0

ce qui entrâıne que le rapport γ défini en (3.8) reste constant à travers un 1-choc
ou un 3-choc. On peut alors dérouler l’algèbre présentée dans la première partie
(voir par exemple Fernandez-Larrouturou [FL89] ou Mehlman [Me91]) et dans
le plan (vitesse, pression), les relations (2.67) et (2.69) se généralisent sous la
forme

(3.19) u − u0 + ϕ
(
p ; ρ0 , p0 ; γ0

)
= 0 , W issu de W0 par un 1-choc

(3.20) u − u0 − ϕ
(
p ; ρ0 , p0 ; γ0

)
= 0 , W0 issu de W par un 3-choc

où la fonction ϕ
(
• ; • , • ; •

)
est définie par les relations (2.71) et (2.45).

• La résolution du problème de Riemann n’offre alors pas de difficulté. Il
s’agit, étant donnés deux états Wg et Wd, de résoudre le système d’équations
relatives aux 2-invariants de Riemann (u∗ , p∗) des deux états intermédiaires
W1 et W2. C’est une généralisation simple du système (2.86)(2.87) et nous
avons :
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(3.21)





u∗ − ug + ψ(p∗ ; ρg , pg ; γg) = 0 , p∗ < pg

u∗ − ug + ϕ(p∗ ; ρg , pg ; γg) = 0 , p∗ > pg .
u∗ − ud − ψ(p∗ ; ρd , pd ; γd) = 0 , p∗ < pd

u∗ − ud − ϕ(p∗ ; ρd , pd ; γd) = 0 , p∗ > pd .

L’algorithme présenté à la figure 9 s’applique sans modification. Une fois détermi-
nés la vitesse u∗ et la pression p∗ des états intermédiaires, on détaille la 1-onde
et la 3-onde par des généralisations simples des relations (2.92) à (2.103). La
résolution exacte du problème de Riemann que nous venons de décrire pour la
partie hyperbolique (c’est à dire le fluide figé) de la dynamique des gaz réactifs
s’implémente alors sans difficulté.

3.2) Gaz réel à l’équilibre chimique.
• La résolution du problème de Riemann pour les équations d’Euler d’un
gaz à l’équilibre chimique a été abordée par Colella-Glaz [CG85]. La différence
essentielle par rapport au paragraphe précédent est qu’on remplace la loi de
Dalton (3.3) par une donnée de la loi de pression à l’aide de tables de Mollier

(3.22) p = f(ρ, ρ e) .

On introduit classiquement les dérivées χ et κ de la loi de pression (3.22) :

(3.23) χ =
∂p

∂ρ
(ρ, ρ e)

(3.24) κ =
∂p

∂(ρ e)
(ρ, ρ e) .

Pour un gaz parfait polytropique, on a simplement :

(3.25) χ = 0 , κ = γ − 1 , gaz parfait polytropique

et dans le cas général, on établit aisément la relation suivante :

(3.26) c2 = χ+ κh

• De façon pratique, les tables thermodynamiques les plus classiques
(Hilsenrath et Klein [HK65]) ne fournissent pas une relation fonctionnelle ex-
plicite de type (3.22) et il faut, pour calculer la pression, résoudre un problème
relatif à la température. Un effort récent (Srinivasan-Tannehill-Weilmuenster
[STW87]) a permis de tabuler sous forme de fonctions élémentaires la loi de
pression (3.22) pour l’air de l’atmosphère terrestre. Mais si les fonctions sui-
vantes ont bien été tabulées

(3.27) s = s(ρ, ρ e) ,
h

e
=

h

e
(ρ, ρ e) , c = c(ρ, ρ e) ,
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il n’en est pas de même pour les coefficients χ et κ qui interviennent explicite-
ment dans la jacobienne du flux par exemple (voir les détails dans Montagné-
Yee-Vinokur [MYV87] par exemple). Le simple calcul des ondes non linéaires est
très délicat ; Colella et Glaz ont proposé une méthode itérative pour manipuler
les ondes de choc, et nous avons [Du89a] développé un algorithme de calcul des
ondes de détente à partir du diagramme de Mollier de Srinivasan.

• En pratique, des formules très simples issues du gaz parfait polytropique
semblent suffisantes et nous proposons d’appliquer sans modification l’adaptation
qui est rigoureuse pour les mélanges de gaz parfaits. Les détentes sont donc cal-
culées par les relations (3.15)(3.16) et les chocs par (3.19)(3.20). Mais il reste le
problème de définir la valeur du “gamma équivalent” puisque la relation (3.8) n’a
maintenant plus de sens. Nous proposons, en suivant une remarque de Mehlman
[Me91] de choisir un coefficient γ local grâce à la relation

(3.28) γ =
ρ c2

p
.

En effet, dans ce cas, la valeur limite du rapport des pentes est lié à la vitesse
du son :

(3.29)
p− p0

u− u0
tend vers

{
−ρ0 c0 pour une 1-onde
ρ0 c0 pour une 3-onde

et l’introduction d’une valeur calculée grâce à la relation (3.28) dans les formules
(3.15), (3.16), (3.19) et (3.20) permet d’approcher correctement les tangentes
aux différentes ondes (on le voit facilement pour les ondes de choc grâce aux
relations (2.71) et (2.45)) donc de représenter correctement l’acoustique du gaz.
Ceci termine notre étude relative au schéma de Godunov sur les gaz réels.

4) Quelques approximations classiques.
• Nous avons vu que la résolution exacte du problème de Riemann conduit
à un algorithme itératif même pour le cas simple d’un gaz parfait polytropique,
avec utilisation de fonctions exponentielles et de racines carrées, ce qui en fait un
algorithme réputé cher. De très nombreuses tentatives ont été proposées pour
résoudre de façon approchée le problème de Riemann. Nous nous concentrons
d’abord sur le cas du gaz parfait polytropique puis dirons quelques mots du cas
d’un gaz réel. L’idée la plus simple consiste à mettre en œuvre l’approximation
acoustique (Godunov [GZIKP79]), ce qui revient dans l’algorithme de résolution
à remplacer les 1 et 3-ondes par leurs tangentes au points Wg et Wd respective-
ment. Cette idée naturelle est efficace dans plus de quatre vingt dix pour cent
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des interfaces d’un maillage, mais pour les ondes fortement non linéaires, cette
idée ne suffit pas et il faut pousser plus loin l’algorithme de Newton-Raphson.
Cet argument nous semble in fine très efficace, mais n’est pas toujours le plus
populaire, contrairement aux idées de Roe, Osher et van Leer que nous exposons
maintenant.

4.1) Flux de Roe.
• Dans son article de 1981, P. Roe [Roe81] a proposé d’introduire une
famille de matrices pour linéariser la décomposition de la discontinuité entre
deux états Wg et Wd. Une matrice de Roe A(Wg , Wd) satisfait par définition
aux trois propriétés suivantes :

(4.1) F (Wd) − F (Wg) = A(Wg , Wd) • (Wd −Wg)

(4.2) A(W , W ) = dF (W )

(4.3) A(Wg , Wd) est diagonalisable sur IR.

Le problème général de la recherche d’une matrice de Roe est mal posé (sauf dans
le cas scalaire !) et Harten, Lax et van Leer [HLV83] ont montré que si le système
hyperbolique étudié admet une entropie mathématique (ce qui est toujours le
cas pour les lois de conservation issues de modèles physiques classiques), on peut
construire une matrice de Roe satisfaisant aux propriétés (4.1) à (4.3). Mais cette
matrice n’a qu’un intérêt théorique car elle est incalculable en pratique !

• Le point clef dans l’étude de Roe est d’avoir montré qu’on peut calculer
la matrice A(Wg , Wd) sous la forme

(4.4) A(Wg , Wd) = dF
(
Ψ(Wg , Wd)

)

où Ψ(•, •) est une moyenne non linéaire entre les états Wg et Wd qui est définie
par les relations devenues classiques

(4.5) u∗ =

√
ρg ug +

√
ρd ud√

ρg +
√
ρd

(4.6) v∗ =

√
ρg vg +

√
ρd vd√

ρg +
√
ρd

(4.7) H∗ =

√
ρg Hg +

√
ρdHd√

ρg +
√
ρd

où H représente l’enthalpie totale

(4.8) H =
u2 + v2

2
+

c2

γ−1
.
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Des relations (4.5) à (4.8) on déduit la vitesse du son c∗ de l’état moyen Ψ(•, •)
et l’on dispose alors d’assez de données pour évaluer la jacobienne (4.4). La
simplicité des relations (4.5) à (4.8), jointe à la relation classique sur la viscosité
numérique d’un schéma décentré, permet de calculer le flux Φ(Wg, Wd) entre
les deux états par la relation

(4.9) Φ(Wg, Wd) =
1

2

[
F (Wg) + F (Wd) − | A(Wg , Wd) | • (Wd−Wg)

]
.

La valeur absolue de matrice au second membre de la relation (4.9) se manipule
de façon explicite (voir par exemple Yee [Ye87]). Un défaut du schéma de Roe est
sa non consistance possible avec la condition d’entropie : des chocs stationnaires
non physiques peuvent être capturés par le schéma, ce qu’il faut éviter. Pour
remédier à ce défaut, Harten [Ha83] a proposé d’utiliser dans l’expression de la
valeur absolue lors du calcul de la matrice de Roe

(4.10) | A(Wg , Wd) | =
∑

j

| λj | Rj Lj

(Rj est le j-ième vecteur propre à droite de la matrice de Roe A(Wg , Wd) et
Lj le j-ième vecteur propre à gauche) une approximation parabolique Q(λ) de
la fonction “valeur absolue” (figure 13) de façon à ajouter un peu de viscosité
au schéma. On pose

(4.11) Q(λ) =

{ | λ | , | λ | ≥ δ
1

2

λ2 + δ2

δ
, | λ | ≤ δ .

λ

Q

δ−δ

δ

Figure 13 Approximation de la fonction “valeur absolue” de Harten

• Le défaut de cette correction, efficace par ailleurs, est qu’elle introduit
un paramètre δ qu’il faut régler avec soin (voir par exemple Yee [Ye87]). Avec
G. Mehlman [DM96], nous avons proposé une nouvelle correction non paramé-
trée pour la méthode de Roe, fondée sur une détection des points soniques où
le schéma initial de Roe ne dissipe pas assez d’entropie. Nous décomposons
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le saut Wd −Wg sur la base des vecteurs propres Rj de la matrice de Roe
A(Wg , Wd) :

(4.12) Wd − Wg =
∑

k

αk Rk

et cette décomposition nous permet de définir des états intermédiaires Wj en
ne prenant que les premiers termes du second membre de (4.12) :

(4.13) Wj − Wg =
∑

k≤j

αk Rk

Nous évaluons la j-ième valeur propre λj entre les états Wj−1 et Wj , c’est à
dire pour la j-ième onde. Celle-ci est sonique si l’on a :

(4.14) λj

(
Wj−1

)
< 0 < λj

(
Wj

)
.

Dans ce cas, on remplace la fonction de flux non pas par une approximation
linéaire comme le propose Roe, mais par une approximation non linéaire fondée
sur une interpolation de Hermite de degré trois qui respecte la j-ième valeur pro-
pre. On peut alors résoudre exactement un problème de Riemann auxiliaire
pour le flux approché, ce qui conduit à une correction d’entropie non paramétrée,
non itérative et qui n’est de fait employée que très ponctuellement. Nous ren-
voyons à notre article [DM96] ou à la synthèse plus récente [Du2K] pour le détail
des relations algébriques à mettre en œuvre pour cette correction.

x

t

λ(W0)λ(W1)

W0 W1

0

Figure 14 Onde de détente multivaluée.

4.2) Flux d’Osher.
• Parallèlement aux travaux de Roe, S. Osher [Os81] a cherché à généraliser
au cas vectoriel un travail mené avec B. Engquist [EO80] sur les schémas de
décomposition de flux pour les lois de conservation scalaires :

(4.15) Φ(Wg , Wd) = F+(Wg) + F−(Wd)

où l’on a décomposé la fonction de flux F (•) sous la forme

(4.16) F (W ) ≡ F+(W ) + F−(W )
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avec l’hypothèse

(4.17) dF+(W ) ≥ 0 , dF−(W ) ≤ 0 .

De cette façon, S. Osher a abouti à une vision assez compliquée et abstraite
d’un schéma qui peut (pour la variante “P” ayant une interprétation physique)
s’interpréter grâce à l’acquis sur le problème de Riemann, ce que nous dévelop-
pons dans la suite. L’idée de base est d’utiliser les ondes de détente là où un
choc est physiquement présent, c’est à dire si

(4.18) ξ0 ≡ λ(W0) > λ(W1) ≡ ξ1 .

Dans ce cas, on ne peut pas construire comme aux relations (2.27) à (2.29) une
solution physique W (ξ) dans l’espace-temps par juxtaposition d’un état con-
stant W0 , d’une région d’onde de détente où W (ξ) varie, puis d’un nouvel état
constant W1. Mais on décide de la faire tout de même ! On utilise sans modi-
fication les relations (2.27) à (2.29) malgré l’hypothèse (4.18). Nous disposons
donc de trois états W (ξ) lorsque ξ1 ≤ ξ ≤ ξ0 , donc d’une onde de détente
multivaluée illustrée à la figure 14. Le flux de cette “solution” est calculé par le
flux de Engquist-Osher :

(4.19) F (ξ) = F (W0) − F (W (ξ)) + F (W1) , ξ1 ≤ ξ ≤ ξ0 ,

où l’état W (ξ) varie effectivement “en sens contraire” d’une détente tradition-
nelle, ce qui explique le signe “moins” qui lui est affecté à la relation (4.19). Il est
donc possible depuis Osher [Os81] de n’utiliser que des ondes de détente pour
résoudre de façon approchée le problème de Riemann. Nous avons développé
dans [Du87] les relations qui généralisent la relation (4.19) au cas de la dy-
namique des gaz. Le point clef qui rend le flux d’Osher également populaire
est son caractère non itératif. En effet, le calcul de l’intersection des ondes de
détente, posé en (2.88) se résout exactement grâce à la relation (2.89) pour un
gaz parfait polytropique.

4.3) Décomposition de flux de van Leer.
• Au lieu d’approcher la solution du problème de Riemann comme l’ont
cherché Roe et Osher, B. van Leer [vL82] a essayé de trouver une décomposition
du flux des équations d’Euler du type (4.15)(4.16). Et il y est effectivement
parvenu ! Les formules sont très simples ; on introduit le nombre de Mach

(4.20) M =
u

c
et l’on pose

(4.21) F+(W ) = F (W ) si M ≥ 1

(4.22) F−(W ) = F (W ) si M ≤ 1 .
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Nous détaillons la décomposition pour les trois composantes de F+ dans le cas
transsonique :

(4.23) F+(W ) =
(
F+

m(W ) , F+
x (W ) , F+

e (W )
)

(4.24) F+
m(W ) = ρc

(M + 1

2

)2

(4.25) F+
x (W ) = ρc

(M + 1

2

)2 (γ−1)u+ 2c

γ

(4.26) F+
e (W ) = ρc

(M + 1

2

)2 ((γ−1)u + 2c
)2

2 (γ2−1)

et le calcul de F− s’en déduit immédiatement grâce à la relation (4.16). Le
flux de van Leer permet effectivement de résoudre avec succès des problèmes de
dynamique des gaz comportant des chocs forts et il a servi de brique de base
à la version initiale du code FLU3C développé à l’ONERA et à l’Aerospatiale.
Mais pour l’approximation de couches limites visqueuses ou de discontinuités de
contact, une diffusion trop importante est introduite par le schéma, ce qui n’est
pas le cas si on utilise les flux de Godunov, Roe ou Osher.

4.4) Généralisation aux gaz réels.
• Si on généralise les idées précédentes aux gaz réels qui sont mélanges de
gaz parfaits ou à l’équilibre chimique, on se heurte à diverses difficultés. En ce qui
concerne les flux de Roe tout d’abord, Montagné, Yee et Vinokur [MYV87] ont
cherché à généraliser la relation (4.4) pour les gaz réels à l’équilibre chimique mais
il est alors nécessaire d’être très précis avec les coefficients χ et κ des relations
(3.23) à (3.26). A notre avis, cette approche n’est pas entièrement satisfaisante
compte tenu du manque d’information présente dans les diagrammes de Mollier.
Pour les mélanges de gaz parfaits, Abgrall [Ab89] et Fernandez-Larroururou
[FL89] ont proposé un algorithme qui peut entrâıner des concentrations négatives
ou bien supérieures à l’unité dans certains cas extrêmes. Enfin, G. Mehlman a
proposé de s’abstraire de l’hypothèse (4.4) pour la construction d’une matrice
de Roe pour les gaz réactifs et a adapté le solveur de Colella-Glaz. En pratique
(voir les détails dans la thèse de Mehlman [Me91]), il suffit de remplacer les
ondes de détente par des chocs (c’est la solution duale du choix de Osher !) et
de résoudre le système d’équations

(4.27)

{
uM − ug + ϕ(pM ; ρg , pg ; γg) = 0
uM − ud − ϕ(pM ; ρd , pd ; γd) = 0 .

Ce système a une solution unique sous une condition d’apparition du vide un peu
plus restrictive que la condition (2.90) mais il est résolu par un algorithme de
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Newton-Raphson très efficace en partant de la valeur p = 0 ! Le calcul détaillé
du schéma de Roe peut alors être extraordinairement simplifié et de plus la
positivité des fractions massiques est garantie théoriquement. Dès que l’on a à
prendre en compte plus de quatre espèces, le caractère itératif de la résolution
du système (4.27) n’est pas pénalisant devant le peu de calculs complémentaires
que demande cette version du schéma.

• Pour les flux d’Osher, Stoufflet [St89] et Abgrall-Montagné [AM89] ont
proposé un schéma simplifié consistant à résoudre l’intersection des courbes de
détente approchées grâce au système

(4.28)

{
uO − ug + ψ(pO ; ρg , pg ; γg) = 0
uO − ud − ψ(pO ; ρd , pd ; γd) = 0 .

Mais les propositions qui ont été faites pour l’évaluation des coefficients γg

et γd semblent moins fondées que la relation (3.28) que nous préconnisons ici.
Là encore, le prix à payer lors du passage au multi-gaz réel est le caractère
itératif du schéma approché. Notons que Abgrall et Montagné ont introduit une
initialisation très robuste de l’algorithme de Newton dans ce cas.

• Enfin, la décomposition de flux de van Leer nous semble peu adaptée aux
gaz réels même si elle est très populaire. En effet, elle est fondée sur un calcul
algébrique sur des polynomes par rapport au coefficient γ, calcul qui est plus
difficile à justifier pour un gaz réel quelconque. Toutefois B. Larrouturou [La91]
a développé des corrections pour assurer la positivité de toutes les fractions
massiques, lesquelles sont très efficaces en pratique. Nous préférons utiliser la
décomposition de Sanders-Prendergast [SP74] moins satisfaisante du point de
vue de ses propriétés théoriques mais fondée physiquement sur une discussion
relative au nombre de Mach qui garde toujours une signification claire.

• Nous retiendrons de ce chapitre sur l’approximation du problème de
Riemann que le fait de manipuler des solutions particulières des équations de
la dynamique des fluides compressibles pour construire des schémas numériques
donne aux méthodes ainsi construites de très bonnes propriétés de robustesse.
Pour améliorer la précision, on fait appel en général à l’extension au second ordre
proposéee par van Leer [vL79] et exposée à la troisième partie.



2

Conditions aux limites
fortement non linéaires

Nous étudions diverses formulations des conditions aux limites pour les
équations d’Euler de la dynamique des gaz d’un point de vue mathématique et
numérique. Dans le cas d’une dimension d’espace, nous rappelons les résultats
classiques, fondés sur une analyse du problème linéarisé et nous présentons une
formulation plus récente du problème, qui autorise la prise en compte d’effets
non linéaires importants au bord du domaine d’étude. Cette formulation s’insère
naturellement dans une discrétisation par la méthode des volumes finis et nous
présentons un cas test monodimensionnel significatif.

1) Introduction.
• Les équations d’Euler de la dynamique des gaz constituent un système
hyperbolique non linéaire de lois de conservation. Nous pouvons les écrire sous
cette forme dans le cas de deux dimensions spatiales par exemple :

(1.1)
∂W

∂t
+

∂

∂x
f(W ) +

∂

∂y
g(W ) = 0

avec des variables conservatives W et des flux f(W ), g(W ) donnés par :

(1.2) W =
(
ρ , ρ u , ρ v , ρE

)t

(1.3) f(W ) =
(
ρu , ρ u2 + p , ρ u v , ρ uE + pu

)t

Cours Cea-Edf-Inria organisé par Pierre-Louis Lions sur les “Méthodes de diffé-
rences finies et équations hyperboliques” en novembre 1988 [Du88]. Traduction
en “TEX” juillet 2003. Edition février 2011 ; 29 pages.
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(1.4) g(W ) =
(
ρ v , ρ u v , ρ v2 + p , ρ v E + p v

)t

où ρ (respectivement u, v, E, p) désigne la densité (repectivement les deux
composantes de la vitesse, l’énergie totale spécifique et la pression). Il suffit de
se donner la pression comme fonction des variables conservatives pour définir
complètement le système hyperbolique (1.1) ; nous choisissons simplement une
loi d’état de gaz parfait polytropique :

(1.5) p = (γ−1) ρ
(
E − 1

2
(u2 + v2)

)
.

• Le problème de Cauchy posé sur IR2 pour le système (1.1) associé à la
condition initiale

(1.6) W (0, x, y) = W0(x, y) , (x, y) ∈ IR2

n’a fait, à notre connaissance, l’objet d’aucun résultat d’existence globale en
temps, même pour des données W0 régulières. Il en est de même pour le
problème de Cauchy (1.1)(1.6) posé à une seule dimension d’espace. Nous devons
donc aborder le problème aux limites posé sur un domaine Ω de IR2 :

(1.7)





∂W

∂t
+

∂

∂x
f(W ) +

∂

∂y
g(W ) = 0 t ≥ 0 , (x, y) ∈ Ω

W (0, x, y) = W0(x, y) t = 0 , (x, y) ∈ Ω
Condition limite

(
W (t, x, y)

)
= 0 t ≥ 0 , (x, y) ∈ ∂Ω

avec prudence. Pourtant, c’est bien une approximation de “la” solution du pro-
blème aux limites (1.7) que cherche l’ingénieur, dans un domaine Ω qui est
souvent non borné.

• La difficulté mathématique de l’étude du problème (1.1)(1.6) est liée à la
présence d’ondes non linéaires qui imposent une étude en termes de solutions
faibles (voir par exemple Lax [Lax73] ou Smoller [Sm83]). De plus, l’unicité
des solutions faibles est en général en défaut et une inégalité d’entropie doit
être ajoutée afin d’exclure des solutions physiquement non admissibles telles
que les chocs de détente par exemple (Germain-Bader [GB53], Oleinik [Ol57],
Godunov [Go61], Lax [Lax71]). Le problèmes aux limites (1.7) n’est quant à
lui parfaitement compris mathématiquement que dans le cas linéaire (Kreiss
[Kr70], Higdon [Hi85] et les références citées).

• L’approche numérique pose par ailleurs un problème pratique important :
les schémas aux différences les plus classiques (Lax-Wendroff [LW60], Mac Cor-
mack [Mc69]) proposent un calcul centré des approximations des dérivées en
espace qui permettent d’incrémenter en temps les valeurs Wi, j grâce aux valeurs
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Wi+1, j+1, Wi, j+1, Wi−1, j+1, . . . situées dans un voisinage discret du point de
grille (i, j). Il est donc nécessaire d’introduire un “schéma à la limite” pour
incrémenter les valeurs Wi, j situées au bord du domaine de calcul (voir par
exemple Richtmyer-Morton [RM67]). La situation est même paradoxale : dans
certaines situations physiquement bien déterminées (entrée ou sortie subsonique
par exemple), les études linéaires montrent que le problème est bien posé avec
moins de conditions limites que le système (1.1) ne compte d’équations (voir par
exemple Oliger-Sundstrom [OS78], Yee-Beam-Warming [YBW82] ou Gustafs-
son [Gu85]). Les conditions aux limites supplémentaires doivent également être
telles que le schéma global (i.e. le schéma à l’intérieur et le schéma à la limite)
reste stable. Le travail classique de Gustafsson, Kreiss et Sundstrom [GKS72]
a permis de développer une méthode d’analyse de la stabilité des schémas aux
différences finies pour des systèmes hyperboliques linéaires.

• Dans ces notes de cours, nous nous limiterons essentiellement à des pro-
blèmes monodimensionnels, ce qui correspond pour le problème aux limites
(1.7) à une analyse dans la direction normale à la frontière. Dans une première
partie, nous étudions le problème continu. Au cours d’une seconde partie, nous
nous intéressons aux schémas numériques existants pour l’écriture de conditions
aux limites linéaires ou non. Enfin nous proposons une méthode de type volumes
finis qui étend très simplement l’approche originale de Godunov [Go59] (voir
aussi Godunov et al [GZIKP79]) et permet la prise en compte de fortes non-
linéarités à la frontière du domaine de calcul.

2) Etude du problème continu.
2.1) Quelques rappels élémentaires.
• Nous réécrivons le système (1.1) des équations d’Euler dans le cas d’une
seule dimension d’espace. La composante v de la vitesse est identiquement nulle
et l’on a simplement :

(2.1)
∂W

∂t
+

∂

∂x
f(W ) = 0

avec

(2.2) W =
(
ρ , ρ u , ρE

)t

(2.3) f(W ) =
(
ρu , ρ u2 + p , ρ uE + pu

)t
.

La pression est calculée grâce à la loi d’état (1.5). Il est utile d’écrire (2.1) sous
forme non conservative et nous choisissons pour cela les variables V définies
par :
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(2.4) V =
(
ρ , u , S

)t
.

L’entropie spécifique adimensionnalisée S est reliée aux autres variables ther-
modynamiques ρ, p par la relation :

(2.5) p = S ργ

(voir les textes classiques tels que Courant-Friedrichs [CF48] ou Landau-Lifchitz
[LL54]) et le système (2.1) s’écrit sous forme équivalente

(2.6)
∂V

∂t
+ A(V )

∂V

∂x
= 0

lorsque la solution V (t, x) est régulière. Nous avons :

(2.7) A(V ) =




u ρ 0
1

ρ

∂p

∂ρ
u

1

ρ

∂p

∂S
0 0 u


 .

La célérité du son c, définie par

(2.8) c =

√
∂p

∂ρ
(ρ, S) =

√
γ p

ρ

intervient dans le calcul des valeurs propres λj(W ) de la matrics A(V ) :

(2.9) λ1(W ) ≡ u− c < λ2(W ) ≡ u < λ3(W ) ≡ u+ c .

Les vecteurs propres associés à ces valeurs propres se calculent facilement :

(2.10) r1(V ) =




ρ
−c
0


 ; r2(V ) =



∂p/∂S

0
−c2


 ; r3(V ) =



ρ
c
0


 .

• Le problème de Riemann R(Wg, Wd) associé au système (2.1) est
un problème de Cauchy particulier ; la condition initiale est composée de deux
états constants :

(2.11) W0(x) =
{

Wg x < 0
Wd x > 0 .

La solution entropique de ce problème est constituée d’ondes de choc, d’ondes
de détente et d’une discontinuité de contact, séparés par au plus deux états
constants (voir par exemple Courant-Friedrichs [CF48], Landau-Lifchitz [LL54],
Godunov et al [GZIKP79]). Rappelons que le long d’une détente, les invariants
de Riemann associés sont constants, i.e.

(2.12) w1
1 = S ; w1

2 = u +
2

γ−1
c 1-détente

(2.13) w2
1 = u ; w2

2 = p 2 -discontinuité de contact
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(2.14) w3
1 = S ; w3

2 = u − 2

γ−1
c 3 -détente.

Rappelons également que le long d’une telle détente, W = W (x/t) est une
solution autosemblable qui satisfait à l’équation différentielle :

(2.15)
d

d
(
x
t

)
(
W
(x
t

))
= rj

(
W
(x
t

))
j = 1 ou 3 .

A travers une onde de choc ou une discontinuité de contact de célérité σ, on a
les relations de Rankine-Hugoniot :

(2.16)
[
f(W )

]
= σ

[
W
]
.

Rappelons que le champ numéro 2 (linéairement dégénéré) peut être vu à la fois
comme un choc et une détente. La solution du problème de Riemann consiste
à construire trois j-courbes Uj(W ) dans l’espace des phases (ou des états) au
voisinage de chaque état W :

(2.17)

{
W ∈ Uj(W )
∀W ′ ∈ Uj(W ), la solution de R(W, W ′) ou de R(W ′, W )

est une onde simple décrite plus haut.

Les états intermédiaires W1 et W2 sont alors définis de sorte que

(2.18) W1 ∈ U1(Wg) ; W2 ∈ U2(W1) ; Wd ∈ U3(W2) .

Pour plus de détails concernant les courbes Uj(•), nous renvoyons à Lax [Lax73]
ou Smoller [Sm83].

2.2) Système des équations d’Euler linéarisées.
• La plupart des résultats existants concernent les équations hyperboliques
linéaires. Nous linéarisons donc les équations d’Euler autour d’un état constant
W en posant :

(2.19) W = W + W ′

et en négligeant les termes du second ordre en W ′ dans le système obtenu. Les
résultats les plus simples résultent de la forme (2.6) des équations et l’on obtient :

(2.20)
∂V ′

∂t
+ A(V )

∂V ′

∂x
= B(V , V ′) .

On peut alors poursuivre l’étude de ce système en diagonalisant la matrice A(V ).
Nous notons ϕj les coordonnées de la perturbation V ′ dans la base (fixe) des

vecteurs propres rj(V ) :

(2.21) V ′ =
3∑

j=1

ϕj rj(V )





Lemmes finis pour la dynamique des gaz (1988-1998)

et l’on a :

(2.22)





ϕ1 =
1

2 ρ c2
(
p′ − ρ c u′

)

ϕ2 = − 1

c2
S′

ϕ3 =
1

2 ρ c2
(
p′ + ρ c u′

)
.

• La différence de pression p′ est donnée selon la relation linéarisée :

(2.23) p′ ≡ p − p =
∂p

∂S
(W )S′ + c2 ρ′ .

Le changement de variables V ′ 7−→ ϕ permet de découpler le membre de gauche
de la relation (2.20) sous la forme de trois équations d’advection :

(2.24)
∂ϕ

∂t
+ Λ(W )

∂ϕ

∂x
= C(W, ϕ)

où Λ(W ) = diag(u−c , u , u+c). Le couplage entre les composantes de ϕ est
uniquement réalisé par le second membre C(W, ϕ), qui est un opérateur non
différentiel. Le système (2.24) est appelé dans la suite “système des équations
d’Euler sous forme caractéristique” et les variables ϕ définies en (2.22) sont
les “variables caractéristiques”. L’intérêt essentiel de cette démarche est qu’on
a ramené, dans le cas linéarisé, le système des équations d’Euler à une forme
classique.

2.3) Problème aux limites pour un système hyperbolique linéaire.
• Dans un article devenu classique, Kreiss [Kr70] introduit une notion de
“problème bien posé” pour l’étude du problème aux limites associé au système
(2.24) dans le “quart d’espace” t ≥ 0 , x ≥ 0. Nous notons ΛI (respectivement
ΛII) la matrice diagonale obtenue à partir de Λ(W ) en ne conservant que les
valeurs propres positives (respectivement négatives), donc nous supposons ici
u 6= 0. Nous décomposons également les variables caractéristiques ϕ sous la
forme

(2.25) ϕ =
(
ϕI , ϕII

)

de façon à utiliser les notations de Kreiss. La condition limite en x = 0 est
écrite sous la forme

(2.26) ϕI = ΣϕII + g t ≥ 0 , x ≥ 0

et la condition initiale est simplement

(2.27) ϕ(0, x) = ϕ0(x) t = 0 , x ≥ 0 .
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Le système (2.24) associé à la condition (2.26) et à la condition initiale (2.27)
(l’IVBP (2.24)(2.26)(2.27) de façon plus concise) est alors bien posé dans L2,
au sens de Kreiss.

• La condition limite (2.26) s’interprète en termes de directions carac-
téristiques : le champ ϕ le long des caractéristiques entrantes est une fonction
affine des composantes le long des caractéristiques sortant du domaine d’étude.
Nous insistons sur le fait que le résultat précédent peut s’étendre dans diverses
directions. En particulier le cas multidimensionnel (beaucoup plus complexe)
peut être abordé à l’aide des mêmes concepts : la direction x doit alors être
remplaçée par la normale au domaine Ω (voir par exemple Higdon [Hi86]).
Dans le cas où la vitesse de référence u est nulle (frontière caractéristique) les
résultats de Kreiss ont été étendus par Majda-Osher [MO75].

• Pour la mise en œuvre pratique de la condition limite (2.26), on distingue
habituellement quatre cas selon que la vitesse u est positive (entrée) ou négative
(sortie), de module supérieur à la célérité du son (supersonique) ou inférieur
(subsonique).

(i) Entrée supersonique (u > c).
La composante “sortante” de ϕ, à savoir ϕII , est nulle et la relation (2.26)
revient à se donner toutes les composantes de ϕ.

(ii) Entrée subsonique (0 < u < c).
On dispose de deux caractéristiques entrantes ϕI et d’une caractéristique sor-
tante ϕII . Le problème linéarisé est donc bien posé lorsqu’on se donne l’un
des couples suivants (c.f. Oliger-Sundstrom [OS78] ou Yee-Beam-Warming
[YBW82]) : (densité, pression), (vitesse, pression) ou (enthalpie, entropie).

(iii) Sortie subsonique (−c < u < 0).
Une seule caractéristique entre dans le domaine de calcul et deux sont sortantes.
Il est classique de se donner la presion ou la vitesse de sortie. Remarquons
que le choix d’une pression imposée p = p s’écrit après linéarisation autour de

V = (ρ, u, p)t :

(2.28) p′ = 0

ce qui revient, dans la relation (2.26), à prendre

(2.29) Σ =
(
−1 , 0

)
, g = 0 .

(iv) Sortie supersonique (u < −c).
Toutes les caractéristiques sont sortantes (ϕI = 0), donc aucune information
n’est contenue dans la relation (2.26) ; aucune “condition analytique” n’est
nécessaire dans ce cas.
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• Aux quatre cas précédents, il convient de rajouter le cas singulier où
u = 0 qui correspond physiquement à une paroi solide. On montre (Oliger-
Sundstrom [OS78] par exemple) que le problème aux limites (2.24)(2.27)(2.30)
est bien posé dans L2 avec la condition naturelle

(2.30) u′ = 0

qui revient à imposer l’imperméabilité de la paroi pour les équations linéarisées.
Remarquons que (2.30) peut également s’écrire sous la forme (2.26) avec le choix

(2.31) Σ =
(
1 , 0

)
, g = 0 .

2.4) Problème aux limites dans le cas non linéaire.
• Les équations d’Euler sont abordées théoriquement dans le cas monodi-
mensionnel à l’aide de deux approches mathématiques : la méthode de Glimm
(Glimm [Gl65]) et la compacité par compensation (DiPerna [DP83]). La com-
pacité par compensation permet à notre connaissance de n’aborder que des
systèmes hyperboliques de deux équations seulement et aucune étude d’un pro-
blème aux limites fondée sur cette technique n’a encore été proposée. La méthode
de Glimm permet de prouver l’existence de solutions entropiques pour le pro-
blème de Cauchy (1.1)(1.6) posé sur IR (i.e. x ∈ IR, t ≥ 0) pour un système
hyperbolique quelconque lorsque la condition initiale est proche d’un état W
fixé. Il est donc naturel de faire la même hypothèse lorsqu’on s’intéresse au
problème aux limites. L’analyse du nombre de conditions scalaires à imposer,
développée au paragraphe précédent, a permis de formuler de façon raisonnable
les conditions aux limites. Cette approche a été suivie par Nishida-Smoller
[NS77] et Liu [Li77] lors de leur étude du p-système de la dynamique des gaz
isentropiques. Ces auteurs montrent que, associée à une condition limite sur la
pression ou la vitesse, la méthode de Glimm converge lorque le pas du maillage
tend vers zéro. Le choix d’une condition limite, écrite sous forme forte, résulte
de l’analyse du système linéarisé. On peut donc la qualifier de “faiblement non
linéaire”.

• Le cas d’une inconnue w scalaire est très intéressant puisqu’on dispose
d’un théorème d’existence et d’unicité pour le problème de Cauchy (posé dans
IR ou IR2) (Kruz̆kov [Kr70]). Le problème aux limites correspondant a été
abordé par Bardos-Leroux-Nédélec [BLN79]. Cette étude a été généralisée aux
systèmes, mais en se restreignant au cas monodimensionnel dans notre travail
avec Philippe Le Floch [DLf88]. De façon précise, nous montrons que sous
des hypothèses raisonnables de convergence, la limite w de l’approximation
visqueuse wǫ solution du problème parabolique suivant :
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(2.32)





∂wǫ

∂t
+

∂

∂x
f
(
wǫ
)

= ǫ
∂2wǫ

∂x2
x > 0 , t > 0

wǫ(0, x) = v0(x) x > 0
wǫ(t, 0) = u0(t) t > 0

vérifie au bord du domaine une inégalité d’entropie, pour tout couple (η, ξ)
d’entropie-flux au sens de Lax [Lax71] :

(2.33) ξ
(
w(t, 0+)

)
− ξ
(
w0(t)

)
− dη

(
w0(t)

)
•

(
f
(
w(t, 0+)

)
− f

(
w0(t)

))
≤ 0

avec w(t, 0+) = lim
x→0

w(t, x) .

• Cette inégalité généralise au cas des systèmes hyperboliques l’approche
proposée initialement par Bardos-Leroux-Nédélec [BLN79] pour les lois de con-
servation scalaires et dans le cas où η est une entropie de Kruz̆kov : η(w) =
| w − k | . Elle a également été obtenue indépendemment dans le cas général
par Audounet [Au84] et Mazet et al [MBGB87] à partir d’une formulation vari-
ationnelle entropique des équations d’Euler. Dans le cas d’une équation scalaire
avec poids, nous renvoyons à Le Floch et Nédélec [LN88]. Nous proposons ici,
comme dans [DLf88] de définir la condition limite par la relation

(2.34) w(t, 0+) ∈ E
(
w0(t)

)
, t > 0

où l’ensemble limite E
(
w0

)
associé à la “condition limite” W0 est défini par :

(2.35) E
(
w0

)
=

{
w / ξ

(
w
)
− ξ
(
w0

)
− dη

(
w0

)
•

(
f
(
w
)
− f

(
w0

))
≤ 0

∀ (η, ξ) couple entropie-flux au sens de Lax

}
;

cette notion de condition à la limite constitue une extension de la condition de
Dirichlet habituelle.

• Pour un système hyperbolique linéaire, le choix d’une entropie par-
ticulière permet de montrer que l’inégalité d’entropie à la limite (2.33) est
équivalente à la condition classique (2.26) avec le choix Σ = 0 (pas de réflexion
d’onde). Nous le détaillons pour l’équation d’advection

(2.36)
∂w

∂t
+ a

∂w

∂x
= 0 w(t, x) ∈ IR

qui admet le couple entropie-flux (η, ξ) = (w2, aw2). L’inégalité (2.33) s’écrit
alors dans ce cas particulier

(2.37) a
(
w − w0

)2 ≤ 0

et nous pouvons en déduire facilement la discussion classique sur le nombre de
conditions aux limites du paragraphe 2.
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ρ

ρ u

W0

2-détente 
issue de W

0

u−c = 0

1-choc 
issu de W0

2-choc 
issu de W0

1-détente 
issue de W0

u+c = 0

Figure 1 Ensemble limite V
(
W0

)
[représenté en trait fort

et à l’aide des zones grisées] pour les équations d’Euler-Saint Venant
de la dynamique des gaz dans l’approximation isentropique.

Cas d’une entrée supersonique.

• Le cas de l’équation de Burgers
(
f(w) = w2/2 , w ∈ IR

)
permet de

calculer complètement l’ensemble E
(
w0

)
(voir aussi Le Floch [Lf88]) et l’on a :

(2.38) E
(
w0

)
=

{
] −∞ , −w0] ∪ {w0} w0 ≥ 0
] −∞ , 0] w0 ≤ 0 .

Nous lisons la relation (2.38) de la façon suivante : lorsque w0 est stricte-
ment positif (entrée “supersonique” en mécanique de Burgers) et l’état limite
w “proche” de celui-ci, alors w est égal à w0 et l’étude linéarisée du problème
à la limite (qui revient dans ce cas à étudier l’équation d’advection) fournit la
bonne condition. Lorsque w est “assez loin” (i.e. | w − w0 |> 2w0) on peut
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accepter à la limite des états “sortants” et la condition d’entropie (2.34)(2.35)
s’avère “fortement non linéaire”.

• Dans le cas d’un système général de lois de conservation, l’explicitation de
l’ensemble limite échoue car il est très difficile de manipuler pratiquement toutes
les entropies η. Notons toutefois que pour le p-système (défini par exemple dans
Lax [Lax73]), Benabdallah-Serre [BS87] ont obtenu un régionnement non trivial
de l’ensemble E

(
w0

)
.

ρ

ρ u

W0

1-choc 
issu de W

0

1-détente 
issue de W

0

u+c = 0

2-choc 
issu de W0

u−c = 0

2-détente 
issue de W0

Figure 2 Ensemble limite V
(
W0

)
[représenté en trait fort

et à l’aide des zones grisées] pour les équations d’Euler-Saint Venant
de la dynamique des gaz dans l’approximation isentropique.

Cas d’une sortie subsonique ; le cas d’une entrée subsonique est analogue.

• Nous avons par ailleurs remarqué que dans les cas particuliers d’une équa-
tion scalaire (non nécessairement convexe) et d’un système hyperbolique
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linéaire, l’ensemble limite E
(
w0

)
est caractérisé simplement à l’aide du pro-

blème de Riemann (c.f. partie 1 et [DLf87]) :

(2.39) E
(
w0

)
= V

(
w0

)
≡
{

valeurs en x
t = 0+ de la solution entropique

du problème de Riemann R(w0, w), w variant

}
.

Une seconde formulation de la condition limite s’écrit alors simplement [DLf87] :

(2.40) w
(
t, 0+

)
∈ V

(
w0(t)

)
t > 0 .

Elle a l’avantage d’introduire un ensemble limite V
(
w0

)
calculable explicite-

ment. Remarquons que Benabdallah-Serre [BS87] ont montré que l’inclusion

(2.41) V
(
w0

)
⊂ E

(
w0

)

est toujours satisfaite, mais que l’égalité (2.39) peut être en défaut. Par ailleurs,
Dubroca-Gallice [DG88] ont montré que la méthode de Glimm converge lorsqu’on
l’associe à la première condition limite (2.34) et que pour le p-système, la con-
dition plus restrictive (2.40) conduit également à un problème bien posé.

ρ u

1-choc 
issu de W

0

1-détente 
issue de W0

u+c = 0

ρ

2-choc 
issu de W0

W0

u−c = 0

2-détente 
issue de W

0

Figure 3 Ensemble limite V
(
W0

)
[représenté en trait fort

et à l’aide des zones grisées] pour les équations d’Euler-Saint Venant
de la dynamique des gaz dans l’approximation isentropique.

Cas d’une sortie supersonique de nombre de Mach inférieur à 2
γ−1 .
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• Avec Philippe Le Floch [DLf87], nous avons calculé et représenté graphi-
quement l’ensemble V

(
w0

)
dans le cas des équations d’Euler-Saint Venant de

la dynamique des gaz isentropiques ainsi qu’illustré aux figures 1 à 3. Même
lorsque l’état w0 correspond à une entrée supersonique (figure 1), l’ensemble
admissible V

(
w0

)
n’est réduit à {w0} que dans un voisinage de w0, ce qui

correspond à l’approche linéarisée. L’état w0 peut être relié à l’état w(t, 0+)
par un 1-choc, ou bien w(t, 0+) peut correspondre à une sortie supersonique (!).

• L’utilisation du problème de Riemann pour formuler la condition limite
conduit à un problème bien posé lorsque les données w0 et v0 sont des états
constants :

(2.42)





∂w

∂t
+

∂

∂x
f(w) = 0 x > 0 , t > 0

w(0, x) = v0 x > 0
w(t, 0+) ∈ V

(
w0

)
t > 0 .

Nous pouvons par ailleurs envisager de fortes non linéarités et pour les équations
d’Euler, seuls les problèmes d’apparition du vide limitent la construction de
la solution du problème de riemann R(wg, wd). De plus, le calcul des points
frontières utilise alors les mêmes outils que le calcul des points intérieurs, comme
nous l’étudions dans la seconde partie.

différences finies

volumes finis

Figure 4 Points de calcul pour la résolution des équations d’Euler
par la méthode des différences finies (en haut) : xj = j h

et celle des volumes finis (en bas) : xj = (j + 1/2)h.

3) Discrétisation des conditions aux limites.
3.1) Différences finies ou volumes finis ?
• Nous notons ∆x (respectivement ∆t) le pas d’espace (respectivement de
temps), supposé uniforme, en vue de l’écriture sous forme discrète de l’équation
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(2.1). Les schémas conservatifs sont fondés sur une écriture des équations sous
forme intégrale :

(3.1)
1

∆t

(
Wn+1

j − Wn
j

)
+

1

∆x

(
fj+1/2 − fj−1/2

)
= 0

et pour les points intérieurs au domaine de calcul, Wn
j représente une ap-

proximation de la valeur ponctuelle de W au temps tn = n∆t et au point
xj aussi bien que la valeur moyenne du champ W (tn, •) sur un intervalle de
mesure h = ∆x autour du point xj . On peut raisonnablement dire que les
deux méthodes cöıncident dans ce cas.

• Lorsqu’on se place sur un intervalle borné (figure 4), les deux méthodes
conduisent à des problèmes spécifiques. Avec la méthode des différences finies,
on construit en général un “schéma frontière” différent du schéma (3.1), alors
que la méthode des volumes finis traite les cellules du bord comme les autres
et ne demande qu’une évaluation du flux frontière. Nous détaillons ces deux
approches dans les paragraphes qui suivent, en étudiant successivement le cas des
équations d’Euler linéarisées, le cas d’une paroi et enfin celui d’une frontière
fluide. La précision des méthodes proposées est variable selon les problèmes
et les méthodes utilisées. La méthode des différences finies permet l’écriture
de schémas au besoin très précis alors que celle des volumes finis dégénère au
premier ordre dans la plupart des exemples que nous proposons.

3.2) Equations d’Euler linéarisées.
• Nous nous limitons à la frontière de gauche (située en x = 0) d’un
domaine de calcul {x > 0}. Une condition du type (2.26), i.e.

(3.2) ϕI = ΣϕII + g t ≥ 0 , x = 0

entre les variables caractéristiques entrantes ϕI et sortantes ϕII assure p
relations à la frontière (où p est le nombre de valeurs propres positives de (2.24),
i.e. le nombre de composantes de ϕI).

• La méthode des différences finies demande donc (n−p) relations supplé-
mentaires qui constituent les “conditions aux limites numériques” à ajouter aux
relations (3.2) pour calculer l’état au bord. Diverses méthodes classiques (ex-
trapolation en espace, en espace-emps, schéma décentré au bord, etc...) sont
d’utilisation courante (voir par exemple Yee, Beam et Warming [YBW82] ou
Cambier, Escande et Veuillot [CEV86]) et conduisent à des schémas bien posés
au sens de la stabilité GKS (voir par exemple Goldberg-Tadmor [GT87] et les
références incluses). Nous détaillons ici le procédé qui nous semble le plus satis-
faisant, celui des relations de compatibilité (Viviand-Veuillot [VV78], voir
aussi Bramley-Sloan [BS77] et Kentzer [Ke71]).
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t

x0

ϕ   (p-composantes)Iϕ   (n-p  composantes)II

Figure 5 Directions caractéristiques au bord du domaine de calcul.

• Les relations de compatibilité reviennent, dans le cas linéaire, à discrétiser
les équations du système (2.24) qui correspondent aux ondes sortantes (com-
posantes ϕII) ; on obtient ainsi n− p équations d’advection :

(3.3)
∂ϕII

∂t
+ ΛII(W )

∂ϕII

∂x
= P II C(W, ϕ)

où P II est le projecteur associé aux variables ϕII dans la décomposition
(2.25) (figure 5). Le schéma final se déduit de (3.2)(3.3) : une discrétisation
décentrée de la dérivée spatiale ∂

∂x présente au sein de la relation (3.3) permet

de calculer ϕII en x = 0 au temps tn+1 à partir de ϕ au temps tn et
la relation (3.2) achève la construction. L’évaluation des dérivées spatiales à
l’instant tn+1 conduit à divers schémas implicites à la frontière (voir par exemple
Yee, Beam et Warming [YBW82]).

• La méthode des volumes finis s’applique sans modification essentielle au
bord de Ω ; il suffit de prendre j = 1 dans la relation (3.1) qui définit le schéma.
Le flux aux interfaces est évalué de façon décentrée par une méthode d’ordre
un de Godunov [Go59] ou d’ordre deux de van Leer [vL79]. A la paroi, le flux
fj+1/2 est calculé de façon à prendre en compte la relation (3.2) :

(3.4) f1/2 = Λ+(W )
(
ΣϕII

1 + g
)

+ Λ−(W )ϕII
1

où ϕII
1 désigne la composante numéro II de l’état W1 ou bien une valeur

extrapolée en x = 0+ du champ à partir des valeurs dans les premières mailles
(pour les calculs d’ordre deux). Remarquons que l’écriture (3.4) de la condition
limite (3.2) affaiblit cette dernière puisque seul le flux numérique utilise la
condition à la limite. Notons également que l’état paroi qui permet d’évaluer le
flux grâce à la relation (3.4) résulte d’une extrapolation en espace des variables
sortantes ϕII et d’un calcul des variables entrantes ϕI à partir de la relation
(3.2), avant l’incrémentationen temps (3.1), alors que l’approche par la méthode
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des différences finies jointe aux relations de compatibilité revient à coupler les
deux étapes pour les composantes sortantes, avant de recalculer ϕII grâce à
la condition limite (3.2). L’avantage de l’approche “volumes finis” pour les
calculs frontières tient au fait qu’aucun schéma numérique supplémentaire n’est
nécessaire (pour les calculs au premier ordre en espace au moins !) pour prendre
en compte la frontière, comme l’avaient remarqué Godunov et al [GZIKP79] et
Rizzi [Ri81] par exemple. Signalons aussi que les études théoriques de stabilité
à la frontière sont beaucoup moins développées avec cette approche qu’avec
l’approche “différences finies” classique.

3.3) Frontière fluide.
• Comme on l’a vu dans la première partie, on distingue classiquement
quatre cas selon le type d’écoulement à la frontière, c’est à dire le nombre p de
composantes de ϕI . L’approche aux différences finies remplace la relation (3.2)
par p relations non linéaires adaptées au problème, i.e. état imposé, enthalpie
totale et entropie imposées, pression imposée ou pas de relation pour les quatre
cas classiques :

(3.5) B(W ) = 0 (p relations non linéaires).

Les (n−p) relations supplémentaires sont le plus souvent issues des relations de
compatibilité (Viviand-Veuillot [VV78]) : le système (2.1) admet des vecteurs
propres rj(W ) (2.10) et des formes linéaires propres ℓj(W ) (ou “vecteurs pro-

pres à gauche” ; ℓj(W )t est en fait vecteur propre de A(W )t), définies par les
relations

(3.6) ℓj(W ) •A(W ) = λj(W ) ℓj(W ) .

Le système (2.1) est réécrit sous la forme non conservative équivalente

(3.7) ℓj(W ) •
∂W

∂t
+ λj(W ) ℓj(W ) •

∂W

∂x
= 0 , j = 1, · · · , n

qui constitue l’ensemble des relations de compatibilité sous forme non linéaire.
On ne conserve pour définir le schéma limite que les indices j qui correspondent à
des directions caractéristiques sortantes (j = 1, · · · , n−p) et l’on a en définitive :

(3.8)





Bj(W ) = 0 j = 1 , · · · , p
ℓj(W ) •

∂W

∂t
+ λj(W ) ℓj(W ) •

∂W

∂x
= 0 j = 1 , · · · , n− p .

Lorsqu’on utilise la valeur de grille Wn
0 (sur la frontière du domaine de calcul)

dans l’expression de la forme linéaire ℓj [on approche ℓj(W ) par ℓj(W
n
0 )], les

relations (3.7) sont identiques aux relations (3.3) linéarisées et fournissent les
schémas explicites les plus utilisés (Viviand-Veuiilot [VV78], Cambier-Escande-
Veuillot [CEV86] et les références incluses). Lorsqu’on linéarise le terme en ∂

∂t
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de (3.8) autour de la valeur de grille Wn
0 , (Chakravarthy [Ch83]), les relations

obtenues définissent un schéma implicite pour l’incrément
(
Wn+1

0 −Wn
0

)
du

point frontière.

t

xW1

nW1/2
n

u

u+cu−c

t

xW1

n
W

u(W) + c(W)

u  +c
1
n

1
n

Figure 6 Sortie subsonique faiblement non linéaire
(d’après Osher-Chakravarthy [OC83]).

• Pour les méthodes de volumes finis, Osher-Chakravarthy [OS83] ont pro-
posé un procédé que nous généraliserons dans la troisième partie. L’idée consis-
te à calculer l’état frontière W1/2 par une étude des ondes non linéaires d’un
problème de Riemann et non plus par les relations de compatibilité (3.7). L’état
frontière W1/2 vérifie toujours la condition limite (3.5) et est relié à l’état Wn

1

dans la première maille par une famille de p ondes simples (c.f. (2.17)(2.18))
et la figure 6) ; il appartient donc à une variété de codimension p (qui passe
par l’état W1/2) et satisfait aux p équations (3.5), ce qui pose a priori correcte-
ment le problème. Nous détaillons le cas d’une sortie subsonique où la pression
de sortie est supposée fixée (voir également Osher-Chakravarthy [OC83]) et la
variété est alors de codimension p = 1. Nous utilisons le solveur du problème
de Riemann proposé par Osher [Os81], qui n’utilise que des ondes de détentes,
éventuellement multivaluées (voir van Leer [vL84], Osher [Os84] et divers détails
dans [Du87]).

• On détermine d’abord l’état W de pression imposée p tel que W est
lié à l’état Wn

1 par une 3-onde de détente (c.f. 1.14)) :

(3.9)





p(W ) = p

u(W ) − 2

γ−1
c(W ) = un

1 − 2

γ−1
cn1

p(W )

ρ(W )γ
=

pn
1

ρn
1

γ .





Lemmes finis pour la dynamique des gaz (1988-1998)

Si l’on suppose un
1 < 0 < un

1 +cn1 , l’état Wn
1 dans la première cellule satisfait

aux inégalités de sortie subsonique (figure 6). Il s’agit donc d’un cas de faible
non-linéarité et c’est l’hypothèse faite le plus souvent dans les applications
(voir par exemple Hemker-Spekreijse [HS86]). Dans ce cas, l’état W1/2 de
paroi est exactement l’état intermédiaire calculé en (3.9) et l’on a :

(3.10) f1/2 = f(W )

où le flux f(•) est déterminé à la relation (2.3).

t

x0

W W1
n

W* u(W) + c(W)u  +c
1
n

1
n

Figure 7 Sortie subsonique fortement non linéaire
calculée grâce au schéma d’Osher [Os81].

• Si, au contraire, on suppose un
1 +cn1 ≤ 0, l’état Wn

1 n’est pas lui-même
un état correspondant à une sortie subsonique. Il y a donc forte non linéarité
à la frontière et dans ce cas, les travaux de Osher-Chakravarthy [OS83] donnent
déjà quelques éléments de réponse. L’état W est relié à Wn

1 par une détente
éventuellement multivaluée et il faut abandonner la notion d’état frontière
si l’on utilise le flux d’Osher. Il suffit de déterminer le flux à l’entrée du domaine
à l’aide de W, Wn

1 et de l’état sonique W ∗ le long de la 3-détente, calculée
grâce aux relations

(3.11)





u(W ∗) + c(W ∗) = 0

u(W ∗) − 2

γ−1
c(W ∗) = un

1 − 2

γ−1
cn1

p(W ∗)

ρ(W ∗)γ
=

pn
1

ρn
1

γ .

Avec Osher-Chakravarthy [OS83], nous supposons que l’état W vérifie la
condition u(W ) + c(W ) ≥ 0 ; la 3-onde de détente “contient” la frontière
fluide x

t = 0 (c.f. figure 7) et le flux numérique de frontière s’exprime selon

(3.12) f1/2 = f(W ) − f(W ∗) + f(Wn
1 ) .
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D’autres cas de figure doivent être envisagés pour prendre en compte les diffé-
rentes configurations que peut prendre la 3-détente (éventuellement multivaluée).
Nous reviendrons dans la troisième partie sur une présentation générale de ces
problèmes.

• Le cas d’une frontière fluide peut donc être traité dans de nombreux cas
non linéaires comme une extension du cas linéaire, où les conditions aux limites
non-linéaires (3.5) sont couplées aux relations de compatibilité (3.7) associées aux
caractéristiques sortantes. Cette approche est traditionnelle pour les schémas de
volumes finis, le calcul de l’état du bord proposé par Osher-Chakravarthy [OS83],
par résolution d’un problème de Riemann partiel, ne définit le schéma à la
frontière que par l’introduction du flux numérique associé.

• Signalons enfin le problème des conditions aux limites absorbantes,
où il faut exprimer que les ondes quittent le domaine de calcul sans réflexion.
L’étude monodimensionnelle de Hedstrom [He79] revient à écrire que l’état à la
frontière est une “combinaison” d’ondes de détentes sortantes, ce qui implique
(Hedstrom [He79]) :

(3.13) ℓj •
∂W

∂t
= 0 .

Les relations (3.13) sont à substituer à (3.5) dans une formulation non linéaire
de type (3.8) pour les schémas aux différences finies. Pour une extension bidi-
mensionnelle, nous renvoyons à Thompson [Th87].

3.4) Parois solides.
• Ce cas de condition limite est physiquement très différent du précédent
puisqu’un obstacle est présent dans l’écoulement et la condition limite physique

(3.14) u = 0 (u : vitesse de l’état paroi W )

exprime la non-pénétrabilité du fluide à la paroi.

W1

n

x
1/2

W−1
n

W0

Figure 8 Point fictif dans la paroi (schémas aux différences finies).

• Le traitement de (3.13) à l’aide des schémas aux différences a été proposé
très tôt. L’approche traditionnelle propose d’introduire un point fictif W−1 dans
la paroi (figure 8) et d’écrire une condition de symétrie
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(3.15)

{ u−1 = −u1

p−1 = p1

ρ−1 = ρ1

de façon à incrémenter l’état paroi W0 à l’aide du schéma à trois points utilisé
pour les points intérieurs. Mais Moretti [Mo68] a montré que les conditions
(3.15) introduisent des conditions supplémentaires à la paroi qui sur-spécifient
le problème continu. Aussi Roache [Ro72] recommende-t-il d’utiliser les volu-
mes finis (“second mesh system”). L’approche courante actuellement depuis
Viviand-Veuillot [VV78] utilise la relation de compatibilité correspondant à la
valeur propre λ1 (sortant du domaine de calcul) pour calculer la pression paroi
(essentiellement pour les applications aérodynamiques !). Pour les détails, nous
renvoyons à Cambier-Escande-Veuillot [CEV86].

• L’utilisation des volumes finis est plus facile à formuler ; compte tenu de
la condition de non-pénétrabilité (3.14), le flux frontière f1/2 prend la forme
algébrique suivante (c.f. (2.3)) :

(3.16) f1/2 =
(
0 , p1/2 , 0

)t

et la pression paroi p1/2 définit complètement le schéma. Dans ce cas, la
méthode de l’“état miroir” (condition de symétrie) définit encore un état fic-
tif W0 de sorte que :

(3.17)

{
u0 = −u1

p0 = p1

ρ0 = ρ1 .

Cet état ne sert qu’à l’évaluation du flux paroi (3.16), par l’intermédiaire d’une
résolution exacte du problème de Riemann R(W0, W1). En effet, l’extrapolation
de la pression et de la densité proposés dans (3.17) ne sont pas introduits ex-
plicitement dans le schéma numérique, ce qui n’est pas le cas avec l’approche
aux différences finies (relations (3.15)).

• Notons également que dans le cas de faibles non linéarités à la paroi (le
plus courant ; la vitesse normale u1 dans la cellule jouxtant le bord est “petite”),
le calcul de la pression p1/2 peut être effectué par extrapolation à l’aide d’un
schéma aux différences précis au second ordre (voir par exemple Lerat [Le81]).
Signalons enfin l’approche utilisée à l’Inria (Stoufflet [St84] par exemple). Celle-
ci s’apparente à la fois aux différences finies (ou aux éléments finis !) puisque
le nœud à calculer est situé sur la paroi et aux volumes finis puisque le schéma
utilisé, du premier ordre en espace, revient à écrire un bilan dans la demi-maille
[x0, x1/2] (figure 8). Le flux paroi est évalué grâce à la relation (3.16) et la
pression correspondante est simplement la pression de l’état W0.
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4) Problème de Riemann partiel à la frontière.
• Nous présentons dans cette dernière partie une technique générale qui
permet la prise en compte des fortes non linéarités aux frontières du domaine
de calcul, lorsqu’on utilise la méthode des volumes finis et les schémas “de type
Godunov” (au sens de Harten-Lax et van Leer [HLV83]). Dans le premier para-
graphe, nous exposons l’ensemble du schéma dans le cas d’une précision du
premier ordre, puis nous montrons (au second paragraphe) comment le cas
particulier de faibles effets non linéaires conduit aux résultats classiques exposés
plus haut. Nous terminons par un cas test monodimensionnel où de fortes non
linéarités sont présentes.

4.1) Volumes finis prenant en compte la frontière.
• Nous rappelons que nous cherchons une approximation Wn

j de la valeur
moyenne des variables conservatives (2.2) dans la maille Kj = ] (j−1/2)∆x , (j+
1/2)∆x [ au temps tn = n∆t. Le schéma de Godunov [Go59] ou les méthodes
de type Godunov ([Harten-Lax-van Leer [HLV83]) consistent à intégrer la loi de
conservation (2.1) dans le domaine d’espace-temps ]n∆t , (n+1)∆t[×Kj et
on l’écrit usuellement :

(4.1)
1

∆t

(
Wn+1

j −Wn
j

)
+

1

∆x

(
fj+1/2 − fj−1/2

)
= 0 j = 1 , · · · , N .

Pour les mailles internes
(
j+ 1

2 = 3
2 ,

5
2 , · · · , N − 1

2

)
, le flux numérique corre-

spondant est calculé par résolution exacte (Godunov) ou approchée (Roe [Roe81],
Osher [Os81], Collela-Glaz [CG85]) du problème de Riemann R(Wn

j , W
n
j+1) ;

nous notons Φ le flux numérique correspondant :

(4.2) fj+1/2 = Φ
(
Wn

j , W
n
j+1

)
, j = 1, 2, · · · , N − 1 .

Nous supposons que le flux numérique Φ est calculé grâce aux ondes d’un
problème de Riemann (c.f. (2.17)(2.18)) et non par une décomposition de flux,
ce qui en pratique nous limite aux solveurs de Godunov (exact), Osher (ondes
de détente seulement) ou Collela-Glaz (ondes de choc seulement) ; le solveur de
Roe (discontinuités de contact seulement) ne définit pas à notre connaissance de
j-ondes Uj dans l’espace des états et nous ne l’utilisons donc pas dans la suite.

• A la frontière du domaine de calcul, les conditions aux limites conduisent
à se donner certains paramètres caractéristiques (voir les relations (3.5)). Nous
appelons variété limite (et nous notons M) l’ensemble des états qui satisfont
les conditions “que l’on désire obtenir” à la frontière. Ainsi, pour les cas habituels
de frontières fluides, nous avons par exemple :

(4.3) M = {W0} entrée supersonique
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(4.4)





M =

{
états W tels que les variables non conservatives

(ρ, u, p) vérifient 1
2
u2 + h(ρ, p) = H , p

ργ = S

}

entrée subsonique d’enthalpie totale et d’entropie imposées.

(4.5) M = {W / p = p } sortie subsonique de pression imposée

(4.6) M = {W / u + c ≤ 0 } sortie supersonique.

La varíté M (à bord éventuellement, c.f. (4.6)) est de codimension p. Notons
que le cas d’une paroi solide définit également une variété M, qui dépend du
pas de temps :

(4.7) M = { état miroir de Wn
1 , défini par la relation (3.16) } .

• A la frontière gauche (x = 0), nous posons un “problème de Riemann
partiel” P (M, Wn

1 ) entre la variété frontière M et l’état dans la première cel-
lule Wn

1 . Cette notion, introduite dans [Du87] et [DLf89] ne correspond pas à un
problème de Cauchy comme pour le problème de Riemann usuel R(Wg, Wd).
Une solution de P (M, Wn

1 ) n’est tout d’abord définie que dans l’espace des
états et consiste en une suite d’au plus codimM j-ondes séparées par des états
constants, en suivant la démarche classique pour résoudre la problème de Rie-
mann (voir Lax [Lax73] par exemple.) On cherche un état W = W0 appartenant
à M, et p états intermédiaires W, · · · Wp−1 de sorte que

(4.8)

{
W = W0 ∈ M et il existe W1 , W2 , · · · , Wp−1 (p = codimM)
tels que W1 ∈ U3−(p−1)(W0) , W2 ∈ U3−(p−2)(W1) , · · · ,

Wp = Wn
1 ∈ U3(Wp−1) .

Une fois l’état W déterminé grâce aux relations (4.8) (qui ne consuisent pas
toujours à un état unique, voir par exemple le cas (4.4) dans [Du87]), la solution
de P (M, Wn

1 ) est définie dans l’espace (x, t) comme la solution du problème
de Riemann classique R(W, Wn

1 ) . Le flux frontière f1/2 est alors simplement
le flux numérique associé au problème de Riemann R(W, Wn

1 ) :

(4.9) f1/2 = Φ
(
W, Wn

j+1

)
, W ∈ M solution de (4.8).

Comme les ondes du problème de Riemann peuvent prendre une célérité arbi-
traire, on n’a pas forcément f1/2 = f(W ) comme le proposent implicitement
Hemker et Spekreijse [HS86] par exemple.

• Le cas d’une sortie subsonique de pression imposée a été abordé au
cours de la seconde partie. Les relations (3.9) sont dans ce cas équivalentes
aux conditions (4.8) et il suffit d’interpréter les ondes du problème de Rie-
mann R(W, Wn

1 ). Sur la figure 9 par exemple, l’état Wn
1 correspond à une

sortie supersonique et la 3-détente est entièrement localisée dans le quadrant
{x

t ≤ 0 , t ≥ 0 }. Le flux paroi est seulement déterminé par l’état Wn
1 : f1/2 =
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f
(
Wn

1

)
. [On comparera avec les autres cas de figure (3.10) et (3.12) relatifs à ce

même problème] .

t

x
0

W W1

n

u(W) + c(W)
u  +c

1

n

1

n

W1

n

W

{p = P}

M

Figure 9 Sortie subsonique de pression imposée,
formulée à l’aide du problème de riemann partiel P (M, Wn

1 )
et utilisant le flux mutivalué de Osher.

• Nous détaillons maintenant les deux cas triviaux pour l’étude linéarisée, à
savoir l’entrée et la sortie supersonique. Dans le premier cas, la variété M est un
singleton (c.f. (4.3)) et le problème de Riemann partiel est en fait un problème
de Riemann classique. Ainsi, le flux paroi peut être différent de f(Wg), comme
les figures 1 à 3 le montrent. Dans le second cas, M est une variété à bord (c.f.
(4.6)) et l’état W défini par la relation (4.8) est exactement Wn

1 si ce dernier
appartient à M, mais est confondu avec l’état sonique W ∗ appartenant à la
3-détente dans le cas contraire. Nous insistons sur le fait que le flux de sortie ne
se réduit pas toujours à une extrapolation du type

(4.10) f1/2 = f
(
Wn

1

)
(Wn

1 ∈ M, définie en (4.6))

comme nous l’avons proposé jusqu’ici, puisqu’il faut également tenir compte de
l’éventualité

(4.11) f1/2 = f
(
W ∗
)

(Wn
1 6∈ M, c.f. (4.6)) .

• La méthode décrite dans ce paragraphe permet le calcul du flux paroi
comme le flux d’un problème de Riemann partiel, posé entre la “variété limite”
M qui décrit les conditions physiques à imposer et l’état Wn

1 dans la cellule
touchant le bord. Lorsqu’on utilise une résolution exacte du problème de Rie-
mann, nous généralisons la formulation de la condition limite proposée dans
[DLf87] et l’état à la frontière peut être très éloigné à la fois de l’état Wn

1 et de
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la variété M. Nous avons ainsi affaibli la notion de condition limite pour pren-
dre en compte les fortes ondes non linéaires présentes à la frontière du domaine
de calcul. Les calculs algébriques relatifs aux cas de figure (4.3) à (4.6) sont
exposés dans [Du87] lorsqu’on utilise le solveur proposé par Osher pour résoudre
le problème de Riemann.

4.2) Cas des faibles non linéarités.
• Nous supposons dans ce paragraphe que l’interaction au bord du domaine
est faible, i.e.

(4.12) Wn
1 appartient à un voisinage de M .

t

x0

u  
1
n

u  +c
1
n

1
n

u  −c
1
n

1
n

3-onde

2-onde

1-onde

W

Figure 10 Entrée subsonique faiblement non linéaire.

Quitte à prendre un voisinage assez petit, il est alors clair que le problème de
Riemann partiel a ses codim M ondes à l’intérieur du quadrant {x

t > 0 , t ≥
0 } (figure 10) puisque les vitesses des ondes du problème de Riemann partiel
sont des grandeurs positives voisines des valeurs propres λj

(
Wn

1

)
. Le quadrant

{x
t

≤ 0 , t ≥ 0 } contient donc seulement l’état constant W déterminé aux
relations (4.8). On peut alors parler d’un état frontière et l’on a clairement

(4.13) f1/2 = f(W ) .

Le calcul de l’état W est effectué soit par résolution d’un problème de Riemann
(voir Osher-Chakravarthy [OC83] et Hemker-Spekreijse [HS86]), soit par ap-
proximations des ondes non linéaires par des discontinuités de vitesses λj

(
Wn

1

)
.

On retrouve alors les relations de compatibilité (relations (3.3)) qui, jointes à le
condition

(4.14) W ∈ M
permet de calculer l’état frontière de façon approchée (voir Veuillot et Viviand
[VV78], Chakravarthy [Ch83], Cambier-Escande-Veuillot [CEV86]).
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4.3) Etude d’un cas test.

0     100   200    300   400    500   600   700   800
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Figure 11 Evolution de la vitesse en x = 0 et x = 1
pour le maillage de 80 cellules.

• Nous avons étudié un cas test très simple, déjà abordé entre autres
par Yee, Beam et Warming [YBW82] : il s’agit du calcul d’un écoulement
entièrement supersonique dans une tuyère divergente. La section A(x) est
donnée par la relation

(4.15) A(x) = 1.598 + 0.347 th(8x− 4) 0 ≤ x ≤ 1

et l’entrée supersonique est définie par l’état suivant :

(4.16) ρg = 0.502 , ug = 1.299 , pg = 0.381 .
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Figure 12 Tuyère divergente, 20 points de grille, sortie supersonique.
Evolution de la vitesse en x = 0

avec la condition limite traditionnelle (4.18) (courbe 1)
et avec la condition (4.9) fondée sur le problème de Riemann (courbe 2).

L’écoulement supersonique recherché est solution stationnaire du modèle quasi-
monodimensionnel des tuyères, obtenu en adjoignant aux équations d’Euler (2.1)
un terme source afin de prendre en compte les variations de section dans les bilans
(voir par exemple Liu [Li82]). Nous avons effectué le calcul [Du87] à l’aide d’un
schéma explicite en temps (CFL=0.9), du premier ordre en espace et divers
maillages de 20, 40 et 80 cellules. Le problème de Riemann aux interfaces a été
traité à l’aide du flux d’Osher. Les conditions initiales correspondent à un état
de vitesse nulle qui a même entropie et même enthalpie totale que l’état décrit
en (4.16), i.e.
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(4.17) ρi = 1 , ui = 0 , pi = 1 .

Rappelons le traitement des conditions aux limites : l’entrée est supersonique
donc le flux limite est évalué à l’aide du problème de Riemann entre l’état amont
(4.16) et celui présent au pas de temps étudié dans la première cellule. La sortie,
supersonique également, est calculée à l’aide de l’un des flux (4.10) ou (4.11) selon
que l’état de la dernière cellule est supersonique sortant ou non.

• Malgré l’inadéquation entre une condition initiale d’état subsonique (!)
(4.17) et les conditions aux limites (4.16), le régime stationnaire est ateint après
une évolution instationnaire importante mais régulière (figure 11). Afin de
mesurer l’importance du choix de chacune des deux conditions au bord, nous
avons effectué deux tests complémentaires. Dans le premier cas, toutes choses
égales par ailleurs, nous changeons le traitement numérique de la condition
d’entrée, en remplaçant le problème de Riemann R(Wg , W

n
1 ) par une évaluation

“classique” du flux :

(4.18) f1/2 = f(Wg) .

La convergence, qui demandait 200 pas de temps environ avec 20 points de
grille, en demande trois fois plus (figure 12) et la vitesse en x = 0 commence
par être négative (l’entrée supersonique se comporte comme une sortie pendant
la plus longue partie du transitoire !) avant d’atteindre la valeur finale exacte.
Dans le second cas, nous avons simplement remplacé (par rapport à l’expérience
initiale de la figure 11), la condition de sortie supersonique par une extrapolation
classique (4.10) à tous les pas de temps. Le résultat est encore plus surprenant :
après une phase transitoire très brève (trois fois plus rapide que pour le test
initial), on obtient une solution convergée subsonique (figure 13), et celle-ci est
stable par raffinements successifs du maillage. La prise en compte des fortes non-
linéarités de frontière est donc essentielle pour qu’une évolution instationnaire
converge vers “la” solution définie par les conditions aux limites que l’on se
donne, et ce avec une vitesse de convergence la plus élevée possible.

• La géométrie d’une tuyère étant assez simple, et sans faire une analyse
détaillée de l’interaction des ondes instationnaires de choc et de détente avec les
ondes stationnaires induites par la géométrie (pour laquelle nous renvoyons par
exemple à Liu [Li82]), nous pouvons tenter d’interpréter simplement les divers
phénomènes qui se produisent au cours de ces trois expériences numériques.
Avec nos conditions limites initiales, nous impososns la résolution du problème
de Riemann R(Wg, W

n
1 ), lequel comporte un 1-choc de vitesse négative et un

3-choc de vitesse positive (figure 10). Par ailleurs, la condition de sortie fait
entrer une 1-détente par l’aval du domaine de calcul. L’écoulement d’entrée se





Lemmes finis pour la dynamique des gaz (1988-1998)

stabilise vite autour d’une valeur intermédiaire relative au problème de Riemann
R(Wg, Wi) (figure 11) tandis que le 3-choc interagit avec la 1-détente au mi-
lieu de la tuyère. Le résultat de cette interaction conduit à une augmentation
régulière de la vitesse en entrée et à un 1-choc qui sort de la tuyère après 650
pas de temps environ (figure 11, ligne fine).
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Figure 13 Tuyère divergente, 80 points de grille.
Nombre de Mach à convergence (courbe du bas)

avec une condition limite de sortie calculée grâce à l’extrapolation (4.10)
et solution exacte (courbe du haut).

• Lorsqu’on force la condition de flux (4.18), le 1-choc présent au temps
t = 0 à l’entrée est animé d’une vitesse positive et est réfléchi brutalement par la
tuyère (figure 12). La 1-détente centrée en x = 1 envahit alors progressivement
la tuyère, mais les interactions internes sont plus fortes que dans le cas précédent
et le phénomène met plus de temps à s’établir. Si l’on traite classiquement la
condition de sortie, on ne crée pas de 1-détente en x = 1 et la tuyère réagit
comme un tube à choc : la 3-détente sort du domaine étudié et la solution sta-
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tionnaire est essentiellement liée à l’état intermédiaire du problème de Riemann
posé à l’entrée (figure 14).

5) Conclusion.
• Nous avons passé en revue les diverses approches mathématiques et
numériques pour l’étude du problème des conditions aux limites associées à la
résolution des équations d’Euler de la dynamique des gaz. La prise en compte
de fortes non-linéarités peut s’écrire théoriquement à l’aide d’une inégalité
d’entropie à la frontière. Lorsqu’on interprète cette dernière grâce au pro-
blème de Riemann, les effets non linéaires présents à la frontière sont pris
en compte naturellement avec la méthode des volumes finis qui affaiblit la
condition limite ; la discussion classique sur les différents cas de figure (entrée
ou sortie, sub ou super-sonique) se réinterprète à l’aide d’un problème de Rie-
mann partiel entre une variété limite et un état fluide. Les premiers tests
numériques montrent l’intérêt d’uen telle méthode.

• Toutefois, il reste de nombreuses questions sans réponse actuellement :
quelle est la stabilité non linéaire des schémas numériques ainsi définis ? Com-
ment aborder le cas d’un domaine multidimensionnel ? Enfin, dans la plupart
des applications, on étudie les fortes non-linéarités à l’intérieur du domaine de
calcul et la frontière ne joue pas un rôle déterminant pour la prise en compte
des effets non linéaires !





3

Discrétisation spatiale
multidimensionnelle

Nous avons vu dans les documents précédents divers exemples de problèmes
issus de la dynamique des fluides compressibles dans le cas d’une dimension
d’espace. Dans le cas bi ou tridimensionnel, c’est à dire pour des problèmes issus
de modèles physiques plus réalistes, nous devons adapter les idées précédentes.
Diverses possibilités peuvent être envisagées et nous présentons ici quelques
variantes de la méthode des volumes finis. Nous discutons d’abord du choix
de la grille, présentons la version de base, dite au premier ordre, du schéma
décentré, étudions ensuite la prise en compte de diverses conditions aux limites,
présentons une adaptation multidimensionnelle de la méthode de van Leer qui
permet d’étendre le schéma au second ordre de précision en espace. Enfin, nous
proposons une méthode pour la discrétisation des flux visqueux.

1) Discrétisation en espace.
• La loi de conservation

(1.1)
∂W

∂t
+
∑

j

[
∂

∂xj
F j(W ) +

∂

∂xj
P j(W , ∇W )

]
= Ω(W )

Chapitre 2 du cours à l’Institut pour la Promotion des Sciences de l’Ingé-
nieur [CDV92], septembre 1992. Traduction en “TEX” juillet 2003. Edition
février 2011 ; 21 pages.
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est discrétisée par la méthode des volumes finis. Nous découpons le domaine
d’étude Ω en cellules de contrôle K de sorte que deux cellules différentes ne se
recouvrent pas :

(1.2) mes (K ∩ L) = 0

et imposons un choix de degrés de liberté lié aux valeurs moyennes des inconnues
W sur les volumes de contrôle :

(1.3) WK =
1

| K |

∫

K

W (x) dx .
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Figure 1 Maillage structuré. Volumes de contrôle
(en grisé) associés aux sommets du maillage (cell vertex).
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Figure 2 Maillage en triangles. Volumes de contrôle
(en grisé) associés aux sommets du maillage (cell vertex).

• Le choix du maillage et des volumes de contrôle laisse une grande li-
berté pour l’implémentation de la méthode. Si dans un premier temps nous
nous limitons à des maillages satisfaisant aux contraintes classiques des mail-
lages aux éléments finis (voir par exemple Ciarlet [Ci78]), nous pouvons utiliser
un maillage structuré régulier de type “différences finies” ou un maillage non
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structuré classique en éléments finis, en triangles par exemple dans le cas de
deux dimensions d’espace. Mais il faut ensuite définir les volumes de contrôle
avec précision. Le premier choix est issu des habitudes de l’emploi des éléments
P1 conformes et associe un volume de contrôle à chaque sommet du maillage.
On parle alors de l’approche “cell vertex”, illustrée aux figures 1 et 2. Dans le
cas d’un maillage par des triangles, l’approche cell vertex a été popularisée par
l’Inria dont les premiers travaux remontent à Vijayasundaram [Vi82].
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Figure 3 Maillage structuré. Volumes de contrôle
(en grisé) identiques aux éléments du maillage (cell center).
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Figure 4 Maillage en triangles. Les volumes de contrôle
cöıncident avec les éléments du maillage (cell center).

• Mais il est également naturel de considérer que les éléments du maillage
sont également les volumes de contrôle de la méthode étudiée. On parle alors de
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l’approche “cell center” et l’emploi de maillages structurés ou non est possible
(figures 3 et 4). Dans la cas de maillages structurés, cette approche “cell center”
a été mise en œuvre à l’Onera par exemple par A. Lerat [Le81]. Pour une
comparaison entre ces deux approches, on peut encore se référer à l’ouvrage
classique de Roache [Ro72]. Notons enfin que les volumes de contrôle peuvent
aussi être construits à partir de maillages ne satisfaisant pas les contraintes
classiques des éléments finis, comme illustré à la figure 5.

Figure 5 Volumes finis. Approche “cell center” pour un maillage
ne satisfaisant pas aux contraintes des maillages “éléments finis”.

• Une fois donnés les degrés de liberté associés à la relation (1.3), on définit
la méthode numérique en introduisant d’abord un système différentiel pour les
valeurs moyennes WK . On obtient ce dernier en intégrant en espace l’équation
aux dérivées partielles (1.1) dans le volume de contrôle K et en intégrant par
parties les termes différentiels :

(1.4) | K | dWK

dt
+

∫

∂K

[
F (W ) + P (W , ∇W )

]
•n dγ = | K | Ω(WK) .

Pour achever de définir la discrétisation en espace, il faut préciser le mode de
calcul des flux approchés tant pour la partie liée au fluide parfait

(1.5) Fa •na = Φa({WL}) , a interface du maillage

que pour celle liée aux termes visqueux

(1.6) Pa •na = Πa({WL}) , a interface

puisque les termes de sources chimiques WK ne sont fonction que du champ
WK dans la maille K donc ne posent pas de problème en ce qui concerne la
discrétisation en espace. En reportant ces flux numériques dans la relation (1.4)
et en notant | a | la mesure d’une interface entre deux volumes de contrôle, on
peut écrire l’équation d’évolution de l’inconnue WK :

(1.7)
dWK

dt
+
∑

a∈∂K

| a |
| K |

[
Φa + Πa

]
− Ω(WK) = 0 .
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Nous avons donc transformé l’équation aux dérivées partielles initiale (1.1) en un
système différentiel à un nombre fini (mais grand) de degrés de liberté dont les
inconnues sont uniquement les valeurs moyennes WK . Il nous faut maintenant
préciser le choix de la fonction de flux numérique (1.5) ou (1.6) puis intégrer en
temps l’équation différentielle (1.7), ce qui sera fait plus loin.

2) Conséquences de l’invariance par rotation.
• Nous nous plaçons dans ce paragraphe dans le cas non visqueux et cher-
chons à approcher une loi de conservation bidimensionnelle

(2.1)
∂W

∂t
+
∂F

∂x
+
∂G

∂y
= 0

et, pour fixer les idées, supposons qu’on résout les équations d’Euler de la dy-
namique des gaz, c’est à dire

(2.2) W =
(
ρ , ρ u , ρ v , E

)t
.

Nous nous donnons une interface entre deux cellules de contrôle (arête à deux
dimensions d’espace, face à trois dimensions) de normale na séparant les cellules
K et L. Nous cherchons une valeur approchée Φa du flux dans la direction nor-
male, c’est à dire de F nx + Gny et supposons dans une première approche que
ce flux approché est uniquement fonction de la direction normale de l’interface
na et des états dans les deux mailles K et L :

(2.3) Φa = Φ
(
WK , na , WL

)
.

• La fonction Φ(• , • , •) est appelée “fonction de flux numérique”. Elle
doit satisfaire à un certain nombre de propriétés. Tout d’abord, nous devons
assurer la conservativité du schéma : quand on échange les rôles des mailles K
et L, la direction normale change de signe, mais ce flux doit rester inchangé à
ce changement de signe près. Ceci se traduit par la relation

(2.4) Φ
(
WK , na , WL

)
+ Φ

(
WL , −na , WK

)
= 0 .

De plus si les états WK et WL sont égaux, la consistance du schéma numérique
avec l’équation (2.1) à approcher impose la relation suivante :

(2.5) Φ
(
WK , na , WK

)
= F (WK)nx

a + G(WK)ny
a .

• Nous utilisons maintenant l’invariante par rotation des équations d’Euler
de la dynamique des gaz. Si nous faisons une rotation du système (x, y) de
coordonnées (l’analogue tridimensionnel s’obtient sans difficulté), c’est à dire si
nous posons :
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(2.6)

(
x′

y′

)
= R

(
x
y

)

où la matrice de rotation R

(2.7) R =

(
cos θ −sin θ
sin θ cos θ

)

est fixée indépendamment du point (x, y), nous savons qu’en transformant le
champ de vitesse de façcon analogue :

(2.8)

(
u′

v′

)
= R

(
u
v

)

et en conservant à l’identique les valeurs des variables thermodynamiques

(2.9) W ′ ≡ RW =
(
ρ , ρ u′ , ρ v′ , E

)t
,

les équations d’Euler qui décrivent l’évolution de W ′ dans le repère (x′, y′)
sont exactement identiques à l’équation (2.1), ce qu’on exprime par la relation

(2.10)
∂W ′

∂t
+

∂

∂x
F (W ′) +

∂

∂y
G(W ′) = 0 .

• Cette propriété d’invariance doit se retrouver pour le flux numérique
(2.3). Si nous tournons la normale na et les états WK et WL dans une même
rotation R, le flux numérique est lui aussi affecté de la même rotation :

(2.11) Φ
(
RWK , R na , RWL

)
= RΦ

(
WK , na , WL

)
.

Nous remarquons maintenant qu’il est toujours possible de trouver une rotation
R qui amène na sur le premier vecteur de base e1 :

(2.12) na = R−1 e1 .

Nous pouvons alors évaluer le flux Φ
(
WK , na , WL

)
selon la relation

(2.13) Φ
(
WK , na , ,WL

)
= R−1 Φ

(
RWK , e1 , RWL

)
.

Or le flux Φ
(
W ′

K , e1 , W
′
L

)
au second membre de la relation (2.13) est une

approximation du flux en x′ = 0 relatif au problème de Riemann suivant

(2.14)





∂W ′

∂t
+

∂

∂x′
F (W ′) = 0

W ′(x′ , 0) =

{
W ′

K , x′ < 0
W ′

L , x′ > 0 .
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x'

y'

na

WLWK

y

x

Figure 6 Problème de Riemann dans la direction normale.

comme illustré à la figure 6. Nous pouvons donc utiliser les résultats acquis au
chapitre sur la résolution numérique du problème de Riemann. Le flux Φ(W ′

K ,

e1 , W
′
L ) est égal au flux de la solution autosemblable (en x′

t′ ) du problème
(2.14) comme le propose Godunov ou est approché par une relation simplifiée à
la manière de Roe, Osher ou van Leer. Nous posons donc :

(2.15) Φ
(
W ′

K , e1 , W
′
L

)
=
(
F ′

m , F ′
x′ , F ′

y′ , F ′
e

)t

pour mettre en évidence le flux de masse F ′
m, d’énergie F ′

e ainsi que les deux
composantes du flux d’impulsion (F ′

x′ , F ′
y′). Pour calculer les contributions ana-

logues pour le flux (2.3) recherché, c’est à dire

(2.16) Φ
(
WK , na , WL

)
=
(
Fm , Fx , Fy , Fe

)t
,

il suffit d’appliquer la relation (2.13) qui conduit finalement à

(2.17) Fm = F ′
m

(2.18) Fe = F ′
e

(2.19)

{
Fx = sin θ F ′

x′ − sin θ F ′
y′

Fy = cos θ F ′
x′ + cos θ F ′

y′ .

Nous venons de montrer que pour une interface de normale na qui sépare deux
états WK et WL, on peut calculer un flux non visqueux (1.5) avec deux points
de grille c’est à dire à l’aide des états WK et WL uniquement en utilisant
l’invariance par rotation des équations d’Euler et un flux décentré monodimen-
sionnel qu’on applique dans la direction de la normale à l’interface. Il importe
maintenant de préciser ce qu’il convient de faire quand l’état WL n’existe pas,
c’est à dire au bord du domaine.
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3) Conditions limites pour les équations d’Euler.

AAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAA

WK

na

Figure 7 Volume de contrôle la frontière.
La normale est orientée vers l’extérieur du domaine d’étude.

• Nous étudions toujours dans ce paragraphe les équations d’Euler de la
dynamique des gaz à deux dimensions d’espace et nous cherchons à évaluer le
flux Φa dans la direction normale na lorsque le volume de contrôle K borde
la frontière du domaine d’étude (figure 7). Nous traitons en détail uniquement
le cas de l’approche “cell center” puisque si l’on conserve un schéma de volumes
finis dans dans l’approche “cell vertex”, on se ramène à un bilan dans une demi-
maille (voir les figures 1 et 2) qui revient à évaluer un flux le long de la frontière
comme dans le cas présent (voir les détails par exemple dans nos notes de cours
Inria [Du88], second document de ce mémoire). Deux cas fondamentalement
différents se présentent selon que l’élément de frontière est une paroi ou est au
contraire une frontière fluide. Nous les détaillons dans la suite de ce paragraphe.

3.1) Condition limite de paroi.

t

x

WK miroir de WK

0

p*

Figure 8 Solution du problème de Riemann
entre un état WK et son état miroir.
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• La condition physique est une non-pénétration du fluide dans la paroi,
ce qu’on exprime par la relation

(3.1) u •n ≡ unx + v ny = 0 .

Le flux dans la direction normale est de la forme

(3.2) F •n =




ρu •n[
ρ(u •n)2 + p

]
nx + ρ (u •n) (u • τ)ny

ρ (u •n) (u • τ)nx +
[
ρ(u • τ)2 + p

]
ny

(E + p)u •n




où (u • τ) désigne la vitesse dans la direction tangente :

(3.3) u • τ = −uny + v nx .

Compte tenu de l’hypothèse (3.1), l’expression (3.2) se simplifie en

(3.4) F •n =
(
0 , p∗ nx , p∗ ny , 0

)t

où p∗ représente la pression à la paroi. Il s’agit donc de déterminer cette pression
en fonction des états {WL} du fluide discret. Le plus naturel (et c’est la solution
classique !) consiste à déterminer le flux (3.4) à l’aide d’une part d’un état miroir

W̃K de l’état WK et d’autre part en utilisant une fonction de flux décentrée

vue précédemment. Nous choisissons l’état W̃K avec la même densité, la même
énergie interne et la même vitesse tangentielle que l’état WK mais avec une
vitesse normale opposée :

(3.5) W̃K =
(
ρ , ρ (u− 2 (u •n)nx) , ρ (v − 2 (u •n)ny) , E

)t
.

Si on résout le problème de Riemann dans la direction normale (second para-
graphe) entre ces deux états, on constate (voir par exemple la figure 8) qu’on
a :

(3.6) Φ
(
WK , na , W̃K

)
=

(
0 , p∗ nx , p∗ ny , 0

)t

c’est à dire un flux de la forme (3.4). Cette propriété demeure si, au lieu d’utiliser
une fonction de flux décentrée exacte on résout le problème de Riemann à l’aide
d’une approximation proposée par Roe, Osher ou van Leer. Le cas d’une paroi
solide est donc complètement résolu par les relations (3.5) (3.6).

3.2) Frontière fluide.
Ce cas est moins simple que le précédent et nous suivons pour l’essentiel

notre exposé du cours Cea-Edf-Inria [Du88]. Nous distinguons divers cas parti-
culiers importants dans la pratique que le lecteur pourra facilement généraliser
pour ses propres besoins.
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• Etat imposé.

En aérodynamique externe par exemple, on connait l’état W∞ “à l’infini”
amont ou aval. Il est donc naturel, après avoir choisi la frontière du domaine suf-
fisamment lointaine, de modéliser l’extérieur du domaine de calcul par cet état
constant W∞ ; on dispose alors d’un état de l’autre côté de l’interface frontière
et le flux numérique s’en déduit simplement par résolution d’un problème de
Riemann :

(3.7) Φa = Φ
(
WK , na , W∞

)
.

• Sortie supersonique.

En aérodynamique interne on étudie souvent des tuyères en régime amorcé
avec un écoulement supersonique en sortie. Il est alors en général admis qu’ “il
n’y a pas de condition limite” dans un tel cas. Nous préférons exprimer que le
flux est obtenu par simple extrapolation à l’aide de l’état WK :

(3.8) Φa = F (WK) •na .

Mais cette approche n’est pas entièrement satisfaisante dans le cas d’un régime
transitoire où l’état WK peut ne pas correspondre à une sortie supersonique,
comme nous l’avons montré dans [Du88]. En effet, si nous supposons

(3.9) uK •na ≤ cK ,

alors l’état WK ne correspond pas à une sortie supersonique. Il convient alors
de revenir à une étude en termes d’ondes non linéaires grâce au problème de
Riemann. On relie dans l’espace des états la donnée WK à l’ensemble M+ des
états qui vérifient la condition à la limite :

(3.10) M+ =
{
W , u •na > c

}

en utilisant une 1-onde de détente. L’état W ∗ intersection de la 1-onde issue de
WK et du bord de M+ est sonique et peut être calculé sans difficulté à partir
des relations (1.99) et (1.100) du chapitre précédent. Le comportement de la
condition de sortie supersonique dans ce cas est illustré à la figure 9. Le flux
frontière est donc alors simplement calculé grâce à la relation

(3.11) Φa = F (W ∗) •na .
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t

x

WK

0

uK • n  −  cK

W*

Figure 9 Sortie supersonique dans le cas où l’état WK

ne satisfait pas la condition limite.

• Sortie subsonique de pression imposée.

Dans ce cas, on ne dispose que de la donnée de la pression statique P
de sortie, comme dans le cas d’un écoulement qui débouche dans l’atmosphère
par exemple. On a en général à envisager une sortie subsonique et l’étude du
problème linéarisé montre qu’une seule condition limite unique est nécessaire et
suffisante pour aboutir à un problème bien posé car il y a une et une seule carac-
téristique entrante dans le domaine d’étude. Pour calculer le flux à la frontière,
nous suivons la même approche que celle décrite ci-dessus. Nous introduisons la
variété limite

(3.12) MP =
{
W , p = P

}

et nous posons un problème de Riemann partiel entre l’état WK dans la cellule
qui borde la frontière et la variété limite MP . Nous déterminons l’état W ∗ in-
tersection entre la 1-onde issue de WK et l’ensemble MP . Une projection dans
le plan (vitesse, pression) de cette étude est présentée à la figure 10. Nous cal-
culons finalement le flux à la frontière en allant chercher la solution du problème
de Riemann posé par les états WK et W ∗ :

(3.13) Φa = Φ(WK , na , W
∗ ) .

Nous remarquons également que la pression de l’état solution du problème de
Riemann posé en (3.13) peut ne pas être égale à la donnée P quand des ondes
fortement non linéaires sont en présence !
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p

u

P

WK

1-détente

1-choc

0

W*

Figure 10 Condition limite de pression imposée.
Analyse dans le plan (vitesse, pression).

• Entrée subsonique de type réservoir.

pi

Ti

Figure 11 Entrée subsonique de type réservoir
suivie d’une tuyère de de Laval.

Ayant à calculer un écoulement dans une tuyère convergente-divergente
de de Laval, on connait en général la pression génératrice pi et la température
génératrice Ti du gaz au repos comme illustré à la figure 11. Entre cet état bien
défini et l’état à l’entrée dans la tuyère le gaz se détend de façon isentropique en
conservant son enthalpie. Nous introduisons dons l’enthalpie H et l’entropie S
de l’état de pression génératrice pi et de température Ti. Pour un gaz parfait
polytropique de constante égale à r (p = ρ r T ), nous avons :

(3.14)

{
H =

γ

γ−1
r Ti

S = rγ p1−γ
i T γ

i .

Nous nous donnons également la direction θ du vecteur vitesse en entrée. L’entrée
subsonique de ce type est donc entièrement déterminée par la donnée de l’enthalpie
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totale H, de l’entropie S et de l’angle θ. Nous introduisons donc la variété
limite

(3.15) M
H, S, θ

=
{
W, u2 + v2 +

γ

γ−1

p

ρ
= H ,

p

ργ
S , v = u tgθ

}
.

pi

p

u

W*

WK

0

1-détente

1-choc

M H,S,θ

Figure 12 Condition limite d’entrée subsonique de type réservoir.
Analyse dans le plan vitesse-pression.

x

t

0

WK

W*
σ1

Figure 13 Condition limite d’entrée subsonique de type réservoir.
Solution du problème de Riemann partiel associé.

Nous recherchons l’intersection W ∗ de la 1-onde issue de l’état WK avec l’ensem-
ble M

H, S, θ
. Dans le plan (vitesse, pression), l’ensemble des états admissibles

prend la forme d’une courbe en cloche (figure 12) et nous pouvons construire
l’état intersection W ∗. Le détail de ce calcul dans le cas où l’on utilise le flux
d’Osher est présenté dans le rapport [Du87]. Le flux limite est ensuite calculé
par résolution du problème de Riemann entre les états WK et W ∗ :

(3.16) Φa = Φ(WK , na , W
∗ )
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et la solution dans l’espace-temps de ce problème est illustrée à la figure 13.

• Entrée subsonique de type jet.
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na

Figure 14 Condition limite d’entrée subsonique de type jet.

p

u

WK W*

M Q,ε

1-choc

1-détente

Figure 15 Condition limite d’entrée subsonique de type jet.
Etude dans le plan (vitesse, pression).

Dans ce cas, le fluide entrant est normal à la frontière (pour simplifier
l’exposé, c.f. figure 14), sa température T donc son énergie interne ǫ est donnée
ainsi que son débit Q (négatif par convention vu l’orientation de la normale à la
frontière). Nous introduisons encore un ensemble d’états admissibles à la limite :

(3.17) M
Q, ǫ

=
{
W, ρu = Q , e = ǫ

}

et le flux limite est encore calculé à l’aide de la relation (3.16), les ondes entrantes
dans le domaine de calcul ont encore l’allure donnée à la figure 13, mais l’état
intersection W ∗ appartient à l’ensemble M

Q, ǫ
et est par ailleurs sur la 1-

onde issue de l’état frontière WK . L’analyse dans le plan (vitesse, pression) est
proposée à la figure 15.
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4) Une variante de la méthode de van Leer.
• Nous détaillons dans ce paragraphe la mise en œuvre multidimensionnelle
du schéma “Multidimensional Upwindcentered Scheme for Conservation Laws”
de van Leer [vL79]. Diverses variantes existent selon qu’on opère en maillage
structuré ou non et selon le choix de degrés de liberté aux sommets du maillage ou
au centre de gravité des éléments. Dans le cas d’un maillage structuré à variation
régulière de la taille des mailles (figures 1 et 3), on est essentiellement ramené au
cas monodimensionnel, ainsi qu’il a été développé par Borrel-Montagné [BM85]
lors de l’élaboration du code de calcul Flu3c. On note par z une “variable
primitive”, c’est à dire la densité, une composante de la vitesse ou la pression :

(4.1) z ∈ { ρ , u , v , p } (variables primitives)

et au lieu de calculer le flux d’interface en (i+1/2, j) entre les mailles de numéros
(i, j) et (i+1, j), on utilise deux états extrapolés W−

i+1/2, j et W+
i+1/2, j de

part de d’autre de cette interface. Cette interpolation non linéaire s’effectue à
l’aide d’un “limiteur de pente” ϕ(•) présenté dans un chapitre précédent, qui
opère sur les variables primitives (4.1) et nous avons typiquement :

(4.2) z−i+1/2, j = zi, j +
1

2
ϕ

(
zi, j − zi−1, j

zi+1, j − zi, j

)(
zi+1, j − zi, j

)

Diverses corrections sont nécessaires pour garantir une bonne approximation de
la géométrie et pour les détails nous renvoyons le lecteur aux travaux de Borrel
et Montagné et aux documents de l’Onera.

i j

KjKi

Figure 16 Schéma papillon pour définir une variante
de la méthode de van Leer.

• Pour les maillages en triangles utilisant l’approche “cell vertex”, les
travaux de F. Fezoui [Fe85] à l’Inria ont permis de découvrir le “schéma papillon”
illustré à la figure 16. Etant donnés deux sommets i et j du maillage, on repère
parmi les éléments contenant le sommet i un élément Ki contenant la direction
de l’arête [i, j] et opposé au sommet j. On fait de même en échangeant les rôles
de i et de j. On est alors en mesure d’interpoler à partir des valeurs aux divers
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sommets deux valeurs du champ z le long de la droite joignant les sommets i
et j de part et d’autre du segment [i, j]. Nous pouvons alors utiliser une rela-
tion monodimensionnelle du type de celle présentée en (4.2) et nous renvoyons le
lecteur aux nombreux travaux de l’Inria sur ce sujet pour une description précise
du schéma papillon.
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K
La

a

Figure 17 Cellules voisines nécessaires (point noir) pour le calcul du gradient
dans la cellule considérée (double cercle).

• Enfin, dans une approche non structurée mais où les volumes de contrôle
et les éléments du maillage concident (“cell center”), nous avons développé à
l’Aerospatiale avec Olivier Michaux pour le logiciel Cel3gr une variante de la
méthode de van Leer très simple et naturelle [DM92] décrits dans la suite de ce
paragraphe. L’idée de base est de remplacer le flux numérique à deux points
de type (2.3) par une résolution exacte ou approchée du problème de Riemann

entre deux états extrapolés W
−

a et W
−

a de part et d’autre de l’interface :

(4.3) Φa = Φ(W
−

a , na , W
+

a ) .

Comme dans les schémas précédents, ces états sont déterminés à l’aide de champs
scalaires z qui peuvent être les variables primitives comme à la relation (4.1)
ou bien un autre jeu de variables tel que celui-ci :

(4.4) z ∈ { ρ , ρ u , ρ v , p }
qui a été choisi pour le logiciel Cel3gr et nous donne satisfaction. Nous ex-
trapolons le champ z du centre de la maille xK vers le milieu xa de l’arête a
grâce à une fonction affine :

(4.5) za = zK + α(K, z)∇z(K) •

(
xa − xK

)





Discrétisation spatiale multidimensionnelle

où ∇z(K) est une estimation (centrée) du gradient de z au centre de la maille
et α(K, z) un coefficient de limitation lié au champ z et à la cellule K dont
nous précisons le calcul plus loin. L’estimation du gradient dans la maille K fait
appel aux mailles voisines par l’intermédiaire d’une interface a comme illustré
à la figure 17. Nous déterminons d’abord une moyenne à deux points entre la
valeur dans la maille K et la valeur dans la maille voisine La sur l’arête a qui
sépare les éléments K et La par un schéma très simple :

(4.6) za = (1 − θa) zK + θa zLa

où (1− θa) et θa sont par exemple les coordonnées barycentriques du point xa

par rapport aux centres de gravité des éléments K et La. Si a est une arête
du bord du domaine, deux cas de figure sont à envisager selon que la portion de
frontière est une paroi ou une interface fluide. Dans le premier cas, le champ z
est associé à un état Wa qui est par convention la moyenne arithmétique entre
l’état WK et son état miroir (3.5) :

(4.7) Wa =
(
ρ , ρ (u− (u •n)nx) , ρ (v − (u •n)ny) , E

)t
, a sur la paroi

de façon à satisfaire à la condition limite (3.1) pour cet état extrapolé alors
que dans le second cas, on extrapole simplement la valeur dans la maille vers la
frontière fluide :

(4.8) WK = Wa , a arête de la frontière fluide.

On évalue ensuite le gradient moyen dans la maille K à l’aide d’une formule de
Green :

(4.9) ∇z(K) =
1

| K |

∫

∂K

z ndγ

ce qui est un calcul bien élémentaire.

• La limitation de pente à l’aide du coefficient α(K, z) est réellement
multidimensionnelle mais elle est également fondée sur le fait que z est un champ
scalaire. On détermine d’abord la valeur m(K, z) minimale (respectivement
M(K, z) maximale) parmi les cellules L voisines de l’élément K (ce sont les
voisines par l’intermé-diaire d’une arête commune dans le cas de deux dimensions
d’espace, voir la figure 17) :

(4.10) m(K, z) = min
{
z(L) , L voisin de K, L 6= K

}

(4.11) M(K, z) = max
{
z(L) , L voisin de K, L 6= K

}
.

Si la valeur z(K) est extrémale parmi les valeurs voisines, on impose une valeur
nulle pour le coefficient α(K, z) de limitation :

(4.12) α(K, z) = 0 si z(k) ≤ m(K, z) ou z(k) ≥ M(K, z) .
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Dans le cas contraire, on impose à la variation α(K, z)∇z(K) • (xa−xK) de ne
pas dépasser une certaine proportion k de la variation liée aux valeurs m(K, z)
et M(K, z) :

(4.13)

{
k (z(K) −m(K, z)) ≤ α(K, z)∇z(K) • (xa − xK) ≤

≤ k (M(K, z) − z(K))

ce pour toute arête du bord de l’élément K. On choisit alors α(K, z) le plus
grand possible inférieur ou égal à 1 pour satisfaire les contraintes (4.13) :

(4.14) α(K, z) = min

[
1 , k

min
(
M(K, z) − z(K) , z(K) −m(K, z)

)

max
{
| ∇z(K) • (xa − xK) | , a ∈ ∂K

}
]
.

ϕ(r)

r
1 2 30 1/3

2/3

k = 3/4 , ST/S

k = 1/2 , min-mod

k = 1 , Towards 4
2

3/2

1

1/2

3/4

Figure 18 Limiteurs de pente monodimensionnels associés la limitation
multidimensionnelle (4.14).

Dans le cas d’une seule dimension d’espace en maillage régulier, on peut réécrire
la loi d’extrapolation (4.5) sous une forme habituelle en différences finies (4.2), et
le limiteur ϕ(r) associé est représenté figure 18 en fonction de r pour certaines
valeurs du paramètre k. Pour k = 1, nous retrouvons le limiteur de pente
introduit par van Leer [vL77] que nous appelons “Towards 4”, pour k = 1/2,
il s’agit du limiteur “min-mod” de Harten [Ha83] ; le cas k = 3/4, est un
compromis entre les deux précédents [Du90a] dit “limiteur ST/S”. Ces précisions
méthodologiques terminent notre présentation de la variante non structurée du
schéma Muscl telle que nous l’avons mise en œuvre à l’Aerospatiale aux Mureaux.
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5) Discrétisation des flux visqueux.
• Nous abordons maintenant la discrétisation des termes du second or-
dre associés à des modélisations de type visqueux du fluide compressible étudié.
Selon que l’on opère dans le cadre “cell vertex” ou “cell center”, le problème
se formule de façon très classique ou avec plus de nouveauté dans le cas d’un
maillage non structuré. Dans le cas d’une approximation avec des degrés de
liberté aux sommets du maillage (cell vertex), on doit effectuer un bilan du flux
visqueux ∂

∂xj
P j(W, ∇W ) dans la maille Ki autour du sommet numéro i. En

fait, en suivant l’idée de Rostand-Stoufflet [RS88], on intègre ce flux après mul-
tiplication par la fonction de forme ϕi affine par morceaux, nulle aux sommets
j différents du i-ème et valant 1 au nœud i ; on intègre par parties et l’on a :

(5.1)

∫

Ki

∂P j

∂xj
ϕi(x) dx = −

∫

Ki

P j ∂ϕi(x)

∂xj
dx +

∫

∂Ki

P j nj ϕi(x) dγ .

Le membre de droite de (5.1) est facile à calculer : la fonction P j(W, ∇W )
est en fait une fonction donnée du gradient de la vitesse et du gradient de la
température. Comme ces deux champs sont définis en chaque sommet du mail-
lage, leur gradient ∇u et ∇T est naturellement constant dans chaque élément
fini. Comme il en est de même pour le gradient de la fonction de base ϕi(x) ,
le terme de droite de la relation (5.1) n’offre pas de difficulté à être évalué
complètement. On peut remarquer qu’en choisissant ce mode de calcul du flux
visqueux, on ne suit pas stricto-sensu une approche de volumes finis, qui aurait
voulu que l’on calculât l’intégrale

(5.2)

∫

Ki

∂

∂xj
P j(W, ∇W ) dx =

∫

∂Ki

P j nj dγ

et non celle proposée à la relation (5.1). Toutefois, cette simplicité dans le pas-
sage aux flux visqueux où l’on récupère le savoir-faire des méthodes d’éléments
finis est un atout de l’approche “cell vertex”.

• Dans l’approche “cell center”, il est encore nécessaire d’évaluer un flux à
l’interface entre les volumes de contrle, c’est à dire ici les éléments du maillage.
On réduit d’abord le problème en remarquant à nouveau que le flux visqueux
P j(W, ∇W ) est fonction linéaire du gradient de la vitesse ∇u et du gradient
de la température ∇T. En maillage structuré, l’évaluation du gradient à cette
interface est classique à l’aide d’un schéma centré aux différences finies (voir
par exemple le livre de Peyret-Taylor [PT83]) mais la généralisation au cas non
structuré n’est pas aussi traditionnelle. Nous avons développé un algorithme
qui permet d’évaluer le gradient ∇u d’un champ u en fonction d’un nombre
constant de valeurs données au centre des éléments [DM93]. Pour un maillage
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bidimensionnel en triangles par exemple, on peut déterminer un ensemble V (a)
de six degrés de liberté voisins pour une interface a qui n’est pas située sur
la frontière de la façon suivante : on associe d’abord à l’interface a les deux
éléments Kg et Kd de part et d’autre de la face puis pour les quatre autres
arêtes qui composent le bord de ces deux triangles (figure 19), on associe les
éléments qui ont ces quatre arêtes dans leur bord :

(5.3) V (a) =
{
Kg Kd

} ⋃ {
K , ∂K ∩ ∂Kg ou ∂K ∩ ∂Kd est
une arête du bord de Kg ou Kd

}
.

Kg Kd

a

Figure 19 Triangles voisins d’une face a pour le calcul du gradient.

AAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAA

Kg a

Figure 20 Degrés de liberté voisins d’une face frontière.

• Si l’arête a est sur la frontière, elle est naturellement le support d’un
degré de liberté de type condition de Dirichlet ou de Neumann par exemple :

(5.4) σa(u) = ua ou
∂u

∂n
puisque les conditions aux limites pour résoudre les équations de Navier-Stokes
imposent une vitesse nulle en paroi, ou bien une température imposée ou bien
un flux de chaleur nul, etc... Dans ce cas, on peut admettre les deux arêtes
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du bord du domaine de calcul qui touchent l’arête a parmi les voisins ainsi
que l’arête a elle-même (figure 20). On complète le voisinage V (a) à l’aide de
la relation (5.3), à ceci près que cette fois-ci, seul l’élément Kg est à prendre
en compte. Quelle que soit la position de l’arête dans le maillage, nous avons
donc déterminé un voisinage V (a) comportant au plus six degrés de liberté.
On détermine ensuite une base B(a) de polynomes paramétrée par l’arête a ;
on associe l’axe Ox avec la direction normale à l’interface et l’axe Oy avec la
direction tangentielle et on pose :

(5.5) B(a) =
{

1 , x , y , x2 , y2 , x3
}
, a interface intérieure au domaine

si l’arête a est intérieure au domaine et

(5.6) B(a) =
{

1 , x , y , x2 , xy , y2
}
, a interface située sur la frontière

si elle est sur la frontière. On calcule enfin le gradient du champ donné u sur
l’interface a selon une relation donnée a priori sous la forme :

(5.7) ∇u =
∑

σ∈V(a)

α(a, σ) σ(u)

qui est linéaire et locale, comme l’opérateur continu de dérivation. Les coef-
ficients α(a, σ) sont calculés une fois pour toutes en supposant que pour toute
fonction u de la base B(a), la relation (5.7) est exacte. On obtient de cette
façon un système linéaire d’inconnues α(a, σ), qui est inversible en pratique
et dont on stocke la solution en mémoire à l’issue de l’étape de prétraitement.
L’extension au cas tridimensionnel n’offre pas de difficulté fondamentale [Du92].

• En conclusion, l’approche “cell center” qui est la plus satisfaisante du
point de vue de la simplicité de la forme des volumes finis mis en jeu, peut être
utilisée pour l’approximation numérique de fluides visqueux même avec un mail-
lage non structuré. On n’utilise que l’information donnée par les degrés de liberté
de la méthode des volumes finis et celle donnée par les conditions aux limites,
avec un nombre constant de points voisins pour définir le schéma numérique.
Ce paragraphe termine ce chapitre sur l’approximation spatiale multidimension-
nelle des équations des fluides compressibles. Que ce soit sur un maillage struc-
turé ou non, dans l’approximation “cell vertex” ou “cell center”, nous avons pu
déterminer des flux autour des cellules de contrôle comme fonction (connue) des
degrés de liberté, pour les fluides dans l’approximation non visqueuse ou en se
plaçant dans le cadre d’un modèle visqueux plus réaliste.
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Flux limite de paroi mobile

Si un fluide est limité par une structure lentement variable et qui se déplace
peu dans l’espace, nous cherchons à prendre en compte ce mouvement sans mo-
dification des mailles du logiciel de simulation. Nous posons d’abord le problème
dans le cadre élémentaire d’une seule dimension d’espace. Puis pour un maillage
bidimensionnel cartésien de frontière mobile, nous montrons que les bilans en
espace-temps des variables conservées peuvent se décrire par un “flux limite de
paroi mobile” qui contient toute la dynamique. Dans le cas de petits mouvements
suffisemment lents, nous proposons une linéarisation de ce flux et décrivons en
détail une implémentation numérique possible.

1) Introduction.
• On cherche à modéliser numériquement l’écoulement de fluide parfait
dans un domaine extérieur à un objet flexible limité par une paroi mobile Γ.
Dans le cas d’une paroi rigide, le problème fluide est posé sous la forme d’un
problème aux limites pour les équations d’Euler de la dynamique des gaz :
équations d’Euler (stationnaires ?) dans le volume fluide Ω, condition limite de
non pénétration du fluide dans la paroi sur cette portion Γ de frontière (u •n = 0 ,
où u est le champ de vitesse du fluide et n la normale à Γ extérieure au domaine
Ω), condition d’écoulement uniforme à l’infini sur la partie Γ∞ qui complète le
bord ∂Ω (∂Ω = Γ ∪ Γ∞ ; voir la figure 1).

Rapport de recherche Aerospatiale Lanceurs, décembre 1998. Révision juil-
let 2003. Edition février 2011 ; 84 pages.
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Γ°
Ω

Γ

Figure 1 Ecoulement fluide en domaine extérieur.

Γ°

Ω

Γ
Ωs

Figure 2 Problème couplé d’interaction fluide-structure ;
la frontière Γ est mobile.

• Dans le cas où la paroi est flexible, c’est en toute rigueur un problème d’inter-
action fluide-structure qu’il faut poser sur la réunion de la zone fluide Ω et de la
zone solide ΩS (de frontière commune Γ) (voir par exemple Morand et Ohayon
[MO92]). Il convient toujours de poser un problème fluide dans le domaine
Ω (avec condition limite fluide sur Γ∞) mais également d’écrire les équations
de l’élastodynamique dans le domaine solide ΩS , avec comme condition limite
imposée sur Γ la donnée des efforts locaux du fluide sur la structure (σ •n+pn =
0 sur Γ où σ est le tenseur des contraintes solides, n la normale extérieure et
p la pression du fluide sur la paroi Γ). De plus, les domaines Ω et ΩS sont
mobiles et l’interface Γ est en fait une fonction du temps (figure 2) sur laquelle
on doit toujours écrire la non pénétration du fluide à la paroi (uS •n = u •n,
avec uS égale à la vitesse du solide, sans changer les notations précédentes).
Cette mobilité de l’interface constitue une difficulté majeure dans le traitement
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numérique de ce problème : les logiciels de mécanique des fluides utilisent en
général des maillages de référence fixes, (comme par exemple le logiciel Flu3c de
Borrel et al [BMDGL88] que nous considérons ici comme code de référence) et
il en est de même pour les codes de mécanique des structures comme Nastran
[Mn86] ou Samcef [Sa92].

• Une approche possible pour résoudre ce problème lorsque le mouvement
du solide est lent devant le temps de mise à l’équilibre du fluide (voir par exemple
Destuynder [De94] pour une classification des problèmes d’interaction fluide-
structure séparant clairement aéroélasticité et aéroacoustique), on découple les
mouvements du fluide et de la structure à l’aide d’un algorithme de type “point
fixe” (voir par exemple Piperno [Pi95]) : le mouvement de la paroi mobile Γ
(champ uS sur Γ) permet le calcul du fluide sur le domaine mobile Ω(t). Comme
résultat de cette modélisation, on dispose du champ de pression paroi p(t) qui est
une condition limite pour le problème d’élastodynamique posé dans le domaine
ΩS (petites déformations), lequel permet la détermination du mouvement de la
paroi mobile uS . Et on recommence !

• Ce processus est a priori convergent lorsque la vitesse de la paroi uS est
faible devant la vitesse c des ondes dans le fluide (| uS |<< c sur Γ) et lorsque
l’extension géométrique des perturbations est faible, c’est-à-dire lorsque Ω(t) est
“proche” du domaine fixe Ω. Pour fixer les idées, le mouvement d’un point
de la paroi doit être tel que l’écart δ à la position nominale reste petit devant
la taille d’une maille discrète (| δ |<< ∆x). La résolution du problème fluide
demande l’emploi d’un maillage (partiellement mobile) avec une méthode de
type Euler-Lagrange Arbitraire (Ale ; voir par exemple la synthèse proposée par
Anderson [An87]), ce qui est délicat mais fournit une solution satisfaisante (voir
par exemple Ruffino et Coron [RC96]). Le lien entre l’approche dynamique avec
suivi de la surface mobile et une formulation en domaine fixe avec une condition
de transpiration a été proposée dans un cadre continu par Fanion, Fernandez et
Le Tallec [FFL2k].

• Nous proposons ici une méthodologie qui permette, dans le cadre de
la méthode numérique de volumes finis utilisée pour le code Flu3c, d’éviter
d’effectuer un calcul sur un maillage mobile par l’emploi d’une condition limite
équivalente, dite de “paroi mobile”. Les travaux menés jusqu’ici et dont nous
avons connaissance (voir par exemple Coron [Co97]) montrent que la mise en
œuvre de la condition classique de transpiration (voir par exemple Mortchéléwicz
[Mo89]) ne suffit pas à modéliser correctement l’effet de la paroi mobile pour le
calcul de la pression. Nous rappelons au paragraphe 2 l’étude du cas nonodi-
mensionnel qui permet de traiter divers problèmes de calcul de pression avant
de passer aux paragraphes 3 à 5 à un modèle bidimensionnel qui demande une
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description géométrique précise, un calcul non banal de flux transverses et des
développements algébriques importants.

2) Etude monodimensionnelle

• 2.1 • Volumes finis

• Nous étudions les équations d’Euler de la dynamique des gaz dans un
domaine mobile Ω(t) :

(2.1) Ω(t) = ]0, X(t)[ , t ≥ 0, X(t) > 0

tel que le mouvement du point frontière X(t) est donné et reste voisin d’un point
fixe d’abscisse L > 0 :

(2.2) X(t) ≃ L t ≥ 0.

Dans le domaine d’espace-temps Ξ défini par :

(2.3) Ξ =
⋃

t≥0

Ω(t) × {t}

nous cherchons un état fluide W (x, t) fonction de l’espace x et du temps t :

(2.4) 0 ≤ x ≤ X(t) , t ≥ 0.

L’état W (x, t) est le vecteur des variables conservées (écrit ici comme la trans-
posée d’un vecteur ligne) :

(2.5) W =
(
ρ, ρu, ρE

)t

où ρ est la densité du fluide, u sa vitesse et E son énergie totale spécifique liée
à l’énergie interne spécique e via la relation constitutive :

(2.6) E = e+
1

2
u2.

L’équation d’Euler s’écrit sous forme conservative

(2.7)
∂W

∂t
+

∂

∂x
f(W ) = 0

et la fonction de flux f(•) suit la relation algébrique :

(2.8) f(W ) =
(
ρu, ρu2 + p, ρuE + pu

)t

qui introduit la pression comme une fonction de W via l’énergie interne e et le
rapport γ (γ = 7/5 pour l’air) des chaleurs spécifiques (voir par exemple le livre
de Courant et Friedrichs [CF48]) :
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(2.9) p = (γ − 1) ρe.

• Le système (2.7) doit être “fermé” via deux conditions aux limites en
x = 0 et x = X(t) et une condition initiale à t = 0 qu’on peut écrire :

(2.10) W (•, 0) = W0.

La condition limite en x = 0 consiste à se donner un état fluide W∞(t) via une
condition faible d’entropie à la limite :

(2.11) W (0, t) ∈ E
(
W∞(t)

)

qui relie un ensemble d’états admissibles E(W∞(t)) à un état W (0, t) au bord
du domaine d’étude (voir [DLf88] et [Du88]) ; dans le cas d’une étude linéarisé
où W (0, t) est voisin de W∞(t), la condition d’entropie à la paroi limite (2.11)
revient à écrire les “relations caractéristiques entrantes”, dont Kreiss [Kr70] a
démontré qu’elles conduisent à un problème linéaire bien posé. La condition
sur la paroi mobile est de type non pénétration ; la “normale extérieure” au
domaine Ω(t) est ici simplement égale à 1 et il suffit d’écrire que la vitesse du

fluide u(X(t), t) sur la paroi mobile est égale à la vitesse (imposée)
dX

dt
de ladite

paroi :

(2.12) u(X(t), t) =
dX

dt
, t ≥ 0.

• La discrétisation numérique du problème (2.7), (2.10), (2.11), (2.12)
s’effectue avec l’une des nombreuses variantes de l’approche Muscl de van Leer
[vL79] ; nous en donnons une version avec un schéma d’ordre 1 en temps et
renvoyons le lecteur par exemple à [Du93] pour une proposition d’implémentation
du schéma explicite de Heun. On fixe un pas d’espace ∆x de sorte que :

(2.13) I ∆x = L , I entier ≥ 1

et

(2.14) |X(t) − L | << ∆x

ce qui revient à exprimer que le mouvement X(t) est d’extension spatiale telle-
ment faible qu’une discrétisation usuelle des équations d’Euler le néglige géomé-
triquement. Fixons les notations pour le maillage, qui ne sont pas les plus simples
pour ce problème monodimensionnel, mais sont les plus naturelles à transposer
au cas multidimensionnel. On pose :

(2.15) xi+1/2 = i ∆x 0 ≤ i ≤ I

et

(2.16) x
I+1/2

(t) = X(t) t ≥ 0,
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l’hypothèse (2.14) indique que la dernière maille reste quasiment de volume ∆x
lorsque t varie.

• La discrétisation en temps introduit classiquement un paramètre de
discrétisation ∆t > 0 (voir la figure 3) ; la vitesse moyenne de la paroi mo-
bile entre les deux pas de temps n∆t et (n+ 1)∆t est notée sn+1/2 :

(2.17) sn+1/2 =
1

∆t

(
xn+1

I+1/2
− xn

I+1/2

)
.

Par convention, la notation en exposant n qui fixe les variables au temps (n∆t).
Cette vitesse sn+1/2 est faible devant la vitesse de mise à l’équilibre dans le
fluide, donc en particulier la vitesse du son dans la dernière maille :

(2.18) | sn+1/2 | << cn
I
, cn+1

I
; n entier ≥ 0

et la vitesse du son c(W ) satisfait à la relation :

(2.19) c2 =
γp

ρ
.

(n+1)∆t

n∆t
∆t

x I−1/2

∆x

t

A B

D

x        (t)I+1/2

x
L

∆x

C

Figure 3 Discrétisation spatio-temporelle d’une paroi
monodimensionnelle lentement variable.
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• La méthode des volumes finis consiste à intégrer la loi de conservation
(2.7) dans une bôıte ]x

I−1/2
, x

I+1/2
[× ]n∆t, (n + 1)∆t [ , à introduire comme

inconnue de base la valeur moyenne Wn
i au temps n∆t :

(2.20) Wn
i ≃ 1

∆x

∫ x
i+1/2

x
i−1/2

W (x, n∆t) dx ; 1 ≤ i ≤ I

et à chercher à exprimer le flux d’interface f
n+1/2
i+1/2 donné par l’expression :

(2.21) f
n+1/2
i+1/2 =

1

∆t

∫ (n+1)∆t

n∆t

f
(
W (x

i+1/2
, t)
)
dt

à l’aide de l’ensemble de variables
{
Wn

l , 1 ≤ l ≤ I
}

de façon à faire avancer
d’un pas de temps ∆t les variables conservées :

(2.22)
1

∆t

[
Wn+1

i − Wn
i

]
+

1

∆x

[
f

n+1/2
i+1/2 − f

n+1/2
i−1/2

]
= 0 .

Pour les valeurs de i allant de 1 à I − 1, le maillage est fixe et la relation (2.22)
s’applique ; la condition limite de paroi mobile consiste à imposer à la relation
(2.22) d’être encore vraie dans la dernière maille, alors que l’intégration de la loi
de conservation doit se faire dans un domaine contenant une paroi mobile.

• La méthode Muscl propose de calculer d’abord une valeur interpolée
Wn

i+1/2,− à gauche de l’interface xi+1/2 et une valeur interpolée Wn
i+1/2,+ à

droite de cette interface avant de calculer le flux numérique f
n+1/2
i+1/2 à l’aide

d’un “solveur” approché Ψ(• , •) du problème de Riemann entre les valeurs
extrapolées Wn

i+1/2,± de part et d’autre de l’interface :

(2.23) f
n+1/2
i+1/2 = Ψ

(
Wn

i+1/2,− , W
n
i+1/2,+

)
.

Dans le cas de la première maille (i = 1) , le flux entrant f
n+1/2
1/2 est évalué en

utilisant la donnée fluide Wn
∞ à l’instant n∆t :

(2.24) f
n+1/2
1/2 = Ψ

(
Wn

∞ , Wn
1/2,+

)
, n ≥ 0 .

• Pour être complet, rappelons que le logiciel industriel utilise comme flux
numérique Ψ(• , •) le flux-splitting de van Leer [vL82] (à ne pas confondre avec
le schéma Muscl de van Leer !) défini par les relations suivantes :

(2.25) Ψ(Wg , Wd) = f+(Wg) + f−(Wd) .

Les flux partiels f
±

(•) réalisent une décomposition de la fonction de flux f(•)
donnée à la relation (2.8) :
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(2.26) f(W ) = f+(W ) + f−(W ) , ∀W ∈ IR3

et la fonction f+(•) est paramétrée par le nombre de Mach M =
u

c
de l’état

W . On a :

(2.27) f+(W ) =





0 si M ≤ −1(
f+

m , f+
x , f+

e

)t
si |M |≤ 1

f(W ) si M ≥ 1

avec les relations suivantes :

(2.28) f+
m(W ) = ρc

(M + 1

2

)2

(2.29) f+
x (W ) = f+

m(W )
(γ − 1)u+ 2c

γ

(2.30) f+
e (W ) = f+

m(W )
((γ − 1)u+ 2c)2

2(γ2 − 1)
.

• Dans le cas particulier où la paroi est fixe (c’est-à-dire X(t) ≡ L, xn

I+1/2

≡ I∆x) , la relation (2.22) est encore valable et le flux paroi est donné encore
à l’aide de la relation (2.22), mais l’état Wn

I+1/2,+ est en général choisi comme

l’état “miroir” µ(Wn
I+1/2,−) de Wn

I+1/2,− de façon à imposer un flux à la paroi

de la forme “force de pression” :

(2.31) f
n+1/2
I+1/2 =

(
0 , p

n+1/2
∗ (0) , 0

)t
, n ≥ 0.

Afin d’alléger les notations, notons un
⋆ la vitesse extrapolée à la paroi :

(2.32) un
∗ = u

(
Wn

I+1/2,−

)
, n ≥ 0

et supposons le nombre de Mach de cet état extrapolé compris entre −1 et 1.
Rappelons, compte-tenu des relations (2.26) à (2.30) que pour |M | ≤ 1, on a :

(2.33) f−
m(W ) = − ρc

(M − 1

2

)2

(2.34) f−
x (W ) = f−

m(W )
(γ − 1)u− 2c

γ

(2.35) f−
e (W ) = f−

m(W )
((γ − 1)u− 2c)2

2(γ2 − 1)
.

Dans ces conditions, le choix d’un foncteur “miroir” µ(•) est donné par :

(2.36) µ(W ) =
(
ρ , −ρu, ρE

)t

qui assure que pour |M(W ) | ≤ 1, on a :
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(2.37) f+(W ) + f−(µ(W )) =
(
0 , 2 f+

m(W )
(γ − 1)u+ 2c

γ
, 0
)t
.

Nous avons démontré la

Proposition 2.1 Pression paroi à vitesse nulle.
Lorsque la vitesse sn+1/2 de la paroi (définie à la relation (2.17)) est nulle, la

pression p
n+1/2
∗ (0) définie en (2.31) est calculée par l’expression :

(2.38) p
n+1/2
∗ (0) = 2 f+

m

(
Wn

I+1/2,−

) (γ − 1)un
∗ + 2 cn∗
γ

si |Mn
∗ |≤ 1,

où un
∗ , c

n
∗ et Mn

∗ =
un
∗

cn∗
sont respectivement la vitesse, la célérité du son et

le nombre de Mach de l’état extrapolé Wn
I+1/2,− . Lorsque un

∗ = 0, la relation

(2.38) exprime de deux façons différentes la pression pn
∗ de l’état extrapolé.

u

*
p        (0)n+1/2

*
pn W

I+1/2, −
nµ(W           )I+1/2, −

n

*
un

*
−un

µ(W           )I+1/2, −
n

p

1-onde issue de 
WI+1/2, −

n
3-onde aboutissant à

0

Figure 4 Problème de Riemann avec un état miroir.

Remarque 2.1

• Il faut faire attention au fait qu’en général, p
n+1/2
∗ (0) n’est pas égale

à pn
∗ : la pression à la paroi p

n+1/2
∗ (0) est a priori différente de la pression de

l’état extrapolé Wn
I+1/2,− car la vitesse un

∗ près de la paroi, lorsqu’elle est non

nulle, introduit une sur-pression (ou une sous-pression). On renvoie à la figure 4
où l’on a représenté les ondes du problème de Riemann entre l’état extrapolé et
son miroir.
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x

t

(n+1)∆t

n∆t

0 x
I+1/2
n

x I−1/2
n+1

x        = x       + s       ∆t
I+1/2

n
I+1/2

n+1/2

C
W

I
n+1

W
I+1/2
n+1/2

ν

IW
n

f I−1/2
n+1/2

A B

D

Figure 5 Volume de contrôle (ABCD) dans l’espace-temps.

• 2.2 • Bilan spatio-temporel
• Dans le cas où la paroi X(t) est mobile, la loi de conservation (2.22) ne

s’applique plus a priori, et en particulier, le flux à la paroi f
n+1/2
I+1/2 ne saurait

être calculé à l’aide de la relation (2.31). La condition limite de paroi mobile
est une réécriture de la loi de conservation (2.7) dans la bôıte d’espace-temps
ABCDA décrite à la figure 5, qui force la forme algébrique (2.22), quitte à définir

un nouveau flux à la paroi, noté F
n+1/2
I+1/2 et appelé dans la suite “flux limite de

paroi mobile”. On a la

Proposition 2.2
Condition limite de paroi mobile monodimensionnelle.

Avec les notations utilisées plus haut, soit W
n+1/2

I+1/2 l’état de vitesse sn+1/2 sur

la 1-onde (de choc ou de détente) issue de l’état extrapolé Wn
I+1/2,− (de vitesse

un
∗ , pression pn

∗ , densité ρn
∗ , vitesse du son cn∗ ). Sa pression :

p
n+1/2
I+1/2 ≡ p

(
W

n+1/2
I+1/2

)

est calculée par résolution du système d’équations suivant :

(2.39) sn+1/2 −un
∗ +

2

γ − 1
cn∗

[(
p

n+1/2
I+1/2

pn
∗

)
− 1

]
= 0 si sn+1/2 −un

∗ ≥ 0
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(2.40) sn+1/2 − un
∗ +

√
2
(
p

n+1/2
I+1/2 − pn

∗

)
√
ρn
∗

[
(γ + 1) p

n+1/2
I+1/2 + (γ − 1) pn

∗

] = 0

si sn+1/2 − un
∗ ≤ 0.

Si dans la méthode Muscl, on résout exactement le problème de Riemann, c’est-
à-dire si la fonction Ψ(• , •) de la relation (2.23) est calculée à l’aide du flux de

Godunov, alors le flux F
n+1/2
I+1/2 relatif à la condition limite de paroi mobile est

évalué grâce à l’expression algébrique suivante :

(2.41)





F
n+1/2
I+1/2 =

∆x

∆x+ xn+1
I+1/2

− x
I+1/2

{(
0 , p

n+1/2
I+1/2 , p

n+1/2
I+1/2 s

n+1/2
)t

+

+
xn+1

I+1/2
− x

I+1/2

∆x
fn+1/2

I−1/2
+ sn+1/2Wn

I

}
.

Remarque 2.2
• Lorsque sn+1/2 = 0, le préfacteur de l’accolade dans la relation (2.41)

est égal à 1, les coefficients de f
n+1/2
I−1/2 et Wn

I sont nuls et la pression p
n+1/2
I+1/2 est

exactement la pression de l’état de vitesse nulle dans la résolution de problème
de Riemann entre Wn

I+1/2,− et son miroir µ(Wn
I+1/2,−). Cette dernière est

approchée par p
n+1/2
∗ (0) , calculée à la relation (2.38) si on remplace la résolution

exacte du problème de Riemann par le flux de van Leer.

Preuve de la proposition 2.2.

• On intègre la loi de conservation (2.7) dans le volume d’espace-temps ABCDA
décrit à la figure 5. La normale extérieure à ce domaine a la forme très générale
ν = (νx, νt). On a donc :

(2.42)

∫

∂(ABCDA)

{
W νt + f(W ) νx

}
dγ = 0

et il suffit de détailler le calcul des quatre termes de cette intégrale de contour.

• On a d’abord, pour le segment “horizontal” AB :

(2.43)

∫

AB

W νt dγ = −
(
∆x+ xn

I+1/2
− x

I+1/2

)
Wn

I

puisque xn

I+1/2
− x

I−1/2
= x

I+1/2
−
(
x
I+1/2

− ∆x
)
.
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• Le segment BC de la frontière mobile a une direction normale ν qui satisfait
aux relations :

(2.44) νx =
1√

1 +
(
sn+1/2

)2

(2.45) νt = − sn+1/2

√
1 +

(
sn+1/2

)2

et la “longueur spatio-temporelle” est telle que :

(2.46)

∫

BC

νx dγ = ∆t .

• On fait l’hypothèse que ce flux est calculé en utilisant un problème de Rie-
mann partiel ([Du87], [DLf89] et [Du01]) ayant comme état à gauche Wn

I+1/2,−

de façon à couvrir dans l’espace-temps le secteur angulaire des vitesses v qui
vérifient v ≤ sn+1/2. Si un

∗ ≤ sn+1/2, il se produit une détente à partir de l’état

Wn
I+1/2,− pour aboutir à un état W

n+1/2
I+1/2 de vitesse sn+1/2 en x

t = sn+1/2 et

la relation (2.39) s’applique. Dans le cas contraire où un
∗ ≥ sn+1/2 , on passe de

Wn
I+1/2,− à W

n+1/2
I+1/2 par une onde de choc et la relation (2.40) doit être utilisée.

Pour plus de détail algébrique, on renvoie à [CF48]. Dans tous les cas, un état

W
n+1/2
I+1/2 est présent avec la célérité sn+1/2 et l’on a :

(2.47)

∫

BC

{
W νt + f(W ) νx

}
dγ = ∆t

(
f
(
W

n+1/2

I+1/2

)
− sn+1/2W

n+1/2
I+1/2

)

comme l’explicite quasiment la figure 5 à partir des relations (2.44) à (2.46).

• La forme particulière de la fonction de flux (2.8) et le fait que la vitesse de

l’état W
n+1/2
I+1/2 est exactement égale à sn+1/2 montrent que :

(2.48)

∫

BC

{
W νt + f(W ) νx

}
dγ = ∆t

(
0 , p

n+1/2
I+1/2 , p

n+1/2
I+1/2 s

n+1/2
)t

où, comme annoncé, p
n+1/2
I+1/2 est la pression de l’état W

n+1/2
I+1/2 (voir la figure 6).

• On a ensuite facilement :

(2.49)

∫

CD

W νt dγ =
(
∆x + xn+1/2

I+1/2
− x

I+1/2

)
Wn

I

(2.50)

∫

DA

f(W ) νx dγ = −∆t f
n+1/2
I−1/2
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et ce dernier flux est évalué à l’aide du schéma (2.23), valable à l’intérieur du
domaine d’étude.

• On regroupe les expressions (2.43), (2.48), (2.49) et (2.50) pour écrire la
relation de conservation (2.42), et on divise par ∆t. Il vient :

(2.51)





1

∆t

1

∆x

[(
∆x + xn+1

I+1/2
− x

I+1/2

)
Wn+1

I

−
(
∆x + xn

I+1/2
− x

I+1/2

)
Wn

I

]

+
1

∆x

[(
0 , p

n+1/2
I+1/2 , p

n+1/2
I+1/2 s

n+1/2
)t

− f
n+1/2
I−1/2

]
= 0 .

Le rapprochement de (2.51) et de (2.22) permet d’introduire un flux de paroi

mobile F
n+1/2
I+1/2 de façon à ce qu’une réécriture de (2.51) sous la forme (2.22)

ne modifie en rien le résultat. Il vient, par soustraction de (2.51) et de (2.22)

multiplié par 1 +
x

n+1/2
I+1/2 − xI+1/2

∆x
c’est-à-dire par soustraction de l’équation

suivante :

1

∆t

[(∆x + xn+1

I+1/2
− x

I+1/2

∆x

)
Wn+1

I −
(∆x + xn+1

I+1/2
− x

I+1/2

∆x

)
Wn

I

]
+

1

∆x

[(∆x + xn+1

I+1/2
− x

I+1/2

∆x

)
F

n+1/2
I+1/2 −

(∆x + xn+1

I+1/2
− x

I+1/2

∆x

)
f

n+1/2
I−1/2

]

= 0 ,

la relation :

− 1

∆t∆x

(
xn+1

I+1/2
− xn

I+1/2

)
Wn

I +
∆x+ xn+1

I+1/2
− x

I+1/2

∆x2
F

n+1/2
I+1/2

− 1

∆x

(
0 , p

n+1/2
I+1/2 , p

n+1/2
I+1/2 s

n+1/2
)t

− 1

∆x2

(
xn+1

I+1/2
−xn

I+1/2

)
f

n+1/2

I−1/2 = 0 ,

qui, à une opération algébrique simple près, s’identifie à la relation (2.41). La
proposition 2.2 est établie.

Remarque 2.3
• Il faut noter que la relation (2.41) est vraie en toute généralité, sans
hypothèse sur sn+1/2, à condition de résoudre l’une des deux équations non-
linéaires (2.39) ou (2.40). De même, il suffit que la condition de “non pénétration
du maillage” :
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(2.52) xn

I+1/2
> x

I−1/2
= x

I+1/2
− ∆x , n ≥ 0

soit réalisée pour que le calcul précédent soit légitime, sans utilisation de l’hypo-
thèse (2.14).
• Le défaut de la relation (2.41) est que lorsque la vitesse de la paroi
sn+1/2 est identiquement nulle, la pression paroi est calculée par le flux de
Godunov, alors que le savoir-faire numérique initial utilise le flux de van Leer
et en particulier la relation (2.38). Nous allons donc adapter l’étude au cas du
schéma numérique réellement utilisé au sein du logiciel industriel.

• 2.3 • Développement limité de la pression paroi

• Dans le cas où la vitesse sn+1/2 de la paroi est faible devant la vitesse des
ondes du problème (hypothèse (2.18)), on peut linéariser les équations (2.39) et

(2.40) qui autorisent le calcul de la pression p
n+1/2
I+1/2 à la paroi. Nous avons la

Proposition 2.3 Calcul approché de la pression paroi.

Pour calculer le flux limite de paroi mobile F
n+1/2
I+1/2 à l’aide de la relation (2.41),

on peut utiliser pour évaluer la pression paroi au premier ordre (par rapport à
la vitesse sn+1/2 de la paroi mobile) l’expression suivante :

(2.53) p
n+1/2
I+1/2 = p

n+1/2
∗ (0) − ρn

∗ c
n
∗ s

n+1/2 ≡ p
n+1/2
∗

(
sn+1/2

)

au lieu des équations (2.39) et (2.40). Dans la relation (2.53), ρn
∗ et cn∗ désignent

respectivement la densité et la célérité du son de l’état Wn
I+1/2,− extrapolé à la

paroi et p
n+1/2
∗ (0) la pression paroi à vitesse nulle, étudiée à la proposition 2.1

et calculée pour le flux de van Leer à l’aide de la relation (2.38).

Preuve de la proposition 2.3.

• On fait l’hypothèse que le calcul de la pression paroi à vitesse nulle,
donné théoriquement par (2.39) ou (2.40) avec sn+1/2 = 0, peut être approché
par l’expression (2.38) issue de l’emploi du flux de van Leer. On utilise la relation
(2.39) (ou bien (2.40) qui lui est équivalente pour ce qui suit car les courbes de
choc et de détente ont mêmes éléments de contact jusqu’à l’ordre deux inclus,
voir par exemple [CF48]) pour calculer la dérivée dp/ds de la pression paroi
en fonction de la vitesse paroi ; il vient, en dérivant par rapport à la variable
sn+1/2 la relation (2.39) :

(2.54) 1 +
2

γ − 1
cn∗
γ − 1

2γ

1

pn
∗

(
dp

ds

)
(0) = 0
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si on suppose les pressions pn
∗ et p

n+1/2
∗ (0) assez voisines, ce qui est légitime

lorsque la vitesse un
∗ de l’état extrapolé Wn

I+1/2,− est voisine de la vitesse

sn+1/2 de la paroi, elle-même infiniment petite compte tenu de l’hypothèse
(2.18). On tire alors de la relation (2.54) :

(2.55)

(
dp

ds

)
(0) = − ρn

∗ c
n
∗

et la relation (2.53) résulte de (2.55) et de la formule de Taylor à l’ordre un.

Remarque 2.4
• Lorque les vitesses un

∗ et sn+1/2 sont des infiniment petits du même

ordre, on peut également calculer p
n+1/2
∗ (0) par développement limité de la

relation (2.39) par rapport à sn+1/2, compte tenu de l’expression :(
∂p

∂u

)
(0) = ρn

∗ c
n
∗

qui fournit grâce à la formule de Taylor la pression à vitesse nulle :

(2.56) p
n+1/2
∗ (0) = pn

∗ + ρn
∗ c

n
∗ u

n
∗ .

De façon équivalente la pression à paroi mobile se calcule par :

(2.57) p
n+1/2
I+1/2 = pn

∗ + ρn
∗ c

n
∗

(
un
∗ − s

n+1/2
∗

)
,

relation qu’on peut obtenir directement à partir de (2.39) et de sa linéarisation
à l’ordre 1 par rapport à la variable un

∗ − sn+1/2 .

u

*
p        (0)n+1/2

*
pn W

I+1/2, −
n

*
un

p

WI+1/2, −
n

I+1/2
pn+1/2

W
I+1/2

n+1/2

sn+1/20

1-onde issue de 

Figure 6 Problème de Riemann partiel à la frontière.
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• La figure 6 illustre bien ces relations (2.53), (2.56) et (2.57) : si un
∗ =

sn+1/2, alors l’état extrapolé le long de la paroi a exactement la vitesse de la
paroi et sa pression pn

∗ s’identifie à la pression sur la paroi mobile.

• 2.4 • Expression approchée du flux paroi

• La condition limite de paroi mobile est conçue pour étudier des écoulements
tels que d’une part le nœud de la paroi est mobile avec une faible vitesse devant
celle des ondes présentes dans l’écoulement (hypothèse (2.18)) et d’autre part
l’extension spatiale de la perturbation reste petite devant la taille ∆x de la
dernière maille (hypothèse (2.14)). On peut donc injecter cette double hypothèse
de petite perturbation dans la relation (2.41) pour calculer le flux limite de paroi
mobile, en tenant compte du travail déjà fait pour le calcul de la pression paroi
proprement dite.

Proposition 2.4
Condition limite de paroi mobile linéarisée à une dimension d’espace.
Supposons la paroi mobile d’indice I+1/2. Soit Wn

I l’état de la dernière maille
à l’instant n∆t considéré, ρn

∗ et cn∗ la densité et la célérité du son de l’état

Wn
I+1/2,− extrapolé à la paroi avec la méthode Muscl, f

n+1/2
I−1/2 le flux entre

l’avant dernière maille (de numéro I − 1 ) et la dernière maille (de numéro I ),

p
n+1/2
∗ (0) la pression paroi calculée par le schéma numérique lorsque celle-ci

est immobile, sn+1/2 la vitesse discrète du point paroi et xn+1

I+1/2
sa position à

l’instant (n+1) ∆t. Sous les hypothèses précédentes, écrites une nouvelle fois, à
savoir :

(2.58) | xn+1

I+1/2
− L | << ∆x

(2.59) sn+1/2 ≡
xn+1

I+1/2
− xn

I+1/2

∆t
<< cn∗ ,

le flux limite de paroi mobile admet le développement limité suivant :

(2.60) F
n+1/2
I+1/2 =





p
n+1/2
∗ (0)

(
0 , 1 , sn+1/2

)t
+

+ sn+1/2
[
Wn

I +
(
0 , −ρn

∗ c
n
∗ , 0

)t]
+

+
1

∆x

(
xn+1

I+1/2
− L

) [
f

n+1/2
I−1/2 −

(
0 , p

n+1/2
∗ (0) , 0

)t]
+

+O

((xn+1

I+1/2
− L

∆x

)2

+

(
sn+1/2

cn∗

)2
)
.
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Preuve de la proposition 2.4

• On injecte les hypothèses (2.58), (2.59) et le développement de la pression

paroi p
n+1/2
I+1/2 évaluée à la relation (2.53) au sein de l’expression (2.41). Ceci

permet de calculer le flux F
n+1/2
I+1/2 en ne conservant que les termes d’ordres 0 ou

1 par rapport aux deux infiniment petits induits par (2.58) et (2.59), supposés
du même ordre. Il vient :

F
n+1/2
I+1/2 =

(
1−

xn+1/2

I+1/2
− x

I+1/2

∆x

)(
0 , p

n+1/2
∗ (0)−pn

∗ c
n
∗ s

n+1/2, p
n+1/2
∗ (0) sn+1/2

)t

+
xn+1

I+1/2
− x

I+1/2

∆x
f

n+1/2
I−1/2 + sn+1/2 Wn

I +
{

ordre ≥ 2
}

c’est à dire :

(2.61) F
n+1/2
I+1/2 =





(
0 , p

n+1/2
∗ (0) , 0

)t
+

+ sn+1/2
[
Wn

I +
(
0 , −ρn

∗ c
n
∗ , p

n+1/2
∗ (0) sn+1/2

)t]
+

+
1

∆x

(
xn+1

I+1/2
− L

) [
f

n+1/2
I−1/2 −

(
0 , p

n+1/2
∗ (0) , 0

)t]
+

+
{

ordre ≥ 2
}
.

Cette expression (2.61) fait apparâıtre le terme d’ordre zéro (cas où la paroi
mobile est fixe, c’est à dire x

I+1/2
≡ L ), le terme d’ordre un par rapport à

sn+1/2 et enfin le terme d’ordre un par rapport à
1

∆x

(
xn+1

I+1/2
− L

)
. Elle est

identique à la relation (2.60), ce qui montre la propriété.

x
I−1/2

n+1
x        

I+1/2

s
n+1/2

IW
n

f
I−1/2
n+1/2

L

∆x

W
I+1/2, −
n

ρ
*
n

c
*
n

p       (0)
*
n+1/2

Figure 7 Variables utiles pour le calcul
de la condition limite de paroi mobile linéarisée, à une dimension d’espace.
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Remarque 2.5
• Les variables utiles pour le calcul de la relation (2.60) sont illustrées à
la figure 7. Si on compare la relation (2.60) au savoir-faire décrit dans [RC96]
[page 3], on constate que le troisième terme

1

∆x

(
xn+1

I+1/2
− L

) (
f

n+1/2
I−1/2 −

(
0 , p

n+1/2
∗ (0) , 0

)t)

doit être introduit aux travaux antérieurs pour aboutir à notre expression (2.60).
La méthodologie employée, fondée sur une intégration de la loi de conservation
en espace-temps suivie d’un développement limité par rapport à la vitesse du
nœud paroi et à son élongation par rapport à la position nominale, fait apparâıtre
après linéarisation un nouveau terme dans le flux limite de paroi mobile.

3) Etude bidimensionnelle

• 3.1 • Géométrie discrète

• Le domaine d’étude Ω(t) , mobile avec le temps t, est maintenant inclus
dans le plan IR2 . Nous le supposons composé d’une réunion de quadrangles
K

i,j
avec i ≤ I, j ∈ ZZ ; chaque quadrangle K

i,j
est délimité par des sommets

M
l+1/2, m+1/2

(l ≤ I,m ∈ ZZ) :

i+1/2, j
ν

i+1/2, j
Σ

i+1/2, j+1/2
M

i+1/2, j−1/2
M

i−1/2, j−1/2
M

i−1/2, j+1/2
M

i, j
K

i, j+1/2
ν

i, j+1/2
Σ

Figure 8 Quadrangle structuré K
i,j

avec les quatre sommets M
l−1/2, j−1/2

,

M
l+1/2, j−1/2

, M
l+1/2, j+1/2

et M
l−1/2, j+1/2

dont il est l’enveloppe convexe

et deux faces Σ
i+1/2, j

et Σ
i, j+1/2

parmi les quatre de la frontière ∂K
i,j
.





Flux limite de paroi mobile

(3.1) ∂K
i, j

=





[
M

i+1/2, j−1/2
, M

i+1/2, j+1/2

]
∪[

M
i+1/2, j+1/2

, M
i−1/2, j+1/2

]
∪[

M
i−1/2, j−1/2

, M
i−1/2, j−1/2

]
∪[

M
i−1/2, j−1/2

, M
i+1/2, j−1/2

]

comme explicité à la figure 8. Nous supposons de plus que les sommets sur la
frontière, de numéro avec un premier indice égal à I+1/2, sont mobiles au cours
du temps, et nous posons :

(3.2) M
I+1/2, j+1/2

(t) = M
I+1/2, j+1/2

+ δ
j+1/2

(t) , j ∈ ZZ

et avec des notations “évidentes”, illustrées figure 9 :

(3.3) ∂K
I, j

(t) =





{
M

I, j
(θ, ξ, t) ≡ θ ξ M

i+1/2, j+1/2
(t) +

+ (1 − θ) ξ M
I−1/2, j+1/2

+

+ (1 − θ) (1 − ξ) M
I−1/2, j−1/2

+

+ θ (1 − ξ) M
I+1/2, j−1/2

, θ , ξ ∈ [0 , 1]
}
.

Nous avons :

(3.4) Ω(t) =
⋃

j∈ZZ

{(
⋃

i ≤ I−1

K
i, j

)
∪ K

I, j
(t)

}

et le domaine Ω(t) a une frontière ∂Ω(t) composée de segments de droite :

I+1/2, j+1/2

I+1/2, j−1/2
M               (t)

I−1/2, j−1/2

I−1/2, j+1/2

I, j
M    (θ, ξ, t) (1−ξ) M               (t) 

I+1/2, j−1/2

I+1/2, j+1/2
(1−ξ) M               (t)

I−1/2, j−1/2
+ ξ M                (t) 

I−1/2, j+1/2

(1−θ) M               (t)
I−1/2, j−1/2

+ θ M                (t) 
I+1/2, j−1/2

(1−θ) M               (t)
I−1/2, j+1/2

+ θ M                (t) 
I+1/2, j+1/2

+ ξ M                (t) 

M               (t)

M               (t)

M               (t)

Figure 9 Paramétrage par le triplet (θ, ξ, ζ)
des points du quadrangle mobile K

i,j
(t).
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(3.5) ∂Ω(t) =
⋃

j∈ZZ

[
M

I+1/2, j−1/2
(t) , M

I+1/2, j+1/2
(t)
]

qui par hypothèse reste voisine de la frontière de référence ∂Ω0 , avec :

(3.6) ∂Ω0 =
⋃

j∈ZZ

[
M

I+1/2, j−1/2
, M

I+1/2, j+1/2

]
,

comme illustré figure 10.

M
I−1/2, j+3/2

M
I+1/2, j+3/2

M
I+1/2, j+3/2

n

M
I+1/2, j+1/2

n

M
I+1/2, j−1/2

n

M
I+1/2, j−3/2

n

M
I+1/2, j−3/2

M
I+1/2, j−1/2

M
I−1/2, j+1/2

M
I−1/2, j−1/2

M
I−1/2, j−3/2

M
I+1/2, j+1/2

FE

A

B

Figure 10 Paroi mobile d’indice I + 1/2, à deux dimensions d’espace ;
les points d’indice supérieur n sont mobiles au cours du temps.

• La discrétisation temporelle introduit un pas de temps ∆t > 0 , des
temps discrets tn ,

(3.7) tn = n∆t , n ≥ 0

et on pose par convention : Mn

I+1/2, j+1/2
= M

I+1/2, j+1/2
(n∆t)

(3.8) Mn

I+1/2, j+1/2
= M

I+1/2, j+1/2
+ δn

j+1/2
, n ≥ 0 , j ∈ ZZ .





Flux limite de paroi mobile

La vitesse du point d’indice ( I + 1/2, j + 1/2 ) entre deux instants n∆t et
(n+1)∆t est un vecteur sn+1/2

j+1/2
calculé comme quotient aux différences finies :

(3.9) sn+1/2

j+1/2
=

1

∆t

{
Mn+1

I+1/2, j+1/2
−Mn

I+1/2, j+1/2

}
=

1

∆t

(
δn+1

j+1/2
− δn

j+1/2

)

et entre les instants tn et tn+1 la cellule K
I, j

(t) décrit un volume d’espace-

temps V n+1/2
I, j

qu’on peut définir par :

(3.10) V n+1/2
I, j

=





{( (n+ 1)∆t− t

∆t
Kn

I, j
+
t− n∆t

∆t
Kn+1

I, j
, t
)
,

n∆t ≤ t ≤ (n+ 1)∆t

}
.

• La cellule V n+1/2
I, j

appartient à un espace-temps tridimensionnel avec un

espace bidimensionnel donc est topologiquement de forme cubique (Figure 11).
Son bord ∂V n+1/2

I, j
est composé de six faces d’espace-temps à deux dimensions

spatiales : la paroi mobile CBFG, les deux faces latérales BCDA et GFEH,
la paroi fixe ADHE de premier indice I − 1/2 qui fait face à la paroi mobile,
la cellule Kn

I, j
= BAEF à l’instant n∆t et la cellule Kn+1

I, j
= DCGH à

l’instant (n+ 1)∆t, comme le suggère la figure 11.

i

B F

EA

C

D H

G

ζ
ξ

θ

j

t

Figure 11 Cellule V n+1/2
I, j

dans l’espace-temps. Son bord ∂V n+1/2
I, j

est

composé par les six faces CBFG, BCDA, GFEH, ADHE, BAEF et DCGH.
Elle est paramétrée par les variables θ (direction i du maillage), ξ (direction
j) et ζ (direction temporelle) toutes trois entre 0 et 1 grâce à une interpo-

-lation polynomiale transfinie de degré partiel inférieur ou égal à 1.
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• Dans la suite de cette troisième section, nous notons Σ
i+1/2, j

(re-

spectivement Σ
i, j+1/2

) l’interface
[
M

i+1/2, j−1/2
, M

i+1/2, j+1/2

]
entre K

i, j
et

K
i+1, j

(respectivement l’interface
[
M

i−1/2, j+1/2
, M

i+1/2, j+1/2

]
entre K

i, j
et

K
i, j+1

) :

(3.11)

{
Σ

i+1/2, j
=
[
M

i+1/2, j−1/2
, M

i+1/2, j+1/2

]
= ∂K

i, j
∩ ∂K

i+1, j

Σ
i, j+1/2

=
[
M

i−1/2, j+1/2
, M

i+1/2, j+1/2

]
= ∂K

i, j
∩ ∂K

i, j+1
.

La normale orientée dans le sens des indices croissants ente K
i, j

et K
i+1, j

est

notée ν
i+1/2, j

; celle entre K
i, j

et K
i, j+1

est notée ν
i, j+1/2

. Elle est définie

par intégration de la normale ν le long de l’interface Σ
i+1/2, j

ou de l’interface

Σ
i, j+1/2

. On a algébriquement :

ν
i+1/2, j

=

∫

Σ
i+1/2, j

ν
(
(1 − ξ)M

i+1/2, j−1/2
J + ξ M

i+1/2, j+1/2

)
dγ(ξ)

(3.12) ν
i+1/2, j

=

(
y
i+1/2, j+1/2

− y
i+1/2, j−1/2

−
(
x
i+1/2, j+1/2

− x
i+1/2, j−1/2

)
)

où l’on a explicité les coordonnées planes du point courant :

(3.13) M
I+1/2, j+1/2

=
(
x
i+1/2, j+1/2

, y
i+1/2, j+1/2

)
.

De façon analogue, les relations permettant de calculer ν
i, j+1/2

s’explicitent
par :

ν
i, j+1/2

=

∫

Σ
i, j+1/2

ν
(
(1 − θ)M

i−1/2, j+1/2
J + θM

i+1/2, j+1/2

)
dγ(θ)

(3.14) ν
i, j+1/2

=

(
−
(
y
i+1/2, j+1/2

− y
i−1/2, j+1/2

)

x
i+1/2, j+1/2

− x
i−1/2, j+1/2

)
,

en remarquant que le signe a changé car la normale ν
i+1/2, j

pointe à droite de

Σ
i+1/2, j

alors que la normale ν
i, j+1/2

pointe à gauche de Σ
i, j+1/2

.

• Le volume | K
i, j

| de la cellule K
i, j

se calcule par intégration de la

représentation proposée en (3.3). Nous introduisons d’abord la notation α× β
pour deux vecteurs de IR2 notés α = (αx, αy) et β = (βx, βy) :

(3.15) α× β = αx βy − αy βx .





Flux limite de paroi mobile

C’est un nombre (α× β ∈ IR) qui permet d’exprimer simplement la surface du
quadrangle (α, β) . Bien entendu, si α et β appartiennent à IR3 , α×β désigne
toujours le produit vectoriel usuel.

i+1/2, j+1/2
M

i+1/2, j−1/2
M

i−1/2, j−1/2
M

i−1/2, j+1/2
M

i,j
δ−

i,j
δ+

Figure 12 Le volume de la maille K
1, j

est calculé à l’aide de la relation | K
i, j

|= 1
2

(
δ+
i, j

× δ−
i, j

)

Proposition 3.1 Volume de la cellule K
i, j

.

La cellule K
i, j

étant définie à la relation (3.3), on pose

(3.16) δ+
i, j

= M
i+1/2, j−1/2

− M
i−1/2, j+1/2

(3.17) δ−
i, j

= M
i+1/2, j+1/2

− M
i−1/2, j−1/2

comme illustré à la figure 12. On a alors :

(3.18) | K
i, j

| =
1

2

(
δ+
i, j

× δ−
i, j

)

si le quadrangle K
i, j

n’est pas une maille croisée.

Preuve de la proposition 3.1.

• Compte-tenu de la représentation (3.3), le point courant M(θ, ξ) de K
i, j

est paramétré par la relation :

(3.19)

{
M(θ, ξ) = θ ξM

i+1/2, j+1/2
+ (1 − θ) ξM

i−1/2, j+1/2
+

+ (1 − θ) (1 − ξ)M
i−1/2, j−1/2

+ θ (1 − ξ)M
i+1/2, j−1/2

ce qui entrâıne :

∂M

∂θ
= ξ M

i+1/2, j+1/2
− ξM

i−1/2, j+1/2
− (1 − ξ)M

i−1/2, j−1/2
+ (1 − ξ) M

i+1/2, j−1/2
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∂M

∂ξ
= θM

i+1/2, j+1/2
+ (1− θ)M

i−1/2, j+1/2
− (1− θ)M

i−1/2, j−1/2
− θM

i+1/2, j−1/2

donc
∂M

∂θ
ne dépend pas de θ et de même

∂M

∂ξ
ne dépend pas de ξ. Nous

avons par ailleurs :

| K
i, j

| =

∫

]0, 1[×]0, 1[

∂M

∂θ
× ∂M

∂ξ
dθ dξ

=

∫

]0, 1[×]0, 1[

(∂M
∂θ

× ∂M

∂ξ

)
dθ dξ si la maille n’est pas croisée

=

(∫ 1

0

∂M

∂θ
dξ

)
×
(∫ 1

0

∂M

∂ξ
dθ

)
vu la remarque précédente

=
1

2

(
δ−
i, j

+ δ+
i, j

)
× 1

2

(
δ−
i, j

− δ+
i, j

)

=
1

4

(
δ+
i, j

× δ−
i, j

− δ−
i, j

× δ+
i, j

)
=

1

2
δ+
i, j

× δ−
i, j

ce qui montre la propriété.

• Dans la suite, nous notons ν̃ la normale extérieure à la cellule d’espace-

temps V n+1/2
I, j

. Compte-tenu des relations (3.3) et (3.10), un point M̃(θ, ξ, ζ)

de cette cellule est défini par le paramétrage suivant, qui sépare espace et temps
t = tn + ζ∆t :

(3.20) M̃(θ, ξ, ζ) =
(
(1 − ζ)Mn(θ, ξ) + ζMn+1(θ, ξ) , tn + ζ∆t

)

avec Mn(θ, ξ) calculé comme à la relation (3.19), mais pour l’instant tn :

(3.21)

{
Mn(θ, ξ) = θ ξ Mn

i+1/2, j+1/2
+ (1 − θ) ξ Mn

i−1/2, j+1/2
+

+ (1 − θ) (1 − ξ)Mn

i−1/2, j−1/2
+ θ (1 − ξ)Mn

i+1/2, j−1/2
.

La normale extérieure a donc trois composantes :

ν̃ =
(
ν̃x, ν̃y, ν̃t

)

ou deux composantes, une spatiale ν̃e ∈ IR2 et une temporelle ν̃t :

(3.22) ν̃ =
(
ν̃e, ν̃t

)
.

• Pour expliciter le membre de droite de (3.22), il est utile de préciser les
notations pour les normales spatiales situées sur les parois mobiles CBFG, BCDA
et GFEH. Il convient de faire attention au fait que la normale ν̃ est orientée
et pointe toujours vers l’extérieur du volume V n+1/2

I, j
alors que les directions

normales ν
i+1/2, j

et ν
i, j+1/2

suivent en espace les lignes d’indices croissants.





Flux limite de paroi mobile

Nous explicitons donc dans la suite de ce paragraphe les expressions des six
normales extérieures.

Proposition 3.2 Normales extérieures au volume V n+1/2
I, j

.

On pose, compte-tenu de (3.9), (3.12) et (3.14) :

(3.23) sn+1/2

j
=

1

2

(
sn+1/2

j−1/2
+ sn+1/2

j+1/2

)
, j ∈ ZZ

(3.24) νn+1/2

j
=

1

2

(
νn

I+1/2, j
+ νn+1

I+1/2, j

)
, j ∈ ZZ

(3.25) νn+1/2

j+1/2
=

1

2

(
νn

I, j+1/2
+ νn+1

I, j+1/2

)
, j ∈ ZZ .

L’intégrale sur leur facette respective des six normales extérieures au volume
d’espace-temps V n+1/2

I, j
est calculée à l’aide des expressions suivantes :

∫

CBFG

ν̃dγ =

∫

]0,1[×]0,1[

∂M̃

∂ξ
× ∂M̃

∂ζ

(
1, ξ, ζ

)
dξ dζ

(3.26)

∫

CBFG

ν̃dγ = ∆t
(
νn+1/2

j
, −νn+1/2

j
•sn+1/2

j

)t

∫

BCDA

ν̃dγ =

∫

]0,1[×]0,1[

∂M̃

∂θ
× ∂M̃

∂ζ

(
θ, 0, ζ

)
dθ dζ

(3.27)

∫

BCDA

ν̃dγ = ∆t
(
−νn+1/2

j−1/2
,

1

2
νn+1/2

j−1/2
•sn+1/2

j−1/2

)t

∫

GFEH

ν̃dγ = −
∫

]0,1[×]0,1[

∂M̃

∂θ
× ∂M̃

∂ζ

(
θ, 1, ζ

)
dθ dζ

(3.28)

∫

GFEH

ν̃dγ = ∆t
(
νn+1/2

j+1/2
, −1

2
νn+1/2

j+1/2
•sn+1/2

j+1/2

)t

∫

ADHE

ν̃dγ = −
∫

]0,1[×]0,1[

∂M̃

∂ξ
× ∂M̃

∂ζ

(
0, ξ, ζ

)
dξ dζ

(3.29)

∫

ADHE

ν̃dγ = −∆t
(
ν
I−1/2, j

, 0
)t

∫

BAEF

ν̃dγ = −
∫

]0,1[×]0,1[

∂M̃

∂θ
× ∂M̃

∂ξ

(
θ, ξ, 0

)
dθ dξ

(3.30)

∫

BAEF

ν̃dγ =
(
0 , − | Kn

I, j
|
)t
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∫

DCGH

ν̃dγ =

∫

]0,1[×]0,1[

∂M̃

∂θ
× ∂M̃

∂ξ

(
θ, ξ, 1

)
dθ dξ

(3.31)

∫

DCGH

ν̃dγ =
(
0 , | Kn+1

I, j
|
)t
.

Preuve de la proposition 3.2.

• Les relations (3.20) et (3.21) permettent le calcul des dérivées partielles
utiles dans les définitions associées aux formules non numérotées. On a :

(3.32)
∂M̃

∂θ

(
θ, ξ, ζ

)
=





(
(1 − ζ)

[
ξ Mn

I+1/2, j+1/2
− ξ Mn

I−1/2, j+1/2

− (1 − ξ)Mn

I−1/2, j−1/2
+ (1 − ξ)Mn

I+1/2, j−1/2

]

+ ζ
[
ξ Mn+1

I+1/2, j+1/2
− ξ Mn+1

I−1/2, j+1/2

− (1 − ξ)Mn+1

I−1/2, j−1/2
+ (1 − ξ)Mn+1

I+1/2, j−1/2

]
, 0

)t

(3.33)
∂M̃

∂ξ

(
θ, ξ, ζ

)
=





(
(1 − ζ)

[
θMn

I+1/2, j+1/2
+ (1 − θ)Mn

I−1/2, j+1/2

− (1 − θ)Mn

I−1/2, j−1/2
− θMn

I+1/2, j−1/2

]

+ ζ
[
θMn+1

I+1/2, j+1/2
+ (1 − θ)Mn+1

I−1/2, j+1/2

− (1 − θ)Mn+1

I−1/2, j−1/2
− θMn+1

I+1/2, j−1/2

]
, 0

)t

(3.34)
∂M̃

∂ζ

(
θ, ξ, ζ

)
=





(
−ξ
[
θMn

I+1/2, j+1/2
+ (1 − θ)Mn

I−1/2, j+1/2

]

− (1 − ξ)
[
(1 − θ)Mn

I−1/2, j−1/2
+ θMn

I+1/2, j−1/2

]

+ ξ
[
θMn+1

I+1/2, j+1/2
+ (1 − θ)Mn+1

I−1/2, j+1/2

]

+ (1 − ξ)
[
(1 − θ)Mn+1

I−1/2, j−1/2
+ θMn+1

I+1/2, j−1/2

]
,

, ∆t

)t
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• Les relations non numérotées résultent d’un examen approfondi de la
figure 11 et de la remarque suivante, que nous développons pour la face CBFG.
On a d’une part :

ν̃(ξ, ζ) =

∂M̃

∂ξ
× ∂M̃

∂ζ

∂M̃

∂ξ
× ∂M̃

∂ζ

et d’autre part :

dγ(ξ, ζ) =
∂M̃

∂ξ
× ∂M̃

∂ζ
dξ dζ

donc le module du produit vectoriel disparâıt de toutes les intégrales qu’il faut
effectivement calculer.

• Nous terminons la preuve de la relation (3.26) en détaillant les divers
calculs pour les six faces du bord du volume d’espace-temps V n+1/2

I, j
. La relation

(3.26) s’obtient en faisant θ = 1 au sein des relations (3.33) et (3.34) :
∫

]0,1[×]0,1[

∂M̃

∂ξ
× ∂M̃

∂ζ

(
1, ξ, ζ

)
dξ dζ =

(∫ 1

0

∂M̃

∂ξ
dζ

)
×
(∫ 1

0

∂M̃

∂ζ
dξ

)

= ∆t




−1

2

(
νn, y

I+1/2, j
+ νn+1, y

I+1/2, j

)

1

2

(
νn, x

I+1/2, j
+ νn+1, x

I+1/2, j

)

0


 ×




1

2

(
sn+1/2, x

j+1/2
+ sn+1/2, x

j−1/2

)

1

2

(
sn+1/2, y

j+1/2
+ sn+1/2, y

j−1/2

)

1




= ∆t




−νn+1/2, y

j

νn+1/2, x

j

0


 ×



sn+1/2, x

j

sn+1/2, y
j

1




= ∆t
(
νn+1/2, x

j
, νn+1/2, y

j
, −νn+1/2

j
• sn+1/2

j

)t

ce qui établit complètement la relation (3.26).

• La relation (3.27) se montre de façon analogue ; on a :
∫

BCDA

ν̃dγ =

∫

]0,1[×]0,1[

∂M̃

∂θ
× ∂M̃

∂ζ

(
θ, 0, ζ

)
dθ dζ

=

(∫ 1

0

∂M̃

∂θ

(
θ, 0, ζ

)
dζ

)
×
(∫ 1

0

∂M̃

∂ζ

(
θ, 0, ζ

)
dθ

)
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= ∆t




1

2

(
νn, y

I, j−1/2
+ νn+1, y

I, j−1/2

)

−1

2

(
νn, x

I, j−1/2
+ νn+1, x

I, j−1/2

)

0


 ×




1

2
sn+1/2, x

j−1/2

1

2
sn+1/2, y

j−1/2

1




= ∆t
(
−νn+1/2, x

j−1/2
, −νn+1/2, y

j−1/2
,

1

2
νn+1/2

j−1/2
• sn+1/2

j−1/2

)t

et cette dernière expression algébrique est identique au membre de droite de la
relation (3.27). La relation (3.28) fait appel aux mêmes techniques :
∫

GFEH

ν̃dγ = −
∫

]0,1[×]0,1[

∂M̃

∂θ
× ∂M̃

∂ζ

(
θ, 1, ζ

)
dθ dζ

= −
(∫ 1

0

∂M̃

∂θ

(
θ, 1, ζ

)
dζ

)
×
(∫ 1

0

∂M̃

∂ζ

(
θ, 1, ζ

)
dθ

)

= −∆t




1

2

(
νn, y

I, j+1/2
+ νn+1, y

I, j+1/2

)

−1

2

(
νn, x

I, j+1/2
+ νn+1, x

I, j+1/2

)

0


 ×




1

2
sn+1/2, x

j+1/2

1

2
sn+1/2, y

j+1/2

1




= ∆t
(
νn+1/2, x

j+1/2
, νn+1/2, y

j+1/2
, −1

2
νn+1/2

j+1/2
• sn+1/2

j+1/2

)t
.

• Le lecteur sérieux parvenu à ce stade de cette preuve ayant de toute
façon sorti son crayon ou son logiciel Maple, la fin est quasi-automatique :
∫

ADHE

ν̃dγ = −
∫

]0,1[×]0,1[

∂M̃

∂ξ
× ∂M̃

∂ζ

(
0, ξ, ζ

)
dξ dζ

= −
(∫ 1

0

∂M̃

∂ξ

(
0, ξ, ζ

)
dζ

)
×
(∫ 1

0

∂M̃

∂ζ

(
0, ξ, ζ

)
dξ

)

= ∆t




νy

I−1/2, j

−νx

I−1/2, j

0


 ×




0
0
1




= −∆t
(
νx

I−1/2, j
, νy

I−1/2, j
, 0
)t

ce qui établit (3.29),
∫

BAEF

ν̃dγ = −
∫

]0,1[×]0,1[

∂M̃

∂θ
× ∂M̃

∂ξ

(
θ, ξ, 0

)
dθ dξ
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= −
(∫ 1

0

∂M̃

∂θ

(
θ, ξ, 0

)
dξ

)
×
(∫ 1

0

∂M̃

∂ζ

(
θ, ξ, 0

)
dθ

)

= ∆t
(
0 , − | Kn

I, j
|
)t

compte-tenu du calcul effectué lors de la preuve de la proposition 3.1 ; donc la
relation (3.30) est démontrée. Enfin, et de manière analogue :
∫

DCGH

ν̃dγ =

∫

]0,1[×]0,1[

∂M̃

∂θ
× ∂M̃

∂ξ

(
θ, ξ, 1

)
dθ dξ

= ∆t
(
0 , | Kn+1

I, j
|
)t

ce qui démontre la relation (3.31). La proposition 3.2 est établie.

• 3.2 • Volumes finis pour les équations d’Euler

• Nous disposons, suite au paragraphe précédent, d’un domaine spatial
Ω(t) ⊂ IR2 qui dépend du temps ; celui-ci (relation (3.4)) est la réunion des
cellules quadrangulaires K

i, j
avec i ≤ I et j ∈ ZZ . Le mouvement du domaine

Ω(t) est réduit au mouvement de la famille des mailles K
I, j

, et plus précisément

des sommets M
I+1/2, j

comme l’indique par exemple la figure 10. A partir de

cette discrétisation spatiale, une discrétisation temporelle (associée à un pas de
temps ∆t > 0 fixe pour simplifier l’exposé) permet de construire (relation (3.10))
des volumes espace-temps V n+1/2

i, j
par interpolation temporelle entre les mailles

K
i, j

(dont celles celles de premier numéro i = I , rappelons le, dépendent du

temps) à l’aide du temps tn = n∆t . Nous diposons donc, comme au chapitre
2 relatif à l’étude monodimensionnelle, d’un domaine d’espace-temps Ξ défini
par :

(3.35) Ξ =
⋃

n ≥ 0

⋃

j ∈ ZZ

{(
⋃

i ≤ I−1

K
i, j

×
[
tn , tn+1

]
)

∪ V n+1/2

I, j

}
.

• Les équations d’Euler de la dynamique des gaz consistent à écrire les
lois de conservation fondamentales (masse, impulsion, énergie) de la mécanique
des milieux continus ; les variables inconnues sont la densité [ρ] , la vitesse
[ũ = (u, v)] et l’énergie totale spécifique [E] ; on pose

(3.36) W =
(
ρ , ρu , ρv , ρE

)t
.
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L’énergie interne spécifique e est définie par soustraction de l’énergie cinétique
spécifique de l’énergie totale :

(3.37) e = E − 1

2

(
u2 + v2

)

et le milieu continu est ici un gaz parfait polytropique ; le tenseur des contraintes
σ est diagonal :

(3.38) σ = −p I
et la pression p est calculée à l’aide d’une équation d’état bien classique :

(3.39) p = (γ − 1) ρ e

avec γ = 7/5 pour l’air considéré comme ensemble statistique activant trois
degrés de liberté en translation et deux en rotation (molécule bi-atomique).

• L’écriture d’un bilan demande l’introduction des flux numériques (f, g)
dans les deux directions de l’espace :

(3.40) f(W ) =
(
ρu , ρu2 + p , ρuv , ρuE + pu

)t

(3.41) g(W ) =
(
ρv , ρuv , ρv2 + p , ρvE + pv

)t
.

Le système des équations d’Euler prend alors la forme conservative suivante :

(3.42)
∂W

∂t
+

∂

∂x

[
f(W )

]
+

∂

∂y

[
g(W )

]
= 0 ;

il est utile pour la suite d’introduire le couple constitué par les deux flux :

(3.43) Φ(W ) =
(
f(W ) , g(W )

)
∈ IR4 × IR4

et pour une direction spatiale ν = (νx, νy) ∈ IR2 le produit scalaire contracté

(3.44) Φ(W ) • ν = f(W ) νx + g(W ) νy

qui appartient à IR4 .

• Les conditions au bord du domaine Ξ sont de type condition limite
et condition initiale. En ce qui concerne les conditions aux limites au bord
spatial de Ξ , il suffit d’écrire la non-pénétration du fluide sur les parois mobiles
Σn+1/2

j
(j ∈ ZZ, n ≥ 0) définies par les relations suivantes :

(3.45) Σn

j
=
[
Mn

I+1/2, j−1/2
, Mn

I+1/2, j+1/2

]
, j ∈ ZZ , n ≥ 0

(3.46) Σn+1/2
j

=





(
(n+1)∆t− t

∆t
Σn

j
+
t− n∆t

∆t
Σn+1

j
, t

)
,

n∆t ≤ t ≤ (n+1)∆t
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le long desquelles la vitesse moyenne vaut sn+1/2
j

et est calculée à la relation

(3.23). La condition de non-pénétration à la paroi (analogue bidimensionnel de
la relation (2.12)) s’écrit donc en moyenne sur la surface mobile Σn+1/2

j
très

simplement :

(3.47)
1

Σn+1/2

j

∫

Σn+1/2

j

ũ • νn+1/2

j
dγ = sn+1/2

j
• νn+1/2

j
, j ∈ ZZ , n ≥ 0

en utilisant la normale moyenne νn+1/2
j

le long de Σn+1/2
j

(voir la relation

(3.24)).

• Notons que l’emploi d’indices non bornés pour la géométrie spatiale
(i ≤ I, j ∈ ZZ) évite de poser ici le problème classique de la condition fluide. La
condition initiale ne pose pas de problème particulier et la relation (2.10) reste
valable.

• La méthode des volumes finis introduit comme inconnue de base le champ
Wn

i, j
des valeurs moyennes des variables conservées (3.36) dans la maille spatiale

Kn
i, j

:

(3.48) Wn

i, j
=

1

Kn+1/2

i, j

∫

Kn+1/2

j

W
(
x, tn

)
dx .

Le schéma numérique consiste à intégrer la loi de conservation (3.42) dans la
cellule d’espace-temps V n+1/2

i, j
, définie de manière générale par les relations :

(3.49) V n+1/2
i, j

=

{
K

i, j
×
[
tn , tn+1

]
, i ≤ I − 1 , j ∈ ZZ

V n+1/2

I, j
, j ∈ ZZ .

On a donc :

(3.50)

∫

∂V n+1/2

i, j

(
W ν̃t + f(W ) ν̃x + g(W ) ν̃y

)
(x, t) dγ(x, t) = 0 .

Le bord de V n+1/2
i, j

est constitué de facettes Σn+1/2

i+1/2, j
et Σn+1/2

i, j+1/2
en plus des

volumes spatiaux K
i, j
. Elles sont définies par :

(3.51) Σn+1/2

i+1/2, j
=

{
Σ

i+1/2, j
×
[
tn , tn+1

]
, i ≤ I − 1 , j ∈ ZZ

Σn+1/2

j
(c.f .(3.45)) , i = I , j ∈ ZZ

(3.52) Σn+1/2

i, j+1/2
=

{
Σ

i, j+1/2
×
[
tn , tn+1

]
, i ≤ I − 1 , j ∈ ZZ

Σn+1/2

j+1/2
, i = I , j ∈ ZZ
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avec pour les facettes transversales :

(3.53) Σn

j+1/2
=
[
Mn

I−1/2, j+1/2
, Mn

I+1/2, j+1/2

]
, j ∈ ZZ , n ≥ 0

(3.54) Σn+1/2

j+1/2
=

{(
ζ Σn

j+1/2
+ (1 − ζ)Σn+1

j+1/2
, tn + ζ∆t

)
, 0 ≤ ζ ≤ 1

}
.

Avec des notation naturelles pour les directions normales, à savoir :

(3.55) νn+1/2

i+1/2, j
=

{
ν
i+1/2, j

(c.f .(3.12)) , i ≤ I − 1 , j ∈ ZZ

νn+1/2

j
(c.f .(3.24)) , i = I , j ∈ ZZ

(3.56) νn+1/2

i, j+1/2
=

{
ν
i, j+1/2

(c.f .(3.14)) , i ≤ I − 1 , j ∈ ZZ

νn+1/2

j+1/2
(c.f .(3.25)) , i = I , j ∈ ZZ

les flux normaux (Φ • ν) dans les deux directions du maillage ont une définition
très simple :

(3.57)
(
Φ • ν

)n+1/2

i+1/2, j
=

1

∆t

∫

Σn+1/2

i+1/2, j

Φ
(
W (x, t)

)
• νn+1/2

i+1/2, j
dγ(x) dt

(3.58)
(
Φ • ν

)n+1/2

i, j+1/2
=

1

∆t

∫

Σn+1/2

i, j+1/2

Φ
(
W (x, t)

)
• νn+1/2

i, j+1/2
dγ(x) dt .

• Nous développons maintenant l’intégrale de bord de la relation (3.50).
Il vient :

(3.59)

∫

∂V n+1/2

i, j

dσ(x, t) ≡





∫

Kn+1

i, j

dx −
∫

Kn

i, j

dx +

+

∫

Σn+1/2

i+1/2, j

dγ −
∫

Σn+1/2

i−1/2, j

dγ

+

∫

Σn+1/2

i, j+1/2

dγ −
∫

Σn+1/2

i, j−1/2

dγ

et appliquant l’opérateur (3.59) à la quantité sous le signe “somme” du membre
de gauche de (3.50), à savoir (W ν̃t + f(W ) ν̃x + g(W ) ν̃y)(x, t), il vient, compte-
tenu des définitions (3.48), (3.57) et (3.58), dans le cas où les mailles sont fixes
(i ≤ I − i)

(3.60)





1

∆t

(
Wn+1

i, j
− Wn

i, j

)
+

1

K
i, j

[(
Φ • ν

)n+1/2

i+1/2, j
−
(
Φ • ν

)n+1/2

i−1/2, j
+

+
(
Φ • ν

)n+1/2

i, j+1/2
−
(
Φ • ν

)n+1/2

i, j−1/2

]
= 0 , i ≤ I − 1 , j ∈ ZZ .
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Dans le cas d’une maille mobile (i = I), l’écriture de la loi de conservation
(3.50) est un peu plus compliquée car les facettes Σn+1/2

I+1/2, j
et Σn+1/2

I, j+1/2
ont

une normale extérieure ν̃ qui a une composante temporelle ν̃t (relation (3.22))
non-triviale. Nous détaillons dans la proposition suivante l’algèbre relative à ces
différents termes.

Proposition 3.3 Flux au bord du volume mobile V n+1/2
I, j

.

Etant donnée une famille
{
Wn

l, m
, l ≤ I, m ∈ ZZ

}
fixée d’états fluides, on suppose

que le schéma numérique de volumes finis permet l’évaluation d’états interpolés
Wn+1/2

i+1/2, j
et Wn+1/2

i, j+1/2
sur les facettes Σn+1/2

i+1/2, j
et Σn+1/2

i, j+1/2
comme fonction

de ces seules variables, prenant en compte également les données aux limites
(i = I) . On a alors les quatre relations suivantes :

(3.61)





∫

Σn+1/2

I+1/2, j

(
W ν̃t + f(W ) ν̃x + g(W ) ν̃y

)
(x, t) dγ =

= ∆t
[(

Φ • ν
)n+1/2

I+1/2, j
−
(
sn+1/2

j
• νn+1/2

j

)
Wn+1/2

I+1/2, j

]

(3.62)

∫

Σn+1/2

I−1/2, j

(
W ν̃t + f(W ) ν̃x + g(W ) ν̃y

)
(x, t) dγ = −∆t

(
Φ • ν

)n+1/2

I−1/2, j

(3.63)





∫

Σn+1/2

I, j+1/2

(
W ν̃t + f(W ) ν̃x + g(W ) ν̃y

)
(x, t) dγ =

= ∆t
[(

Φ • ν
)n+1/2

I, j+1/2
− 1

2

(
sn+1/2

j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

)
Wn+1/2

I, j+1/2

]

(3.64)





∫

Σn+1/2

I, j−1/2

(
W ν̃t + f(W ) ν̃x + g(W ) ν̃y

)
(x, t) dγ =

= ∆t
[
−
(
Φ • ν

)n+1/2

I, j−1/2
+

1

2

(
sn+1/2

j−1/2
• νn+1/2

j−1/2

)
Wn+1/2

I, j−1/2

]
.

Preuve de la proposition 3.3.

• Nous montrons d’abord la relation (3.61) en détail. Nous avons :∫

Σn+1/2

I+1/2, j

(
W ν̃t + f(W ) ν̃x + g(W ) ν̃y

)
(x, t) dγ =

= −∆tWn+1/2

I+1/2, j

(
sn+1/2

j
• νn+1/2

j

)
+ ∆t

[
f

(
Wn+1/2

I+1/2, j

)
νn+1/2, x

j
+
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+ g

(
Wn+1/2

I+1/2, j

)
νn+1/2, y

j

]
compte tenu de (3.26)

= ∆t
[(

Φ • ν
)n+1/2

I+1/2, j
−
(
sn+1/2

j
• νn+1/2

j

)
Wn+1/2

I+1/2, j

]

compte tenu de (3.43) et (3.44), ce qui montre la première identité.

• Les autres relations résultent du calcul des intégrales des normales extérieures
(relations (3.27) à (3.29)) mené à la proposition 3.2 et de l’orientation relative de
la normale extérieure ν̃ au volume mobile V n+1/2

I, j
d’une part et des normales

ν
i+1/2, j

et ν
i, j+1/2

qui courent le long des lignes de maillage d’autre part.

Remarque 3.1
• Dans le cas de la maille mobile K

I, j
, c’est-à-dire du volume dans l’espace-

temps V n+1/2
I, j

, l’équation de bilan (3.50) prend la forme suivante,

compte-tenu de la définition (3.48), du calcul (3.59) et des relations (3.61) à
(3.64) que nous venons d’établir :

(3.65)





1

∆t

(
Kn+1

I, j
Wn+1

I, j
− Kn

I, j
Wn

I, j

)
+

+
[(

Φ • ν
)n+1/2

I+1/2, j
−
(
sn+1/2

j
• νn+1/2

j

)
Wn+1/2

I+1/2, j

]

−
(
Φ • ν

)n+1/2

I−1/2, j

+
[(

Φ • ν
)n+1/2

I, j+1/2
− 1

2

(
sn+1/2

j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

)
Wn+1/2

I, j+1/2

]

−
[(

Φ • ν
)n+1/2

I, j−1/2
− 1

2

(
sn+1/2

j−1/2
• νn+1/2

j−1/2

)
Wn+1/2

I, j−1/2

]
= 0 .

• Lorsque le volume K
I, j

(t) est une perturbation d’un volume K
I, j

de

référence, c’est-à-dire lorsque les points mobiles M
I+1/2, j+1/2

(t) restent voisins

de sommets fixes M
I+1/2, j+1/2

, la définition
(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
du flux limite de

paroi mobile consiste à rendre identiques les relations (3.65) et (3.60) avec

i = I . Ceci est possible car l’expression
[
φ • ν − (s • ν)W

]n+1/2

I+1/2, j
ne fait inter-

venir qu’une pression paroi pn+1/2

I+1/2, j
facilement calculable, comme le montre la

proposition suivante.
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Proposition 3.4 Flux sur la paroi mobile et pression paroi.
On se place dans les mêmes hypothèses que pour la proposition précédente :
le schéma numérique de volumes finis est associé à un calcul préalable d’états
aux interfaces de la forme Wn+1/2

i+1/2, j
et Wn+1/2

i,j+1/2
. Si l’état Wn+1/2

I+1/2, j
sur la paroi

mobile Σn+1/2

I+1/2, j
satisfait la condition limite (3.47) de non pénétration à la paroi

et admet une pression notée pn+1/2

I+1/2, j
, alors le flux

(
Φ • ν

)n+1/2

I+1/2, j
sur la paroi

mobile est calculé par l’expression suivante :

(3.66)





(
Φ • ν

)n+1/2

I+1/2, j
=
(
sn+1/2

j
• νn+1/2

j

)
Wn+1/2

I+1/2, j
+

+

(
0 , pn+1/2

I+1/2, j
νn+1/2

j
, pn+1/2

I+1/2, j

(
sn+1/2

j
• νn+1/2

j

))t
.

Preuve de la proposition 3.4.

• Le flux normal à la paroi, compte-tenu de (3.40), (3.41) et (3.44) s’écrit :

Φ • ν =




ρũ • ν
(ρũ • ν)u + p νx

(ρũ • ν) v + p νy

(ρũ • ν)E + p (ũ • ν)




= (ũ • ν)




ρ
ρu
ρ v
ρE


 +




0
p ν

p (ũ • ν)




=
(
sn+1/2

j
• νn+1/2

j

)
Wn+1/2

I+1/2, j
+




0
pn+1/2

I+1/2, j
νn+1/2
j

pn+1/2

I+1/2, j

(
sn+1/2
j

• νn+1/2
j

)




compte-tenu de la relation (3.47), ce qui établit complètement la relation (3.66)
et la proposition.

Proposition et définition 3.5 Flux limite de paroi mobile.
Sous les mêmes hypothèses que pour les propositions précédentes, on définit par(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
l’expression algébrique qui permet de remplacer l’éécriture de la

loi de bilan (3.65) sur maillage mobile par une expression algébrique de type
(3.60) relative à un maillage fixe :
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(3.67)





1

∆t

(
Wn+1

I, j
− Wn

I, j

)
+

+
1

K
I, j

[(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
−
(
Φ • ν

)n+1/2

I−1/2, j
+

+
(
Φ • ν

)n+1/2

I, j+1/2
−
(
Φ • ν

)n+1/2

I, j−1/2

]
= 0 ,

i = I , j ∈ ZZ .

Le flux limite de paroi mobile
(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
est donc défini par l’expression

suivante :

(3.68)





(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
=

K
I, j

Kn+1

I, j

{


0
pn+1/2

I+1/2, j
νn+1/2
j

pn+1/2

I+1/2, j

(
sn+1/2
j

• νn+1/2
j

)


 +

+
Kn+1

I, j

∆t

(
1 −

Kn

I, j

Kn+1

I, j

)
Wn+1/2

I+1/2, j
+

+

( Kn+1

I, j

K
I, j

− 1

)(
Φ • ν

)n+1/2

I−1/2, j

+

[((
Φ • ν

)
− 1

2

(
s • ν

)
W

)n+1/2

I, j+1/2

−
Kn+1

I, j

K
I, j

(
Φ • ν

)n+1/2

I, j+1/2

]

−
[((

Φ • ν
)
− 1

2

(
s • ν

)
W

)n+1/2

I, j−1/2

−
Kn+1

I, j

K
I, j

(
Φ • ν

)n+1/2

I, j−1/2

]}
.

Remarque 3.2
• On veillera à ne pas confondre d’une part l’expression (3.66) qui repré-
sente le flux sur la paroi mobile et d’autre part l’expression (3.68), nommée ici
flux limite de paroi mobile. Cette confusion possible consiste à ne pas écrire
la loi de conservation (3.65) qui représente le bilan physique dans le domaine
mobile V n+1/2

I, j
mais le schéma usuel (3.60), non valable en toute rigueur dans

cette région d’espace-temps si on ne modifie convenablement le flux sur la paroi
mobile. Une difficulté vient du fait que ces deux objets portent a priori le même

nom
(
Φ • ν

)n+1/2

I+1/2, j
. Rappelons que le flux limite de paroi mobile

(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j

tel que défini ici est simplement un artifice algébrique pour donner à la loi de
conservation en domaine mobile les apparences d’un bilan en maillage fixe [Du98].
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Preuve de la proposition 3.5.

• On explicite le flux limite de paroi mobile
(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
en le tirant de la

relation (3.67) ; il vient :

(3.69)





(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
= −

K
I, j

∆t

(
Wn+1

I, j
− Wn

I, j

)
+
(
Φ • ν

)n+1/2

I−1/2, j

−
(
Φ • ν

)n+1/2

I, j+1/2
+
(
Φ • ν

)n+1/2

I, j−1/2

puis on remplace l’état Wn+1
I, j

par sa valeur tirée de l’expression (3.65), c’est-à-

dire, compte-tenu de la relation (3.66) :

(3.70)





Wn+1

I, j
=

Kn

I, j

Kn+1

I, j

Wn

I, j
+

∆t

Kn+1

I, j

{
−




0
pn+1/2

I+1/2, j
νn+1/2
j

pn+1/2

I+1/2, j

(
sn+1/2
j

• νn+1/2
j




+
(
Φ • ν

)n+1/2

I−1/2, j
−
[(

Φ • ν
)
− 1

2
(s • ν)W

]n+1/2

I, j+1/2

+
[(

Φ • ν
)
− 1

2
(s • ν)W

]n+1/2

I, j+1/2

}
.

On reporte l’expression (3.70) au sein de la relation (3.69). Il vient :




(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
=

K
I, j

∆t

(
1 −

Kn

I, j

Kn+1

I, j

)
Wn

I, j
+

+
K

I, j

Kn+1

I, j




0
pn+1/2

I+1/2, j
νn+1/2
j

pn+1/2

I+1/2, j

(
sn+1/2
j

• νn+1/2
j

)


 +

+

(
1 −

K
I, j

Kn+1

I, j

)(
Φ • ν

)n+1/2

I−1/2, j

+
K

I, j

Kn+1

I, j

[(
Φ • ν

)
− 1

2
(s • ν)W

]n+1/2

I, j+1/2

−
(
Φ • ν

)n+1/2

I, j+1/2

−
K

I, j

Kn+1

I, j

[(
Φ • ν

)
− 1

2
(s • ν)W

]n+1/2

I, j−1/2

+
(
Φ • ν

)n+1/2

I, j−1/2
.

Cette relation est, à la présentation algébrique près, identique à la relation (3.68),
ce qui montre la proposition 3.5.
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4) Développements algébriques

• 4.1 • Introduction

• La relation (3.68) définit le flux limite de paroi mobile et permet un calcul
a priori exact du bilan de masse, d’impulsion et d’énergie dans une maille K

I, j

(j ∈ ZZ) variable dans le temps par l’intermédiaire de ses sommets M
I+1/2, j+1/2

(j ∈ ZZ), tout en n’utilisant près de la paroi mobile que le schéma (3.67) valable a
priori au point courant seulement. Nous détaillons dans ce qui suit l’expression
algébrique de diverses grandeurs en vue du développement limité de l’expression
(3.68), sous les hypothèses de points M

I+1/2, j+1/2
lentement variables au cours

du temps c’est à dire dont la vitesse sn+1/2

j+1/2
est petite devant la vitesse locale

du son.

(4.1) sn+1/2

j+1/2
<< c

I, j
, c

I, j+1
, j ∈ ZZ

et tels que l’élongation δn

j+1/2
définie par

(4.2) Mn

I+1/2, j+1/2
= M

I+1/2, j+1/2
+ δn

j+1/2
, j ∈ ZZ

reste petite devant les distances typiques au sein de la maille K
I, j

(j ∈ ZZ) :

(4.3) δn

j+1/2
<< δ+

I, j
, δ−

I, j
, δ+

I, j+1
, δ−

I, j+1
, j ∈ ZZ .

• Nous devons donc évaluer en fonction de ces deux (!) infiniment pe-
tits le volume K

I, j
de la maille à la paroi au temps n∆t , la normale spa-

tiale νn+1/2
j

le long de la paroi mobile et la normale spatiale νn+1/2

I, j+1/2
le long

de la facette transversale d’indice (I, j + 1/2) ; ces données sont utiles pour
développer ensuite les champs physiques tels que la pression paroi pn+1/2

I+1/2, j
, le

flux numérique
(
Φ • ν

)n+1/2

I, j+1/2
le long des faces transversales Σn+1/2

I, j+1/2
et le flux

dynamique
[(

Φ • ν
)
− s • ν

2
W
]n+1/2

I, j+1/2
le long de ces mêmes faces. Nous détaillons

dans la suite le calcul de chacun de ces termes au premier ordre de précision par
rapport à sn+1/2

j+1/2
et δn+1/2

l+1/2
avant de les regrouper pour expliciter une expression

approchée du flux limite de paroi mobile
(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
(relation (3.68)).
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• 4.2 • Volume mobile

Proposition 4.1
Développement limité du volume de la maille mobile.

Le volume K
I, j

de la maille mobile K
I, j

à l’instant n∆t est développé au

premier ordre par l’expression suivante :

(4.4) Kn

I, j
= K

I, j
+

1

2

(
δ+
I, j

× δn

j+1/2
− δ−

I, j
× δn

j−1/2

)
+ (ordre ≥ 2)

où δ+
I, j

et δ−
I, j

ont été définis aux relations (3.16) et (3.17), δn

j+1/2
à la relation

(4.2) et le produit vectoriel de deux vecteurs de IR2 énoncé en (3.15).

• Remarque 4.1

• Compte tenu du calcul (4.4), on établit que le terme
1

∆t

(
1− Kn

I, j
/ Kn+1

I, j

)

en facteur devant Wn
I, j

dans la relation (3.68) est donné par le développement

qui suit :

(4.5)
1

∆t

(
1−

Kn

I, j

Kn+1

I, j

)
=

1

2 K
I, j

[
δ+
I, j

× sn+1/2

j+1/2
− δ−

I, j
× sn+1/2

j−1/2

]
+ ordre ≥ 2 .

Preuve de la proposition 4.1 et de la remarque 4.1.

• On part de l’expression (3.18) (proposition 3.1) qui permet le calcul du
volume K

I, j
et on remplace les bras δ+

I, j
et δ−

I, j
par leur valeur à l’instant

courant. Il vient :

Kn

I, j
=

1

2

(
Mn

I+1/2, j−1/2
− M

I−1/2, j+1/2

)
×
(
Mn

I+1/2, j+1/2
− M

I−1/2, j−1/2

)

=
1

2

(
δn

j−1/2
+ δ+

I, j

)
×
(
δn

j+1/2
+ δ−

I, j

)

= K
I, j

+
1

2

(
δ+
I, j

× δn

j+1/2

)
−
(
δ−
I, j

× δn

j−1/2

)
+

1

2
δn

j−1/2
× δn

j+1/2

ce qui montre la relation (4.4) compte tenu de l’hypothèse (4.3).

• La relation (4.5) s’établit de façon analogue ; on a :

Kn

I, j

Kn+1

I, j

=

1 + 1
2 K

I, j

(
δ+
I, j

× δn

j+1/2
− δ−

I, j
× δn

j−1/2

)
+ ordre ≥ 2

1 + 1
2 K

I, j

(
δ+
I, j

× δn+1
j+1/2

− δ−
I, j

× δn+1
j−1/2

)
+ ordre ≥ 2

= 1 +
1

2 K
I, j

[
δ+
I, j

×
(
δn

j+1/2
− δn+1

j+1/2

)
− δ−

I, j
×
(
δn

j−1/2
− δn+1

j−1/2

)]
+ ordre ≥ 2
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= 1 − ∆t

2 K
I, j

[
δ+
I, j

× sn+1/2

j+1/2
− δ−

I, j
× sn+1/2

j−1/2

]
+ ordre ≥ 2

et cette relation démontre le développement (4.5).

Proposition 4.2 Vecteur normal le long de la face transversale.
La normale νn+1/2

j+1/2
le long de la face transversale Σn+1/2

j+1/2
a par définition un

module égal à la longueur Σn+1/2

j+1/2
de cette face. Son expression algébrique est

donnée par les relations suivantes :

(4.6) δn+1/2

j+1/2
=

1

2

(
δn

j+1/2
+ δn+1

j+1/2

)

(4.7) νn+1/2

j+1/2
= ν

I, j+1/2
+
(
k × δn+1/2

j+1/2

)
,

où k est le vecteur de IR3 qui pointe normalement au plan du domaine Ω(
k = (0, 0, 1)t

)
et × désigne le produit vectoriel habituel.

Preuve de la proposition 4.2.

• On part de la relation (3.14) qui prend ici la forme :

νn

I, j+1/2
=

(
−
(
yn

I+1/2, j+1/2
−y

I−1/2, j+1/2

)
,
(
xn

I+1/2, j+1/2
−x

I−1/2, j+1/2

))t

= ν
I, j+1/2

+
(
−δn

j+1/2, y
, δn

j+1/2, x

)t

= ν
I, j+1/2

+
(
k × δn

j+1/2

)

et la fin résulte de la relation (3.24) qui permet de faire la demi-somme entre les
instants tn et tn+1.

Proposition 4.3 Vecteur normal le long de la paroi mobile.
La normale νn+1/2

j
le long de la face de paroi mobile Σn+1/2

j
a par définition

un module égal à la longueur Σn+1/2

j
de cette face. Son développement est

calculé grâce aux relations suivantes :

(4.8) ǫn+1/2

j
= δn+1/2

j+1/2
− δn+1/2

j−1/2
, j ∈ ZZ , n ≥ 0

(4.9) νn+1/2

j
= ν

I+1/2, j
+
(
ǫn+1/2

j
× k
)
, j ∈ ZZ , n ≥ 0

avec les mêmes notations que pour la proposition précédente. Si on introduit la
normale unitaire fixe ou mobile avec le symbole “tilda”, c’est à dire
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(4.10) ν̃ =
ν

| ν | , ν = ν
I+1/2, j

ou ν = νn+1/2
j

,

on a alors à l’ordre 1 de précision :

(4.11) ν̃ n+1/2

j
=

(
1−

ν
I+1/2, j

ν
I+1/2, j

2
× ǫn+1/2

j

)
ν̃
I+1/2, j

+

( ǫn+1/2
j

ν
I+1/2, j

× k

)

comme illustré Figure 13.

M
I+1/2, j+1/2

n+1/2

M
I+1/2, j−1/2

n+1/2
M

I+1/2, j−1/2

M
I+1/2, j+1/2

I+1/2, j

j

n+1/2

ν

j
n+1/2ε

ν

Figure 13 L’écart sur les normales unitaires dans le mouvement des points
de la paroi contient un terme colinéaire à la normale unitaire et un second

terme orthogonal à la différence ǫ
n+1/2
j des perturbations entre

les deux points de la facette Σ
I, j+1/2

(relation (4.11)).

Preuve de la proposition 4.3.

• De même qu’à la proposition précédente, la relation (3.12) prend ici la forme :

νn+1/2

I+1/2, j
=
(
yn+1/2

I+1/2, j+1/2
− yn+1/2

I+1/2, j−1/2
, −xn+1/2

I+1/2, j+1/2
+ xn+1/2

I+1/2, j−1/2

)t

= ν
I+1/2, j

+
(
δn+1/2

j+1/2, y
− δn+1/2

j−1/2, y
, −δn+1/2

j+1/2, x
+ δn+1/2

j−1/2, x

)t

= ν
I+1/2, j

+
(
ǫn+1/2

j, y
, −ǫn+1/2

j, x

)t

= ν
I+1/2, j

+
(
ǫn+1/2

j
× k
)
,

ce qui établit la relation (4.9).

• Le calcul de la normale unitaire demande d’évaluer au préalable le module
de l’expression (4.9). On a :

νn+1/2

j

2
= ν

I+1/2, j
2 + 2

(
ν
I+1/2, j

× ǫn+1/2

j

)
+ (ordre ≥ 2)
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donc

1

νn+1/2

j

=
1

ν
I+1/2, j

(
1 −

ν
I+1/2, j

ν
I+1/2, j

2
× ǫn+1/2

j

)
+ (ordre ≥ 2)

et la relation (4.11) résulte du produit de cette dernière relation par l’expression
(4.9).

• 4.3 • Décomposition de flux

• L’évaluation de la pression paroi pn+1/2

I+1/2, j
demande d’entrer dans le

détail de la méthode numérique “Muscl” [vL79]. Rappelons qu’à partir des

états
{
Wn

k, l
, k ≤ I , l ∈ ZZ

}
, la méthode Muscl propose de calculer des états

extrapolés au bord des différentes faces ; nous notons Wn

i, j+1/2, −
et Wn

i, j+1/2, +

les deux états de part et d’autre de la face Σ
i, j+1/2

alors que Wn

i+1/2, j,−
et

Wn

i+1/2, j, +
désignent les deux états de part et d’autre de la face Σ

i+1/2, j
; nous

renvoyons à la figure 14 pour une illustration de ce point. Les flux
(
Φ • ν

)n+1/2

i, j+1/2

et
(
Φ • ν

)n+1/2

i+1/2, j
sont calculés en utilisant une résolution approchée du problème

de Riemann entre les états Wn

i, j+1/2,−
et Wn

i, j+1/2, +
le long de la normale

νn+1/2

i, j+1/2
d’une part, entre les états Wn

i+1/2, j,−
et Wn

i+1/2, j, +
le long de la nor-

male νn+1/2

i+1/2, j
d’autre part. Comme pour la relation (2.24), nous avons donc :

(4.12)
(
Φ • ν

)n+1/2

i, j+1/2
= Ψ

(
Wn

i, j+1/2,−
, νn+1/2

i, j+1/2
, Wn

i, j+1/2, +

)

(4.13)
(
Φ • ν

)n+1/2

i+1/2, j
= Ψ

(
Wn

i+1/2, j,−
, νn+1/2

i+1/2, j
, Wn

i+1/2, j, +

)

et le choix du flux splitting de van Leer pour évaluer la fonction Ψ
(
Wg , ν , Wd

)

est explicité dans le sous-paragraphe suivant.
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i+1/2, j
Σ

i+1/2, j+1/2
M

i+1/2, j−1/2
M

i−1/2, j−1/2
M

i−1/2, j+1/2
M

i, j+1/2
ν

i, j+1/2, +
W

n

i, j+1/2, −Wn
i, j+1/2

Σ

i−1/2, j, +W
n

W
n

i, j−1/2, +W
n

i, j−1/2, −W
n

i+1/2, j
ν

i+1/2, j, +
W

n

i−1/2, j, −

i+1/2, j, −
Wn

Figure 14 Ensemble des états extrapolés pour le calcul des flux
(Φ • ν)

i, j±1/2
et (Φ • ν)

i±1/2, j
autour du volume K

i, j
.

• Le calcul du flux de van Leer à deux dimensions d’espace (relations (4.12)
et (4.13)) prend la forme simple

(4.14) Ψ
(
Wg , ν , Wd

)
= Φ+(Wg ) • ν + Φ−(W

d
) • ν

et compte tenu de la définition (3.44), on a, pour

(4.15) W =

(
ρ , ρ u , ρ v , ρE ≡ ρ

(
e+

1

2
(u2 + v2)

))t

(4.16) Mν =
u νx + v νy

c | ν | , p = (γ − 1) ρ e , c2 =
γ p

ρ
,

la relation suivante

(4.17) Φ+(W ) • ν =

{
0 si Mν ≤ −1
Φ(W ) • ν si Mν ≥ 1 .

Lorsque Mν ≤ 1, l’extension bidimensionnelle des relations (2.28) à (2.30)
s’écrit :

(4.18) Φ+(W ) • ν = | ν |
(
f+
m (W, ν) , f+

x (W, ν) , f+
y (W, ν) , f+

e (W, ν)
)t

avec

(4.19) f+
m

(W, ν) = ρ c

(
Mν + 1

2

)2
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(4.20) f+
n (W, ν) = f+

m (W, ν)
(γ − 1) ũ • ν̃ + 2 c

γ

(4.21) f+
τ

(W, ν) = f+
m

(W, ν)
(
ũ • τ̃

)

(4.22) f+
e

(W, ν) = f+
m

(W, ν)

(
(γ − 1) ũ • ν̃ + 2 c

)2

2 (γ2 − 1)

(4.23)





ũ • ν̃ =
1J

| ν |
(
u νx + v νy

)
≡ u cos θ + v sin θ

ũ • τ̃ =
1J

| ν |
(
−u νy + v νx

)
≡ −u sin θ + v cos θ

(4.24) f+
x

(W, ν) = f+
n

(W, ν) cos θ − f+
τ

(W, ν) sin θ

(4.25) f+
y

(W, ν) = f+
n

(W, ν) sin θ + f+
τ

(W, ν) cos θ .

De même, le flux “négatif” Φ−(W ) • ν est une généralisation naturelle des rela-
tions (2.33) à (2.35). Il vient :

(4.26) Φ−(W ) • ν =





Φ(W ) • ν si Mν ≤ −1

| ν |
(
f−
m

(W, ν) , f−
x

(W, ν) , f−
y

(W, ν) , f−
e

(W, ν)
)t

si Mν ≤ 1

0 si Mν ≥ 1

avec, compte tenu de (4.23), les relations

(4.27) f−
m

(W, ν) = −ρ c
(
Mν − 1

2

)2

(4.28) f−
n

(W, ν) = f−
m

(W, ν)
(γ − 1) ũ • ν̃ − 2 c

γ

(4.29) f−
τ (W, ν) = f−

m (W, ν)
(
ũ • τ̃

)

(4.30) f−
e

(W, ν) = f−
m

(W, ν)

(
(γ − 1) ũ • ν̃ − 2 c

)2

2 (γ2 − 1)

(4.31) f−
x

(W, ν) = f−
n

(W, ν) cos θ − f−
τ

(W, ν) sin θ

(4.32) f−
y

(W, ν) = f−
n

(W, ν) sin θ + f−
τ

(W, ν) cos θ .

qui permettent de généraliser la relation (2.26) sous la forme

(4.33) Φ(W ) • ν = Φ+(W ) • ν + Φ−(W ) • ν , ∀W , ∀ ν .
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• 4.4 • Pression paroi.

• La pression à la paroi s’obtient par une approche analogue au cas
monodimensionnel ; on évalue d’abord la pression à vitesse nulle pn+1/2

⋆, j
(0),

avec une notation quasiment analogue à celle du cas monodimensionnel, puis on
la corrige avec d’une part l’effet dû à la vitesse de la paroi et d’autre part l’effet
dû à la variation du vecteur normal. La pression paroi à vitesse nulle se calcule
en utilisant dans le problème de Riemann relatif à la face Σ

I+1/2, j
la donnée à

gauche égale à Wn

i+1/2, j,−
et pour donnée à droite son état miroir :

(4.34) Wn

i+1/2, j, +
= µ

(
Wn

i+1/2, j,−

)

qui a même thermodynamique que l’état Wn

i+1/2, j,−
, même vitesse tangentielle

ũ
⋆, j

• τ̃ mais une vitesse normale ũ
⋆, j

• ν̃ opposée. Nous avons :

(4.35)





ρ
(
µ
(
Wn

i+1/2, j,−

))
= ρn

⋆, j
≡ ρ

(
Wn

i+1/2, j,−

)

ũ
(
µ
(
Wn

i+1/2, j,−

))
• ν̃ = −ũn

⋆, j
•

ν
I+1/2, j

ν
I+1/2, j

ũ
(
µ
(
Wn

i+1/2, j,−

))
• τ̃ = ũn

⋆, j
•

(
k ×

ν
I+1/2, j

ν
I+1/2, j

)
= ũn

⋆, j
• τ̃

(ρE)
(
µ
(
Wn

i+1/2, j,−

))
= (ρE)

(
Wn

i+1/2, j,−

)

de sorte que le flux décomposé entre Wn

i+1/2, j,−
et son miroir µ

(
Wn

i+1/2, j,−

)

est toujours de la forme

(4.36)
(
Φ • ν

)n+1/2

I+1/2, j
=
(
0 , pn+1/2

⋆, j
(0) ν

I+1/2, j
, 0
)t
, j ∈ ZZ , n ≥ 0

avec

(4.37) pn+1/2

⋆, j
(0) = 2 f+

m

(
Wn

i+1/2, j,−
, ν

I+1/2, j

) (γ − 1)
(
ũn
⋆, j

• ν̃
)

+ 2cn
⋆, j

γ

lorsque le nombre de Mach normal Mn
ν, ⋆, j

défini par les relations

(4.38) ν̃
I+1/2, j

=
ν
I+1/2, j

ν
I+1/2, j

(4.39) Mn

ν, ⋆, j
=

ũn
⋆, j

• ν̃
I+1/2, j

cn
⋆, j

est inférieur ou égal à 1 en module.
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Proposition 4.4 Pression paroi à vitesse nulle.
Lorsque l’élément de surface discrète Σ

I+1/2, j
est immobile dans sa position ini-

tiale (i.e. sn+1/2

j+1/2
= sn+1/2

j−1/2
= 0, δn

j+1/2
= δn

j−1/2
= 0), le flux

(
Φ • ν

)n+1/2

I+1/2, j

définit, grâce à la relation (4.36), une pression paroi pn+1/2
⋆, j

(0) qui se calcule

à partir du nombre de Mach normal Mn
ν, ⋆, j

, de la célérité du son cn
⋆, j

et de

la vitesse normale ũn
⋆, j

• ν̃ de l’état extrapolé Wn

i+1/2, j,−
près de la paroi, à

l’aide de la relation (4.37) lorsque Mn

ν, ⋆, j
≤ 1.

Preuve de la proposition 4.4.

• Elle a essentiellement été faite ci-dessus ; comme la vitesse normale ũn
⋆, j

• ν̃

change de signe, on a

f+
m

(
Wn

i+1/2, j,−

)
+ f−

m

(
µ
(
Wn

i+1/2, j,−

) )
= 0

donc les flux de masse et d’énergie totaux sont nuls compte tenu de la relation
(4.14). Le flux d’impulsion tangentiel global est nul également, compte tenu de
(4.21), (4.29), (4.35) et de la relation précédente. Le flux d’impulsion normal
de l’état miroir, compte tenu de (4.28) et (4.35) est exactement égal au flux
d’impulsion normal de l’état extrapolé Wn

i+1/2, j,−
, ce qu’exprime finalement la

relation (4.37), compte tenu de (4.20) et de la rotation d’angle θ (4.24)(4.25)
qui permet de le calculer. La proposition est établie.

Proposition 4.5 Calcul approché de la pression paroi.
La pression pn+1/2

I+1/2, j
présente dans la relation (3.68) qui définit le flux limite

de paroi mobile
(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
admet au premier ordre de précision par rapport

à la vitesse sn+1/2
j

de l’interface mobile et par rapport aux écarts δn+1/2

j−1/2
et

δn+1/2

j+1/2
le développement limité suivant :

(4.40)





pn+1/2

I+1/2, j
= pn+1/2

⋆, j
(0) − ρn

⋆, j
cn
⋆, j

(
sn+1/2

j
• ν̃n+1/2

j

)
+

+

[
3 (γ − 1)

(
ũn
⋆, j

• ν̃
)

+ (γ + 3) cn
⋆, j

] [
pn+1/2
⋆, j

(0)
]

[
(ũn

⋆, j
• ν̃) + cn

⋆, j

] [
(γ − 1)(ũn

⋆, j
• ν̃) + 2cn

⋆, j

] (
ũn

⋆, j
• δν̃n+1/2

j

)

+ (ordre ≥ 2)

où





Flux limite de paroi mobile

(4.41)





ũn

⋆, j
• δν̃n+1/2

j
= −

( ν
I+1/2, j

ν
I+1/2, j

2
× ǫn+1/2

j

)(
ũn

⋆, j
• ν̃

I+1/2, j

)

+

(
ũn

⋆, j
×

ǫn+1/2
j

ν
I+1/2, j

)
+ ordre ≥ 2 ,

pn+1/2
⋆, j

(0) est la pression paroi à vitesse nulle calculée à l’aide du schéma numé-

rique (4.37), ρn
⋆, j

la densité de l’état extrapolé Wn

i+1/2, j,−
, cn

⋆, j
la célérité du

son de ce même état, ũn
⋆, j

sa vitesse et ǫn+1/2
j

l’infiniment petit calculé à la

relation (4.8).

Preuve de la proposition 4.5.

• Comme pour le cas monodimensionnel, il faut évaluer la pression non à
vitesse nulle, mais sur le point de la 1-onde issue de Wn

i+1/2, j,−
et de vitesse

normale égale à sn+1/2
j

• ν̃n+1/2
j

. Le premier terme complémentaire est donc

dû à cet effet et l’analyse monodimensionnelle effectuée à la proposition 2.3 est
encore valable. Nous renvoyons le lecteur aux relations (2.54) et (2.55).

• Le terme suivant, dû à la géométrie, tient à la distorsion de la paroi liée
à l’ensemble du mouvement des points mobiles qui change la direction de la
normale. La pression à vitesse nulle est à prendre pour une normale déformée
νn+1/2
j

et on doit développer au premier ordre par rapport à δν̃n+1/2
j

(calculé

à l’expression (4.11)) une pression pn+1/2
⋆, j

(δν̃) donnée par :

(4.42) pn+1/2

⋆, j
(δν̃) = 2 f+

m

(
Wn

i+1/2, j,−
, ν̃n+1/2

j

) (γ − 1)
(
ũn
⋆, j

• ν̃n+1/2
j

)
+ 2cn

⋆, j

γ
.

Compte tenu des relations (4.19) et (4.23), on a :

δpn+1/2

⋆, j
=

[
2

2 f+
m

(ũ • ν̃) + c

(γ − 1)(ũ • ν̃) + 2c

γ
+ 2 f+

m

γ − 1

γ

]
δ
(
ũ • ν̃

)

= pn+1/2

⋆, j
(0)

[
2

(ũ • ν̃) + c
+

γ − 1

(γ − 1)(ũ • ν̃) + 2 c

] (
ũ • δν̃n+1/2

j

)

avec une notation quelque peu simplifiée pour ne pas allonger les expresions
algébri-ques. La relation (4.40) est donc établie.

• Il reste à préciser (4.41) ; compte tenu du développement (4.11), il vient :

ũ • δν̃ = −
( ν

| ν |2 × ǫ
)

(ũ • ν̃) +
(
ũ ,

ǫ

| ν | × k
)

+ ordre ≥ 2
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= −
( ν

| ν |2 × ǫ
)

(ũ • ν̃) +
(
ũ× ǫ

| ν |
)

+ ordre ≥ 2

et, aux notations près, la relation (4.41) est établie.

• 4.5 • Flux transversal.

• La relation (3.68) qui permet de définir le flux limite de paroi mobile

fait apparâıtre un flux transversal
(
Φ • ν

)n+1/2

I, j+1/2
qu’il convient de calculer ainsi

qu’une expression dynamique issue de ce flux, à savoir

(4.43) Ψ
(1

2
(s • ν)n+1/2

j+1/2

)
≡
(
Φ • ν

)n+1/2

I, j+1/2
− 1

2
(s • ν)n+1/2

j+1/2
Wn+1/2

I, j+1/2
.

Il faut préciser que dans l’expression (4.43), l’état Wn+1/2

I, j+1/2
est un état vivant

sur la direction d’espace-temps de vitesse normale égale à
1

2
(s • ν̃)n+1/2

j+1/2
dans

la résolution du problème de Riemann (voir la figure 15) et le flux
(
Φ • ν

)n+1/2

I, j+1/2

est à prendre le long de cette même direction d’espace-temps de vitesse normale
1

2
(s • ν)n+1/2

j+1/2
.

0
x

t

I, j+1/2, −W
I, j+1/2, +

W

W

s
I, j+1/2

n+1/2

I, j+1/2
n+1/2

ν
j+1/2

n+1/21
2

nn

Figure 15 Dans le problème de Riemann
entre les états fluides Wn

I, j+1/2, − et Wn

I, j+1/2, +
, il faut évaluer le flux (4.43)

au point de vitesse normale 1
2 (s•ν̃)n+1/2

j
.
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• La décomposition de flux de van Leer a les inconvénients de ses avan-
tages ; l’expression (4.14) qui permet le calcul approché de la solution du pro-
blème de Riemann est simple mais il est impossible, dans l’état actuel de nos
connaissances et malgré une tentative infructueuse menée lors de cette étude
(mai 1997), de proposer une décomposition “naturelle” de l’expression Ψ(s • ν)
de la relation (4.14) qui permettre de retrouver les relations (4.17) à (4.33)
lorsque s • ν = 0. Nous optons donc pour la modélisation numérique qui
suit, approche qui étend ce qui a été proposé plus haut pour le champ de pression.

• Nous nous plaçons d’abord à une dimension d’espace et supposons le
problème de Riemann entre Wg et W

d
résolu exactement grâce au schéma de

Godunov. Alors l’expression (4.43) a un développement qui s’exprime simple-
ment en fonction du flux numérique (à vitesse nulle), de la vitesse de mobilité
infiniment petite s et de l’état W (0) présent à l’interface lors de la résolution
exacte de ce problème autosemblable. La proposition qui suit précise ce point.

Proposition 4.6 Flux numérique à vitesse variable.
Soient Wg et W

d
deux états monodimensionnels (relation (2.5)), V

(
Wg , ξ ,

W
d

)
la solution entropique autosemblable du problème de Riemann entre Wg

et W
d
. Alors on a les deux résultats suivants : (i) le flux du schéma de Godunov

Ψ
(
Wg , Wd

)
est calculé simplement par la relation

(4.44) Ψ
(
Wg , Wd

)
= f

(
V
(
Wg , 0 , W

d
)
)

où f(•) est définie à la relation (2.8), (ii) pour ξ ∈ IR infiniment petit,
l’expression Ψ

(
Wg , ξ , Wd

)
définie comme en (4.43) par la relation

(4.45) Ψ
(
Wg , ξ , Wd

)
≡ f

(
V
(
Wg , ξ , Wd

)
)
− ξ V

(
Wg , ξ , Wd

)

admet le développement suivant :

(4.46) Ψ
(
Wg , ξ , Wd

)
= Ψ(Wg , Wd

) − ξ V
(
Wg , 0 , W

d
) + ordre

(
ξ2
)
.

Preuve de la proposition 4.6.

• Nous supposons le lecteur familier de la résolution du problème de Riemann
pour la dynamique des gaz et renvoyons dans le cas contraire à l’ouvrage de
Courant et Friedrichs [CF48]. La figure 16 illustre une configuration typique
pour le problème de Riemann : l’espace-temps (x, t) ∈ IR × [0, +∞[ est di-

visé en secteurs angulaires où la variable ξ =
x

t
permet de paramétrer l’état

V
(
Wg , ξ , Wd

)
solution entropique du problème de tube à choc. Dans ce cas

de figure, quatre valeurs de ξ sont critiques : la valeur ξ = λ
1
(Wg ) qui per-

met de “commencer” la 1-onde de détente, la valeur ξ = λ
1
(W ⋆

1
) du premier
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état intermédiaire qui termine cette 1-onde et débute la plage du premier état
intermédiaire, la valeur ξ = u⋆ où u⋆ est la valeur commune des vitesses de
W ⋆

1
et W ⋆

2
et enfin la valeur ξ = σ

3
de la célérité d’un 3-choc entre le second

état intermédiaire W ⋆
2

et l’état de droite W
d

de ce problème. Nous avons donc

(dans ce cas de figure au moins) :

(4.47) Ψ(Wg , ξ , Wd
) =





f(Wg ) − ξ Wg , ξ < λ
1
(Wg )

f
(
V (Wg , ξ , Wd

)
)
− ξ V (Wg , ξ , Wd

) ,
λ
1
(Wg ) < ξ < λ

1
(W ⋆

1
)

f(W ⋆

1
) − ξ W ⋆

1
, λ

1
(W ⋆

1
) < ξ < u⋆

f(W ⋆

2
) − ξ W ⋆

2
, u⋆ < ξ < σ

3

f(W
d
) − ξ W

d
, ξ > σ

3
.

3-choc

1-détente

0
x

t

λ (W )

Wg Wd

σ
3

W
2
*W

1
*

u*

1     g

λ (W )1     1
*

Figure 16 Solution typique du problème de Riemann.

• Dans la 1-onde de détente
(
λ
1
(Wg ) < ξ < λ

1
(W ⋆

1
)
)
, la fonction ξ 7−→

Ψ(Wg , ξ , Wd
) est dérivable et on a :

(4.48)
∂

∂ξ
Ψ(Wg , ξ , Wd

) = −V (Wg , ξ , Wd
) .

En effet, le long de cette onde de détente, l’état V (Wg , ξ , Wd
) vérifie :

(4.49)
[
df
(
V (Wg , ξ , Wd

)
)
− ξ

] ∂V
∂ξ

(Wg , ξ , Wd
) = 0

et la propriété (4.48) résulte d’une dérivation par rapport à ξ de la relation
(4.45) et de la relation (4.49). Si la 1-onde de détente contient le point d’origine
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ξ = 0, la relation (4.46) résulte alors du développement de Taylor à l’ordre 1 de
Ψ(Wg , ξ , Wd

) et de la relation (4.48).

• Pour un état constant V , l’expression (4.45) est une simple fonction affine
de ξ (c.f. (4.47)) et si c’est le cas autour de ξ = 0, alors le développement
(4.46) est en fait exact.

• Pour la 3-onde de choc (avec ξ = σ
3

) ou la 2-discontinuité de contact
(ξ = u⋆), on a deux états constants W

−
et W+ de part et d’autre de la

discontinuité et la relation de Rankine-Hugoniot s’exprime sous la forme

(4.50) f(W+) − f(,W
−

) = σ (W+ − W
−

)

qui entrâıne clairement la continuité de la fonction Ψ(Wg , • , W
d
) au voisinage

de ξ = σ :

(4.51) Ψ(Wg , ξ = σ − 0 , W
d
) = Ψ(Wg , ξ = σ + 0 , W

d
) .

Compte tenu de l’expression affine de Ψ(Wg , • , W
d
) au voisinage de ξ = σ :

(4.52) Ψ(Wg , ξ , Wd
) =

{
Ψ(Wg , σ , Wd

) − (ξ − σ)W
−
, ξ < σ

Ψ(Wg , σ , Wd
) − (ξ − σ)W+ , ξ > σ ,

nous concluons que le développement (4.46) est valable si σ = 0, à cette réserve
près que la dérivée de Ψ(Wg , • , W

d
) ayant un saut, l’état V (Wg , 0 , W

d
) dépend

du signe avec lequel ξ tend vers zéro. La propriété en résulte.

• La proposition 4.6 permet de calculer le flux de paroi transversal (4.43)
lorsqu’on utilise le schéma de Godunov. Le premier terme de la relation (4.46),

noté dans a suite
(
Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

)
correspond au flux classique lorsque la

vitesse est nulle (ce qui n’exclut pas une modification de la direction normale !)
et le second permet d’utiliser un état V n+1/2

I, j+1/2
présent à l’interface (de vitesse

nulle) dans le problème de Riemann, au lieu de l’état Wn+1/2

I, j+1/2
présent sur une

direction d’espace-temps de célérité non nulle. Nous avons donc :

(4.53)

{
Ψ
(1

2
(s • ν)n+1/2

j+1/2

)
=
(
Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

)
− 1

2
(s • ν)n+1/2

j+1/2
V n+1/2

I, j+1/2

+ (ordre ≥ 2) .

• Le développement limité se poursuit clairement : il faut d’une part
développer le premier terme, flux de van Leer qui approche le schéma de Go-
dunov lorsque la normale νn+1/2

j+1/2
est issue de la normale fixe ν

I, j+1/2
par la

relation (4.7). Ce calcul est possible car le flux de van Leer est une fonction
dérivable ; nous le présentons au paragraphe suivant. Il faut d’autre part évaluer
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le second terme de la relation (4.53) : comme sn+1/2
j

est un infiniment petit du

problème, on néglige au premier ordre la variation de la normale νn+1/2
j

. De

plus, l’état de vitesse nulle V n+1/2

I, j+1/2
dans le schéma de Godunov peut être obtenu

en prenant pour direction normale de ce problème de Riemann la direction fixe
ν
I, j+1/2

, négligeant une nouvelle fois la variation (4.7) de cette normale. Nous ef-

fectuons aussi l’approximation (modélisation numérique !) qui consiste à utiliser
la résolution approchée de Roe [Roe81] notée ici et plus loin V R, n

I, j+1/2
à la place

de la résolution exacte de Godunov entre les états Wn

I, j+1/2, −
et Wn

I, j+1/2, +

de part et d’autre de l’interface Σ
I, j+1/2

. Le flux transversal Ψ(s • ν), défini à

la relation (4.43) admet donc le développement suivant :

(4.54)

{
Ψ
(1

2
(s • ν)n+1/2

j+1/2

)
=
(
Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

)
− 1

2
(s • ν)n+1/2

j+1/2
V R, n

I, j+1/2

+ (ordre ≥ 2) .

• Le paragraphe 4.6 est consacré au développement du premier terme
du membre de droite de la relation (4.54)

(
Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

)
pour prendre en

compte la variation (4.7) de la direction normale ; le paragraphe 4.7 explicite le
calcul de la moyenne de Roe V R, n

I, j+1/2
dans le cas bidimensionnel.

• 4.6 • Sensibilité du flux de van Leer à une variation
de la direction normale.

• Le flux numérique transversal
(
Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

)
est calculé selon

Bram van Leer ([vL79], [vL82]) avec le schéma (4.14), joint avec une extrap-
olation, c’est à dire :

(4.55)





Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2
= Φ+

(
Wn

I, j+1/2,−

)
• νn+1/2

j+1/2
+

+ Φ−
(
Wn

I, j+1/2, +

)
• νn+1/2

j+1/2
.

Dans la suite de ce paragraphe, nous explicitons la variation δΦ+ (respective-
ment δΦ− ) du flux numérique Φ+(W ) • ν (respectivement Φ−(W ) • ν) dans
une variation δν = k × δn+1/2

j+1/2
de la direction normale (relation (4.7)), afin de

développer le flux (4.55) lorsque la position du sommet frontière M
I+1/2, j+1/2

varie de δn+1/2

j+1/2
au cours du temps.
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• Nous commençons par évaluer la variation δν̃ de la normale unitaire
lorsque la normale non unitaire ν de mesure égale à celle de la facette Σ

I, j+1/2

varie de δν.

Proposition 4.7 Variation de la normale unitaire.
Lorsque la normale ν varie de δν, la normale unitaire ν̃ définie par

(4.56) ν̃ =
ν

| ν |
varie de δν̃, avec

(4.57) δν̃ =
1

| ν | δν − 1

| ν |3 (ν, δν) ν .

Dans le cas de la relation (4.7) où δν s’écrit δνn+1/2

j+1/2
= k × δn+1/2

j+1/2
, on a

simplement

(4.58) δν̃n+1/2

j+1/2
=

(
ν
I, j+1/2

• δn+1/2

j+1/2

)

| ν |3 (k × ν
I, j+1/2

) .

Preuve de la proposition 4.7.

• La relation (4.57) est une simple dérivation de (4.56), compte tenu de la
définition de la norme | ν | en fonction du produit scalaire (ν, ν). Lorsque
δν = k × δn+1/2

j+1/2
, on a alors

δν̃ =
1

| ν |3
[
(ν2

x + ν2
y)

(
−δy
δx

)
− (−νx δy + νy δx)

(
νx

νy

)]

=
1

| ν |3
(
−ν2

y δy − νx νy δx
ν2

x δx + νx νy δy

)

=

(
ν • δn+1/2

j+1/2

)

| ν |3
(
−νy

νx

)

ce qui montre la relation (4.58).

Proposition 4.8 Sensibilité de la contribution positive du flux.
Soit W un état (relation (4.15)) pour la résolution des équations d’Euler de
la dynamique des gaz, ν une direction normale de l’espace et ν̃ = ν / | ν |
la direction unitaire associée. On suppose que le nombre de Mach normal Mν

défini à la relation (4.16) est plus petit que 1 en module :

(4.59) Mν ≡ ũ • ν̃

c
≤ 1 .
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Alors le flux Φ+(W ) • ν, défini aux relations (4.18) à (4.25) admet le dévelop-
pement suivant :

(4.60) δ
(
Φ+(W ) • ν

)
=
(
δΦ+

m
, δΦ+

x
, δΦ+

y
, δΦ+

e

)t

avec

(4.61) δΦ+
m =

2

1 +Mν

f+
m (W, ν)

ν̃ × ũ

c | ν | (ν̃ • δ)

(4.62)





δΦ+
x

=

[(
v − 1

γ
(ũ • τ̃) ν̃x

)
f+
m

(W, ν)+

+
2

1 +Mν

(ũ • τ̃)

c
f+
x

(W, ν) − f+
y

(W, ν)

]
(ν̃ • δ)

| ν |

(4.63)





δΦ+
y

=

[
−
(
u+

1

γ
(ũ • τ̃) ν̃y

)
f+
m

(W, ν)+

+ f+
x

(W, ν) +
2

1 +Mν

(ũ • τ̃)

c
f+
y

(W, ν)

]
(ν̃ • δ)

| ν |

(4.64) δΦ+
e =

[
γ

γ + 1
f+
n (W, ν) +

2

(ũ • ν̃) + c
f+
e (W, ν)

]
(ũ • τ̃)

(ν̃ • δ)

| ν |
lorsque, toutes choses égales par ailleurs, la normale ν subit une variation δν
donnée par

(4.65) δν = k × δ .

Preuve de la proposition 4.8.

• Compte tenu de la relation (4.58) et de la forme algébrique particulière des
flux f+

m
(W, ν), f+

x
(W, ν), f+

y
(W, ν) et f+

e
(W, ν) à dériver (relations (4.19) à

(4.25)), on commence par dériver le nombre de Mach normal. On a :

δMν =
1

c
δ
(
ũ • ν̃

)
=

1

c
ũ • δν̃

=
1

c | ν |3 (ν • δ)
(
ũ • (k × ν)

)
compte tenu de (4.58)

=
ν × ũ

c | ν |3 (ν • δ) =
ν̃ × ũ

c | ν | (ν̃ • δ)

(4.66) δMν =
1

c | ν | (ν̃ × ũ) (ν̃ • δ) =
1

c | ν | (ũ • τ̃) (ν̃ • δ) .

• Il suffit ensuite de dériver l’expression (4.19) par rapport au nombre de Mach
normal :
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δΦ+
m = 2 ρ c

(1 +Mν )

4
δMν = 2 f+

m (W, ν)
δMν

1 +Mν

ce qui montre la relation (4.61).

• On dérive ensuite le flux d’impulsion normal f+
n

(W, ν) calculé à la relation
(4.20) ; il vient

δf+
n (W, ν) = δΦ+

m

(γ − 1) (ũ • ν̃) + 2 c

γ
+ f+

m (W, ν)
γ − 1

γ
δ
(
ũ • ν̃

)

=

[
2

1 +Mν

f+
m

(W, ν)
(γ − 1) (ũ • ν̃) + 2 c

γ
+ f+

m
(W, ν)

γ − 1

γ
c

]
δMν

(4.67) δf+
n

(W, ν) =

[
2

1 +Mν

f+
n

(W, ν) +
γ − 1

γ
c f+

m
(W, ν)

]
δMν

(4.68) δf+
n

(W, ν) =
1

γ (1 +Mν )

[
3 (γ−1) (ũ • ν̃) + (γ+3) c

]
f+
m

(W, ν) δMν .

• Il est également utile de mâıtriser la dérivée de la vitesse tangentielle ũ • τ̃ =
ν̃ × ũ :

δ
(
ν̃ × ũ

)
=
(
δν̃
)
× ũ =

ν • δ

| ν |3 (k × ν) × ũ = − ν • δ

| ν |3
(
ũ • ν

)

(4.69) δ
(
ũ • τ̃

)
= δ

(
ν̃ × ũ

)
= − ν̃ • δ

| ν |
(
ũ • ν̃

)
.

La dérivée du flux d’impulsion tangentiel (relation (4.21)) est donc simple :

δf+
τ (W, ν) = δΦ+

m

(
ũ • τ̃

)
+ f+

m (W, ν) δ
(
ũ • τ̃

)

= f+
m

(W, ν)
[2
(
ũ • τ̃

)

1 +Mν

δMν − ũ • ν̃

| ν |
(
ν̃ • δ

)]

(4.70) δf+
τ

(W, ν) =
2

1 +Mν

f+
τ

(W, ν) δMν − f+
m

(W, ν)
ũ • ν̃

| ν |
(
ν̃ • δ

)
.

• On combine ensuite les relations (4.67) et (4.70) pour dériver, à l’aide de
(4.25) et (4.26), les deux composantes cartésiennes du flux d’impulsion. Il vient :

δΦ+
x

= δ
(
f+
n

(W, ν) ν̃x − f+
τ

(W, ν) ν̃y
)

=
(
δf+

n (W, ν)
)
ν̃x + f+

n (W, ν)
(
δν̃x
)
−
(
δf+

τ (W, ν)
)
ν̃y − f+

τ (W, ν)
(
δν̃y
)
.

Compte tenu de (4.58), on a

(4.71) δν̃x = − ν̃ • δ

| ν | ν̃y ; δν̃y =
ν̃ • δ

| ν | ν̃x
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et le calcul se déroule, suite à (4.61), (4.67), (4.70), (4.71), (4.23), (4.24) et
(4.25) :

δΦ+
x

=
[ 2

1 +Mν

f+
n

(W, ν) +
γ − 1

γ
c f+

m
(W, ν)

]
δMν cos θ

+ f+
n

(W, ν)
(
− ν̃ • δ

| ν | sin θ
)

− f+
τ

(W, ν)
( ν̃ • δ

| ν | cos θ
)

−
[ 2

1 +Mν

f+
τ

(W, ν) δMν − f+
m

(W, ν)
ũ • ν̃

| ν |
(
ν̃ • δ

) ]
sin θ

=
2

1 +Mν

f+
x

(W, ν) δMν − f+
y

(W, ν)
ν̃ • δ

| ν |

+ f+
m

(W, ν)
ν̃ • δ

| ν |
(γ − 1

γ

(
ũ • τ̃

)
cos θ +

(
ũ • ν̃

)
sin θ

)

=
ν̃ • δ

| ν |

[
2

1 +Mν

f+
x

(W, ν)
ũ • τ̃

c
− f+

y
(W, ν) + f+

m
(W, ν)

(
v− ũ • τ̃

γ
ν̃x

)]

ce qui établit la relation (4.62). On procède de même pour la seconde com-
posante :

δΦ+
y

= δ
(
f+
n

(W, ν) ν̃y + f+
τ

(W, ν) ν̃x
)

=
(
δf+

n
(W, ν)

)
ν̃y + f+

n
(W, ν)

(
δν̃y
)

+
(
δf+

τ
(W, ν)

)
ν̃x + f+

τ
(W, ν)

(
δν̃x
)
.

=
[ 2

1 +Mν

f+
n

(W, ν) +
γ − 1

γ
c f+

m
(W, ν)

]
δMν sin θ

+ f+
n

(W, ν)
( ν̃ • δ

| ν | cos θ
)

− f+
τ

(W, ν)
( ν̃ • δ

| ν | sin θ
)

+
[ 2

1 +Mν

f+
τ

(W, ν) δMν − f+
m

(W, ν)
ũ • ν̃

| ν |
(
ν̃ • δ

) ]
cos θ

=
2

1 +Mν

f+
y

(W, ν)
ũ • τ̃

c

ν̃ • δ

| ν | + f+
x

(W, ν)
ν̃ • δ

| ν |

+ f+
m

(W, ν)
ν̃ • δ

| ν |
(γ − 1

γ

(
ũ • τ̃

)
sin θ −

(
ũ • ν̃

)
cos θ

)

=
ν̃ • δ

| ν |

[
f+
x

(W, ν) +
2

1 +Mν

f+
y

(W, ν)
ũ • τ̃

c
− f+

m
(W, ν)

(
u+

ũ • τ̃

γ
sin θ

)]

et la relation (4.63) en découle.

• La dérivation du flux d’énergie positive est menée par dérivation de la rela-
tion (4.22). il vient :
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δΦ+
e

= δf+
m

(W, ν)

(
(γ − 1) ũ • ν̃ + 2c

)2

2 (γ2 − 1)
+

+ f+
m

(W, ν)
2 (γ − 1)

(
(γ − 1)ũ • ν̃ + 2c

)

2 (γ2 − 1)
δ
(
ũ • ν̃

)

=
2

1 +Mν

f+
e

(W, ν)
ũ • τ̃

c

ν̃ • δ

| ν | +
γ

γ + 1
f+
n

(W, ν)
(
ũ • τ̃

) ν̃ • δ

| ν |
et l’établissement de la relation (4.64) achève la preuve de la proposition 4.8.

Proposition 4.9 Sensibilité de la contribution négative du flux.
Sous les mêmes hypothèses qu’à la proposition 4.8, le flux Φ−(W ) • ν défini
aux relations (4.27) à (4.32) admet, lorsque la direction normale ν subit une
variation δν de la forme (4.65), c’est à dire δν = k × δ, le développement au
premier ordre suivant :

(4.72) δ
(
Φ−(W ) • ν

)
=
(
δΦ−

m
, δΦ−

x
, δΦ−

y
, δΦ−

e

)t

avec

(4.73) δΦ−
m =

2

Mν − 1
f−
m (W, ν)

ν̃ × ũ

c | ν | (ν̃ • δ)

(4.74)





δΦ−
x

=

[(
v − 1

γ
(ũ • τ̃) ν̃x

)
f−
m

(W, ν)+

+
2

Mν − 1

(ũ • τ̃)

c
f−
x

(W, ν) − f−
y

(W, ν)

]
(ν̃ • δ)

| ν |

(4.75)





δΦ−
y

=

[
−
(
u+

1

γ
(ũ • τ̃) ν̃y

)
f−
m

(W, ν)+

+ f−
x

(W, ν) +
2

Mν − 1

(ũ • τ̃)

c
f−
y

(W, ν)

]
(ν̃ • δ)

| ν |

(4.76) δΦ−
e

=

[
γ

γ + 1
f−
n

(W, ν) +
2

(ũ • ν̃) − c
f−
e

(W, ν)

]
(ũ • τ̃)

(ν̃ • δ)

| ν | .

Preuve de la proposition 4.9.

• On commence par dériver la relation (4.27) relative au flux de masse :

δΦ−
m = δ

[
−ρ c

(Mν − 1

2

)2
]

= (−ρ c) 1

4
2 (Mν − 1) δMν
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=
2

Mν − 1
f−
m

(W, ν) δMν

ce qui établit la relation (4.73).

• On dérive ensuite le flux d’impulsion normale (relation (4.28)) et le flux
d’impulsion tangentielle (relation (4.29)) ; on obtient :

δf−
n

(W, ν) = δΦ−
m

(γ − 1) ũ • ν̃ − 2c

γ
+
γ − 1

γ
f−
m

(W, ν) δ
(
ũ • ν̃

)

=
2

Mν − 1
f−
n

(W, ν) δMν +
γ − 1

γ
c f−

m
(W, ν) δMν

(4.77) δf−
n

(W, ν) =
[ 2

Mν − 1
f−
n

(W, ν) +
γ − 1

γ
c f−

m
(W, ν)

]
δMν

et

δf−
τ

(W, τ) = δΦ−
m

(
ũ • τ̃

)
+ f−

m
(W, ν) δ

(
ν̃ × ũ

)

(4.78) δf−
τ

(W, ν) =
2

Mν − 1
f−
τ

(W, ν) δMν − f−
m

(W, ν)
(
ũ • ν̃

) ν̃ • δ

| ν | .

• Jointes à (4.31), (4.32) et (4.71), on déduit des relations (4.77) et (4.78) la
dérivée des deux composantes cartésiennes du flux d’impulsion. Pour l’axe des
x,

δΦ−
x

= δf−
n

(W, ν) cos θ − f−
n

(W, ν)
ν̃ • δ

| ν | sin θ

− δf−
τ

(W, ν) sin θ − f−
τ

(W, ν)
ν̃ • δ

| ν | cos θ

=
[ 2

Mν − 1
f−
n (W, ν) +

γ − 1

γ
c f−

m (W, ν)
]
δMν cos θ − f−

y (W, ν)
ν̃ • δ

| ν |

−
[ 2

Mν − 1
f−
τ

(W, ν) δMν − f−
m

(W, ν)
(
ũ • ν̃

) ν̃ • δ

| ν |
]
sin θ

=
2

Mν − 1
f−
x

(W, ν) δMν − f−
y

(W, ν)
ν̃ • δ

| ν |

+f−
m (W, ν)

ν̃ • δ

| ν |
[(

1 − 1

γ

) (
ũ • τ̃

)
cos θ +

(
ũ • ν̃

)
sin θ

]

et la relation (4.74) s’en déduit. Pour l’axe des y,

δΦ−
y

= δf−
n

(W, ν) sin θ + f−
n

(W, ν)
ν̃ • δ

| ν | cos θ
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+ δf−
τ

(W, ν) cos θ − f−
τ

(W, ν)
ν̃ • δ

| ν | sin θ

=
[ 2

Mν − 1
f−
n

(W, ν) +
γ − 1

γ
c f−

m
(W, ν)

]
δMν sin θ + f−

x
(W, ν)

ν̃ • δ

| ν |

+
[ 2

Mν − 1
f−
τ

(W, ν) δMν − f−
m

(W, ν)
(
ũ • ν̃

) ν̃ • δ

| ν |
]
cos θ

=
2

Mν − 1
f−
y (W, ν) δMν + f−

x (W, ν)
ν̃ • δ

| ν |

+f−
m

(W, ν)
ν̃ • δ

| ν |
[(

1 − 1

γ

) (
ũ • τ̃

)
sin θ −

(
ũ • ν̃

)
cos θ

]

et la relation (4.75) est établie.

• La dérivation du flux d’énergie négative se mène sans difficulté ; on a :

δΦ−
e = δΦ−

m

(
(γ−1) (ũ • ν̃) − 2c

)2

2 (γ2 − 1)
+

+ f−
m

(W, ν)
2 (γ−1)

2 (γ2 − 1)

(
(γ−1) (ũ • ν̃) − 2c

)
c δMν

=
2

Mν − 1
f−
e (W, ν) δMν +

γc

γ + 1
f−
n (W, ν) δMν

et la relation (4.76) résulte alors simplement de (4.66), ce qui termine d’établir
la proposition 9.

• 4.7 • Moyenne de Roe bidimensionnelle.

• Le paragraphe 4.5 relatif à l’étude du flux transversal (4.3) nous a montré
qu’on peut le développer au second ordre sous la forme (4.53). Au paragraphe
4.6 qui vient de s’achever, nous avons explicité l’outillage technique qui permet
de développer le premier terme du membre de droite de la relation (4.53), c’est
à dire

(
Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

)
lorsque la normale νn+1/2

I, j+1/2
est une perturbation du

premier ordre de la normale “fixe” ν
I, j+1/2

donnée à l’aide de la relation (4.7).

Il convient maintenant de s’intéresser au second terme du membre de droite de
la relation (4.53), lequel se présente déjà sous la forme d’une perturbation du
premier ordre et peut donc être approchée par la relation (4.54). Le problème qui
reste à résoudre est de calculer la moyenne de Roe, notée V R, n

I, j+1/2
sur l’interface
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Σ
I, j+1/2

transverse à la paroi mobile, entre les états Wn

I, j+1/2,−
et Wn

I, j+1/2, +

de part et d’autre de cette interface (voir la figure 13 pour une explicitation de
la géométrie).

• Pour éviter des notations trop lourdes dans le corps de ce paragraphe,
nous cherchons donc à évaluer la moyenne de Roe entre deux états Wg (≡
Wn

I, j+1/2,−
ici) et W

d
(W

d
= Wn

I, j+1/2, +
dans notre cas de figure) séparés

par une interface de normale unitaire ν̃ ( ν̃ =
ν
I, j+1/2

| ν
I, j+1/2

| pour le calcul de

V R, n

I, j+1/2
). Nous posons donc :

(4.79) V R, n

I, j+1/2
= R

(
Wn

I, j+1/2,−
, ν̃

I, j+1/2
, Wn

I, j+1/2, +

)

et nous explicitons à la proposition suivante le calcul de la moyenne de Roe
bidimensionnelle R

(
Wg , ν̃ , Wd

)
entre deux états Wg et W

d
séparés par une

normale unitaire ν̃.

Proposition 4.10 Moyenne de Roe bidimensionnelle.
• Soient Wg et W

d
deux états fluides à quatre composantes scalaires

(explicitées génériquement à la relation (4.15)) et ν̃ une normale unitaire fixée.
On définit l’état d’interface W ⋆

(
Wg , Wd

)
à l’aide de sa densité ρ⋆, de sa vitesse

ũ = (u⋆, v⋆) et de son enthalpie totale H⋆, calculés par les (célèbres) relations
de moyenne [Roe81] :

(4.80) H
b

=
1

γ − 1

(
c
b

)2
+

1

2

(
u2

b
+ v2

b

)
, b = g ou d

(4.81) ρ⋆ =
√
ρg ρd

(4.82) u⋆ =

√
ρg ug +

√
ρ
d
u
d√

ρg +
√
ρ
d

(4.83) v⋆ =

√
ρg vg +

√
ρ
d
v
d√

ρg +
√
ρ
d

(4.84) H⋆ =

√
ρg Hg +

√
ρ
d
H

d√
ρg +

√
ρ
d

.

• La matrice de Roe A
(
W ⋆
(
Wg , Wd

)
, ν̃
)

est calculée en posant W =

W ⋆
(
Wg , Wd

)
dans l’expression de la matrice jacobienne A

(
W, ν̃

)
des équa-

tions (3.42) de la dynamique des gaz. La matrice A(W, ν̃) est définie par la
relation suivante
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(4.85) A
(
W, ν̃

)
= df(W ) ν̃x + dg(W ) ν̃y

à partir des flux f(•) et g(•) et qui a une expression explicitée ci-dessous :

(4.86)





A
(
W, ν̃

)
=




0 ν̃x ν̃y 0

(γ−1)H ν̃x − c2ν̃x−u (ũ • ν̃)
(2−γ)u ν̃x

+(ũ • ν̃)
−(γ−1) v ν̃x

+u ν̃y
(γ−1) ν̃x

(γ−1)H ν̃y − c2ν̃y−v (ũ • ν̃)
v ν̃x−(γ−1)u ν̃y

(2−γ) v ν̃y
+(ũ • ν̃)

(γ−1) ν̃y

(γ−2)H (ũ • ν̃)
−c2 (ũ • ν̃)

H ν̃x−(γ−1)u (ũ • ν̃)
H ν̃y− (γ−1) v(ũ • ν̃)

γ (ũ • ν̃)




.

• La famille de matrices A
(
W ⋆
(
Wg , Wd

)
, ν̃
)

vérifie les relations consti-
tutives de Roe :

(4.87) df
(
W

d

)
− df

(
Wg

)
= df

(
W ⋆(Wg , Wd

)
)
•

(
W

d
−Wg

)

(4.88) dg
(
W

d

)
− dg

(
Wg

)
= dg

(
W ⋆(Wg , Wd

)
)
•

(
W

d
−Wg

)

et par linéarité toute relation de la forme

(4.89) Φ
(
W

d

)
• ν̃ − Φ

(
Wg

)
• ν̃ = A

(
W ⋆(Wg , Wd

) , ν̃
)

•

(
W

d
−Wg

)
.

• L’état R
(
Wg , ν̃ , Wd

)
est par définition la solution stationnaire du

problè-me de Riemann linéarisé de matrice A
(
W ⋆(Wg , Wd

) , ν̃
)
. Son expres-

sion est paramétrée par les valeurs propres de cette matrice, à savoir les “trois”
ondes de célérité λ

j
(W ⋆, ν̃) (j = 1 à 4 !) qui s’explicitent ainsi :

(4.90) λ
1
(W ⋆, ν̃) = ũ • ν̃ − c⋆

(4.91) λ
2
(W ⋆, ν̃) = λ

3
(W ⋆, ν̃) = ũ • ν̃

(4.92) λ
4
(W ⋆, ν̃) = ũ • ν̃ + c⋆

où c⋆ est calculée en cohérence avec les relations (4.80) à (4.84) :

(4.93)
1

γ − 1

(
c⋆
)2

= H⋆ − 1

2

[(
u⋆
)2

+
(
v⋆
)2]

.

On a :
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(4.94)





R
(
Wg , ν̃ , Wd

)
=





Wg si ũ • ν̃ − c⋆ > 0

Wg +
1

2 (c⋆)2

[(
p
d
− ρ⋆ c⋆ ũ

d
• ν̃
)
−
(
pg − ρ⋆ c⋆ ũg • ν̃

)]
r
1
(W ⋆, ν̃)

si ũ • ν̃ − c⋆ ≤ 0 < ũ • ν̃

W
d
− 1

2 (c⋆)2

[(
p
d

+ ρ⋆ c⋆ ũ
d
• ν̃
)
−
(
pg + ρ⋆ c⋆ ũg • ν̃

)]
r
4
(W ⋆, ν̃)

si ũ • ν̃ ≤ 0 < ũ • ν̃ + c⋆

W
d

si ũ • ν̃ + c⋆ ≤ 0

où les vecteurs propres r
j
(W ⋆, ν̃) vérifient bien sûr

(4.95) A
(
W ⋆ , ν̃

)
• r

j
(W ⋆, ν̃) = λ

j
(W ⋆, ν̃) r

j
(W ⋆, ν̃)

et ont une expression qui se calcule sans difficulté :

(4.96) r
1
(W ⋆, ν̃) =

(
1 , u⋆ − c⋆ ν̃x , v

⋆ − c⋆ ν̃y , H
⋆ − (ũ • ν̃) c⋆

)t

(4.97) r
2
(W ⋆, ν̃) =

(
1 , (ũ • ν̃) ν̃x , (ũ • ν̃) ν̃y ,

1

2
(ũ • ν̃)2 − 1

2
(ũ • τ̃)2

)t

(4.98) r
3
(W ⋆, ν̃) =

(
0 , −c⋆ ν̃y , c⋆ ν̃x , (ũ • τ̃) c⋆

)t

(4.99) r
4
(W ⋆, ν̃) =

(
1 , u⋆ + c⋆ ν̃x , v

⋆ + c⋆ ν̃y , H
⋆ + (ũ • ν̃) c⋆

)t
.

Preuve de la proposition 4.10.

• Le calcul de la matrice jacobienne demande simplement de dériver les flux
f( • ) et g( • ) des relations (3.40) et (3.41) relativement à l’état W explicité en
(3.36) et à l’aide des équations d’état (3.37) et (3.39). On a par exemple

p = (γ − 1)
[
(ρE) − 1

2 ρ

(
(ρu)2 + (ρ v)2

)]

donc

(4.100)
∂p

∂W
=
(
(γ − 1)H − c2 , −(γ − 1)u , −(γ − 1) v , (γ − 1)

)
.

De façon analogue,

∂

∂W
(pu) = u

∂p

∂W
+ p

∂

∂W

(
ρu

ρ

)
= u

∂p

∂W
+ p

(
−u
ρ
,

1

ρ
, 0 , 0

)

∂

∂W

(
ρuE + pu

)
=

∂

∂W

(
ρE

ρu

ρ

)
+

∂

∂W
(pu)

= (−E u , E , 0 , u ) + u
∂p

∂W
+
p

ρ
(−u , 1 , 0 , 0 )
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∂

∂W

(
ρuE + pu

)
=
(
−
(
H− p

ρ

)
u , H− p

ρ
, 0 , u

)
+ u

∂p

∂W
+
p

ρ
(−u , 1 , 0 , 0 )

(4.101)
∂

∂W

(
ρuH

)
=
(

(γ−2)H u−u c2 , H−(γ−1)u2 , −(γ−1)u v , γ u
)

compte tenu de (4.100) et de l’expression de la dérivée de pu. Il vient alors, par
dérivation très élémentaire de la relation (3.40) :

(4.102) df(W ) =




0 1 0 0
(γ−1)H − u2 − c2 (3−γ)u (1−γ) v (γ−1)

−u v v u 0
(γ−2)H u− u c2 H − (γ−1)u2 (1−γ)u v γ u




et un calcul très anaogue, avec l’aide de (4.100) et (4.101), permet d’expliciter
la dérivée de la relation (3.41) :

(4.103) dg(W ) =




0 0 1 0
−u v v u 0

(γ−1)H − v2 − c2 (1−γ)u (3−γ) v (γ−1)
(γ−2)H v − v c2 (1−γ)u v H − (γ−1) v2 γ v


 .

La relation (4.86) résulte alors de (4.85) et de l’explicitation (4.102)-(4.103) des
deux contributions.

• La vérification des relations (4.87) et (4.88) qui sont constitutives de la
matrice de Roe demandent un peu de travail algébrique que nous explicitons
ci-dessus pour la seconde ligne de (4.87).

A ≡
[
(γ − 1)H⋆ − (u⋆)2 − (c⋆)2

]
(ρ

d
− ρg ) + (3 − γ)u⋆(ρ

d
u
d
− ρg ug ) +

+(1 − γ) v⋆(ρ
d
v
d
− ρg vg ) + (γ − 1) (ρ

d
E

d
− ρg Eg )

=
[γ − 3

2
(u⋆)2 +

γ − 1

2
(v⋆)2

]
(ρ

d
− ρg ) + (3 − γ)u⋆(ρ

d
u
d
− ρg ug ) +

+(1 − γ) v⋆(ρ
d
v
d
− ρg vg ) +

+ (γ − 1)
[
ρ
d
e
d

+
ρ
d

2

(
(u

d
)2 + (v

d
)2
)
− ρg eg −

ρg
2

(
(ug )2 + (vg )2

) ]

=
γ − 3

2
(u⋆)2 (ρ

d
−ρg ) − (γ−3)u⋆(ρ

d
u
d
−ρg ug ) +

γ − 1

2
(ρ

d
u2

d
−ρg u2

g
) +

+
γ − 1

2

[
(v⋆)2 (ρ

d
− ρg ) − 2v⋆ (ρ

d
v
d
− ρg vg ) + (ρ

d
v2

d
− ρg v

2
g
)
]

+

+ p
d
− pg .

Nous calculons alors séparément les termes en v et en u dans cette dernière
expression. On a en effet
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ρ
d
v2

d
− ρg v

2
g

− 2v⋆ (ρ
d
v
d
− ρg vg ) + (v⋆)2 (ρ

d
− ρg )

= ρ
d
v2

d
− ρg v

2
g − 2v⋆ (ρ

d
v
d
− ρg vg ) +

(√
ρ
d
−√ρg

)
v⋆
(√

ρg vg +
√
ρ
d
v
d

)

= ρ
d
v2

d
− ρg v

2
g + v⋆

[(
ρg +

√
ρg ρd

)
vg −

(
ρ
d

+
√
ρg ρd

)
v
d

]

= ρ
d
v2

d
− ρg v

2
g + v⋆

(√
ρg +

√
ρ
d

) (√
ρg vg −√ρ

d
v
d

)

= ρ
d
v2

d
− ρg v

2
g

+
(√

ρg vg +
√
ρ
d
v
d

) (√
ρg vg −√ρ

d
v
d

)
= 0

compte tenu de (4.83). Nous retenons

(4.104) ρ
d
v2

d
− ρg v

2
g − 2v⋆ (ρ

d
v
d
− ρg vg ) + (v⋆)2 (ρ

d
− ρg ) = 0

et de manière analogue pour la première composante de la vitesse :

(4.105) ρ
d
u2

d
− ρg u

2
g
− 2u⋆ (ρ

d
u
d
− ρg ug ) + (u⋆)2 (ρ

d
− ρg ) = 0 .

Quand on injecte les relations (4.104) et (4.105) dans le calcul qui explicite la
seconde ligne de la relation matricielle (4.87), il vient alors facilement :

A =
(
ρ
d
u2

d
+ p

d

)
−
(
ρg u

2
g

+ pg
)

c’est à dire le résultat recherché.

• On étudie maintenant la troisième ligne de la relation (4.87). On a

B ≡ −u⋆ v⋆ (ρ
d
− ρg ) + v⋆ (ρ

d
u
d
− ρg ug ) + u⋆ (ρ

d
v
d
− ρg vg )

= v⋆
[
ρ
d
u
d
− ρg ug −

(√
ρ
d
−√ρg

) (√
ρg ug +

√
ρ
d
u
d

)]
+ u⋆

(
ρ
d
v
d
− ρg vg

)

= v⋆√ρg ρd (−ug + u
d
) + u⋆ (ρ

d
v
d
− ρg vg )

=
1

√
ρg +

√
ρ
d

[√
ρg ρd (u

d
− ug )

(√
ρg vg +

√
ρ
d
v
d

)
+

+
(
ρ
d
v
d
− ρg vg

) (√
ρg ug +

√
ρ
d
u
d

) ]

=
1

√
ρg +

√
ρ
d

(
ρ
d
u
d
v
d
− ρg ug vg

) (√
ρg +

√
ρ
d

)

= ρ
d
u
d
v
d
− ρg ug vg

ce qui établit également la seconde ligne de la relation (4.88). Il reste à traiter
l’équation de l’énergie :

C ≡
(
(γ − 2)H⋆ − (c⋆)2

)
u⋆ (ρ

d
− ρg ) +

(
H⋆ − (γ− 1) (u⋆)2

) (
ρ
d
u
d
− ρg ug

)
+

− (γ − 1)u⋆ v⋆
(
ρ
d
v
d
− ρg vg

)
+ γ u⋆

(
ρ
d
E

d
− ρg Eg

)

=

(
γ − 1

2

(
(u⋆)2 + (v⋆)2

)
−H⋆

)
u⋆ (ρ

d
− ρg ) +
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+
(
H⋆ − (γ − 1) (u⋆)2

) (
ρ
d
u
d
− ρg ug

)
− (γ − 1)u⋆ v⋆

(
ρ
d
v
d
− ρg vg

)
+

+ (γ − 1)u⋆
(
ρ
d
E

d
− ρg Eg

)
+ u⋆

(
ρ
d
H

d
− p

d
− ρg Hg + pg

)

=
γ − 1

2
u⋆
[
(u⋆)2 (ρ

d
− ρg ) − 2u⋆

(
ρ
d
u
d
− ρg ug

)
+ ρ

d
(u

d
)2 − ρg (ug )2

]
+

+
γ − 1

2
u⋆
[
(v⋆)2 (ρ

d
− ρg ) − 2 v⋆

(
ρ
d
v
d
− ρg vg

)
+ ρ

d
(v

d
)2 − ρg (vg )2

]

− H⋆ u⋆ (ρ
d
− ρg ) + H⋆

(
ρ
d
u
d
− ρg ug

)
+ u⋆

(
ρ
d
H

d
− ρg Hg

)
.

Les deux premières lignes de cette expression de C sont nulles compte tenu des
relations (4.104) et (4.105). La troisième se simplifie ; nous avons en effet

D ≡ −H⋆ u⋆ (ρ
d
− ρg ) + H⋆

(
ρ
d
u
d
− ρg ug

)
+ u⋆

(
ρ
d
H

d
− ρg Hg

)

= −u⋆
(√

ρ
d
H

d
+
√
ρg Hg

) (√
ρ
d
−√ρg

)
+ H⋆

(
ρ
d
u
d
− ρg ug

)
+

+ u⋆
(
ρ
d
H

d
− ρg Hg

)

= u⋆√ρg ρd (H
d
−Hg ) + H⋆

(
ρ
d
u
d
− ρg ug

)

=
1

√
ρg +

√
ρ
d

[√
ρg ρd

(√
ρg ug +

√
ρ
d
u
d

)
(H

d
−Hg ) +

+
(√

ρg Hg +
√
ρ
d
H

d

) (
ρ
d
u
d
− ρg ug

) ]

=
1

√
ρg +

√
ρ
d

(
ρ
d
u
d
H

d
− ρg ug Hg

) (√
ρg +

√
ρ
d

)

= ρ
d
u
d
H

d
− ρg ug Hg

ce qui établit la quatrième ligne de la relation (4.87). La quatrième ligne de la re-
lation (4.88) s’obtient par un calcul analogue. Nous retenons la forme algébrique
simple pour l’expression de D :

(4.106)

{
−H⋆ u⋆ (ρ

d
− ρg ) + H⋆

(
ρ
d
u
d
− ρg ug

)
+ u⋆

(
ρ
d
H

d
− ρg Hg

)
=

= ρ
d
u
d
H

d
− ρg ug Hg

et une expression analogue obtenue en changeant partout la lettre u en la lettre
v dans (4.106).

• Le calcul de l’état R
(
Wg , ν̃ , Wd

)
demande de résoudre un problème de

Riemann linéaire entre Wg et W
d

avec comme opérateur la matrice A
(
W ⋆, ν̃

)
.

Il suffit pour cela d’expliciter les vecteurs propres r
j

(
W ⋆, ν̃

)
de cette matrice,

les composantes “caractéristiques” ϕ
j

de la différence W
d
−Wg dans cette base :

(4.107) W
d
−Wg =

4∑

j=1

ϕ
j
r
j

(
W ⋆, ν̃

)
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et de remarquer que dans le cas d’un système linéaire, la solution autosemblable

W (ξ) (ξ =
x

t
, −∞ < ξ < ∞) du problème de Riemann entre Wg et W

d

s’explicite par :

(4.108) W (ξ) =





Wg +
∑

j, λ
j
(W ⋆, ν̃) < ξ

ϕ
j
r
j

(
W ⋆, ν̃

)

W
d

−
∑

j, λ
j
(W ⋆, ν̃) > ξ

ϕ
j
r
j

(
W ⋆, ν̃

)

sauf pour les valeurs exceptionnelles de ξ égales aux valeurs propres λ
j
(W ⋆, ν̃)

de la matrice A(W ⋆, ν̃) où la matrice autosemblable est discontinue. L’état R(
Wg , ν̃ , Wd

)
est égal à W (ξ = 0) et la relation (4.94) résulte alors simplement

d’une part de l’explicitation des variables caractéristiques ϕ
1

et ϕ
4

de la relation
(4.107) et d’autre part de (4.108) appliquée avec ξ = 0 (voir la figure 17).

0

x

t

λ (W*,ν) = u* ν − c*

Wg Wd

1

W   + ϕ r  (W*,ν)
g          1  1

λ (W*,ν) = λ (W*,ν) = u* ν
2                       3

λ (W*,ν) = u* ν + c*
4

W   − ϕ r  (W*,ν)
d          4  4

Figure 17 Solution W (ξ) du problème de Riemann
pour la matrice de Roe A

(
W ⋆, ν̃

)
. On a

W (ξ) = Wg +
∑

j, λj<ξ

ϕ
j
r
j

(
W ⋆, ν̃

)
= W

d
−

∑

j, λj>ξ

ϕ
j
r
j

(
W ⋆, ν̃

)
.

• On calcule dans un premier temps l’expression des vecteurs propres r
j

(
W ⋆, ν̃

)

de la matrice A
(
W ⋆, ν̃

)
de la relation (4.86), en se contentant en fait de vérifier

les relations (4.95) pour j = 1 à 4 lorsque r
j

(
W ⋆, ν̃

)
prend successivement

les expressions (4.96) à (4.99) et λ
j
(W ⋆, ν̃) celles proposées en (4.90) à (4.92).

Livrons nous à cet exercice de style [ ν est dans la suite une normale unitaire] :
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◦ 1ière composante de A • r
1

(
W ⋆, ν) = νx (u− c νx) + νy (v − cνy )

= (ũ • ν) − c = λ
1

(
1ière composante de r

1

(
W ⋆, ν)

)
.

◦ 2ième composante de A • r
1

(
W ⋆, ν) =

[(
(γ−1)H−u2−c2

)
νx − u v νy

]
+

+
[
(2−γ)u νx + (ũ • ν)

]
(u−c νx) +

[
−(γ−1) v νx + u νy

]
(v−c νy ) +

+ (γ − 1) νx

[
H − u c νx − v c νy

]

=
[
(γ − 3)u c− (γ − 1)u c

]
(νx)2 +

[
−c v + (γ − 1)c v − (γ − 1) c v

]
νx νy +

− (u c) (νy )2 +
[
2 (γ−1)H−u2−c2 + (3−γ)u2−(γ−1) v2

]
νx + (u v) νy

= −2u c (νx )2 − c v νx νy − u c (νy )2 + (u2 + c2) νx + u v νy

= −u c − c νx (ũ • ν) + (u2 + c2) νx + u v νy

= −u c − c νx (ũ • ν) + u (ũ • ν) + c2 νx =
(
(ũ • ν) − c

)
(u− cνx)

= λ
1

(
2ième composante de r

1

(
W ⋆, ν)

)
.

◦ 3ième composante de A • r
1

(
W ⋆, ν) =

[
−u v νx +

(
(γ−1)H − v2 − c2

)
νy

]

+
(
v νx − (γ − 1)u νy

)
(u− c νx) +

(
u νx + (3 − γ) v νy

)
(v − c νy ) +

+ (γ − 1) νy
(
H − u c νx − v c νy

)

= −v c (νx)2 − u c νx νy − 2 v c (νy )2 + u v νx + (v2 + c2) νy

= −v c − c νy (ũ • ν) + v (ũ • ν) + c2 νy =
(
(ũ • ν) − c

)
(v − cνy )

= λ
1

(
3ième composante de r

1

(
W ⋆, ν)

)
.

◦ 4ième composante de A • r
1

(
W ⋆, ν) =

[
(γ − 2)H − c2

]
(ũ • ν) +

+
[
H νx − (γ − 1)u (ũ • ν)

]
(u− c νx) +

+
[
H νy − (γ − 1) v (ũ • ν)

]
(v − c νy ) + γ (ũ • ν)

(
H − (ũ • ν) c

)

= H (ũ • ν) (γ − 1 + γ) − H c − (γ − 1) (ũ • ν) (u2 + v2) + (ũ • ν)2 c(γ − 1− γ)

= H (ũ • ν)
(
2 γ − 1 − 2 (γ − 1)

)
− H c + c2 (ũ • ν) − c (ũ • ν)2

=
(
(ũ • ν) − c

) (
H − (ũ • ν) c

)
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= λ
1

(
4ième composante de r

1

(
W ⋆, ν)

)
,

donc A • r
1

(
W ⋆, ν)

)
= λ

1
r
1

(
W ⋆, ν)

)
.

• On continue avec la valeur propre (double) λ
2

= λ
3

= ũ • ν. On a

◦ 1ière composante de A • r
2

(
W ⋆, ν) = νx (ũ • ν) νx + νy (ũ • ν) νy = ũ • ν

= λ
2

(
1ière composante de r

2

(
W ⋆, ν)

)
.

◦ 2ième composante de A • r
2

(
W ⋆, ν) =

[(
(γ−1)H−u2−c2

)
νx − u v νy

]
+

+
[
(2−γ)u νx + (ũ • ν)

]
(ũ • ν) νx +

[
−(γ−1) v νx + u νy

]
(ũ • ν) νy +

+
γ − 1

2
νx

[
(ũ • ν)2 − (ũ • τ)2

]

=
γ − 1

2

[
(ũ • ν)2 +(ũ • τ)2

]
νx − u2 νx − u v νy + (ũ • ν)

[
u + (2−γ) (ũ • ν) νx

]

+
γ − 1

2

[
(ũ • ν)2 − (ũ • τ)2

]

= (ũ • ν)2 νx = λ
2

(
2ième composante de r

2

(
W ⋆, ν)

)
.

◦ 3ième composante de A • r
2

(
W ⋆, ν) =

[
−u v νx +

(
(γ−1)H−v2−c2

)
νy

]
+

+
(
v νx − (γ − 1)u νy

)
(ũ • ν) νx +

[
(2 − γ) v νy + (ũ • ν)

]
(ũ • ν) νy +

+
γ − 1

2
νy

[
(ũ • ν)2 − (ũ • τ)2

]

= −(ũ • ν) v +
γ − 1

2

[
(ũ • ν)2 + (ũ • τ)2

]
νy +

γ − 1

2
νy

[
(ũ • ν)2 − (ũ • τ)2

]
+

+ (ũ • ν)
(
v + (2 − γ) (ũ • ν) νy

)

= (ũ • ν)2 νy = λ
2

(
3ième composante de r

2

(
W ⋆, ν)

)
.

◦ 4ième composante de A • r
2

(
W ⋆, ν) =

[
(γ − 2)H − c2

]
(ũ • ν) +

+
[
H νx−(γ−1)u(ũ • ν)

]
(ũ • ν) νx +

[
H νy−(γ−1) v (ũ • ν)

]
(ũ • ν) νy +

+
γ

2
(ũ • ν)

[
(ũ • ν)2 − (ũ • τ)2

]

= (ũ • ν)
[
(γ − 2)H − c2 +H − (γ − 1) (ũ • ν)2 +

γ

2
(ũ • ν)2 − γ

2
(ũ • τ)2

]
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= (ũ • ν)
[ 1

2
(ũ • ν)2 − 1

2
(ũ • τ)2

]
= λ

2

(
4ième composante de r

2

(
W ⋆, ν)

)

et A • r
2

(
W ⋆, ν)

)
= λ

2
r
2

(
W ⋆, ν)

)
.

• 1ière composante de A • r
3

(
W ⋆, ν) = νx (−c νy ) + νy (c νx) = 0

= λ
3

(
1ière composante de r

3

(
W ⋆, ν)

)

◦ 2ième composante de A • r
3

(
W ⋆, ν) =

[
(2 − γ)u νx + (ũ • ν)

]
(−c νy ) +

+
[
−(γ − 1) v νx + u νy

]
(c νx) + (γ − 1) νx c (−u νy + v νx)

= c νy

[
(γ − 2)u νx − (ũ • ν) + u νx − (γ − 1)u νx

]
+ 0 (νx)2

= −c (ũ • ν) νy = λ
3

(
2ième composante de r

3

(
W ⋆, ν)

)

◦ 3ième composante de A • r
3

(
W ⋆, ν) =

[
v νx − (γ − 1)u νy

]
(−c νy ) +

+
[
(2 − γ) v νy + (ũ • ν)

]
(c νx) + (γ − 1) νy c (−u νy + v νx)

= (c νx)
[
−v νy + (2 − γ) v νy + (ũ • ν) + (γ − 1) v νy

]
+ 0 (νy )2

= c νx (ũ • ν) = λ
3

(
3ième composante de r

3

(
W ⋆, ν)

)

◦ 4ième composante de A • r
3

(
W ⋆, ν) =

[
H νx − (γ − 1)u (ũ • ν)

]
(−c νy ) +

+
[
H νy − (γ − 1) v (ũ • ν)

]
(c νx) + γ (ũ • ν) c (−u νy + v νx)

= c (ũ • ν)
[
(γ − 1) (u νy − v νx) + γ (ũ • τ)

]
= c (ũ • ν) (ũ • τ)

= λ
3

(
4ième composante de r

3

(
W ⋆, ν)

)
et A • r

3

(
W ⋆, ν)

)
= λ

3
r
3

(
W ⋆, ν)

)
.

• 1ière composante de A • r
4

(
W ⋆, ν) = νx (u+ c νx) + νy (v + c νy )

= (ũ • ν) + c = λ
4

(
1ière composante de r

4

(
W ⋆, ν)

)

◦ 2ième composante de A • r
4

(
W ⋆, ν) =

[
(γ − 1)H νx − c2 νx − u (ũ • ν)

]
+

+
[
(2−γ)u νx +(ũ • ν)

]
(u+ c νx) +

[
−(γ− 1) v νx +u νy

]
(v+ c νy ) +

+ (γ − 1) νx
(
H + (ũ • ν) c

)
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= 2u c (νx)2 + c v νx νy + u c (νy )2 +
(
u2 + c2

)
νx + u v νy

= u c + c νx (ũ • ν) + c2 νx + u (ũ • ν) =
(
(ũ • ν) + c

)
(u+ c νx)

= λ
4

(
2ième composante de r

4

(
W ⋆, ν)

)

◦ 3ième composante de A • r
4

(
W ⋆, ν) =

[
−u v νx +

(
(γ−1)H−v2−c2

)
νy

]
+

+
(
v νx − (γ − 1)u νy

)
(u+ c νx) +

(
u νx + (3 − γ) v νy

)
(v + c νy ) +

+ (γ − 1)νy
(
H + u c νx + v c νy

)

= v c (νx)2 + u c νx νy + 2 v c (νy )2 + u v νx +
(
v2 + c2

)
νy

= v c + c νy (ũ • ν) + c2 νy + v (ũ • ν) =
(
(ũ • ν) + c

)
(v + cνy )

= λ
4

(
3ième composante de r

4

(
W ⋆, ν)

)

◦ 4ième composante de A • r
4

(
W ⋆, ν) =

[
(γ − 2)H − c2

]
(ũ • ν) +

+
[
H νx − (γ − 1)u (ũ • ν)

]
(u+ c νx) +

+
[
H νy − (γ − 1) v (ũ • ν)

]
(v + c νy ) +

+ γ (ũ • ν)
[
H + (ũ • ν) c

]

= H (ũ • ν) (2 γ−1) − c2 (ũ • ν) + H c − (γ−1) (ũ • ν)
(
u2 +v2

)
+ (ũ • ν)2 c

= H (ũ • ν) + H c + c2 (ũ • ν) + c (ũ • ν)2 =
(
(ũ • ν) + c

) (
H + (ũ • ν) c

)

= λ
4

(
4ième composante de r

4

(
W ⋆, ν)

)

et A • r
4

(
W ⋆, ν)

)
= λ

4
r
4

(
W ⋆, ν)

)
, ce qui établit finalement la relation (4.95).

• Pour terminer la preuve, il sufit d’expliciter les variables caractéristiques
ϕ

j
qui sont les composantes de la différence W

d
−Wg sur les vecteurs propres

r
j

(
W ⋆, ν̃

)
de l’état intermédiaire de Roe :

(4.109) W
d
−Wg =

4∑

j=1

ϕ
j
r
j

(
W ⋆, ν̃

)

• Compte tenu des expressions (4.96) à (4.99) des vecteurs propres, les vari-
ables caractéristiques ϕ

j
sont donc solution du système linéaire suivant :

(4.110) ϕ
1

+ ϕ
2

+ ϕ
4

= ρ
d
− ρg
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(4.111)

{ (
u⋆ − c⋆ ν̃x

)
ϕ
1

+ (ũ⋆
• ν) ν̃x ϕ2

− c⋆ ν̃y ϕ3
+
(
u⋆ + c⋆ ν̃x

)
ϕ
4

=
= ρ

d
u
d
− ρg ug

(4.112)

{ (
v⋆ − c⋆ ν̃y

)
ϕ
1

+ (ũ⋆
• ν) ν̃y ϕ2

+ c⋆ ν̃x ϕ3
+
(
v⋆ + c⋆ ν̃y

)
ϕ
4

=
= ρ

d
v
d
− ρg vg

(4.113)





(
H⋆ − (ũ⋆

• ν̃) c⋆
)
ϕ
1

+
1

2

[(
ũ⋆

• ν̃
)2 −

(
ũ⋆

• τ̃
)2]

ϕ
2

+
(
ũ⋆

• τ̃
)
c⋆ ϕ

3
+

+
(
H⋆ + (ũ⋆

• ν̃) c⋆
)
ϕ
4

= ρ
d
E

d
− ρg Eg .

On multiplie l’équation (4.111) par ν̃x , (4.112) par ν̃y et on additionne ; il vient
((
ũ⋆

• ν̃
)
−c⋆

)
ϕ
1

+
(
ũ⋆

• ν̃
)
ϕ
2

+
((
ũ⋆

• ν̃
)
+c⋆

)
ϕ
4

= ρ
d

(
ũ
d
• ν̃
)
− ρg

(
ũg • ν̃

)
;

on recommence avec (−u⋆) en facteur de (4.111) et (−v⋆) en facteur de (4.112).
Après addition avec (4.113) , on obtient l’équation suivante :(

(c⋆)2

γ − 1
− 1

2

(
(u⋆)2 + (v⋆)2

))
ϕ
1

− 1

2

(
(u⋆)2 + (v⋆)2

)
ϕ
2

+

+

(
(c⋆)2

γ − 1
− 1

2

(
(u⋆)2 + (v⋆)2

))
ϕ
4

=

= ρ
d
E

d
− ρg Eg − ρ

d

(
u
d
u⋆ + v

d
v⋆
)

+ ρg
(
ug u

⋆ + vg v
⋆
)
.

Compte tenu de (4.81), (4.82), (4.83) et (4.110), la première relation peut s’écrire

(4.114) c⋆
(
ϕ
4
− ϕ

1

)
= ρ⋆

[(
ũ
d
• ν̃
)
−
(
ũg • ν̃

)]

et à l’aide de (4.104), (4.105) et (4.110), la seconde prend la forme plus simple

(4.115) (c⋆)2
(
ϕ
4

+ ϕ
1

)
= p

d
− pg .

On en tire immédiatement une expression des variables caractéristiques sur les
deux ondes non-linéaires :

(4.116) ϕ
1

=
1

2 (c⋆)2

[ (
p
d
− ρ⋆ c⋆

(
ũ
d
• ν̃
))

−
(
pg − ρ⋆ c⋆

(
ũg • ν̃

)) ]

(4.117) ϕ
4

=
1

2 (c⋆)2

[ (
p
d

+ ρ⋆ c⋆
(
ũ
d
• ν̃
))

−
(
pg + ρ⋆ c⋆

(
ũg • ν̃

)) ]
.

• L’expression de ϕ
2

et ϕ
3

n’est pas stricto-sensu indispensable à la preuve
de la proposition 4.10. Nous achevons tout de même ce calcul. On tire ϕ

2
de

(4.110) et (4.115) :

(4.118) ϕ
2

= − 1

(c⋆)2

[ (
p
d
− pg − (c⋆)2

(
ρ
d
− ρg

)]

et on reconnâıt au membre de droite de (4.118) le saut d’entropie linéarisée entre
les deux états Wg et W

d
. On exprime enfin la variable ϕ

3
à partir de (4.111)





Lemmes finis pour la dynamique des gaz (1988-1998)

multipliée par −(ν̃y ) et (4.112) multipliée par (ν̃x), compte tenu de (4.115) une
nouvelle fois. Il vient

(4.119) ϕ
3

=
1

c⋆

[
ρ
d

(
ũ
d
• τ̃
)
− ρg

(
ũg • τ̃

)]
−
p
d
− pg

(c⋆)3
(
ũ⋆

• τ̃
)
.

La proposition 4.10 est démontrée.

Comme l’exprimait Laurent Schwartz dans son Cours d’Analyse de l’Ecole Poly-
technique [Sc67] : ouf ! Et il ajoutait : ouf ! ouf !

5) Linéarisation du flux limite de paroi mobile.

• 5.1 • Introduction.

• Rappelons que l’on étudie la résolution numérique des équations d’Euler
de la dynamique des gaz dans un domaine Ω variable au cours du temps. Seuls
les nœuds M

I+1/2, j+1/2
(pour j entier positif ou négatif) de la paroi (située à

l’indice I+1/2) sont mobiles et l’on suppose d’une part que l’élongation δn

j+1/2

des nœuds au temps n∆t est petite devant la dimension caractéristique de la
maille et d’autre part que la vitesse

(5.1) sn+1/2

j+1/2
=

1

∆t

(
δn+1

j+1/2
− δn

j+1/2

)
, j ∈ ZZ , n ∈ IN

du nœud M
I+1/2, j+1/2

est petite devant la célérité du son du fluide proche de

la paroi.

• Le flux limite de paroi mobile
(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
permet de calculer un flux

sur la facette mobile à la paroi afin qu’une écriture classique (c.f. (3.67)) du
bilan de masse, impulsion, énergie prenne en compte la variation (imposée) de
la géométrie. L’expression (3.68) qui est exacte peut être approchée au premier
ordre par rapport aux deux infiniment petits rappelés ci-dessus.





Flux limite de paroi mobile

• 5.2 • Flux linéarisé de paroi mobile.

• Avec des notations que nous allons expliciter dans la suite de ce para-
graphe, le flux limite de paroi mobile calculé en (3.68) selon l’expression algébrique

(5.2)





(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
=

=
K

I, j

Kn+1

I, j

(
0 , pn+1/2

I+1/2, j
νn+1/2

j
, pn+1/2

I+1/2, j

(
sn+1/2

j
• νn+1/2

j

))t

+
K

I, j

∆t

(
1 −

Kn

I, j

Kn+1

I, j

)
Wn

I, j
+

(
1 −

K
I, j

Kn+1

I, j

)
Φn+1/2

I−1/2, j
• ν

I−1/2, j

+
K

I, j

Kn+1

I, j

[
Φ
(
Wn+1/2

I, j+1/2
,

1

2
sn+1/2

j+1/2

)
• νn+1/2

j+1/2
−

− 1

2

(
sn+1/2

j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

)
Wn+1/2

I, j+1/2

]
− Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

−
K

I, j

Kn+1

I, j

[
Φ
(
Wn+1/2

I, j−1/2
,

1

2
sn+1/2

j−1/2

)
• νn+1/2

j−1/2
−

− 1

2

(
sn+1/2

j−1/2
• νn+1/2

j−1/2

)
Wn+1/2

I, j−1/2

]
+ Φn+1/2

I, j−1/2
• νn+1/2

j−1/2

admet au second ordre de précision le développement limité suivant :

(5.3)(début)





(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
=
(
0 , pn+1/2

⋆, j
(0) ν

I+1/2, j
, 0
)t

+
(
0 , δpn+1/2

⋆, j
ν
I+1/2, j

+ pn+1/2

⋆, j
(0) δνn+1/2

j
, 0
)t

+
(

0 , 0 , pn+1/2

⋆, j
(0)
(
sn+1/2

j
• ν

I+1/2, j

))t

−
δKn

I, j

K
I, j

[ (
0 , pn+1/2

⋆, j
(0) ν

I+1/2, j
, 0
)t − Φn+1/2

I−1/2, j
• ν

I+1/2, j
+

+Φn+1/2

I, j+1/2
• ν

I, j+1/2
− Φn+1/2

I, j−1/2
• ν

I, j−1/2

]
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(5.3)(fin)





. . . + δ

[
Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

]
− δ

[
Φn+1/2

I, j−1/2
• νn+1/2

j−1/2

]

+
1

2

[
δ+
I, j

× sn+1/2

j+1/2
− δ−

I, j
× sn+1/2

j−1/2

]
Wn

I, j

− 1

2

(
sn+1/2

j+1/2
• ν

I, j+1/2

)
V R, n

I, j+1/2
+

1

2

(
sn+1/2

j−1/2
• ν

I, j−1/2

)
V R, n

I, j−1/2

+
[
ordre ≥ 2 par rapport à δn+1/2

•
et sn+1/2

•

]
.

• Il y a dans l’expression précédente des variables géométriques sta-
tiques comme d’une part le volume K

I, j
de la maille de numéro (I, j) :

(5.4) K
I, j

=
1

2
δ+
I, j

× δ−
I, j

où δ±
I, j

sont les vecteurs représentés figure 12 et calculés explicitement aux

relations (3.16)-(3.17) ou d’autre part les normales (de module égal à la mesure
de l’arête afférente) ν

I+1/2, j
et ν

I, j+1/2
orientées par les lignes de maillage (voir

la figure 13) et évaluées algébriquement aux relations (3.12) et (3.14).

• Il importe également de remarquer les variables fluides statiques comme
la pression paroi de vitesse nulle pn+1/2

⋆, j
(0) évaluée par la relation (4.37) dans

le cas le plus courant pour le schéma de van Leer, les flux Φn+1/2

I−1/2, j
• ν

I−1/2, j
,

Φn+1/2

I, j+1/2
• ν

I, j+1/2
et Φn+1/2

I, j−1/2
• ν

I, j−1/2
sur les trois autres faces du volume K

I, j

pour lesquels les relations (4.12) et (4.13) donnent le point de départ en vue de
leur calcul numérique et l’état Wn

I, j
dans la maille qui touche la facette frontière.

• Les variables géométriques dynamiques sont induites par la variation
δn

j+1/2
des points de la paroi. Rappelons d’abord quelles sont les notations

utilisées. Elles partent toutes de la donnée des vecteurs δn

j+1/2
pour n ≥ 0 et

j ∈ ZZ et uniquement de ces variables. Nous avons ensuite :

(5.5) δn+1/2

j+1/2
=

1

2

(
δn

j+1/2
+ δn+1

j+1/2

)
, n ≥ 0 , j ∈ ZZ

(5.6) ǫn+1/2

j
= δn+1/2

j+1/2
− δn+1/2

j−1/2
, n ≥ 0 , j ∈ ZZ

(5.7) νn+1/2

j+1/2
≡ ν

I, j+1/2
+ δνn+1/2

j+1/2
= ν

I, j+1/2
+
(
k × δn+1/2

j+1/2

)

(5.8) νn+1/2

j
≡ ν

I+1/2, j
+ δνn+1/2

j
= ν

I+1/2, j
+
(
ǫn+1/2

j
× k
)
.





Flux limite de paroi mobile

Ces dernières relations, explicitées en (4.7) et (4.9) utilisent le produit vectoriel
avec une direction k perpendiculaire à la direction du plan d’étude. Les vitesses
sn+1/2

j+1/2
des points de paroi sont naturellement définies à la relation (5.1), mais

on utilise aussi le long de la facette la vitesse

(5.9) sn+1/2

j
=

1

2

(
sn+1/2

j−1/2
+ sn+1/2

j+1/2

)
, n ≥ 0 , j ∈ ZZ .

La variation relative du volume K
I, j

a une expression simple :

(5.10)
δK

I, j

K
I, j

=
δ+
I, j

× δn

j+1/2
− δ−

I, j
× δn

j−1/2

δ+
I, j

× δ−
I, j

ainsi qu’annoncé à la relation (4.4). On a également vu en (4.5) l’expression
dévelop-pée du préfacteur de Wn

I, j
pour la relation (5.2) :

(5.11)
K

I, j

∆t

[
1 −

Kn

I, j

Kn+1

I, j

]
=

1

2

(
δ+
I, j

× sn+1/2

j+1/2
− δ−

I, j
× sn+1/2

j−1/2

)
.

• On trouve enfin les variables fluides dynamiques comme la varia-

tion δpn+1/2
⋆, j

de pression à la paroi, la sensibilité δ
[
Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

]
du flux

numérique de van Leer dans la variation (5.7) de la direction normale et les états
de Roe V R, n

I, j+1/2
définis sur les facettes transverses à la paroi mobile (ces facettes

sont mobiles elles aussi !). Dans le cas où l’on emploie le flux de van Leer et
dans l’hypothèse où le nombre de Mach normal de l’état extrapolé Wn

I+1/2, j,−

est plus petit que 1 en module, c’est à dire

(5.12) Mn

ν ⋆, j
≡

ũn
⋆, j

• ν̃
I+1/2, j

cn
⋆, j

≤ 1 ,

la linéarisation de la représentation (4.37), développée aux relations (4.40) et
(4.41), prend ici la forme intermédiaire :

(5.13)





ũn

⋆, j
• δν̃n+1/2

j
= −

(
ν
I+1/2, j

ν
I+1/2, j

× ǫn+1/2

j

) (
ũn

⋆, j
• ν̃

I+1/2, j

)
+

+

(
ũn

⋆, j
×

ǫn
j

ν
I+1/2, j

)
+ (ordre ≥ 2)

où δν̃n+1/2
j

est la variation de la normale unitaire à la paroi. On en déduit

l’expression de la variation δpn+1/2
⋆, j

de la pression paroi (voir aussi la relation

(4.40)) :
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(5.14)





δpn+1/2

⋆, j
= −ρn

⋆, j
cn
⋆, j

(
sn+1/2

j
• ν̃

I+1/2, j

)
+

+ pn+1/2

⋆, j
(0) cn

⋆, j

(
3 (γ − 1)Mn

ν ⋆, j
+ (γ + 3)

)

(
1 +Mn

ν ⋆, j

)(
2 + (γ − 1) +Mn

ν ⋆, j

) (ũn

⋆, j
• δν̃n+1/2

j

)

+ (ordre ≥ 2) .

La sensibilité du flux δ
[
Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

]
dans la variation de la direction

normale est donnée par

(5.15)





δ
[
Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

]
=

δ

[
Φ+
(
Wn

I, j+1/2,−

)
• νn+1/2

j+1/2

]
+ δ

[
Φ−
(
Wn

I, j+1/2, +

)
• νn+1/2

j+1/2

]
,

où les sensibilités δ
[
Φ+

• ν
]

et δ
[
Φ−

• ν
]

sont calculées aux relations (4.60) à
(4.64) et (4.72) à (4.76) respectivement.

• Les états de Roe V R, n

I, j+1/2
(j ∈ ZZ) sur les facettes transverses à la paroi

s’écrivent simplement

(5.16) V R, n

I, j+1/2
= R

(
Wn

I, j+1/2,−
, ν̃

I, j+1/2
, Wn

I, j+1/2, +

)
, j ∈ ZZ

et cette fonction (assez classique) est calculée aux relations (4.80) à (4.99) de la
proposition 4.10 : on évalue d’abord (à l’aide de racines carrées) une densité,
une vitesse et une enthalpie totale intermédiaires entre les deux états de part et
d’autre de la facette numéro (I, j + 1/2) avant de calculer les vecteurs propres
de la matrice jacobienne associée (c’est la matrice de Roe), lesquels donnent une
base naturelle pour résoudre le problème de Riemann linéarisé (relation (4.94)).

• 5.3 • Preuve du développement limité.

• La relation (5.2) met en évidence cinq termes, à savoir

(5.17) f1 =
K

I, j

Kn+1

I, j

(
0 , pn+1/2

I+1/2, j
νn+1/2

j
, pn+1/2

I+1/2, j

(
sn+1/2

j
• νn+1/2

j

))t

(5.18) f2 =
K

I, j

∆t

(
1 −

Kn

I, j

Kn+1

I, j

)
Wn

I, j





Flux limite de paroi mobile

(5.19) f3 =

(
1 −

K
I, j

Kn+1

I, j

)
Φn+1/2

I−1/2, j
• ν

I−1/2, j

(5.20)





f4 =
K

I, j

Kn+1

I, j

[
Φ
(
Wn+1/2

I, j+1/2
,

1

2
sn+1/2

j+1/2

)
• νn+1/2

j+1/2

− 1

2

(
sn+1/2

j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

)
Wn+1/2

I, j+1/2

]
− Φn+1/2

I, j+1/2
• ν

I, j+1/2

(5.21)





f5 = −
K

I, j

Kn+1

I, j

[
Φ
(
Wn+1/2

I, j+1/2
,

1

2
sn+1/2

j+1/2

)
• νn+1/2

j+1/2

− 1

2

(
sn+1/2

j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

)
Wn+1/2

I, j+1/2

]
+ Φn+1/2

I, j−1/2
• ν

I, j−1/2

et l’on a

(5.22)
(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
=

5∑

k=1

fk .

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous concentrons successivement sur ces
divers termes.

• Nous remarquons qu’au sein de la composante “énergie” (la troisième en
partant de la gauche) du vecteur f1 , le facteur

(
sn+1/2
j

• νn+1/2
j

)
est un infini-

ment petit d’ordre supérieur ou égal à 1 à cause du terme sn+1/2
j

; ceci permet

de ne considérer les autres facteurs qu’à l’ordre zéro de précision (puisqu’on
cherche un résultat à l’ordre au plus 2). On en déduit :

(5.23)





K
I, j

Kn+1

I, j

pn+1/2

I+1/2, j

(
sn+1/2

j
• νn+1/2

j

)
=

= pn+1/2

⋆, j
(0)
(
sn+1/2

j
• ν

I+1/2, j

)
+ (ordre ≥ 2)

et nous venons de mettre en évidence le troisième terme de la relation (5.3).
Nous avons par ailleurs :

K
I, j

Kn+1

I, j

pn+1/2

I+1/2, j
νn+1/2

j
=

=

(
1 −

δK
I, j

K
I, j

)(
pn+1/2

⋆, j
(0) + δpn+1/2

⋆, j

)(
ν
I+1/2, j

+ ǫn+1/2

j
× k
)

+ (ordre ≥ 2)
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= pn+1/2

⋆, j
(0) ν

I+1/2, j
+ δpn+1/2

⋆, j
ν
I+1/2, j

+ pn+1/2

⋆, j
(0) δνn+1/2

j

−
δK

I, j

K
I, j

pn+1/2

⋆, j
(0) ν

I+1/2, j
+ (ordre ≥ 2)

ce qui entrâıne

(5.24)





K
I, j

Kn+1

I, j

(
0 , pn+1/2

I+1/2, j
νn+1/2

j
, 0

)t
=

(
0 , pn+1/2

⋆, j
(0) ν

I+1/2, j
, 0

)t

+

(
0 , δpn+1/2

⋆, j
(0) ν

I+1/2, j
+ pn+1/2

⋆, j
(0) δνn+1/2

j
, 0

)t

−
δKn

I, j

K
I, j

(
0 , pn+1/2

⋆, j
(0) ν

I+1/2, j
, 0

)t
+
(
ordre ≥ 2

)
.

Les trois premiers termes du membre de droite de la relation (5.24) sont iden-
tiques aux deux premiers termes de la relation (5.3). Le quatrième terme (en
δK/ | K | ) se retrouve comme le premier des quatre sous-termes du quatrième
terme du second membre de la relation (5.3).

• Le second terme f2 s’explicite très simplement compte tenu de la re-
lation (5.11). On le retrouve comme sixième terme de (5.3). Pour l’étude du
troisième terme (relation (5.19)), on remarque une nouvelle fois que la présence
en facteur d’un infiniment petit simplifie le calcul. On trouve :

(5.25) f3 =
δKn

I, j

K
I, j

Φn+1/2

I−1/2, j
• ν

I−1/2, j
+
(
ordre ≥ 2

)

et cette expression constitue le second sous-terme du quatrième terme du second
membre de la relation (5.3).

• L’étude du terme transversal a été commencée à la relation (4.54) et
nous la réexplicitons :

(5.26)





Φ
(
Wn+1/2

I, j+1/2
,

1

2
sn+1/2

j+1/2

)
• νn+1/2

j+1/2
= Φ

(
Wn+1/2

I, j+1/2

)
• νn+1/2

j+1/2

)

− 1

2

(
sn+1/2

j+1/2
• ν

I, j+1/2

)
V R, n

I, j+1/2
+
(
ordre ≥ 2

)

et l’insertion de cette dernière relation au sein de l’expression (5.20) conduit au
calcul suivant :

f4 =

(
1 −

δKn
I, j

K
I, j

)
Φ
(
Wn+1/2

I, j+1/2

)
• νn+1/2

j+1/2
+ δ

[
Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

]
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− 1

2

(
sn+1/2

j+1/2
• ν

I, j+1/2

)
V R, n

I, j+1/2
− Φn+1/2

I, j+1/2
• ν

I, j+1/2
+
(
ordre ≥ 2

)

(5.27)





f4 = −
δKn

I, j

K
I, j

Φn+1/2

I, j+1/2
• ν

I, j+1/2
+ δ

[
Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

]

− 1

2

(
sn+1/2

j+1/2
• ν

I, j+1/2

)
V R, n

I, j+1/2
+
(
ordre ≥ 2

)
.

Le premier terme du membre de droite de (5.27) se retrouve comme troisième
sous-terme du quatrième terme du membre de droite de la relation (5.3). Le
second terme de (5.27) est égal au premier terme de la cinquième ligne de (5.3)
et le troisième de (5.27) (avec l’état de Roe V R, n

I, j+1/2
) constitue le premier de la

septième ligne du développement (5.3).

• Le développement de f5 est analogue à f4 , au changement de signe et à
la modificationn de (j+1/2) en (j− 1/2) près. Il permet de clore le quatrième
terme de (5.3) ainsi que la fin des cinquièmes et septièmes lignes. La relation
(5.3) est bien identique à (5.2), au second ordre de précision près, ce qui achève
la démonstration de la propriété.

• 5.4 • Une autre linéarisation de la pression paroi.
• On pourra trouver que l’expression (5.14) qui permet d’évaluer l’incré-
ment de pression à la paroi est trop compliquée algébriquement et de toute
façon limitée à l’emploi du flux de van Leer pour résoudre le schéma fluide.
Nous proposons ici une autre expression approchée qui n’est pas obtenue par
linéarisation rigoureuse du flux numérique mais par une analyse du problème de
Riemann, ainsi que menée aux relations (2.39) et (2.40) de la proposition 2.2.

• Rappelons que, si l’on utilise le schéma de Godunov, la pression pn+1/2

I+1/2, j

de la relation (5.2) est l’état situé sur la 1-onde issue de l’état Wn

I+1/2, j,−
et de

vitesse normale égale à

(5.28) σn+1/2

j
= sn+1/2

j
• ν̃n+1/2

j
.

On pose donc

(5.29) wn

⋆, j
= ũn

⋆, j
• ν̃n+1/2

j

et séparant le cas d’une détente
(
σn+1/2
j

−wn
⋆, j

≥ 0
)

de celui d’un choc
(
σn+1/2
j

−
wn

⋆, j
≤ 0

)
, les relations (2.39) et (2.40) dans notre contexte bidimensionnel

expriment que la pression pn+1/2

I+1/2, j
est solution de l’une des deux équations

suivantes
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(5.30)




σn+1/2

j
− wn

⋆, j
+

2

γ − 1
cn
⋆

[(
pn+1/2

I+1/2, j

pn
⋆

)γ−1

γ

− 1

]
= 0

si σn+1/2

j
− wn

⋆, j
≥ 0

(5.31)





σn+1/2

j
− wn

⋆, j
+

√
2
(
pn+1/2

I+1/2, j
− pn

⋆

)

√
ρn
⋆

(
(γ + 1) p

n+1/2
I+1/2, j + (γ − 1) pn

⋆

)

si σn+1/2

j
− wn

⋆, j
≤ 0 .

• Nous résolvons le système (5.30)-(5.31) de façon approchée grâce au
raisonnement suivant : lorsque sn+1/2

j
= 0 et νn+1/2

j
= ν

I+1/2, j
, la solution

est celle du schéma numérique associé à une vitesse nulle pour la paroi, c’est
à dire pn+1/2

⋆, j
(0). Cette pression paroi est, par hypothèse de travail, supposée

correctement calculée grâce au flux de van Leer (relation (4.37)). Lorsque la
paroi est mobile, le mouvement reste modéré et l’écart de pression δpn+1/2

⋆, j
est

obtenu en linéarisant l’une des deux relations (5.30) ou (5.31). Comme ces deux
courbes de choc et de détente ont mêmes éléments de contact au second ordre
inclus [CF48], il vient

(5.32) δ
(
σn+1/2

j
− wn

⋆, j

)
+

1

ρn
⋆ c

n
⋆

δpn+1/2

⋆, j
= 0

compte tenu des relations classiques entre densité, pression et vitesse du son de
l’état extrapolé à la paroi. On déduit de (5.28), (5.29) et (5.32) :

(5.33) δpn+1/2

⋆, j
= −ρn

⋆ c
n
⋆

(
sn+1/2

j
• ν̃

I+1/2, j

)
+ ρn

⋆ c
n
⋆

(
ũn

⋆, j
• δν̃n+1/2

j

)
.

Cette relation permet un autre calcul de l’écart de pression à la paroi et ne diffère
de la relation (5.14) que par le coefficient de ũn

⋆, j
• δν̃n+1/2

j
.

• 5.5 • De une à deux dimensions.

• La comparaison des relations (5.3) (cas bidimensionnel) et (2.60) (cas
monodimensionnel) montre l’extension de la structure quand on change de di-
mension. Le premier terme correspond toujours au flux limite de paroi fixe,
c’est à dire au flux initial et il convient d’y rajouter le flux d’énergie correspon-
dant induit par le travail de cette pression lors du mouvement de la paroi. Le
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terme −sn+1/2
(
0, ρn

⋆
cn
⋆
, 0
)t

de la relation (2.60) donne naissance au second
terme de la relation (5.3) qui est une simple linéarisation du flux d’impulsion
δ
(
pn+1/2
⋆, j

νn+1/2
j

)
; notons que cette variation comporte deux termes dont un

(
δνn+1/2

j

)
est bien entendu invisible à une dimension d’espace alors que le

second (relations (5.14), (5.15) et (5.33)) doit prendre en compte la variation
de la normale pour une évaluation correcte dans le cas bidimensionnel.

• Le terme sn+1/2Wn
I

donne naissance aux trois dernières lignes du

développement (5.3), avec un couplage géométrie-cinématique non trivial pour
le terme en Wn

I
et la nécessité d’évaluer correctement un état intermédiaire sur

les facettes Σ
I, j+1/2

(j ∈ ZZ) transversales à la paroi.

• Enfin, le dernier terme de (2.60) et le quatrième de (5.3) représentent
tous deux la variation

(5.34) δW ⋆

I, j
= δKn

I, j

W ⋆
I, j

−Wn
I, j

∆t
où W ⋆

I, j
est l’état qu’on obtiendrait dans la maille K

I, j
en utilisant une paroi

fixe. En effet, ces deux termes forment un bilan de flux qu’il est facile ensuite
d’interpréter ensuite comme une dérivée temporelle.

• 5.6 • Lien avec la condition de transpiration classique.

• L’approche discrète que nous avons suivie est différente de celle, continue,
suivie par d’autres auteurs de la communauté (voir par exemple Mortchélévicz
[Mo89] ou Piperno [Pi95]). La proposition qui suit fait le lien entre ce travail
et l’expression du flux utilisé comme condition de transpiration dans les travaux
antérieurs à l’Aerospatiale [RC96].

Proposition 5.1 Simplification extrême.
Si, dans la relation (5.3) qui permet le calcul du flux limite de paroi mobile au
premier ordre de précision, on fait les hypothèses suivantes :

(5.35) δpn+1/2

⋆, j
= 0

(5.36) δKn

I, j
= 0

(5.37) Wn

I, j
= V R, n

I, j+1/2
= V R, n

I, j−1/2
≡ W ⋆
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(5.38) sn+1/2

j+1/2
= sn+1/2

j−1/2
≡ s

(5.39) pn+1/2

⋆, j
= p

(
W ⋆
)

≡ p⋆

(5.40) ũn

⋆, j
= ũ

(
W ⋆
)

≡ ũ⋆

alors l’expression (5.3) du flux limite de paroi mobile
(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
se calcule

par les relations algébriques suivantes :

(5.41) δ
[
Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

]
= Φ

(
W ⋆
)

• δνn+1/2

j+1/2

(5.42) δ
[
Φn+1/2

I, j−1/2
• νn+1/2

j−1/2

]
= Φ

(
W ⋆
)

• δνn+1/2

j−1/2

(5.43) qn+1/2

j
= s • ν

I+1/2, j
− ũ⋆

• δνn+1/2

j

(5.44)
(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
= qn+1/2

j
W ⋆ + p⋆

(
0 , ν

I+1/2, j
, qn+1/2

j

)t
+ ordre ≥ 2 .

L’expression (5.44) est, au second ordre près, analogue à l’expression algébrique
utilisée dans [RC96], à savoir

(5.45) q(t) = s • νn+1/2

j
− ũ⋆

• δνn+1/2

j

(5.46)
(
Φ • ν

)n+1/2

I+1/2, j
= q(t)W ⋆ + p⋆

(
0 , ν

I+1/2, j
, q(t)

)t
.

Preuve de la proposition 5.1.

• On évalue d’abord avec soin le coefficient λ qui figure explicitement devant
l’état W ⋆ par regroupement des trois derniers termes de la relation (5.3). On
a :

λ ≡ 1

2

[
δ+
I, j

× s − δ−
I, j

× s
]
− 1

2
s • ν

I, j+1/2
+

1

2
s • ν

I, j−1/2

=
1

2

(
δ+
I, j

− δ−
I, j

)
x
sy − 1

2

(
δ+
I, j

− δ−
I, j

)
y
sx +

1

2
s •

(
ν
I, j−1/2

− ν
I, j+1/2

)

=
1

2
sx

(
y
I+1/2, j+1/2

− y
I−1/2, j−1/2

− y
I+1/2, j−1/2

+ y
I−1/2, j+1/2

)

− 1

2
sy

(
x
I+1/2, j−1/2

− x
I−1/2, j+1/2

− y
I+1/2, j+1/2

+ y
I−1/2, j+1/2

)

+
1

2
s •

(
ν
I, j−1/2

− ν
I, j+1/2

)

compte tenu des expressions (3.16) et (3.17) de δ+
I, j

et δ−
I, j

=
1

2
s •

(
ν
I+1/2, j

+ ν
I−1/2, j

+ ν
I, j−1/2

− ν
I, j+1/2

)
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compte tenu de la relation (3.12)

(5.47) λ = s • ν
I+1/2, j

car l’intégrale sur le contour de K
I, j

de la normale extérieure est nulle et

s’exprime par

(5.48) ν
I+1/2, j

− ν
I−1/2, j

+ ν
I, j+1/2

− ν
I, j−1/2

= 0 .

• Quand on prend une variation finie de ces normales associée aux hy-
pothèses géométriques de flux limite de paroi mobile (les nœuds M

I−1/2, j+1/2

(j ∈ ZZ) ne bougent pas), il vient

(5.49) δνn+1/2

j
+ δνn+1/2

j+1/2
− δνn+1/2

j−1/2
= 0 .

Compte tenu de l’hypothèse (5.41)(5.42), nous en déduisons

δ

[
Φn+1/2

I, j+1/2
• νn+1/2

j+1/2

]
− δ

[
Φn+1/2

I, j−1/2
• νn+1/2

j−1/2

]
= Φ

(
W ⋆
)
•

(
δνn+1/2

j+1/2
− δνn+1/2

j−1/2

)

= −Φ
(
W ⋆
)
• δνn+1/2

j
au vu de (5.49)

= −
(
ũ⋆

• δνn+1/2

j

)
W ⋆ + p⋆

(
0 , −δνn+1/2

j
, −
(
ũ⋆

• δνn+1/2

j

))t
.

On reporte cette dernière expression, jointe à la relation (5.47), au sein de (5.3).
Il vient, compte tenu des hypothèses (5.35) à (5.40) :

(
F • ν

)n+1/2

I+1/2, j
=
(
0 , p⋆

(
ν
I+1/2, j

+ δνn+1/2

j

)
, p⋆

(
s • ν

I+1/2, j

))t

−
(
ũ⋆

• δνn+1/2

j

)
W ⋆ − p⋆

(
0 , δνn+1/2

j
, ũ⋆

• δνn+1/2

j

)t

+ s • ν
I+1/2, j

W ⋆ + (ordre ≥ 2)

= qn+1/2

j
W ⋆ + p⋆

(
0 , ν

I+1/2, j
, qn+1/2

j

)t
+ (ordre ≥ 2) .

ce qui montre la relation (5.44). La seule différence entre les expressions (5.43)
(5.44) et (5.45)(5.46) tient à l’unique point suivant :

(5.50) q(t) − qn+1/2

j
= s • δνn+1/2

j

lequel est un infiniment petit du second ordre compte tenu des hypothèses faites
pour établir la relation (5.3). La proposition en résulte.
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6) Conclusion.
• Nous avons montré que si un fluide considéré comme non visqueux est
limité par une structure lentement variable et qui se déplace d’une faible ampli-
tude dans l’espace, il est possible au premier ordre de remplacer une modélisation
géométrique de ce mouvement par un flux limite de paroi mobile sur les facettes
qui relient le fluide et la structure. L’évaluation numérique du flux limite de
paroi mobile demande, dans le cas où l’on utlise la méthode Muscl de van Leer
avec le choix fait aux Mureaux d’un maillage structuré, une évaluation précise
de la normale au cours du temps, une mise en mémoire de l’état extrapolé à la
paroi, une évaluation de la dérivée de la pression paroi, la mâıtrise de la dérivée
du flux de van Leer par rapport aux états fluides et une résolution approchée de
la discontinuité sur les facettes transversales avec un schéma de Roe. Il s’agit de
calculs de mise en œuvre délicate mais qui ne doivent entrâıner qu’un surcoût
modique à l’exploitation.

• La suite naturelle de ce travail pourrait être la suivante : (i) mise en
œuvre du flux linéarisé de paroi mobile dans une maquette logicielle jointe à
une extension tridimensionnelle des développements algébriques formels con-
tenus dans ce mémoire, (ii) validation par rapport à l’expérience industrielle,
(iii) insertion du module ainsi développé au sein d’un logiciel tridimensionnel
opérationnel. De façon plus générale, ce travail s’insère dans une réflexion globale
sur le couplage aéroélastique et le besoin opérationnel de disposer pour les études
systèmes d’un logiciel de simulation couplant aérodynamique et élastodynamique.



5

Condition d’entropie
multidimensionnelle

Nous présentons une approche générale pour exprimer la condition d’entro-
pie dans le cas de l’approximation de systèmes hyperboliques de lois de conser-
vation par un schéma continu en temps et discret en espace avec la méthode
des volumes finis mutidimensionnels. Nous établissons le lien avec le schéma de
Godunov dans le cas de la dynamique des gaz.

1) Introduction.
• Nous étudions un système hyperbolique de lois de conservation

(1)
∂W

∂t
+ div f(W ) = 0

muni d’une entropie de Lax η, de sorte que nous cherchons les solutions en-
tropiques du système (1) qui vérifient de plus au sens des distributions

(2)
∂η(W )

∂t
+ div ξ(W ) ≤ 0

où ξ(W ) est le flux d’entropie associé à l’entropie η et au flux f du système
(1).

• Nous étudions une semi-discrétisation en espace du système (1) par la
méthode des volumes finis ; les inconnues sont les valeurs moyennes des variables
conservées W :

Rapport de recherche Aerospatiale Lanceurs, mai 1992. Révision juillet 2003.
Edition février 2011 ; 13 pages.
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(3) W
K

=
1

| K |

∫

K

W (x) dx

et l’intégration en espace de la loi de conservation (1) fait apparâıtre un flux
Φ(n) à l’interface de normale n entre deux volumes de contrôle :

(4) | K |
dW

K

dt
+

∫

∂K

Φ(n) dγ = 0 .

Le choix du flux numérique Φ(n) définit complètement le schéma en espace.
Il importe de le choisir de façon à satisfaire un analogue discret de l’inégalité
d’entropie (2) du type

(5) | K | d

dt
η
(
W

K

)
+

∫

∂K

ξ(n) dγ ≤ 0 ,

où ξ(n) est un flux numérique d’entropie à déterminer.

• Nous proposons dans cette note une méthode pour déterminer le flux
d’entropie dans un cadre très général qui, moyennant une condition sur le flux
numérique Φ(n), assure que l’inégalité d’entropie (5) est satisfaite. Il s’agit
d’une généralisation de travaux menés à une dimension d’espace par Osher
[Os84], Tadmor [Ta87] et Khalfallah-Lerat [KL89].

• Nous introduisons les variables entropiques ϕ définies par :

(6) ϕ = η′(W )

et le changement de fonction réciproque ϕ 7−→ W est bien défini compte tenu
de la stricte convexité de η. Nous introduisons également une transformée ψ(•)
du flux d’entropie :

(7) ψ ≡ ϕf(W ) − ξ(W )

et, pour un couple (ϕ, W ) vérifiant la relation (6), il est clair que ψ ne dépend
que de la variable entropique ϕ et vérifie :

(8) dψ = dϕ • f(W (ϕ)) .

2) Flux d’entropie.
• Pour une interface F de normale n(F ) supposée intérieure au domaine
de calcul Ω, nous disposons d’un volume Kg à sa gauche et d’un volume de
contrôle Kd à sa droite (figure 1).

• Nous calculons d’abord le flux d’entropie de part et d’autre de l’interface
F à partir de la valeur au centre des deux mailles voisines et d’extrapolations
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d’ordre un. Rappelons d’abord que nous avons la relation suivante, qui carac-
térise un flux d’entropie :

(9) dξ(W ) = η′(W ) df(W ) = ϕ(W ) df(W ) .

Il est donc naturel d’extrapoler le flux ξ •n à gauche de l’interface par la relation

(10) (ξ •n) (F , g) = ξg •n + ϕg

(
Φ(n) − fg •n

)

où l’indice g dans le second membre de la relation (10) signifie qu’on prend le
flux d’entropie ξ •n, la variable entropique ϕ et le flux f relativement à l’état
à gauche de l’interface F. Nous avons une relation analogue pour l’autre côté
de l’interface :

(11) (ξ •n) (F , d) = ξd •n + ϕd

(
Φ(n) − fd •n

)

et nous calculons le flux d’entropie numérique ξ(n) en pondérant les relations
(10) et (11) très simplement :

(12) ξ(n) =
1

2

(
ξg •n + ϕg

(
Φ(n) − fg •n

)
+ ξd •n + ϕd

(
Φ(n) − fd •n

) )
.

Pour faire apparâıtre le flux d’entropie de la relation (12), nous multiplions la
relation (4) par η′(W

K
) = ϕ

K
, remarquons que l’on a identiquement

(13)

∫

∂K

f(W
K

) •n dγ = 0

donc nous avons

(14) | K | d

dt
η(W

K
) +

∑

F∈∂K

∫

F

ϕ
K

(
Φ(n) − f

K
•n
)
dγ = 0 .

d

g n(F)

K

K

Figure 1 Notations.

• Nous avons identité complète entre l’élément K et l’élément à gauche
Kg des diverses interfaces F puisque nous supposons la normale n orientée
vers l’extérieur de l’élément. Donc nous avons le calcul élémentaire suivant :
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(15) ϕ
K

(
Φ(n) − f

K
•n
)

=





1

2

(
ξg •n + ϕg

(
Φ(n) − fg •n

) )
− ξg • n

+
1

2

(
ξd •n + ϕd

(
Φ(n) − fd •n

) )

+
1

2

[
ξg •n + ϕg

(
Φ(n) − fg •n

)

−
(
ξd •n + ϕd

(
Φ(n) − fd •n

) )]

(16) ϕ
K

(
Φ(n)−f

K
•n
)

= ξ(n) − 1

2

(
(ϕd −ϕg)Φ(n) + ψg • n−ψd • n

)
−ξg • n

qui nous conduit à poser

(17) D(F ) =
(
ϕd − ϕg

)
Φ(n) + ψg • n − ψd • n .

Nous pouvons réécrire la relation (16) sous la forme

(18) ϕ
K

(
Φ(n) − f

K
•n
)

= ξ(n) − 1

2
D(F ) − ξ

K
•n .

Nous intégrons la relation (18) sur le bord ∂K de l’élément K, remarquons
que nous avons identiquement

(19)

∫

∂K

ξ
K

•ndγ = 0

et, compte tenu de la relation (14), nous en déduisons la relation fondamentale
suivante

(20) | K | d

dt
η(W

K
) +

∫

∂K

ξ(n) dγ =
1

2

∫

∂K

D(F ) dγ .

Lorsque l’élément K est au bord du domaine d’étude Ω, un état W0 permet de
prendre en compte les conditions aux limites relatives au problème (1) (voir les
détails par exemple dans [DLf88] et [DLf89]) et il est naturel de définir le flux
d’entropie à la frontière par la relation

(21) ξ(n) =
1

2

(
ϕ

K

(
Φ(n) − f

K
•n
)

+ ξ0 •n + ϕ0

(
Φ(n) − f0 •n

) )
.

3) Inégalite d’entropie.
• La relation (20) qui permet de préciser l’évolution de l’entropie dans la
maille K est très générale. L’inégalité d’entropie (5) est donc satisfaite sous la
condition suffisante

(22) D(F ) ≤ 0

et le schéma associé au flux numérique Φ(n) est alors dit “à solutions station-
naires entropiques”.
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• Nous remarquons que dans le changement de la direction de la normale,
c’est à dire de n en −n, la conservativité du schéma impose

(23) Φ(−n) = −Φ(n)

et que nous avons également, compte tenu de la relation (12) :

(24) ξ(−n) = −ξ(n)

alors que la dépendance par rapport à la direction normale n’est pas explicitée
dans la définition (17) de la dissipation d’entropie. En effet, si on change n en
−n, il convient aussi d’échanger gauche et droite qui ne sont définis que rela-
tivement au choix d’une direction normale, ce qui laisse inchangée l’expression
de D(F ), compte tenu des relations (23) et (24).

4) Equations d’Euler de la dynamique des gaz.
• Nous considérons maintenant le cas des équations d’Euler de la dy-
namique des gaz, à deux dimensions d’espace pour fixer les idées. Les variables
conservées de masse, impulsion et énergie se définissent par

(25) W =
(
ρ , ρ u , ρ v , ρE

)t

et les variables entropiques prennent une forme simple en fonction de la thermo-
dynamique (voir Godunov et al [GZIKP79]) :

(26) ϕ =

(
1

T

(
µ− 1

2
(u2 + v2

))
,
u

T
,
v

T
, − 1

T

)
,

où ρ, u, v, E, T et µ désignent respectivement la densité, les composantes selon
x et y de la vitesse, l’énergie totale spécifique, la température et le potentiel
chimique. Les flux fx et fy ont la forme bien classique

(27) fx =
(
ρu , ρ u2 + p , ρ u v , ρ uE + pu

)t

(28) fy =
(
ρ v , ρ u v , ρ v2 + p , ρ v E + p v

)t
.

Nous pouvons expliciter la forme de la condition d’entropie (22) lorsque l’interface
F est une paroi solide. Dans ce cas, la condition limite continue s’écrit physique-
ment

(29) u •n = 0

ce qui impose un flux limite faisant apparâıtre une pression :

(30) Φ(n) =
(
0 , p∗ nx , p

∗ ny , 0
)t
.

L’état W0 de la relation (21) est alors le “miroir” de l’état W
K

dans la maille
contenant l’interface F, c’est à dire, en notant τ le vecteur unitaire déduit de
la direction normale n par rotation d’angle +π

2 :
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(31) W0 =
(
ρ , ρ

(
(−u •n)n + (u • τ) τ

)
, ρE

)t
.

L’état W0 a même vitesse tangentielle et même thermodynamique que l’état
W

K
, mais une vitesse normale opposée. On a par ailleurs

(32) ξ
K

•n =
p
K

T
K

u •n

ce qui conduit à l’expression suivante pour la dissipation de l’entropie :

(33) D(F ) =
2

T
K

(
u •n

) (
p
K

− p∗
)
.

• Nous terminons ce paragraphe par le théorème suivant, énoncé dans un
cadre monodimensionnel, mais dont la généralisation à deux ou trois dimensions
d’espace est immédiate.

Théorème 1.
Le schéma de Godunov est entropique au sens de l’inégalité (22) pour les équa-
tions d’Euler de la dynamique des gaz.

Preuve du théorème 1.
• Il faut montrer que, pour Wg et Wd états donnés et Φ(n) flux de la
solution en x = 0 du problème de Riemann posé entre Wg et Wd, la dissi-
pation d’entropie D(F ) est négative. Rappelons que la solution du problème
de Riemann comporte une 1-onde (de choc ou de détente) suivie d’un premier
état intermédiaire W

1
, d’une 2-discontinuité de contact, d’un second état in-

termédiaire W
2

et d’une 3-onde de choc ou de détente (figure 2). Nous appelons
“état de Godunov” l’état W (x = 0) qui permet de calculer le flux numérique.

• Nous rappelons qu’à travers une 1-onde de choc de célérité σ
1
, le saut

d’entropie est donné par la relation

(34) ξ
1
− ξg − σ

1
(η

1
− ηg) = −m

1
(s

1
− sg)

où s désigne l’entropie spécifique et m
1
≡ ρ

1
(u

1
−σ

1
) = ρg (ug−σ1) le flux de

masse (positif) qui traverse le 1-choc. De même, à travers un 3-choc de célérité
σ
3
, nous avons

(35) ξd − ξ
2
− σ

3
(ηd − η

2
) = −m

3
(sd − s

2
)

où le flux de masse m
3
≡ ρ

2
(u

2
− σ

3
) = ρd (ud − σ

3
) est maintenant négatif.

Les seconds membres de (34) et (35) sont négatifs puisque la solution recherchée
est entropique au sens de Lax et ainsi nous avons

(36) s
1

≥ sg
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(37) s
2

≥ sd

et l’entropie spécifique crôıt toujours à la traversée d’une onde de choc.

t

x

W

0

2

Wd

W1

Wg

Figure 2 Problème de Riemann.

• Nous décomposons la dissipation (17) de façon à mettre en évidence ce
qui vient de la gauche et ce qui vient de la droite. Nous avons, en notant sans
le moindre indice l’état de Godunov,

(38) D(F ) =
(
ξ − ξg − ϕg (Φ − fg)

)
+
(
ξd − ξ + ϕd (Φ − fd)

)
.

Nous montrons ici, en suivant en fait une démarche initiée par l’équipe de Mazet
[BDM89], qu’on a en fait simultanément

(39) ξ − ξg − ϕg (Φ − fg) ≤ 0

(40) ξd − ξ + ϕd (Φ − fd) ≤ 0 .

La première inégalité (39) peut s’interpréter comme une inégalité d’entropie à
la limite. Nous l’avions proposée avec P. Le Floch [DLf88] et elle a été établie
théoriquement par Benabdallah-Serre [BS87]. Nous la détaillons avec des argu-
ments élémentaires dans le paragraphe qui suit.

• Preuve de l’inégalité (39).
Nous distinguons divers cas, selon que dans le quadrant ζ ≡ x

t ≤ 0 (c.f. figure 2),
nous disposons de zéro, une, deux ou trois ondes autosemblables. S’il n’y a pas
d’onde dans le quadrant x

t ≤ 0, nous avons alors simplement

(41) Φ = fg , ξ = ξg

et l’inégalité (39) est dans ce cas une égalité.

• Si l’état de Godunov est sonique dans la 1-onde, nous disposons d’une 1-
détente entre ζ = ζg et ζ = 0, qui vérifie donc
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(42)
df

dζ
= ζ

dW

dζ

(43)
dξ

dζ
= ζ

dη(W )

dζ
.

On tire de ces égalités

(44) ξ − ξg − ϕg (Φ − fg) =

∫ 0

ζg
ζ
( dη(W )

dζ
− ϕg

dW

dζ

)
dζ .

La fonction ζ 7−→ ζ est croissante négative donc d’après la seconde formule de
la moyenne, il existe ζ∗ ≤ 0 de sorte que
∫ 0

ζg
ζ
( dη(W )

dζ
− ϕg

dW

dζ

)
dζ = ζg

∫ ζ∗

ζg

( dη(W )

dζ
− ϕg

dW

dζ

)
dζ

(45)

∫ 0

ζg
ζ
( dη(W )

dζ
− ϕg

dW

dζ

)
dζ = ζg

(
η
(
W (ζ∗)

)
− ηg − ϕg

(
W (ζ∗)−Wg

) )

et l’inégalité (39) est une conséquence de la convexité de la fonction W 7−→ η(W )
et de l’hypothèse ζg ≤ 0 .

• Si l’état de Godunov est le premier état intermédiaire W
1

et si la 1-onde est
une onde de détente, le raisonnement précédent s’applique sans modification. Si
c’est une 1-onde de choc, la relation de Rankine et Hugoniot

(46) f
1
− fg = σ

1
(W

1
−Wg)

jointe à l’inégalité d’entropie issue de (34) montre que nous avons

(47) ξ − ξg − ϕg (Φ − fg) ≤ σ
1

(
η
1
− ηg − ϕg (W

1
−Wg)

)

et la conclusion est conséquence de la convexité de η(•) et de l’hypothèse σ
1
≤ 0.

• Si l’ état de Godunov est le second état intermédiaire W
2
, nous disposons

d’une 1-onde de choc ou de détente suivie par une discontinuité de contact de
célérité σ

2
≤ 0 entre les états W

1
et W

2
:

(48) f
2
− f

1
= σ

2

(
W

2
−W

1

)

(49) ξ
2
− ξ

1
= σ

2

(
η
2
− η

1

)
.

Nous avons

(50) ξ − ξg − ϕg (Φ−fg) = σ
2

(
η
2
−η

1
− ϕg (W

2
−W

1
)
)
+
(
ξ
1
−ξg−ϕg (f

1
−fg)

)
.

Si la 1-onde est un choc de célérité σ
1
≤ σ

2
, nous déduisons de (50) et (47)

l’inégalité suivante

(51) ξ − ξg − ϕg (Φ − fg) ≤
{

σ
2

(
η
2
− ηg − ϕg (W

2
−Wg)

)

+ (σ
1
− σ

2
)
(
η
1
− ηg − ϕg (W

1
−Wg)

)
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qui montre la propriété, au vu de la convexité de l’entropie mathématique et
des hypothèses sur les célérités. Si la 1-onde est une détente, compte tenu de
(50) et (45), nous avons, en notant ζ

1
la valeur de u − c pour le premier état

intermédiaire,

(52) ξ − ξg − ϕg (Φ − fg) =





σ
2

(
η
2
− ηg − ϕg (W

2
−Wg)

)

+

∫ ζ
1

ζg
(ζ − σ

2
)
( dη(W )

dζ
− ϕg

dW

dζ

)
dζ

et la conclusion tombe comme dans les cas précédents.

t

x0

ζ2σ
2

σ
1

Wg Wd

W1

W2

Figure 3 Etat de Godunov sonique dans la 3-détente.

• Si l’état de Godunov est l’état sonique dans la 3-détente et ce cas est illustré
à la figure 3, nous avons la décomposition

ξ − ξg − ϕg (Φ − fg) =





(
ξ − ξ

2
− ϕg (Φ − f

2
)
)

+ σ
2

(
η
2
− η

1
− ϕg (W

2
−W

1
)
)

+
(
ξ
1
− ξg − ϕg (f

1
− f

2
)
)

qui, compte tenu de calculs analogues à ceux de la relation (45), permet d’écrire,
en notant ζ

2
la célérité au début de la 3-détente,

(53) ξ − ξg − ϕg (Φ − fg) =





ζ
2

(
η∗ − η

2
− ϕg (W ∗ −W

2
)
)

+ σ
2

(
η
2
− η

1
− ϕg (W

2
−W

1
)
)

+
(
ξ
1
− ξg − ϕg (f

1
− fg)

)
.

Si la 1-onde est un choc, comme pour l’inégalité (45), nous avons :

(54) ξ − ξg − ϕg (Φ − fg) ≤





ζ
2

(
η∗ − ηg − ϕg (W ∗ −Wg)

)

+ (σ
2
− ζ

2
)
(
η
2
− ηg − ϕg (W

2
−Wg)

)

+ (σ
1
− σ

2
)
(
η
1
− ηg − ϕg (W

1
−Wg)

)
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et le résultat est une conséquence des inégalités sur les vitesses d’ondes (voir la
figure 3) et de la convexité de l’entropie η(•). Dans le cas où la 1-onde est une
détente, on adapte la relation (52) en tenant compte de la relation (53) et il
vient

(55) ξ − ξg − ϕg (Φ − fg) =





ζ
2

(
η∗ − ηg − ϕg (W ∗ −Wg)

)

+ (σ
2
− ζ

2
)
(
η
2
− ηg − ϕg (W

2
−Wg)

)

+

∫ ζ
1

ζg
(ζ − σ

2
)
( dη(W )

dζ
− ϕg

dW

dζ

)
dζ

et la propriété en résulte.

• Si l’état de Godunov est l’état de droite et si la 3-onde est une détente, la
démonstration précédente est inchangée. S’il s’agit d’une onde de choc, compte
tenu de l’inégalité d’entropie issue de la relation (35), nous avons

(56) ξ − ξg − ϕg (Φ − fg) ≤





σ
3

(
ηd − η

2
− ϕg (Wd −W

2
)
)

+ σ
2

(
η
2
− η

1
− ϕg (W

2
−W

1
)
)

+
(
ξ
1
− ξg − ϕg (f

1
− fg)

)

et la preuve s’achève comme dans les autres cas. Ceci termine la démonstration
de l’inégalité (39).

• Preuve de l’inégalité (40).
Nous la menons en suivant un plan analogue à celui proposé pour l’inégalité
d’entropie (39). S’il n’y a pas d’onde dans le quadrant ζ ≥ 0, on a alors

(57) Φ = fd , ξ = ξd

et l’inégalité (40) est triviale. Si l’état de Godunov est sonique dans la 3-détente,
on a, d’après (42) et (43) :

ξd − ξ − ϕd (fd − Φ) =

∫ ζd

0
ζ
( dη(W )

dζ
− ϕd

dW

dζ

)
dζ

(58) ξd − ξ − ϕd (fd − Φ) = ζd

∫ ζd

ζ∗

( dη(W )

dζ
− ϕd

dW

dζ

)
dζ

compte tenu de la seconde formule de la moyenne, pour une célérité ζ∗ positive.
Nous pouvons calculer exactement l’intégrale du second membre de la relation
(58), et nous avons

(59) ξd − ξ − ϕd (fd −Φ) = (−ζd)
(
η
(
W (ζ∗)

)
− ηd − ϕd

(
W (ζ∗)−Wd

) )

ce qui montre l’inégalité (40) dans ce cas particulier.
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• Si l’état de Godunov est le second état intermédiaire et si la 3-onde est une
détente, les relations (58) et (59) s’appliquent sans modification, ce qui montre la
propriété dans ce cas. Si la 3-onde est une onde de choc, la relation de Rankine
et Hugoniot s’écrit ici

(60) fd − f
2

= σ
3

(
Wd −W

2

)

et l’égalité (35) fournit, compte tenu du second principe de la thermodynamique,
une inégalité analogue pour le flux d’entropie. Nous en déduisons

(61) ξd − ξ − ϕd (fd − Φ) ≤ σ
3

(
ηd − η

2
− ϕd (Wd −W

2
)
)

et l’inégalité (40) est conséquence de la convexité de η(•) (la valeur de l’entropie
en W

2
est “au dessus” du plan tangent au point Wd) et de l’hypothèse σ

3
≥ 0.

• Si l’état de Godunov est le premier état intermédiaire W
1
, nous devons

prendre en compte les relations (48) et (49). Nous avons alors :

(62) ξd − ξ − ϕd (fd−Φ) = ξd − ξ
2
− ϕd (fd−f2) + σ

2

(
η
2
−η

1
−ϕd (W

2
−W

1
)
)
.

Si la 3-onde est un choc, nous déduisons de (61) et (62) :

(63) ξd − ξ − ϕd (fd − Φ) ≤
{

(σ
3
− σ

2
)
(
ηd − η

2
− ϕd (Wd −W

2
)
)

+σ
2

(
ηd − η

1
− ϕd (Wd −W

1
)
)

et la relation (40) est alors conséquence de la convexité de la fonction η(•) et
des relations σ

3
≥ σ

2
≥ 0. Si la 3-onde est une détente, nous avons, compte tenu

de la relation (58)

(64) ξd − ξ − ϕd (fd − Φ) =





∫ ζd

ζ
3

(ζ − σ
2
)
(dη(W )

dζ
− ϕd

dW

dζ

)
dζ

+ σ
2

(
ηd − η

1
− ϕd (Wd −W

1
)
)

et la seconde formule de la moyenne jointe au fait que la fonction ζ 7−→ (ζ−σ
2
)

est croissante positive, nous avons

(65) ξd − ξ − ϕd (fd − Φ) =





(ζd − σ
2
)

∫ ζd

ζ∗

(dη(W )

dζ
− ϕd

dW

dζ

)
dζ

+ σ
2

(
ηd − η

1
− ϕd (Wd −W

1
)
)

et la propriété cherchée résulte des mêmes arguments que précédemment.
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σ
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ζ
1
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Figure 4 Etat de Godunov sonique dans la 1-détente.

• Si l’état de Godunov est sonique dans la 1-détente, les notations sont celles
de la figure 4. Comme pour établir la relation (53), nous avons

(66) ξd − ξ − ϕd (fd − Φ) ≤





ζ
1

(
ηd − η∗ − ϕd (Wd −W ∗)

)

+ σ
2

(
η
2
− η

1
− ϕd (W

2
−W

1
)
)

+
(
ξd − ξ

2
− ϕd (fd − f

2
)
)

où ζ
1

désigne la valeur de la 1-célérité pour l’état W
1
. Si la 3-onde est un choc,

on regroupe les deux derniers termes du membre de droite de (66) comme à la
relation (63), ce qui entrâıne :

(67) ξd − ξ − ϕd (fd − Φ) ≤





ζ
1

(
ηd − η∗ − ϕd (Wd −W ∗)

)

+ (σ
2
− ζ

1
)
(
ηd − η

1
− ϕd (Wd −W

1
)
)

+ (σ
3
− σ

2
)
(
ηd − η

2
− ϕd (Wd −W

2
)
)

et l’inégalité (40) en résulte. Si la 3-onde est une détente, nous avons, en notant
ζ
3

la valeur de u+ c relative au second état intermédiaire :

(68) ξd − ξ − ϕd (fd − Φ) ≤





ζ
1

(
ηd − η∗ − ϕd (Wd −W ∗)

)

+ (σ
2
− ζ

1
)
(
ηd − η

1
− ϕd (Wd −W

1
)
)

+

∫ ζd

ζ
3

(ζ − σ
2
)
(dη(W )

dζ
− ϕd

dW

dζ

)
dζ

et la relation (40) s’en déduit facilement dans ce cas. Si l’état de Godunov
est l’état de gauche et dans le cas d’une 1-onde de détente, le paragraphe qui
précède s’applique sans modification pour établir la relation recherchée. Si on
est en présence d’un 1-choc, nous décomposons la production d’entropie sous la
forme :
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(69) ξd − ξ − ϕd (fd − Φ) ≤





ζ
1

(
ηd − η∗ − ϕd (Wd −W ∗)

)

+ σ
2

(
η
2
− η

1
− ϕd (W

2
−W

1
)
)

+
(
ξd − ξ

2
− ϕd (fd − f

2
)
)

et la preuve s’achève en réappliquant exactement la même série d’arguments que
pour le paragraphe précédent. Ceci termine la démonstration du théorème.

• Remarquons en guise de conclusion que le résultat qui précède s’étend
sans difficulté au cas multidimensionnel puisque à chaque interface, on résout
un problème de Riemann purement monodimensionnel.

• Nous avons établi dans cette note une généralisation d’une inégalité
d’entro-pie classique pour les schémas continus en temps et dans le cas d’une
seule dimension d’espace à un maillage arbitraire de type volumes finis dans
un cadre multidimensionnel. Celle-ci est vérifiée pour le schéma de Godunov et
nous en avons donné une preuve détaillée. Nous renvoyons aux travaux de Vila et
son équipe [Vi91] pour l’établissement d’une inégalité d’entropie complètement
discrétisée relative au schéma de Godunov à plusieurs dimensions d’espace.





6

Dynamique des gaz, volumes finis
et moment cinétique

Après avoir remarqué que les équations de la dynamique des gaz conservent
le moment cinétique, nous proposons un nouveau schéma de volumes finis pour
leur approximation numérique. C’est une généralisation du schéma de Godunov
qui prend en compte un champ de vitesse tourbillonnant décrit par un mou-
vement de type solide rigide dans chaque maille. Le point original du schéma
est l’équation d’évolution du tourbillon, qui est une conséquence directe de la
conservation du moment cinétique.

1) Euler conserve le moment cinétique.
• Les équations d’Euler de la dynamique des gaz permettent d’écrire la
conservation de la masse, de l’impulsion et de l’énergie sous forme locale en
fonction de la masse volumique ρ , de la vitesse u , de la pression p, de l’énergie
interne e et totale E liés dans le cas d’un gaz parfait polytropique par les
relations

(1.1) E =
1

2
|u |2 + e

(1.2) p = (γ − 1) ρ e .

Si t désigne le temps et x ∈ IRm (m = 2 ou 3) est un point courant de l’espace,
on a les relations classiques :

Exposé au séminaire du Centre de Mathématiques Appliquées de l’école Poly-
technique, juin 1998. Rédaction juillet 2003. Edition février 2011 ; 11 pages.
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(1.3)
∂ρ

∂t
+

m∑

j=1

∂

∂xj
(ρuj) = 0

(1.4)
∂

∂t
(ρui) +

m∑

j=1

∂

∂xj
(ρui uj) +

∂p

∂xi
= 0 , i = 1, · · · ,m

(1.5)
∂

∂t
(ρE) +

m∑

j=1

∂

∂xj
(ρuj E + puj) = 0 .

• On désigne par ǫijk le tenseur complètement antisymétrique d’ordre 3 ;
ǫijk est égal à 1 si (i, j, k) est une permutation paire de (1, 2, 3), ǫijk est égal
à −1 si c’est une permutaion impaire et est nul dans les autres cas. On introduit
le moment cinétique relativement à l’origine de l’espace via la relation

(1.6) σ = x × u ; σi =
3∑

j=1

3∑

k=1

ǫijk xj uk , i = 1, 2, 3 .

On remarque que pour x ∈ IR3 , la relation (1.6) définit le produit vectoriel usuel
alors que pour x ∈ IR2 , on se ramène aisément au cas précédent en annulant
la troisième composante spatiale de la variable x et du champ de vitesse u. La
relation (1.6) montre qu’alors seul σ3 le long du troisième vecteur de base est
non nul et qu’on peut considérer le moment cinétique comme un champ scalaire.
Rappelons que le rotationnel est défini pour un champ IR3 ∋ x 7−→ ϕ(x) ∈ IR3

par la relation

(1.7) (rotϕ)
i

=
3∑

j=1

3∑

k=1

ǫijk
∂ϕk

∂xj
, i = 1, 2, 3 .

Proposition 1. Conservation du moment cinétique.
Avec les notations précédentes, le moment cinétique σ défini à la relation (1.6)
satisfait la loi de conservation suivante, pour i = 1, · · · , m :

(1.8)
∂

∂t
(ρσi) +

m∑

j=1

∂

∂xj
(ρσi uj) − (rot (px))i = 0 , i = 1, · · · ,m .

Preuve de la proposition 1.

• Compte tenu des relations (1.4) et (1.6), on a dans un premier temps

(1.9)
3∑

j=1

3∑

k=1

ǫijk xj

[
∂

∂t
(ρuk) +

m∑

l=1

∂

∂xl
(ρuk ul) +

∂p

∂xk

]
= 0 , i = 1, · · · ,m .
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• Or, en évitant la convention d’Einstein de sommation sur les indices
répétés au prix de symboles de sommation, on peut développer les trois termes
présents dans le membre de gauche de la relation (1.9). Il vient

(1.10)
∑

j, k

ǫijk xj
∂

∂t
(ρuk) =

∂

∂t

(∑

j, k

ǫijk xj (ρuk)
)

=
∂

∂t
(ρσi) ,

∑

j, k, l

ǫijk
∂xj

∂xl
uk ul =

∑

j, k, l

ǫijk δjl uk ul = (u × u)i = 0

donc
∑

j, k, l

ǫijk xj
∂

∂xl
(ρuk ul) =

∑

l

∂

∂xl

(∑

j,k

ǫijk xj ρuk ul

)
et

(1.11)
∑

j, k, l

ǫijk xj
∂

∂xl
(ρuk ul) =

∑

l

∂

∂xl
(ρul σi) .

Enfin
∑

j, k

ǫijk δjk = 0 , donc
∑

j, k

ǫijk xj
∂p

∂xk
=
∑

k

∂

∂xk

(
ǫijk xj p

)
et

(1.12)
∑

j, k

ǫijk xj
∂p

∂xk
= −

∑

j, k

ǫikj
∂

∂xk
(pxj) .

• La relation (1.8) se déduit alors aisément des relations (1.10) à (1.12) du
paragraphe précédent.

Remarque 1.

• Notons que la conservation du moment cinétique (1.8) n’est pas une loi de
conservation nouvelle si on suppose que les équations (1.3) à (1.5) sont vérifiées.
L’énergie totale massique E reste toujours évaluée par la relation (1.1) qui est à
prendre ponctuellement. De plus, les relations de saut associées à (1.8) peuvent
s’écrire le long d’une surface de discontinuité Σ de normale n et de vitesse ζ
en fonction du flux de masse m

(1.13) m = ρ (u− ζ)•n

qui traverse Σ , sous la forme

(1.14) m [σ] + [p] (x × n) = 0 .

Compte tenu de la définition (1.6), cette relation (1.14) n’apporte pas plus
d’information que la relation de saut classique associée à la conservation (1.4)
de l’impulsion, c’est à dire

(1.15) m [u] + [p]n = 0 .
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• Par contre, la conservation du moment cinétique (1.8) a l’avantage d’expli-
citer une loi de conservation fondamentale de la nature, conséquence directe via
le théorème d’E. Noether (qu’on pourra consulter par exemple dans le livre
d’Arnold [Ar76]) de l’invariance par rotation des lois de la physique, mais cachée
derrière la forme très locale (1.4) de la conservation de l’impulsion.

2) Vitesse tourbillonnante pour les volumes finis.
• Nous utilisons la conservation du moment cinétique pour proposer une
méthode de volumes finis qui l’utilise explicitement. Nous commençons par
quelques notations.

• Soit T un maillage du domaine d’étude Ω ⊂ IRm . L’ensemble E
T

des
éléments K du maillage (K ∈ E

T
) définit les volumes de contrôle et nous sup-

posons que dans chaque maille, la densité est une fonction constante du point
d’espace :

(2.1) ρ(x) = ρ
K
, ∀x ∈ K , ∀K ∈ E

T
.

Nous approchons le champ de vitesse par un mouvement de corps rigide linéarisé,
paramétré par la vitesse moyenne u

K
et le tourbillon moyen ω

K
dans la maille

K :

(2.2) u(x) = u
K

+
1

2
ω

K
× (x− x

K
) , ∀x ∈ K , ∀K ∈ E

T
.

où x
K

désigne le centre de gravité de l’élément K.

Proposition 2. Tourbillon local.
Avec les notations introduites en (2.1) et (2.2), on a

(2.3) rotu(x) = ω
K
, ∀x ∈ K , ∀K ∈ E

T
.

Preuve de la proposition 2.

• On prend le rotationnel de la relation (2.2) :
∑

jklm

ǫijk
∂

∂xj

[ 1

2
ǫklm ωl (x

m − xm

K
)
]

=
∑

jklm

1

2
ǫijk ǫlmk δ

m
j ωl =

=
1

2

∑

jlm

(δil δjm δm
j − δim δjl δ

m
j )ωl =

1

2
(3 − 1)ωi = ωi .

• La relation (2.3) s’en déduit, à la différence de notation près.
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Remarque 2.

• La relation (2.3) est à prendre dans la maille K et non pas comme la
dérivée au sens des distributions de la fonction u(x) définie par la relation (2.2).
Dans la maille K, la vitesse est une fonction affine par maille et l’impulsion ρu
l’est également compte tenu de la relation (2.1). Nous sommes donc en train
de définir une méthode plus riche que le schéma de Godunov [Go59] mais plus
simple que l’approche Muscl de van Leer [vL79].

• Nous relions maintenant le moment cinétique σ
K

relativement au centre
de gravité de la maille K au tourbillon ω

K
, à l’aide d’une matrice d’inertie J

K
.

Nous posons

(2.4) ρ
K
σ
K

=
1

|K |

∫

K

ρ
K

(x− x
K

) × u(x) dx , K ∈ E
T

(2.5)
(
J
K

)
ij

=
1

|K |

∫

K

(
|x−x

K
|2 δij − (x−x

K
)
i
(x−x

K
)
j

)
dx , K ∈ E

T
.

Proposition 3. Relation tourbillon-moment cinétique.
Avec les notations introduites aux relations (2.2) à (2.5), on a

(2.6) σ
K

=
1

2
J
K

•ω
K
.

Preuve de la proposition 3.

• On injecte la représentation (2.2) du champ de vitesse au sein de la
définition (2.4) du moment cinétique dans la maille K. Il vient :

ρ
K
σ
K

=
1

|K |

∫

K

ρ
K

(x− x
K

) ×
[
u
K

+
1

2
ω

K
× (x− x

K
)
]
dx

=
1

2 |K |

∫

K

ρ
K

(x− x
K

) ×
[
ω

K
× (x− x

K
)
]
dx .

• La relation (2.6), compte tenu de (2.5), résulte de la formule élémentaire

y × (ω × y) = |y |2 ω − (ω• y) y

appliquée à y = (x− x
K

). La proposition en résulte.

Proposition 4. Propriété de la matrice d’inertie.
La matrice d’inertie J

K
définie à la relation (2.5) est symétrique définie positive.
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Preuve de la proposition 4.

• Le résultat est classique. Il est d’abord clair que la matrice J
K

est une
matrice symétrique. Pour ω ∈ IRm fixé, on a ensuite

(ω , J
K
ω ) =

1

|K |

∫

K

(
ω , (x− x

K
) × (ω × (x− x

K
) )
)
dx

=
1

|K |

∫

K

(
ω , (x− x

K
) , ω × (x− x

K
)
)
dx

=
1

|K |

∫

K

[
ω × (x− x

K
)
]
•

[
ω × (x− x

K
)
]
dx

=
1

|K |

∫

K

|ω × (x− x
K

) |2 dx ≥ 0

ce qui montre que J
K

est positive pour tout m ∈ {2, 3} .

• Si m = 3 , la relation (ω , J
K
ω ) = 0 entrâıne que ω est presque

partout parallèle à tout vecteur (x − x
K

) pour tout x ∈ K . Donc ω = 0 et
J
K

est définie positive. Si m = 2 , la relation ω × (x − x
K

) = 0 pour tout
x ∈ K entrâıne que ω appartient au plan du domaine Ω. Comme ω n’a qu’une
composante perpendiculaire à ce plan, ω est nul si (ω , J

K
ω ) = 0 . Donc J

K
est définie positive dans ce cas également.

• Nous explicitons maintenant la relation entre l’énergie totale E
K

dans
une maille et l’énergie interne, supposée constante, e

K
dans cette maille. On

suppose donc

(2.7) e(x) = e
K
, ∀x ∈ K , ∀K ∈ E

T
.

L’énergie totale E
K

dans la mailleK est définie par intégration de la composante

cinétique 1
2 ρ |u |2 et de la composante interne ρ e , compte tenu de la relation

(1.1). On pose donc

(2.8) ρ
K
E

K
= ρ

K
e
K

+
1

2 |K |

∫

K

ρ
K

|u(x) |2 dx , K ∈ E
T
,

où le champ de vitesse u(x) dans la maille K est supposé satisfaire la relation
(2.2).

Proposition 5. Energie interne.
Avec les définitions et notations introduites aux relations (2.1) à (2.8), on a

(2.9) e
K

= E
K

− 1

2
|u

K
|2 − 1

8
(ω

K
, J

K
ω

K
) , K ∈ E

T
.
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Preuve de la proposition 5.

• On évalue l’énergie cinétique :

1

2 |K |

∫

K

ρ |u |2 dx =
ρ
K

2 |K |

∫

K

|u
K

+
1

2
ω

K
× (x− x

K
) |2 dx

=
1

2
ρ
K

|u
K
|2 +

ρ
K

8 |K |

∫

K

|ω
K

× (x− x
K

) |2 dx

=
1

2
ρ
K

|u
K
|2 +

1

8
ρ
K

(ω
K
, J

K
ω

K
)

compte tenu du calcul fait au cours de la preuve de la proposition 4.

• La relation (2.9) résulte alors du calcul ci-dessus et de la définition (2.8)
de l’énergie totale.

3) Volumes finis pour les équations d’Euler.
• Nous proposons dans ce paragraphe de construire un système dynamique
discret qui approche les équations (1.1) à (1.5) de la dynamique des gaz. L’idée
de base est d’utiliser la représentation affine incomplète (2.2) du champ de vitesse
et de tirer de la conservation du moment cinétique une équation d’évolution pour
le tourbillon ω

K
. La variable conservée W

K
dans la mailleK est le vecteur formé

de la densité, l’impulsion, le moment cinétique et l’énergie totale :

(3.1) W
K

=
(
ρ
K
, ρ

K
u
K
, ρ

K
σ
K
, ρ

K
E

K

)t
.

Nous notons que si x ∈ IR2 alors W
K

∈ IR5 aors que si x ∈ IR3 , on a W
K

∈ IR8 .

• Quand on intègre dans la maille K les lois de conservation (1.3), (1.4),
(1.8) et (1.5), on obtient une équation différentielle ordinaire pour décrire l’évo-
lution de W

K
au cours du temps

(3.2)
d

dt
W

K
+

1

|K |

∫

∂K

(Φ•n) dγ(x) = 0 , K ∈ E
T
.

Le flux (Φ•n) dans le second terme de la relation (3.2) est dû au caractère
conservatif des équations de la masse, de l’impulsion, du moment cinétique et de
l’énergie. Si x désigne un point du bord ∂K de l’élément K ou plus précisément
de l’interface f (f appartient à l’ensemble A

T
des arêtes du maillage si m = 2

et f appartient à l’ensemble F
T

des faces du maillage si m = 3) qui sépare deux
éléments Kg et Kd et si U⋆(x) désigne un état fluide sur cette interface, défini
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par exemple par sa densité ρ⋆(x) , sa vitesse u⋆(x) et sa pression p⋆(x) , c’est à
dire

(3.3) U⋆(x) =
(
ρ⋆(x), u⋆(x), p⋆(x)

)t
, x ∈ f

on a simplement

(3.4) (Φ•nf )(K, U⋆) =



ρ⋆ u⋆

•nf

ρ⋆u⋆ (u⋆
•nf ) + p⋆ nf

(x− x
K

) ×
[
ρ⋆u⋆ (u⋆

•nf ) + p⋆ nf

]

(ρ⋆E⋆ + p⋆)(u⋆
•nf )




où l’énergie totale E⋆ de l’état intermédiaire est donnée par un condensé des
relations (1.1) et (1.2) :

(3.5) E⋆ =
1

2
|u⋆ |2 +

1

γ − 1

p⋆

ρ⋆
,

et nf désigne la normale à l’interface f au point x ∈ f .

• Le second terme de l’équation (3.2) se décompose sur les faces f du bord
du volume K :

(3.6)

∫

∂K

(Φ•n) dγ(x) =
∑

f ∈ F
T

f ∩ ∂K 6=6O

∫

f

(Φ•nf )(K, U⋆(x)) dγ(x)

où F
T

désigne maintenant l’ensemble des faces du maillage sim = 3 et l’ensemble
des arêtes de celui-ci si m = 2. Quand on utilise le schéma de Godunov, on a
ω

K
≡ 0 et une formule de quadrature à un point

(3.7)
1

|f |

∫

f

(Φ•nf )(K, U⋆(x)) dγ(x) ≈ (Φ•nf )(K, U⋆(x0(f))

qui introduit le centre de gravité x0(f) de la face f du maillage. On utilise
alors au sein de la relation (3.7) la valeur de U⋆(x0(f)) qui correspond à l’état
stationnaire du problème de Riemann entre les états Ug et Ud respectivement à
gauche et à droite de l’interface f :

(3.8) U⋆(x0(f)) = R (Ug, nf , Ud ) .

Nous renvoyons le lecteur par exemple à Godlewski-Raviart [GR96] pour les
détails de mise en œuvre.

• Nous proposons ici d’enrichir la description de l’interaction entre états sur
l’interface pour prendre en compte la caractère variable en espace de la relation
(2.2) ainsi que la variation spatiale du moment cinétique, tout en n’utilisant
comme outil de résolution de base “que” le problème de Riemann entre deux
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états Ug et Ud. Le schéma de volumes finis pour les équations d’Euler à l’aide
de l’équation différentielle (3.2) suit l’algorithme décrit ci-dessous.

x
Kd

xKg

f

K g

K d

nf

x (f)j

Figure 1 Extrapolation.

⋆ i ⋆

Pour chaque interface f du maillage (entre deux cellules de contrôle), on se
donne une formule de quadrature avec un nombre fixé (p+ 1) de points xj(f)
et des poids associés aj :

(3.9)
1

|f |

∫

f

(Φ•nf )(K, U⋆(x)) dγ(x) ≈
p∑

j=0

aj (Φ•nf )
(
K, U⋆(xj(f))

)
.

⋆ ii ⋆

Les points (xj(f)) , j = 0, · · · , p étant donnés pour toute interface f du mail-
lage T , on détermine deux états extrapolés Ug((xj(f)) et Ud((xj(f)) à l’aide
du couple d’éléments (Kg , Kd) situés respectivement à gauche et à droite de
l’interface f (voir la figure 1). Les états extrapolés demandent surtout d’évaluer
le champ de vitesse au point xj(f) à partir des valeurs u

Kg
et u

Kd
aux centres

x
Kg

et x
Kd

des mailles Kg et Kd :

(3.10) ug(xj(f)) = u
Kg

+
1

2
ω

Kg
× (xj(f) − x

Kg
)

(3.11) ud(xj(f)) = u
Kd

+
1

2
ω

Kd
× (xj(f) − x

Kd
) ,
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avec les notations de la relation (2.2). On dispose donc des deux états extrapolés
de part et d’autre du jo point d’intégration sur la face f :

(3.12) Ug(xj(f)) =
(
ρ
Kg
, ug(xj(f)) , p

Kg

)t

(3.13) Ud(xj(f)) =
(
ρ
Kd
, ud(xj(f)) , p

Kd

)t
.

⋆ iii ⋆

Les états extrapolés de part et d’autre du point xj(f) d’interface une
fois évalués par les relations (3.10) à (3.13), on résout le problème de Rie-
mann monodimensionnel entre ces deux états pour calculer un état stationnaire
U⋆(xj(f)) d’inter-face, comme pour le schéma de Godunov :

(3.14) U⋆(xj(f)) = R
(
Ug(xj(f)), nf , Ud(xj(f))

)
, j = 0, · · · , p , f ∈ F

T
.

⋆ iv ⋆

Il suffit alors d’évaluer le flux au point xj(f) à l’aide de la relation (3.4),
écrite au point x = xj(f) puis de sommer toutes les contributions des divers
points de quadrature grâce aux relations (3.9) puis (3.6).

• On remarque que le flux calculé avec l’algorithme précédent (relations
(3.4) à (3.14)) n’est pas stricto sensu rigoureusement conservatif. En effet, le
moment cinétique est considéré relativement au centre de gravité de chaque
maille. Le flux correspondant sur l’interface f pour cette variable utilise pour
l’élément de gauche Kg le bras de levier (xj(f)−x

Kg
) multiplié vectoriellement

par le flux d’impulsion et pour l’élément de droite Kd le bras de levier (xj(f)−
x
Kd

) multiplié vectoriellement par le même flux d’impulsion. L’écart de non-

conservation ne reflète que la différence des points de repère où l’on considère
les moments cinétiques.

• On associe enfin ce calcul de flux à un intégrateur temporel par exemple
de type Runge-Kutta pour passer de l’état Wn

K
au temps n∆t (n ∈ IN) à un

état Wn+1
K

au temps (n + 1)∆t . Dans le code de calcul Ns3gr, nous avons

utilisé (voir [DM92]) avec satisfaction le schéma de Heun qui est un schéma de
Runge-Kutta à deux pas. Pour l’équation différentielle modèle,

(3.15)
dw

dt
= f(w(t))

il s’écrit

(3.16)
1

∆t
(wn+1 − wn) =

1

2

[
f(wn) + f

(
wn + ∆tf(wn)

) ]
.
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On dispose alors des variables conservées Wn+1
K

au temps (n+1)∆t . Il faut en

tirer la vitesse u
K

(c’est clair), le tourbillon par résolution du système linéaire

(2.6) de trois équations à trois inconnues si x ∈ IR3 (de l’équation (2.6) si x ∈
IR2), puis l’énergie interne e

K
à l’aide de la relation (2.9). Si le pas de temps ∆t

n’est pas trop grand (condition de stabilité de type Courant-Friedrichs-Lewy),
cette dernière grandeur est positive et la relation (1.2) permet de calculer la
pression.

Remarque 3.

• Le schéma de volumes finis décrit plus haut a un cousinage clair avec la
méthode Muscl de van Leer [vL79]. Mais il est plus modeste dans son approche
puisqu’une seule variable (le tourbillon ω

K
dans la maille K) est ajoutée pour

construire les variables primitives du schéma numérique. L’extrapolation (3.10)-
(3.11) ne concerne que le champ de vitesse et aucun limiteur de pente ne doit a
priori être introduit dans le schéma puisqu’aucune positivité particulière ne doit
être respectée lors de l’étape d’extrapolation du champ de vitesse. On utilise
également une résolution du problème de Riemann, éventuellement approchée
puisque le flux d’interface, en plus des champs classiques, n’utilise que le moment
du flux d’impulsion aux points de quadrature. Par contre, la “pente” du champ
de vitesse (c’est à dire le tourbillon) est une variable primitive et l’équation
discrète (3.2) détermine “toute seule” son évolution en temps, ce qui constitue
un avantage substanciel si on le compare au savoir-faire “ad hoc” dans l’approche
Muscl de van Leer.





7

Discrétisation en temps
du système dynamique

Nous avons choisi lors des chapitres précédents de présenter l’approximation
des lois de conservation qui régissent l’évolution d’un fluide compressible grâce
à une approche qui découple l’espace et le temps. Ce faisant, nous avons
pu analyser complètement l’approche décentrée du premier ordre fondée sur
la résolution approchée du problème de Riemann ainsi que l’extension de van
Leer au second ordre. Nous abordons maintenant l’équation différentielle définie
par le schéma en espace pour en donner une discrétisation complète en temps.
Nous rappelons les principes fondamentaux de la discrétisation d’un système
différentiel, détaillons les méthodes de Runge-Kutta explicites et diverses mé-
thodes implicites, étudions l’effet de la discrétisation en temps sur le maintien
de la propriété de variation totale décroissante et présentons plusieurs schémas
dans le cas où certains termes ont une dynamique temporelle dominante.

1) Rappel des notions de base.
• Nous devons approcher l’équation d’évolution d’un fluide compressible,
c’est à dire une loi de conservation du type

(1.1)
∂W

∂t
+
∑

j

[
∂

∂xj
F j(W ) +

∂

∂xj
P j(W , ∇W )

]
= Ω(W )

Chapitre 3 du cours à l’Institut pour la Promotion des Sciences de l’Ingé-
nieur [CDV92], septembre 1992. Traduction en “TEX” juillet 2003. Edition
février 2011 ; 18 pages.



Lemmes finis pour la dynamique des gaz (1988-1998)

sur un maillage associé à une méthode de volumes finis. Nous avons vu qu’alors
si nous disposons de N volumes de contrôle, nous disposons de N inconnues
vectorielles WK c’est à dire de 5N inconnues scalaires pour la dynamique d’un
gaz non réactif à trois dimensions d’espace et de 11N inconnues scalaires pour
un modèle réactif à sept espèces par exemple. Dans la pratique, le nombre N
varie de 10 000 à 1 000 000, ce qui nous induit un problème d’évolution de
l’inconnue w = {WK , K = 1, · · · N} dans IRm avec m variant de 50 000 à
11 000 000 :

(1.2) w =
{
WK , K = 1, · · · , N

}
∈ IRm , 5 104 ≤ m ≤ 1.1 107 .

Nous retiendrons la très grande taille des problèmes à traiter, ce qui entrâıne
des difficultés pratiques très importantes et une lourdeur dans la mise en œuvre
informatique, même sur des super-ordinateurs.

• L’équation d’évolution en temps de l’inconnue w a été précisée dans un
chapitre précédent relatif à la discrétisation spatiale mutidimensionnelle :

(1.3)
dWK

dt
+
∑

a∈∂K

| a |
| K |

[
Φa + Πa

]
− Ω(WK) = 0 .

Les flux eulériens Φa et visqueux Πa sur les interfaces du maillage ne sont
maintenant considérés que comme des fonctions données de l’ensemble des in-
connues, c’est à dire de w. Nous pouvons dans un premier temps considérer que
tous les termes jouent un rôle analogue et poser simplement :

(1.4) f(w) = −
{ ∑

a∈∂K

| a |
| K |

[
Φa + Πa

]
+ Ω(WK) , K = 1, · · · , N

}

ce qui permet d’écrire l’équation d’évolution (1.3) sous la forme plus compacte :

(1.5)
dw

dt
= f(w) , w ∈ IRm , f(w) ∈ IRm .

Rappelons que la fonction f(•) est parfaitement connue et calculable, même si
son expression algébrique reste très complexe ! Nous pouvons aussi séparer les
termes fluides des termes chimiques :

(1.6) f(W ) = g(w) + Ω(w)

ce qui permet de réécrire le système (1.5) sous la forme

(1.7)
dw

dt
= g(w) + Ω(w) .

Pour construire des schémas aux différences pour la loi d’évolution (1.5), on se
donne un état wn au temps tn , un pas de temps ∆t permettant d’arriver au
temps tn+1 :

(1.8) tn+1 = tn + ∆t
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et on cherche wn+1 au nouveau pas de temps. Si nous intégrons en temps la
relation (1.5) entre les instants tn et tn+1 , nous avons simplement :

(1.9)
wn+1 − wn

∆t
=

1

∆t

∫ tn+1

tn
f(w) dt

et le choix d’un schéma numérique est reporté sur la recherche d’une formule
de quadrature pour le membre de droite de (1.9). Trois cas de figure classiques
sont possibles : utiliser le point de départ tn pour calculer l’intégrale, utiliser le
point d’arrivée tn+1 ou bien utiliser une méthode plus précise comme la formule
du trapèze. Dans le premier cas, nous obtenons un schéma dit d’Euler explicite
ou d’Euler-Cauchy :

(1.10)
wn+1 − wn

∆t
= f

(
wn

)
Euler explicite

dans le second cas, un schéma d’Euler implicite :

(1.11)
wn+1 − wn

∆t
= f

(
wn+1

)
Euler implicite,

alors que le troisième choix conduit au schéma de Crank-Nicolson, implicite
également :

(1.12)
wn+1 − wn

∆t
=

1

2

(
f
(
wn

)
+ f

(
wn+1

) )
Crank-Nicolson.

Nous notons la grande simplicité opératoire de la relation (1.10) alors que les
schémas implicites (1.11) et (1.12) demandent la résolution d’un problème a
priori non linéaire dont l’inconnue est wn+1. Remarquons aussi que ces trois
schémas sont à un pas de temps puisqu’on couple seulement les pas de temps tn
et tn+1 , que les deux schémas d’Euler (1.10) et (1.11) sont d’ordre un alors que le
schéma de Crank-Nicolson est d’ordre deux de précision. Nous ne définissons pas
ici l’ordre de précision d’un schéma pour une équation différentielle ordinaire et
renvoyons aux traités classiques de Gear [Ge71], Lambert [La74], Henrici [He74],
Crouzeix-Mignot [CM84] ou à l’introduction proposée par L. Halpern [Ha85] ou
P.A. Raviart [Ra87].

• Bien entendu, le choix d’un pas de temps est limité par des contraintes
de stabilité. L’analyse classique est linéaire et scalaire, on prend m = 1 (!) dans
la relation (1.5) et on suppose de plus

(1.13) f(w) = −λw , w ∈ IR .

On sait qu’alors la variable w suit une décroissance exponentielle si le temps
crôıt à l’infini :

(1.14) w(t) = w(0) e−λ t
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qu’il s’agit de capturer avec le schéma numérique. Le coefficient d’amplification
du schéma, défini par

(1.15) wn+1 = Kwn ; f donné par (1.13)

doit être de module inférieur ou égal à 1. Or pour les trois schémas introduits
plus haut, nous avons :

(1.16) K = 1 − λ∆t Euler explicite

(1.17) K =
1

1 + λ∆t
Euler implicite

(1.18) K =
2 − λ∆t

2 + λ∆t
Crank-Nicolson .

La condition (nécessaire) de stabilité

(1.19) | K | ≤ 1

ne fournit pas de condition pour le schéma d’Euler implicite et le schéma de
Crank-Nicolson qui sont dits pour cette raison inconditionnellement stables, alors
que l’on obtient

(1.20) λ∆t ≤ 2 , λ > 0 , Euler explicite

pour le schéma d’Euler-Cauchy qui est donc soumis à une condition de stabilité.
On lui préférera plutôt la condition plus restrictive

(1.21) λ∆t ≤ 1 , λ > 0 , Euler explicite

qui garantit la monotonie du schéma, i.e. 0 < K < 1. Le pas de temps est
limité par l’ordre de grandeur de la constante de temps du phénomène
de relaxation étudié pour le schéma d’Euler explicite.

• Notons toutefois que si l’on cherche à approcher un phénomène explosif,
pour lequel un bon modèle élémentaire est toujours donné par la relation (1.13),
mais avec λ < 0 cette fois, on a toujours K > 1 pour le schéma explicite
quel que soit le pas de temps, mais cela ne contredit plus le comportement
(divergent) de w(t) que l’on cherche à approcher et l’on peut alors considérer le
schéma explicite comme “inconditionnellement stable”. Pour le schéma d’Euler
implicite au contraire, la simulation d’un comportement divergent K > 1 n’est
possible que sous la condition

(1.22) (−λ)∆t ≥ 2 , λ < 0 , Euler implicite

c’est à dire un pas de temps plus grand que l’échelle en temps du processus
envisagé.

• Particularisons maintenant un peu plus le modèle spatial étudié et ima-
ginons que nous cherchions à approcher une advection avec la célérité a > 0 :
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(1.23)
∂w

∂t
+ a

∂w

∂x
= 0 , a > 0 .

Nous avons, après discrétisation par un schéma décentré d’ordre un, à intégrer
en temps le système différentiel suivant :

(1.24)
dwj

dt
+

a

∆x

(
wj − wj−1

)
= 0 , j ∈ ZZ

et l’analyse de stabilité est simple pour l’ensemble infini d’indices j grâce à la
transformation de Fourier. On pose :

(1.25) wj(t) = w̃(k) eijk∆x

et la composante de Fourier w̃(k) suit l’équation d’évolution

(1.26)
dw̃(k)

dt
+

a

∆x

(
1 − e−ik∆x

)
w̃(k) = 0 .

Pour les trois schémas vus plus haut, le coefficient d’amplification est toujours
donné par les relations (1.16) à (1.18), mais on a maintenant

(1.27) λ =
a

∆x

(
1 − e−iξ

)
, ξ ∈ IR

et la condition de stabilité (1.19) doit être réalisée quel que soit le nombre d’onde
ξ = k∆x. On introduit alors le nombre de Courant-Friedrichs-Lewy :

(1.28) σ = a
∆t

∆x
.

iσ

−iσ

−1 11 − 2σ 0
Re K

Im K

Figure 1 Analyse de stabilité du schéma Euler explicite pour
l’équation d’advection avec un schéma en espace décentré du premier ordre.

• Pour le schéma explicite du premier ordre, on a :

(1.29) K = (1 − σ) + σ e−iξ Euler explicite
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et après représentation graphique dans le plan complexe du lieu du coefficient
d’amplification K quand ξ varie (figure 1), la condition de stabilité 1− 2σ ≥
−1 prend la forme classique

(1.30) σ ≤ 1 , condition de stabilité d’Euler-Cauchy pour l’advection.

Cette condition déjà rencontrée dans les chapitres précédents exprime qu’une
onde physique (c’est à dire une information propagée par l’équation d’advection
(1.23)) ne peut pas se déplacer de plus d’une maille par pas de temps.

• Si on utilise le schéma d’Euler rétrograde (1.11), la condition de stabilité
(1.19) garantit que quel que soit le pas de temps ∆t, le schéma reste stable.
Notons qu’un système linéaire doit être résolu pour mettre en œuvre ce schéma
numérique ; il s’écrit

(1.31) (1 − σ)wn+1
j − σ wn+1

j−1 = wn
j , j ∈ ZZ

et une perturbation localisée du second membre se transmet en un seul pas de
temps à tous les autres points de grille. Le schéma implicite permet donc une
vitesse infinie dans la propagation de l’information donc, de façon heuristique,
on peut dire que la stabilité inconditionnelle est une conséquence du fait que les
ondes physiques (de célérité a) sont toujours moins rapides que les ondes
numériques. Pour le schéma de Crank-Nicolson (1.12), un calcul élémentaire
montre que pour tout ∆t > 0, la condition de stabilité (1.19) est effectivement
réalisée. On se gardera toutefois de considérer la propriété de stabilité incondi-
tionnelle comme conséquence directe du caractère implicite du schéma, puisque
cette dernière assertion peut être mise en défaut.

• Nous terminons ce paragraphe par une introduction aux méthodes multi-
pas. Pour approcher l’équation différentielle (1.5), on peut, au lieu de l’intégrer
sur l’intervalle de temps [ tn , tn+1 ] , prendre un intervalle plus grand du type
[ tn−1 , tn+1 ] , par exemple. Un schéma numérique est alors associé à une formule
de quadrature pour l’intégrale suivante :

(1.32)
wn+1 − wn−1

∆t
=

1

∆t

∫ tn+1

tn−1

f
(
w(t)

)
dt .

Si on utilise le point tn+1 dans la formule de quadrature avec par exemple une
formule d’intégration numérique de Simpson, on obtient le schéma implicite de
Milne-Simpson :

(1.33)
wn+1 − wn−1

∆t
=

1

6
f(wn+1) +

2

3
f(wn) +

1

6
f(wn−1) .

Mais les méthodes multipas les plus utilisées sont de type Adams-Bashford (ex-
plicites) ou Adams-Moulton (implicites). Nous avons par exemple :
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(1.34)
wn+1 − wn

∆t
=

3

2
f(wn) − 1

2
f(wn−1) Adams-Bashford à 2 pas

(1.35)

{
wn+1 − wn

∆t
=

5

12
f(wn+1) +

8

12
f(wn) − 1

12
f(wn−1)

Adams-Moulton à 2 pas
et la méthode d’Adams-Moulton à un pas cöıncide exactement avec le schéma de
Crank-Nicolson. Notons que le schéma d’Adams-Bashford à deux pas (1.34) est
d’ordre 2 alors que le schéma d’Adams-Moulton à deux pas (1.35) est d’ordre 3.

• L’analyse de stabilité des méthodes multipas se fait à partir des mêmes
idées que pour le schéma d’Euler : on cherche le comportement du schéma quand
on le teste sur l’équation différentielle associée à la relation (1.13), mais l’étude
est plus délicate et demande de regarder avec précision des polynomes en variable
complexe (voir les traités classiques de Gear, Lambert, ...). Nous pouvons définir
le domaine D de stabilité absolue comme l’ensemble des valeurs de z ≡ λ∆t
qui fournit une solution toujours bornée au schéma pour le problème modèle
(1.13). Pour les schémas d’Euler explicite et d’Adams-Bashford à deux pas, on
peut montrer que l’ensemble D contient toujours un intervalle maximum [0, r]
de stabilité absolue, avec

(1.36) r = 2 Euler explicite

(1.37) r = 1 Adams-Bashford à 2 pas, schéma (1.34) .

Le résultat (1.36) n’est qu’une réécriture de la relation (1.20). Pour les schémas
implicites d’Euler et d’Adams-Moulton à deux pas, nous avons

(1.38) r = ∞ Euler implicite

(1.39) r = 6 Adams-Moulton à 2 pas, schéma (1.35) .

• Il est utile de préciser théoriquement la notion de stabilité absolue par
la notion plus forte de A-stabilité. Une méthode multipas est A-stable si son
domaine D de stabilité absolue contient le demi plan Re z ≥ 0 tout entier :

(1.40) D ⊃
{
z ∈ IC , Re z ≥ 0

}
méthode A-stable .

Une méthode multipas linéaire A-stable est toujours d’ordre inférieur ou égal
à 2, ce qui constitue une sérieuse limitation. Notons que le schéma d’Euler
rétrograde est A-stable, mais que les autres méthodes d’Adams que nous venons
d’introduire ne le sont pas. Il en est de même pour la méthode de Milne-Simpson.
Pour concilier à la fois la A-stabilité et l’ordre 2 de précision du schéma, nous
pouvons utiliser le schéma à deux pas de différentiation rétrograde, défini par la
relation suivante :

(1.41)
3wn+1 − 4wn + wn−1

2∆t
= f(wn+1) différentiation rétrograde

qui revient à évaluer l’opérateur d
dt par un schéma d’ordre deux décentré amont.
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• Malgré leur simplicité de construction, les méthodes multipas ne sont pas
encore populaires pour l’approximation en temps des problèmes de dynamique
des gaz. Nous y voyons deux raisons : il est d’abord nécessaire de stocker
un ou plusieurs états antérieurs ce qui est très coûteux en place mémoire dans
l’ordinateur (voir la relation (1.2) !) et ensuite le pas de temps utilisé est toujours
défini en relation avec le nombre de Courant (1.28). La taille des mailles reste en
général fixée au cours d’un pas de temps mais pas la vitesse maximale des ondes ;
il en résulte que à iso-nombre de Courant σ, le pas de temps est variable. Il
faut donc ou bien majorer uniformément les vitesses d’ondes pour utiliser des
pas de temps constants, ou bien utiliser la variante à pas variables de la méthode
multipas, détaillée par exemple dans le livre de Crouzeix et Mignot [CM84].

2) Schémas de Runge et Kutta.
• Nous avons vu que les méthodes multipas ne sont pas universellement em-
ployées pour l’approximation de problèmes fluides, ce à l’avantage des méthodes
à un pas explicites, qui sont essentiellement formées des méthodes de Runge et
Kutta. Nous présentons les schémas explicites les plus classiques puis proposons
une introduction aux schémas de Runge-Kutta implicites.

• La méthode d’Euler explicite (ou d’Euler-Cauchy)

(2.1)
wn+1 − wn

∆t
= f

(
wn

)

est une méthode à un pas d’ordre 1 et par là appartient à la famille des méthodes
de Runge-Kutta. Au lieu de donner une définition générale et précise de cette
classe de schémas, nous commençons par les exemples de base. Nous avons
vu que le problème d’une méthode à un pas est un calcul approché correct de
l’intégrale

(2.2)
1

∆t

∫ tn+1

tn
f(w) dt .

Une idée naturelle est d’utiliser une formule du point milieu :

(2.3)
1

∆t

∫ tn+1

tn
f
(
w(t)

)
dt ≈ f

(
w
(
tn +

∆t

2

))

et de calculer au mieux le “prédicteur” w(tn + ∆t
2 ) par exemple en utilisant ce

que l’on connait, c’est à dire le schéma d’Euler-Cauchy :

(2.4) wn+1/2 = wn +
∆t

2
f(wn)
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(2.5) wn+1 = wn + ∆t f
(
wn+1/2

)
.

Le schéma (2.4)-(2.5) est appelé schéma d’Euler modifié, il est d’ordre deux.

• On peut également partir du schéma de Crank-Nicolson

(2.6)
wn+1 − wn

∆t
=

1

2

(
f
(
wn

)
+ f

(
wn+1

) )

et remplacer ce schéma implicite par une version explicite obtenue en substituant
au terme qui fait intervenir wn+1 au second membre de la relation (2.6) un terme
analogue prédit par le schéma d’Euler explicite. Nous définissons de cette façon
le schéma de Heun :

(2.7) wn,1 = wn + ∆t f(wn)

(2.8) wn+1 = wn +
∆t

2

(
f
(
wn

)
+ f

(
wn,1

) )

qui est explicite et du second ordre de précision.

• L’approche se généralise à un ordre supérieur (paramétré par le nombre
de pas q) en cherchant pour calculer l’intégrale (2.2) une formule de quadrature
du type

(2.9)

∫ 1

0
ϕ(θ) dθ ≈

q∑

j=1

bj ϕ(θj)

qu’on associe avec des formules de quadrature partielles faisant intervenir unique-
ment les points θj , c’est à dire :

(2.10)

∫ θi

0
ϕ(θ) dθ ≈

i−1∑

j=1

ai,j ϕ(θj) .

Ainsi, on dispose de relations classiques pour augmenter l’ordre des schémas de
Runge-Kutta, en augmentant bien entendu le nombre de pas. Nous avons par
exemple le schéma de Heun du troisième ordre :

(2.11) wn,1/3 = wn +
∆t

3
f(wn)

(2.12) wn,2/3 = wn +
2

3
∆t f

(
wn,1/3

)

(2.13) wn+1 = wn +
∆t

4

(
f
(
wn,1/3

)
+ 3 f

(
wn,2/3

) )

et le très populaire schéma de Runge-Kutta du quatrième ordre :

(2.14) wn,1/2 = wn +
∆t

2
f(wn)
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(2.15) w̃n,1/2 = wn +
∆t

2
f
(
wn,1/2

)

(2.16) wn,1 = wn + ∆t f
(
w̃n,1/2

)

(2.17) wn+1 = wn +
∆t

6

(
f
(
wn

)
+ 2 f

(
wn,1/2

)
+ 2 f

(
w̃n,1/2

)
+ f

(
wn,1

) )
.

• Il est indispensable de déterminer le domaine D de stabilité de ces
schémas, c’est à dire l’ensemble des points z du plan complexe pour lesquels
l’équation différentielle

(2.18)
dw

dt
+ λw = 0 , λ ∈ IC

est “bien approché par le schéma”, en posant

(2.19) z = λ∆t .

Nous cherchons un coefficient d’amplification du schéma (relation (1.15)) qui
soit de module inférieur à 1 pour assurer la stabilité. Nous pouvons préciser la
valeur du coefficient r qui donne la limite du domaine D avec l’axe réel :

(2.20) r = 2 Euler explicite q = 1
(2.21) r = 2 Euler modifié ou Heun q = 2
(2.22) r = 2.51 Heun d’ordre trois q = 3
(2.23) r = 2.78 Runge-Kutta d’ordre quatre q = 4 .

On peut tracer le domaine D (Figure 2, voir aussi Raviart [Ra87]) et on n’oublie
pas que de façon pratique la condition de stabilité du schéma numérique s’écrit
sous la forme

(2.24) λ∆t ∈ D .
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Figure 2 Domaines de stabilité absolue
pour divers schémas de Runge-Kutta explicites.

• En pratique, Jameson et al [JST81] ont popularisé l’emploi des méthodes
de Runge-Kutta dans le contexte des méthodes numériques centrées avec vis-
cosité artificielle pour les équations d’Euler (dont nous ne parlons que très
peu dans ce cours au bénéfice des méthodes décentrées). Notre expérience à
l’Aerospatiale avec O.Michaux [DM93] est la très bonne qualité du schéma de
Heun quand on emploie des expressions décentrées du flux avec la méthode
Muscl. Mais on doit garder à l’esprit le coût d’un schéma de Runge-Kutta :
celui-ci est proportionnel au nombre de pas puisque l’évaluation de la fonction
f(w) constitue l’essentiel du prix. Le schéma d’ordre 4 est donc deux fois plus
coûteux que le schéma de Heun, lui même environ deux fois plus cher que les
versions initialement proposées par van Leer [vL79], de type Euler modifié, où
l’on remplace le prédicteur (2.4) jugé trop cher par une version économique, non
conservative, mais trop peu robuste en présence de chocs forts !
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• Mais pour augmenter de façon significative la taille du domaine de sta-
bilité absolue D, on doit recourir à des schémas implicites. Nous en présentons
un du premier ordre, paramétré par θ compris entre 0 et 1 :

(2.25) wn
θ = θ wn+1 + (1 − θ)wn

(2.26) wn+1 = wn + ∆t f
(
wn

θ

)

qui redonne le schéma d’Euler rétrograde pour θ = 1 et d’Euler explicite pour
θ = 0. Le schéma (2.25)(2.26) a de bonnes propriétés de stabilité pour les
équations différentielles non linéaires lorsque θ ≥ 1/2.

• Notons le renouveau des recherches sur les schémas de Runge-Kutta :
Shu et Osher [SO88] ont introduit une famille de schémas de Runge-Kutta qui
préserve la propriété de décroissance de la variation totale si le schéma d’Euler
explicite correspondant possède déjà la propriété TVD (voir le paragraphe suiv-
ant). Plus récemment, van Leer, Tai et Powell [VTP89] ont introduit une famille
de schémas de Runge-Kutta du premier ordre mais à plusieurs pas de temps de
façon à minimiser uniformément en fréquence le coefficient d’amplification dans
le cas d’une discrétisation de l’équation d’advection modèle (1.18).

3) Décroissance de la variation totale.
• Nous étudions maintenant comment la décroissance de la variation totale
pour un schéma discrétisé en espace et continu en temps (schéma semi-discret)
reste vraie quand on passe à une discrétisation en temps de type Euler explicite
ou quand on utilise le schéma de Heun. On étudie une loi de conservation scalaire
monodimensionnelle, on suppose connu le calcul des flux à l’interface (j+1/2)h
et on forme la méthode des lignes :

(3.1)
duj

dt
+

1

h

(
f
j+1/2

− f
j−1/2

)
= 0 .

Une condition suffisante pour que le schéma (3.1) soit à variation totale décroissan-
te a été proposée par Sanders [Sa83] : il suffit qu’il se mette sous la forme
suivante :

(3.2)
duj

dt
+

1

h

(
−ξ

j+1/2
∆

j+1/2
+ η

j−1/2
∆

j−1/2

)
= 0

avec la notation classique :

(3.3) ∆
j+1/2

= uj+1 − uj , j ∈ ZZ

et sous l’hypothèse

(3.4) ξ
j+1/2

≥ 0 ; η
j+1/2

≥ 0 , ∀ j ∈ ZZ .
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En effet, on a

(3.5) TV (u) ≡
∑

j∈ZZ

| ∆
j+1/2

|

et le calcul élémentaire suivant :
d

dt
TV =

∑

j∈ZZ

sgn
(
∆

j+1/2

) d

dt
∆

j+1/2
≡

∑

j∈ZZ

s
j+1/2

d

dt
∆

j+1/2

h
d

dt
TV =

∑

j∈ZZ

s
j+1/2

[
ξ
j+3/2

∆
j+3/2

−
(
η
j+1/2

+ ξ
j+1/2

)
∆

j+1/2
+ η

j−1/2
∆

j−1/2

]

=
∑

j∈ZZ

s
j+1/2

s
j+3/2

ξ
j+3/2

∆
j+3/2

−
∑

j∈ZZ

(
η
j+1/2

+ ξ
j+1/2

)
∆

j+1/2

+
∑

j∈ZZ

s
j+1/2

s
j−1/2

η
j−1/2

∆
j−1/2

=
∑

j∈ZZ

s
j−1/2

s
j+1/2

ξ
j+1/2

∆
j+1/2

−
∑

j∈ZZ

(
η
j+1/2

+ ξ
j+1/2

)
∆

j+1/2

+
∑

j∈ZZ

s
j+3/2

s
j+1/2

η
j+1/2

∆
j+1/2

(3.6)
d

dt
TV = − 1

h

∑

j∈ZZ

[
ξ
j+1/2

(
1−s

j−1/2
s
j+1/2

)
+ η

j+1/2

(
1−s

j+3/2
s
j+1/2

)]
∆

j+1/2
.

Le membre de droite de la relation (3.6) est bien négatif puisque s
j+1/2

vaut +1

ou −1 d’une part et que ξ
j+1/2

et η
j+1/2

sont positifs d’autre part.

• Quand on discrétise en temps l’équation différentielle (3.1), le plus simple
est d’opter pour le schéma d’Euler explicite d’ordre un en temps :

(3.7)
1

∆t

(
un+1

j − un
j

)
+

1

∆x

(
fn

j+1/2
− fn

j−1/2

)

qu’on peut aussi écrire

(3.8) un+1
j = un

j + C
j+1/2

∆
j+1/2

− D
j−1/2

∆
j−1/2

avec

(3.9) C
j+1/2

=
∆t

h
ξ
j+1/2

, D
j+1/2

=
∆t

h
η
j+1/2

.

Le schéma (3.8) est à variation totale décroissante, c’est à dire ici

(3.10) TV n+1 ≤ TV n ≡
∑

j∈ZZ

| ∆
j+1/2

|
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si les conditions suffisantes de Harten [Ha83] sont vérifiées :

(3.11) C
j+1/2

≥ 0 , D
j+1/2

≥ 0 , ∀ j ∈ ZZ

(3.12) C
j+1/2

+ D
j+1/2

≤ 1 , ∀ j ∈ ZZ .

Elles s’obtiennent par une transformation d’Abel analogue à celle effectuée pour
aboutir à la relation (3.6). Les conditions (3.11) résultent clairement de la défini-
tion (3.9) et des conditions (3.4), alors que la relation (3.12) peut s’écrire sous
la forme :

(3.13) ∆t ≤ h

ξ
j+1/2

+ η
j+1/2

, ∀ j ∈ ZZ

ce qui est en fait une condition de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy !

• La discrétisation par un schéma de Runge-Kutta d’ordre deux défini par
les relations :

(3.14) ũj = uj − ∆t

h

(
fn

j+1/2
− fn

j−1/2

)

(3.15) un+1
j = uj − ∆t

2h

(
f̃n

j+1/2
+ fn

j+1/2
− f̃n

j−1/2
− fn

j−1/2

)

est encore à variation totale décroissante sous l’hypothèse (3.13) comme l’ont
montré Shu et Osher [SO88]. On a d’abord, compte tenu de ce qui précède :

(3.16) T̃ V ≡
∑

j∈ZZ

| ũj+1 − ũj |

et on remarque que l’on a :

un+1
j = un

j +
1

2

(
C

j+1/2
∆

j+1/2
+ C̃

j+1/2
∆̃

j+1/2
− D

j−1/2
∆

j−1/2
− D̃

j−1/2
∆̃

j−1/2

)

où les opérateurs tildés sont les analogues des opérateurs non tildés, mais ap-
pliqués à la suite {ũj} au lieu de la suite {un

j }. On en tire :

un+1
j =

1

2
ũj +

1

2

(
uj + C̃

j+1/2
∆̃

j+1/2
− D̃

j−1/2
∆̃

j−1/2

)

(3.17) un+1
j =

1

2
ũj +

1

2
˜̃uj .

On tire aisément des relations (3.10), (3.17) et de l’inégalité triangulaire :

(3.18)
∑

j∈ZZ

| ∆n+1

j+1/2
| ≤ 1

2
TV n +

1

2
T̃ V ≤ TV n ,

ce qui montre la propriété. La généralisation à des schémas de Runge-Kutta
d’ordre supérieur est possible. Nous renvoyons le lecteur à l’article de Shu et
Osher.
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4) Traitement des termes raides.
• Nous avons vu qu’un problème fluide prend la forme générale (1.7), c’est
à dire

(4.1)
dw

dt
= g(w) + Ω(w)

où g(•) représente les termes convectifs et diffusifs qui couplent entre elles les
différentes mailles de discrétisation et Ω(•) décrit la dynamique associée aux
réactions chimiques, qui ne couplent pas les diverses variables conservatives entre
deux mailles même voisines et de plus ne concerne que certaines équations. En
effet, la vitesse de retour à l’équilibre chimique ne dépend que de l’état local du
fluide dans la maille considérée.

• Au second membre de la relation (4.1), nous sommes en présence d’une
part d’une évolution purement hydrodynamique g dont le temps caractéristique
est τt et d’autre part d’une cinétique chimique Ω dont le temps caractéristique
est τc . Le rapport entre ces deux constantes de temps définit le nombre de
Damköhler

(4.2) Da =
τt
τc
.

Si l’on a Da ≪ 1, l’évolution de la chimie est lente devant l’évolution hydrody-
namique et la composition du gaz reste figée. Par contre si Da ≫ 1, la chimie
évolue beaucoup plus vite et peut donc être considéré en première approximation
comme à l’équilibre chimique, c’est à dire solution de l’équation

(4.3) Ω(w) = 0 .

Nous pouvons réécrire l’équation d’évolution (4.1) en faisant apparâıtre ce rap-
port entre les échelles de temps sous forme adimensionnée

(4.4)
dw

dt
= g(w) + Da Ω(w) .

Si nous utilisons pour intégrer l’équation différentielle (4.4) un schéma explicite
de Runge-Kutta par exemple, la condition de stabilité (2.24) s’écrit pour la partie
purement hydrodynamique

(4.5)
∆t

τt
≤ 1 .

On obtient une expression analogue pour le terme source chimique qui prend la
forme

(4.6)
∆t

τt
≤ 1

Da
.

Si le nombre de Damköhler est petit, la condition (4.6) n’est pas restrictive, ce
qui correspond bien à l’intuition physique puisque dans ce cas la chimie ne joue
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pas de rôle important pour l’écoulement. Par contre si Da est grand, c’est à dire
si la réactivité chimique est importante, la condition (4.6) est dimensionnante
pour le contrôle du pas de temps : au lieu d’employer un pas de temps contraint
selon une relation de type (4.5), on doit prendre en compte la condition (4.6), ce
qui conduit à des pas de temps 103 à 104 fois plus faibles (pour Da de l’ordre
de 103 à 104 bien entendu). Le terme chimique introduit dans ce cas de la
raideur dans le problème, rendant celui-ci plus cher à résoudre puisque le coût
du calcul crôıt dans des proportions au moins analogues à la multiplication du
nombre de pas de temps, ce qui est rarement admissible en pratique.

• Il peut arriver que la condition (4.5) soit déjà très restrictive, c’est le cas
par exemple pour les écoulements fluides à basse vitesse (faible nombre de Mach).
L’évolution du fluide lui-même est lente devant la célérité des ondes acoustiques,
rapides, qui sont alors le facteur essentiel de limitation du pas de temps. Dans
ce cas, l’emploi d’un schéma implicite en temps est naturelle. Le schéma d’Euler
rétrograde est bien entendu le plus populaire car dans le cas linéaire, il permet
de relaxer les conditions (4.5) et (4.6) pour les phénomènes de propagation et
de retour à l’équilibre chimique. Mais comme nous l’avons déjà dit, il faut alors
résoudre pour chaque pas de temps le problème non-linéaire d’inconnue wn+1

suivant :

(4.7)
wn+1 − wn

∆t
= g

(
wn+1

)
+ Da Ω

(
wn+1

)

ce qui est en général prohibitif en pratique. La version linéarisée d’un tel schéma
est populaire ; elle consiste à remplacer au second membre de la relation (4.7) les
termes en wn+1 par leur développement de Taylor autour du champ wn connu
depuis le pas de temps précédent :

(4.8) g
(
wn+1

)
= g

(
wn
)

+ g′
(
wn
)
•

(
wn+1 − wn

)

(4.9) Ω
(
wn+1

)
= Ω

(
wn
)

+ Ω′
(
wn
)
•

(
wn+1 − wn

)

et à injecter les expressions (4.8) et (4.9) dans la relation (4.7). On obtient de
cette façon un schéma linéarisé dont l’inconnue est traditionnellement l’incrément

(4.10) δw = wn+1 − wn

et qu’on écrit sous la forme classique :

(4.11)

(
Id

∆t
− g′

(
wn
)
− Da Ω′

(
wn
))

• δw = g
(
wn
)

+ Da Ω
(
wn
)
.

Le membre de droite de la relation (4.11) est exactement l’incrément explicite
associé au schéma d’Euler-Cauchy : on parle de la phase physique du schéma.
Une fois cette évolution calculée, la relation (4.11) s’interprète comme un système
linéaire dont la solution est l’inconnue δw recherchée : il s’agit de la phase
mathématique du schéma.
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• On note ici le coût relativement faible pour évaluer le terme matriciel
Ω′(wn) qui est composé de termes diagonaux par blocs (de variables conserva-
tives) puisque la fonction Ω découple les cellules. Par contre le terme g′(wn)
est en général impossible à évaluer en pratique et de plus, couple entre elles les
cellules du maillage.

• Nous retiendrons que pour les problèmes raides, le choix d’une méthode
A-stable permet de s’affranchir de la condition de limitation sur le pas de temps.
Par contre le prix à payer est la résolution d’un problème a priori non linéaire
puisque le schéma d’Euler rétrograde que nous venons de détailler et le schéma
(1.41) de différentiation rétrograde (d’ordre 2, A-stable également) sont im-
plicites. Nous renvoyons à Crouzeix-Mignot [CM84] et Raviart [Ra87] pour une
étude approfondie de schémas bien adaptés aux système raides et en particulier
pour la notion de A(θ)−stabilité.

• Avant de terminer ce chapitre, nous voulons ici présenter un résultat
théorique obtenu par G. Mehlman [Me91]. Ayant à étudier un système fluide
dont la partie hydrodynamique g(•) est considérée comme peu raide, c’est à
dire pour laquelle on accepte un pas de temps satisfaisant une condition de
Courant de type (4.5), peut-on trouver un schéma dont la phase implicite ne fait
intervenir que les termes sources chimiques de sorte que
• le schéma soit A-stable en l’absence de convection
• le schéma soit d’ordre 2
• le schéma soit TVD en l’absence de chimie
• le schéma soit stable sous une condition de Courant pas plus restrictive que
la condition (4.5) à imposer pour la convection seule ?

• La réponse (positive) proposée par G. Mehlman [Me91] consiste à intro-
duire un schéma multipas à 3 pas de temps :

(4.12)





1

∆t

( 8

3
(β + γ)Wn+3

j − 4βWn+2
j +

4

3
(β − 2 γ)Wn

j

)
=

= 2 (β + 3 γ) gj

(
Wn+2

)
+ 2 (γ − β) gj

(
Wn

)

+ 4 (1 + γ)Ωj

(
Wn+3

)

+ 2 (β − 3)Ωj

(
Wn+2

)
+ 2 (1 − β + 2 γ)Ωj

(
Wn

)

paramétré par les réels β et γ qui doivent vérifier la condition

(4.13) γ > β > 3 .

Pour un problème modèle d’advection à la célérité a, la condition de stabilité
s’écrit

(4.14) a
∆t

∆x
≤ 2β

β + 3 γ
.
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• Signalons pour terminer une alternative possible pour intégrer de façon
économique et à l’aide de schémas en temps explicites la loi d’évolution (4.4). Il
s’agit des méthodes de splitting (ou de décomposition d’opérateurs, voir l’ouvrage
classique de Yanenko [Ya68]). Nous imaginons un cas où le nombre de Damköhler
est grand (disons Da = 1000 pour fixer les idées) et par suite le pas de temps de
la chimie limite de trois ordres de grandeur le pas de temps du système couplé.
Dans l’algorithme “splitté”, un pas de temps se décompose en deux étapes suc-
cessives au cours desquelles on ne prend en compte qu’un seul des opérateurs.
On intègre d’abord l’hydrodynamique avec un schéma d’Euler explicite soumis
à la condition de stabilité (4.5) :

(4.15) w̃ = wn + ∆t g(wn)

puis on découpe le pas de temps ∆t en ∆1 = ∆t
Da

pas de temps intermédiaires
et on intègre le terme de chimie à l’aide d’un schéma explicite également mais à
l’aide de 1000 pas de temps ∆t

1
:

(4.16) wn,0 = w̃

(4.17) wn,j+1 = wn,j + ∆t
1

Ω
(
wn,j

)
, j = 1, · · · , 1000

(4.18) wn+1 = wn,1000 .

Nous renvoyons à la thèse de Baraille [Ba91] pour une étude approfondie des
méthodes de splitting relatives aux écoulements de gaz réactifs et à un schéma
original explicite pour intégrer les termes de chimie sans limitation sur le
pas de temps tout en utilisant uniquement des opérations élémentaires.
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Interpolation de Lagrange
et volumes finis

Nous décrivons une approche générale qui permet de calculer les termes de
dissipation du second ordre des équations de la dynamique des gaz sur des mail-
lages non structurés généraux dans le cas de deux et trois dimensions d’espace
avec la méthode des volumes finis. Les opérateurs de dérivation en espace sont
discrétisés en se fondant sur leur caractère à la fois local et linéaire. L’opérateur
de dérivation discret est souple à construire et est choisi de façon à être exact
pour des polynomes de bas degré. Le schéma obtenu reste toujours compact
et ne fait intervenir que sept points au plus dans le cas bidimensionnel et onze
points en tridimensionnel.

1) Introduction.
• La méthode des volumes finis est aujourd’hui l’une des plus simples
pour mener à bien des calculs de mécanique des fluides compressibles pou-
vant comporter des ondes de choc fortes ou des ondes de détente. Elle est
en général employée avec des maillages structurés en espace (des grilles de
type i − j − k) ou structurés par blocs dans la variante multidomaine. La
discrétisation des opérateurs de dérivation s’effectue à l’aide d’arguments clas-
siques qui s’apparentent avant tout aux différences finies. Le livre de Peyret et
Taylor [PT83] donne un point de vue très complet sur ces travaux maintenant
classiques.

Rapport de recherche Aerospatiale Lanceurs [Du92], février 1992. Traduction en
“TEX” juillet 2003. Edition février 2011 ; 48 pages.
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• Lorsque le maillage subit de fortes distorsions, l’approche retenue par
l’équipe de T. Gallouët pour l’approximation numérique de problèmes de diffu-
sion (voir par exemple Faille-Gallouët-Herbin [FGH91]) avec le schéma “VF9”
consiste à se ramener à un schéma aux différences finies en prenant en compte
de façon précise la géométrie du maillage sans référence à une quelconque trans-
formation de coordonnées.

• L’extension aux maillages non structurés (maillages en triangles dans le
cas bidimensionnel par exemple) est délicate car d’une part on doit se passer de
l’intuition qu’apporte la méthode des différences finies et d’autre part de nom-
breux auteurs utilisent la méthode des éléments finis (donc une approche vari-
ationnelle) pour écrire les équations aux dérivées partielles sur un maillage non
structuré. L’approche introduite à l’Inria pour résoudre les équations d’Euler de
la dynamique des gaz sur un maillage en triangles (voir Vijayasundaram [Vi86])
utilise à la fois la méthode des volumes finis et les degrés de liberté des éléments
finis P1. Le champ fluide est discrétisé par ses valeurs aux sommets du maillage.
Le prix à payer pour cette simplicité est double : les volumes de contrôle sont
de géométrie relativement complexe (polyèdres de Dirichlet) et sont définis de
façon peu satisfaisante à la paroi solide en particulier.

• C’est pourquoi nous avons adopté à l’Aerospatiale (Mercier [Me87]) avec
le code de calcul Ns3gr une approche de type volumes finis très pure : un maillage
du domaine d’étude étant donné, les volumes de contrôle pour les équations aux
dérivées partielles sont constitués par les éléments finis géométriques que définit
naturellement le maillage ; ce sont tout simplement des triangles en maillage
triangulaire ! Les degrés de liberté sont alors naturellement les valeurs moyennes
des champs dans chaque élément (noté le plus souvent K dans la suite de ce
mémoire) à partir desquels on doit calculer au mieux les flux sur les interfaces du
maillage (arêtes dans le cas bidimensionnel, faces dans le cas tridimensionnel)
de façon à définir l’évolution en temps des degrés de liberté selon le système
différentiel ordinaire

(1.1) | K | ∂WK

∂t
+

∑

f∈∂K

Φ(f) = 0 .

Le flux Φ(f) le long de l’interface f est calculé “au mieux” en fonction des
degrés de liberté {WL } qui sont a priori portés par les éléments L du mail-
lage. Pour les mailles frontières, une attention particulière doit être apportée au
calcul du flux frontière pour la facette f qui touche le bord du domaine. Nous
renvoyons à notre travail avec Olivier Michaux [DM92] par exemple pour une
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description de l’algorithme qui permet d’évaluer les flux non visqueux à l’aide
d’un schéma décentré précis au second ordre.

• La prise en compte d’effets visqueux modifie la situation précédente de
deux façons essentiellement. D’une part, le flux Φ(f) est somme d’un flux
eulérien ΦE(f) et d’un flux visqueux ΦV (f) qu’il convient de calculer :

(1.2) Φ(f) = ΦE(f) + ΦV (f) .

D’autre part, la donnée de condition limite à la paroi solide (vitesse nulle ou
température imposée typiquement) ou à la frontière fluide nous impose d’adjoin-
dre aux degrés de liberté déjà envisagés plus haut (à savoir les moyennes WK des
variables conservatives dans les éléments K du domaine de calcul) des degrés
de liberté supplémentaires naturellement portés par les arêtes du maillage sur la
frontière du domaine de calcul (par exemple T (f), champ de température à la
paroi solide). Rappelons également que, compte tenu de l’expression algébrique
des tensions visqueuses d’un fluide newtonien, tout le problème numérique con-
siste à calculer le champ de vitesse et de température le long des interfaces du
maillage comme nous l’avions exposé dans une étude précédente [Du89c].

• Le problème modèle que nous étudions dans la suite de ce rapport est
décrit ci-dessous. On se donne un maillage T . Dans le cas tridimensionnel,
c’est un complexe cellulaire selon la dénomination des topologues, c’est à dire
une famille de quatre ensembles qui décrivent les divers objets qui composent
le maillage : S

T
pour les sommets, A

T
pour les arêtes, F

T
pour les faces

et E
T

pour les éléments. Les éléments du maillage satisfont les contraintes
d’intersection usuelles (voir par exemple Ciarlet [Ci78]) : l’intersection de deux
éléments K et K ′ de E

T
est soit égale à K ou K ′ lui-même, soit est une

face f appartenant à l’ensemble F
T
, soit est une arête a et elle appartient à

l’ensemble A
T
, soit est un élément S de l’ensemble S

T
, soit est vide. Dans le

cas bidimensionnel, on a de plus F
T

≡ A
T
. On se donne ensuite des degrés de

liberté sur chaque élément du maillage (valeur moyenne du champ, confondue
ici, peut être à tort, avec la valeur ponctuelle au centre de gravité) d’un champ
scalaire u :

(1.3) σ(u) = u(GK) , G centre de gravité de l’élément K , K ∈ E
T

et sur chaque face frontière :

(1.4) σ(u) = u(f) ou σ(u) =
∂u

∂n
(f) , f facette du maillage sur la frontière.

Nous cherchons à calculer le gradient du champ u sur toutes les faces du mail-
lage :
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(1.5) ∇u(f) = ? , f face du maillage, f ∈ F
T
.

• L’idée que nous exploitons dans la suite est fondée sur la remarque (tri-
viale !) suivante : la dérivation est un opérateur linéaire et local. Pour combler
le point d’interrogation au membre de droite de la relation (1.5), nous choisissons
un voisinage V (f) pour chacune des facettes du maillage

(1.6) V (f) =
{

degrés de liberté σ au voisinage de f
}

; f face du maillage

et un jeu de coefficients vectoriels α(f, σ) associés à la face f et aux degrés de
liberté σ appartenant à V (f) de façon à représenter ∇u(f) sous la forme

(1.7) ∇u(f) =
∑

σ∈V (f)

α(f, σ)σ(u) .

Le calcul des coefficients α(f, σ) est simple ; il suffit d’écrire que la rela-
tion (1.7) est exacte pour un espace vectoriel LS(f) de fonctions donné a
priori, ce qui conduit alors à réinterpréter (1.7) comme un système linéaire
d’inconnues α(f, σ). Nous interprétons à l’Annexe A cette approche en termes
d’interpolation de Lagrange.

• Nous avons proposé l’idée énoncée ci-dessus en 1988. Dans le cas d’un
maillage cartésien, nous avons vérifié que l’on retrouve les schémas aux différences
classiques (Mercier-Terrasse [MT89]) et nous avons implémenté la méthode dans
le code Ns3gr de résolution des équations de Navier Stokes en se limitant dans un
premier temps au cas d’un maillage localement structuré ([Du90c] et [DM93]).
Par ailleurs, S. Pavsic [PDC91] a montré que les conditions aux limites classiques
(1.4) peuvent s’étendre aux conditions aux limites de glissement qui modélisent
une mince couche de Knudsen hors équilibre thermodynamique en atmosphère
raréfiée :

(1.8) σ(u) =
∂u

∂n
− β u(f) .

Enfin, nous avons montré (voir le chapitre suivant !) que l’implicitation en
temps d’un tel schéma est très naturelle à partir de la relation (1.7). Ce schéma
implicite a été mis en œuvre dans le code Ns3gr par Olivier Michaux (voir
Bertagnolio et al [BDM91]) et une version incluant des opérateurs d’axisymétrie
a été étudiée par Rémy Baraille [Ba91].

• Nous proposons dans la suite de ce mémoire un algorithme général qui
permet, une fois donné un maillage comportant des triangles et des quadrangles
dans le cas de deux dimensions d’espace ou alors des tétraèdres, des prismes,
des pyramides et des hexaèdres dans le cas tridimensionnel, de déterminer le
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voisinage V (f) de chaque interface du maillage et préciser le choix de l’espace
LS(f), ce qui permet le calcul des coefficients α(f, σ) du schéma (1.7).

2) Le cas bidimensionnel.
• Nous traitons d’abord le cas d’un maillage en quadrangles structurés du
domaine de calcul Ω, puis celui d’un maillage en triangles dans le cas générique
avant d’aborder le cas général et de détailler le cas des conditions limites et
quelques cas d’exception.

2.1) Quadrangles structurés.
• Il s’agit du cas qui a déjà été abordé dans des rapports antérieurs comme
[Du89c]. Les notations sont introduites à la figure 1. Le maillage contient deux
directions privilégiées, au moins localement. L’axe Ox est par convention dirigé
le long de la normale n à la facette et l’axe Oy contient donc la facette f. On
peut également placer l’origine O au milieu de f.

y

x

1 2

f

O

Figure 1 Quadrangles structurés.

• Le voisinage V (f) est formé des six degrés de liberté présentés figure 1.
Il peut être défini de nombreuses façons. En maillage structuré, l’interface a
pour “numéro” naturel (i+1/2 , j) et l’on a donc :

(2.1) V (i+1/2 , j) =
{
uk l , k = i ou i+ 1 , l = j − 1, j ou j + 1

}
.

Les six voisins de la figure 1 sont aussi définis par
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(2.2)(i) V (f) =

{
éléments K du maillage tels qu’il existe
un sommet S du maillage appartenant
à l’intersection du bord de K et du bord de f .

}

(2.2)(ii) V (f) =
{
K ∈ E

T
, ∃ S ∈ S

T
, S ∈ ∂K ∩ ∂f

}
.

où T est une notation usuelle pour désigner le maillage, E
T

l’ensemble de ses
éléments et S

T
l’ensemble de ses sommets. La troisième définition utilise la

notion de cobord d’une interface, que nous précisons immédiatement.

• Cobord d’une interface
Par définition, c’est l’ensemble C(f) des éléments du maillage dont le bord
contient la face f :

(2.3) C(f) =
{
K ∈ E

T
, ∂K ⊃ f

}
, f ∈ F

T
.

Le cobord d’une interface est toujours formé, tant pour un maillage structuré
que pour un maillage non structuré, de deux éléments notés Kg et Kd (de
numéros respectifs 1 et 2 sur la figure 1) situés respectivement à gauche et à
droite de la face f une fois donnée une direction normale, sauf pour les faces
du bord du domaine où il n’y a pas d’élément “à droite” (et l’on utilise toujours
par convention la normale extérieure au domaine de calcul). Nous avons alors :

(2.4)(i) V (f) = C(f) ∪
{

éléments L appartenant au cobord des faces g
du bord des éléments de C(f) qui ont
exactement un sommet commun avec la face f

}

c’est à dire

(2.4)(ii) V (f) = C(f) ∪





C(g), g ∈ F
T
, g 6= f ,

∃K ∈ C(f), g ∈ ∂K
∃ S ∈ S

T
, S ∈ ∂f ∩ ∂g



 .

L’espace LS(f) des fonctions de base privilégie la direction de l’interface. Nous
avons choisi, après discussion approfondie avec Bertrand Mercier en 1988 :

(2.5) LS(f) = P1(x) ⊗ P2(y)

où P1(x) (respectivement P2(y)) est l’espace des polynomes en x (respective-
ment en y) de degré inférieur ou égal à un (respectivement à deux). Aux six
degrés de liberté V (f) (c.f. (2.1), (2.2) ou (2.4)) correspondent les six fonctions
de base de l’espace LS(f) que l’on note B(f), à savoir

(2.6) B(f) =
{
1 , x , y , xy , y2 , x y2

}

et le système (1.7) définit correctement en pratique les coefficients α(f, σ).

2.2) Triangles : cas générique.
• Nous étudions le cas d’un maillage par des triangles satisfaisant les condi-
tions classiques d’un maillage par éléments finis. Une face intérieure du maillage
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sépare deux triangles et son cobord est formé des triangles numérotés 1 et 2 sur
la figure 2. Nous devons choisir le voisinage V (f) de cette face ainsi que la base
B(f) de l’espace des fonctions tests LS(f) qui permet le calcul des coefficients
de couplage α(f, σ) grâce à la relation (1.7).

y

x

1 2

f

Figure 2 Triangles voisins de la face f.

• La généralisation au cas triangulaire de la relation (2.1) est évidemment
impossible puisque les éléments K du maillage ne peuvent pas être indexés par
un couple d’entiers (k, l). La relation (2.2) par contre se généralise sans difficulté
au cas d’un maillage triangulaire (figure 3). Le voisinage de f est alors formé des
triangles dont l’un des sommets cöıncide avec l’un des deux sommets du bord de
la face f. Il apparâıt alors un problème typique du cas d’un maillage ayant une
structure “quelconque” de complexe cellulaire : le nombre d’éléments de V (f)
est variable (cinq éléments contiennent l’un des sommets de la face de la figure 3
alors que l’autre sommet appartient à six triangles du maillage). Ceci constitue
un handicap important pour choisir de façon simple les coefficients α(f, σ), c’est
à dire l’espace de fonctions tests LS(f). De plus, la vectorisation du calcul de
∇u(f) grâce à la relation (1.7) est difficile si le nombre de termes Card[V (f)] de
cette somme n’est pas constant, ou n’est pas majoré uniformément par rapport
à la variable f, ce qui n’est pas le cas avec la relation (2.2) puisqu’un nombre a
priori quelconque d’éléments peuvent contenir un sommet donné du maillage.
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f

Figure 3 Voisinage de f défini par la relation (2.2).

f

Figure 4 Triangles voisins d’une face f. Cas non générique.

• Nous choisissons donc de ne pas généraliser la définition de V (f) à
l’aide de la relation (2.2) mais nous nous tournons vers la relation (2.4). Nous
déterminons d’abord les faces g appartenant au bord des éléments 1 et 2 du
cobord de f (c.f. figure 2) et qui ont une intersection non vide avec f. Il y a
toujours quatre faces de ce type pour un maillage en triangles ou en quadrangles,
que le maillage soit structuré ou non. Dans le cas que nous qualifions ici de
générique et qui correspond au cas de la figure 2, le cobord des quatre faces
définies plus haut est formé d’une part du cobord C(f) de f et d’autre part de
quatre éléments distincts. Ce cas de figure n’est pas obligatoire comme le montre
la figure 4 où V (f) défini à la relation (2.4) est formé de cinq éléments voisins
seulement. Toutefois, si le maillage ne contient que des triangles ne comportant
que des angles aigus, le voisinage V (f) d’une face intérieure comporte toujours
six éléments.
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y

xf

Figure 5 Interpolation dans la direction Ox
à partir des six degrés de liberté constituant le voisinage V (f).

y

x

Figure 6 Interpolation du champ (x, y) 7−→ xy
à partir des six degrés de liberté constituant le voisinage V (f).

• Nous cherchons maintenant à définir l’espace de fonctions LS(f) qui
permet d’interpoler la fonction u aux “points de grille” qui constituent V (f).
Nous utilisons les notations de la figure 2 : l’origine est au milieu de l’arête f
et l’axe des x est dirigé selon la direction normale à la face, alors que l’axe des
y est une direction tangentielle. Nous déterminons de façon semi-empirique très
intuitive (ce dont nous sommes bien désolés !) un choix possible pour une base
B(f) de LS(f). Bien entendu, selon une remarque classique de Rivas [Ri82], la
base B(f) doit contenir les polynomes de degré inférieur ou égal à 1 :

(2.7)
{
1 , x , y

}
⊂ B(f).

De plus, au vu de la figure 5, on peut assez naturellement trouver quatre points
distincts sur l’axe Ox où le champ u étudié peut prendre naturellement une
valeur ponctuelle, ce qui conduit à admettre dans l’espace LS(f) des polynomes
en x de degré inférieur ou égal à 3 :
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(2.8)
{
1 , x , x2 , x3

}
⊂ B(f).

Enfin, les quatre valeurs nodales de la figure 6 constitués par les degrés de
liberté n’appartenant pas au cobord de C(f) nous incitent à permettre une
interpolation sous-jacente possible de type Q1, c’est à dire :

(2.9)
{
1 , x , y , x y

}
⊂ B(f).

Les relations (2.7) à (2.9) nous conduisent donc à un espace LS(f) de dimension
six dont une base est donnée par

(2.10) B(f) =
{
1 , x , y , x2 , x y , x3

}
.

On notera la différence entre la base (2.10) et la proposition (2.6) que nous avions
faite pour les quadrangles.

2.3) Cas général.

• Nous considérons un maillage bidimensionnel de type éléments finis,
formé de quadrangles et de triangles comme à la figure 7. Nous considérons
une arête intérieure f de ce maillage qui peut être voisine de deux triangles,
deux quadrangles ou même un triangle et un quadrangle. Nous supposons que
l’ensemble des degrés de liberté voisins V (f), défini grâce à la relation (2.4),
comporte exactement six éléments, ce qui exclut pour le moment des confi-
gurations telles que celle de la figure 4. Nous cherchons à déterminer la base
B(f) par un procédé le plus général possible de façon à satisfaire les deux cas
particuliers déjà définis :

(2.11) C(f) est composé de deux quadrangles : B(f) donné par la relation (2.6),

(2.12) C(f) est composé de deux triangles : B(f) donné par la relation (2.10).

Nous formalisons le procédé de construction de B(f) rappelé en (2.11) (2.12)
de la façon suivante : on doit “marier” les deux éléments du cobord de part
et d’autre de la face f, avec un ensemble de degrés de liberté spécifique et un
espace de fonctions tests spécifique également. De façon précise, étant donné un
couple (K, f) formé d’un élément du maillage et d’une face f contenue dans
le bord de K (i.e. K ∈ C(f)), nous définissons un voisinage partiel V (K, f)
par la relation :

(2.13) V (K, f) =

{
C(g), g face de K, g 6= f,
f ∩ g est un sommet du maillage

}
, f ∈ ∂K, K ∈ C(f) .
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Figure 7 Maillage bidimensionnel général.

y

x
f

Figure 8 Face f séparant un triangle et un quadrangle ;
représentation symbolique de l’ensemble V (f).

• Concrètement, pour l’interface en gras sur la figure 7 ou la figure 8,
l’ensemble V (K, f) est formé pour le triangle à gauche de la facette par les
trois degrés de liberté à gauche de f et pour le quadrangle de droite par les
trois éléments à droite de la face. Nous avons alors simplement

(2.14) V (f) = V (Kg, f) ∪ V (Kd, f) , avec C(f) = {Kg , Kd } , f ∈ F
T
.

Nous introduisons également deux espaces fonctionnels d’interpolation LS(K, f)
associés au couple (élément, face) de façon à garantir l’unisolvance entre l’espace
fonctionnel LS(K, f) et l’ensemble de degrés de liberté V (K, f). Avec les no-
tations de la figure 8, nous proposons

(2.15) LS(Q, f) =
{

1 , y , y2
}
, Q quadrangle du maillage

(2.16) LS(T, f) =
{

1 , x , y
}
, T triangle du maillage.

Nous ne pouvons pas définir B(f) (c.f. (2.6) et (2.10) ) comme étant une base
de la somme algébrique de l’espace LS(T, f) et de LS(Q, f) (la dimension
de la somme algébrique des sous-espaces est en général trop faible) et nous
proposons une procédure de “mariage” de ces deux espaces de façon à garantir
semi-empiriquement (!) l’unisolvance.
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• Mariage de LS(Kg, f) et de LS(Kd, f).
Dans ce qui suit, Kg et Kd désignent les deux éléments qui constituent le
cobord de la face f. Une base de l’espace LS(f) est obtenue par mariage des
bases Bg et Bd de LS(Kg, f) et LS(Kd, f) respectivement :

(2.17) B(f) = Bg M© Bd .

Le produit Bg M© Bd est obtenu par définition par regroupement successif des
fonctions de Bd avec celles de Bg de la façon suivante :

⋄ B0
g = Bg , B0

d = Bd

⋄ Etape n0 i :

Bi
g = (ϕ1 , · · · , ϕk) , Bi

d = (ψ1 , · · · , ψm) .

Si ψ1 n’appartient pas à l’espace engendré par ϕ1 , · · · , ϕk , alors

Bi+1
g = (ϕ1 , · · · , ϕk , ψ1) , Bi+1

d = (ψ2 , · · · , ψm) .

Sinon

Bi+1
g = (ϕ1 , · · · , ϕk ) , Bi+1

d = (xψ1 , ψ2 , · · · , ψm) .

⋄ Passage à l’étape numéro i+1 .

• On peut appliquer le programme précédent au cas du mariage de deux
triangles, c’est à dire au calcul de B(Tg , f) M© B(Td , f). On a :

étape 0 : B0
g =

{
1 , x , y

}
; B0

d =
{

1 , x , y
}

étape 1 : B1
g =

{
1 , x , y

}
; B1

d =
{
x , x , y

}

étape 2 : B2
g =

{
1 , x , y

}
; B2

d =
{
x2 , x , y

}

étape 3 : B3
g =

{
1 , x , y , x2

}
; B3

d =
{
x , y

}

étape 4 : B4
g =

{
1 , x , y , x2

}
; B4

d =
{
x2 , y

}

étape 5 : B5
g =

{
1 , x , y , x2

}
; B5

d =
{
x3 , y

}

étape 6 : B6
g =

{
1 , x , y , x2 , x3

}
; B6

d =
{
y
}

étape 7 : B7
g =

{
1 , x , y , x2 , x3

}
; B7

d =
{
x y
}

étape 8 : B8
g =

{
1 , x , y , x2 , x3 , x y

}
.

On retrouve alors la relation obtenue à la relation (2.10), c’est à dire

(2.18)

{
B(Tg , f) M© B(Td , f) est donné par la relation (2.10),

Tg et Td triangles.
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• Dans le cas de deux quadrangles, on effectue un calcul analogue :

étape 0 : B0
g =

{
1 , y , y2

}
; B0

d =
{

1 , y , y2
}

étape 1 : B1
g =

{
1 , y , y2

}
; B1

d =
{
x , y , y2

}

étape 2 : B2
g =

{
1 , y , y2 , x

}
; B2

d =
{
y , y2

}

étape 3 : B3
g =

{
1 , y , y2 , x

}
; B3

d =
{
x y , y2

}

étape 4 : B4
g =

{
1 , y , y2 , x , x y

}
; B4

d =
{
y2
}

étape 5 : B5
g =

{
1 , y , y2 , x , x y

}
; B5

d =
{
x y2

}

étape 6 : B6
g =

{
1 , y , y2 , x , x y , x y2

}
.

On retrouve encore, par le “calcul” le résultat proposé plus haut au premier
paragraphe.

(2.19)

{
B(Qg , f) M© B(Qd , f) donné à la relation (2.6),

Qg et Qd quadrangles.

• Dans le cas de la figure 7, l’élément de gauche est un triangle et celui
de droite un quadrangle. Nous effectuons donc le mariage des espaces (2.16) et
(2.15) respectivement. On trouve :

étape 0 : B0
g =

{
1 , x , y

}
; B0

d =
{

1 , y , y2
}

étape 1 : B1
g =

{
1 , x , y

}
; B1

d =
{
x , y , y2

}

étape 2 : B2
g =

{
1 , x , y

}
; B2

d =
{
x2 , y , y2

}

étape 3 : B3
g =

{
1 , x , y , x2

}
; B3

d =
{
y , y2

}

étape 4 : B4
g =

{
1 , x , y , x2

}
; B4

d =
{
x y , y2

}

étape 5 : B5
g =

{
1 , x , y , x2 , x y

}
; B5

d =
{
y2
}

étape 6 : B6
g =

{
1 , x , y , x2 , x y , y2

}
.

Nous en déduisons :

(2.20) B(f) = P2(x, y) si C(f) = (quadrangle, triangle).

Nous remarquons que l’on a commutativité de l’opérateur M© dans ce cas :

(2.21) B(Q , f) M© B(T , f) = B(T , f) M© B(Q , f)

ce qui pourrait nous inciter à étudier théoriquement le produit de mariage
M© d’un point de vue purement algébrique dans l’anneau ZZ[X, Y ] des poly-
nomes à deux indéterminées sur l’anneau des entiers. La commutativité doit
sûrement être une propriété générale, puisqu’on a le développement suivant selon
les puissances croissantes de x :

(2.22) LS1 M© LS2 = LS1 + LS2 + x (LS1 ∩ LS2) + · · ·
et par ailleurs, elle ne fait qu’exprimer l’invariance du calcul du gradient dans
la symétrie par rapport au plan de l’interface.
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2.4) Conditions aux limites.
• Quand une interface entre deux mailles appartient à la frontière du do-
maine d’étude (figure 9) ou touche cette frontière en un sommet du maillage
(figure 2.10), il faut reprendre avec soin la définition (2.4) afin de prendre en
compte à la fois des degrés de liberté portés par les éléments du maillage (c.f.
(1.3)) ou des degrés de liberté associés aux faces de bord (c.f. (1.4) ou (1.8)).
Nous devons modifier la définition du cobord pour une facette paroi, ce de la
façon suivante.

AAAAAAAAA
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Figure 9 Face f au bord du domaine d’étude.
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Figure 10 Face f touchant le bord du domaine d’étude.

• Cobord d’une facette paroi
Si la facette f du maillage est sur la frontière du domaine d’étude Ω, la relation
(2.3) qui définit le cobord de f est remplacé par :

(2.23) C(f) =
{
K élément du maillage T , ∂K ⊃ f

}
∪
{

facette f
}
.

Le cobord est ainsi formé de l’unique élément du maillage contenant f et
de la facette f elle-même. Le voisinage V (f) est encore défini comme la
réunion (2.14) des voisinages partiels V (σ , f), avec σ dans le cobord de f.
La définition (2.13) de l’ensemble des degrés de liberté est inchangée si σ = K
est un élément du maillage et C(g) est défini par l’une des relations (2.3) ou
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(2.23) selon que la facette g est intérieure au domaine d’étude ou sur le bord.
Nous obtenons ainsi un voisinage V (f) parfaitement défini par la relation (2.14)
lorsque la face f touche le bord, comme nous l’illustrons à la figure 2.10. Par
contre, il convient de préciser ce que vaut le voisinage V (f , f), c’est à dire
ce que sont exactement les degrés de liberté voisins de la face f qui sont “du
côté de f”. La frontière (discrète) ∂Ω du domaine d’étude est une courbe
fermée ou une réunion de courbes fermées. Donc toute arête f sur le bord ∂Ω
possède exactement deux arêtes voisines sur le bord du domaine qui la touchent
en un sommet exactement. Nous proposons ici de définir ces deux arêtes comme
“voisines” de la face f. Nous posons donc :

(2.24) V (f , f) =

{
g face de ∂Ω ∩ F

T
, f ∩ g contient

au moins un sommet du maillage

}
, f ∈ ∂Ω ∩ F

T
.

L’ensemble V (f , f) est donc toujours formé de trois facettes du maillage (en
comptant f elle-même). Nous précisons maintenant le choix des espaces de
polynomes permettant d’interpoler la fonction u à l’aide des degrés de liberté
de l’ensemble V (f , f) lorsque f est sur le bord de Ω. Comme précédemment,
nous définissons LS(f) par mariage des espaces LS(K, f) et LS(f, f) associés
au cobord de f :

(2.25) LS(f) = LS(K, f) M© LS(f, f) avec C(f) = {K, f}
mais si l’espace de polynomes LS(K, f) a déjà été défini par l’intermédiaire
de sa base B(K, f) aux relations (2.15) et (2.16), il nous faut préciser ce que
vaut l’espace LS(f, f). Nous posons simplement :

(2.26) B(f, f) =
{

1 , y , y2
}
, f ∈ ∂Ω ∩ F

T

puisque, en général, la frontière est régulière donc les degrés de liberté de
V (f , f) différents de la face f elle-même sont situés approximativement dans
la direction tangentielle à f comme le montre la figure 2.9. Dans le cas où le
morceau de frontière considéré est situé dans un coin du domaine, nous pour-
rions remplacer la relation (2.26) par le choix fait en (2.16) mais la notion de
coin nous semble très subjective sur un domaine discrétisé, qui ne contient en
toute rigueur que des facettes planes séparées par des coins !
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2.5) Cas d’exception.

Figure 11 Voisinage d’une face comprenant seulement
cinq degrés de liberté ; cas dégénéré numéro 1.

• Nous ne serions pas complet si nous ne traitions pas de façon précise les
cas de figure qui peuvent mettre en défaut la construction proposée plus haut.
En effet, lorsqu’on réunit deux voisinages comme proposé en (2.14), on n’obtient
pas nécessairement six éléments. La figure 4 par exemple montre un cas où les
deux triangles ayant en commun la face f n’engendrent que cinq éléments dans
V (f) et la figure 11 un cas analogue faisant intervenir deux quadrangles. Nous
devons donc modifier la loi de mariage M© pour traiter au coup par coup ces
cas de figure exceptionnels. Nous étudions ensuite le traitement de certains cas
limites, en vue d’une plus grande cohérence avec les travaux antérieurs.

x

y

Figure 12 Voisinage d’une face comprenant seulement
quatre degrés de liberté ; cas dégénéré numéro 2.

• Nous étudions d’abord le cas particulier décrit à la figure 4 ou à la
figure 11. L’un des sommets constituant le bord de f n’appartient qu’à trois
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éléments du maillage et deux des éléments voisins de V (f) cöıncident. Dans ce
cas, nous décidons :

(2.27)

{
on enlève de la base B(f) le polynome de plus haut degré total
parmi les polynomes de plus haut degré partiel par rapport à y.

Dans le cas du mariage de deux quadrangles (figure 11) on obtient ainsi dans ce
cas exceptionnel numéro 1 :

(2.28) B(f) =
{

1 , x , y , y2 , x y
}
.

Dans le cas (figure 4) où deux triangles constituent le cobord de f, nous avons :

(2.29) B(f) =
{

1 , x , y , x2 , x3
}

et pour un mélange quadrangle-triangle, il vient très simplement :

(2.30) B(f) =
{

1 , x , y , x2 , x y
}
.

• Un second cas de figure a lieu lorsque les deux sommets constituant le
bord de f appartiennent tous deux à trois éléments du maillage. Pour des
raisons géométriques, il est alors clair que le cobord de f est formé de deux
quadrangles mais les triangles ne sont pas a priori exclus de la configuration
globale (figure 12). Nous ne disposons que de quatre degrés de liberté pour
V (f) et nous décidons d’imposer simplement

(2.31) B(f) =
{

1 , x , y , x y
}

ce qui revient à enlever au résultat (2.28) le polynome de plus haut degré en y.

• Nous étudions maintenant le cas d’un quadrangle tel que la face f de son
bord appartient au bord du domaine d’étude Ω. Dans ce cas, comme l’illustre
la figure 13, nous avons à notre disposition six degrés de liberté et l’espace
d’interpolation a une base donnée grâce à la relation (2.6). Nous remarquons que
le polynome x2 ne figure pas dans cette base, alors qu’il figure bien si un triangle
touche le bord du domaine puisque B(f) est alors calculé grâce à la relation
(2.20) qui résulte du mariage de {1, x, y} avec {1, y, y2}. Nous insistons sur
l’importance de ce terme pour traiter correctement les gradients normaux à la
paroi à l’Annexe B. Nous nous forçons donc, pour assurer la consistance du
schéma dans le cas d’un maillage régulier, à introduire la fonction x2 dans la
base B(f). On se contente d’adjoindre cette fonction à la définition (2.6), c’est
à dire on choisit

(2.32) B(f) =
{

1 , x , y, x y , y2 , x y2 , x2
}

qui comporte maintenant sept fonctions de base et on ajoute un degré de liberté
à V (K, f) donc nous prenons

(2.33) V (K , f) =
{
C(g) , g face de ∂K , g 6= f

}
.
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Figure 13 Quadrangle frontière. Cas général.
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Figure 14 Quadrangle frontière. Cas modifié.
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Figure 15 Facette frontière bordant un quadrangle Q
au coin du domaine de calcul.

• Nous terminons l’étude des cas d’exception par celle des coins du mail-
lage. Dans ce cas, certains degrés de liberté de la figure 14 cöıncident et il faut
modifier la relation (2.10) (triangles) ou (2.31) (quadrangles) en conséquence.
Dans le cas où la face f contient un quadrangle Q dans son cobord et est
située au coin du domaine de calcul (voir par exemple la figure 15). Il est na-
turel d’enlever à la base (2.31) le monôme x y2, ce qui revient à enlever le
polynome de plus haut degré par rapport à y :

(2.34) B(f) =
{

1 , x , y , x y , y2 , x2
}
,

{
f face de ∂Ω dans un coin,
C(f) contient un quadrangle Q.
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Dans le cas où la face f dans le coin du domaine d’étude a un cobord qui
contient un triangle T (voir la figure 16), on modifie la base (2.10) en enlevant
le monôme de plus haut degré partiel par rapport à y. Il vient

(2.35) B(f) =
{

1 , x , y , x y , x2
}
,

{
f face de ∂Ω dans un coin,
C(f) contient un triangle T.

Ces deux cas particuliers permettent de préciser l’essentiel des cas de figure que
l’on peut rencontrer en pratique, donc de conclure l’étude pour le cas bidimen-
sionnel.

AAAAA
AAAAA
AAAAA

AAA
AAA
AAA
AAA
AAA
AAA
AAA
AAA

x

y

Figure 16 Facette frontière bordant un triangle T
au coin du domaine de calcul.

3) Le cas tridimensionnel.
• Nous supposons le domaine d’étude Ω de IR3 maillé en respectant la
contrainte classique des éléments finis : les éléments (ou volumes de contrôle)
recouvrent Ω et l’intersection de deux éléments K et L du maillage T (K ∈
E
T
, L ∈ E

T
) soit est vide, soit est un sommet de K et L, (c’est à dire appartient

à S
T

), soit est une arête de K et L, (donc appartient à l’ensemble A
T

des
arêtes du maillage), soit est une face de K et de L, (i.e. appartient à l’ensemble
F
T

), soit K est égal à L. Nous supposons que les éléments ont l’une des quatre
formes suivantes : hexaèdre, pyramide, prisme ou tétraèdre. Nous cherchons,
pour chaque face f du maillage, à déterminer son voisinage V (f) formé des
degrés de liberté voisins de la face ainsi que l’espace LS(f) d’interpolation qui
lui est associé, dont une base est systématiquement notée B(f). Nous procédons
par étapes successives.

• Nous précisons d’abord le choix d’un voisinage partiel V (K, f) pour K
élément du cobord C(f) de la face f (ce qui signifie que f est l’une des faces
du bord ∂K de l’élément K) puis nous proposons une définition de V (f, f)
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lorsque f est sur la frontière du domaine Ω. Deux cas sont envisagés, selon
que la face étudiée est quadrangulaire ou triangulaire. Nous “calculons” ensuite
l’espace d’approximation LS(K, f) (et LS(f, f) si la face f est sur la frontière)
qui permet d’effectuer une interpolation de Lagrange de façon à assurer au mieux
l’unisolvance entre les degrés de liberté σ de V (f) et l’espace de polynomes
LS(K, f) ou LS(f, f). Enfin, nous “marions” les espaces LS(σ, f) pour les
deux degrés de liberté σ appartenant au cobord de f, à l’aide d’une extension de
l’algorithme exposé dans la seconde partie de ce mémoire, en précisant le résultat
obtenu pour la plupart des cas rencontrés en pratique. Nous étudions enfin
quelques cas de figure qui se présentent en pratique à la frontière du domaine
Ω et proposons des solutions appropriées.

3.1) Choix des degrés de liberté voisins.
• Soit f ∈ F

T
une face du maillage T supposé fixé dans la suite. Nous

rappelons d’abord la définition du cobord C(f) de cette face

(3.1) C(f) =

{
{K élément de T , f ⊂ ∂K } si f 6⊂ ∂Ω
{K élément de T , f ⊂ ∂K } ∪ { f } si f ⊂ ∂Ω .

Il est toujours constitué de deux objets, soit deux éléments du maillage si f n’est
pas sur le bord du domaine et soit la face f elle même jointe à l’élément du
maillage qui la contient dans son bord si f appartient au bord de Ω. L’ensemble
des degrés de liberté voisins est défini comme suit.

Figure 17 Voisinage V (f, f) d’une facette f située sur le bord
du domaine Ω ; il n’est constitué que par des facettes du bord.

• Si f est une face sur le bord du domaine, on pose

(3.2) V (f, f) =

{
g, face du maillage sur le bord ∂Ω ,
g ∩ f est une arête du maillage

}
.
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Comme ∂Ω est nécessairement une surface fermée (c’est un bord !), V (f, f)
contient exactement quatre facettes si f est un triangle et cinq si f est un
quadrangle (c.f. figure 17).
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Figure 18 Voisinage V (K, f) d’une face triangulaire
sur le bord d’un tétraèdre.
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Figure 19 Face triangulaire sur le bord d’un prisme.
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Figure 20 Face triangulaire sur le bord d’une pyramide.

• Si f est une face quelconque du domaine et K un élément de son cobord,
on pose

(3.3) V (K, f) =

{
C(g) , g face du maillage incluse dans ∂Ω ,
g 6= f , g ∩ f est une arête du maillage

}
.
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Si la face f contient m arêtes (m = 3 pour un triangle et m = 4 pour un
quadrangle !), il est clair que m facettes g du maillage sont à prendre en compte
dans la définition (3.3), donc (m+1) degrés de liberté distincts sont définis par
la relation (3.3) (il ne faut pas oublier l’élément K lui-même !). Nous illustrons
aux figures 18 à 23 ce voisinage pour différents cas de figure, en notant de façon
abrégée t pour un triangle, q pour un quadrangle, T pour un tétraèdre, P
pour un prisme, Π pour une pyramide et H pour un hexaèdre.
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Figure 21 Face quadrangulaire sur le bord d’un hexaèdre.
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Figure 22 Face quadrangulaire sur le bord d’une pyramide.
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Figure 23 Face quadrangulaire sur le bord d’un prisme.
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• Si la face f est une facette triangulaire du maillage à l’intérieur du do-
maine ou sur le bord, V (σ, f) est toujours formé, pour σ dans le cobord de f,
de quatre degrés de liberté. Si f est une face quadrangulaire, V (σ, f) contient,
pour σ appartenant à C(f), exactement cinq degrés de liberté. La réunion
V (f) des ensembles V (σ, f) pour σ parcourant le cobord de f est donc
formée d’au plus huit degrés de liberté dans le cas d’une face triangulaire et dix
pour une face quadrangulaire. Nous remarquons que dans le cas d’un maillage
quadrangulaire structuré, V (f) contient effectivement dix voisins distincts.

3.2) Espaces d’interpolation.
• Nous commençons par le cas où f est un triangle. Nous notons x
la direction normale à la face, supposons l’origine O placée au centre de f
et notons y, z des axes tangents à la face de sorte que le repère Oxyz soit
orthonormé direct. Lorsque f est au bord du domaine, le cas le plus courant
est celui où ∂Ω est “proche” d’une section plane. La figure 17 est donc à
prendre “quasiment” dans le plan de la feuille de papier, et les quatre degrés de
liberté de V (f, f) permettent d’interpoler “naturellement” les quatre fonctions
de base suivantes :

(3.4) B(t , t) =
{

1 , y , z , y2 + z2
}
, t triangle sur la frontière.

Nous supposons maintenant connu un élément K du maillage dans le cobord
de f. Cet élément peut être un tétraèdre T, un prisme P, une pyramide Π,
mais jamais un hexaèdre H. Pour chacun de ces trois cas, la géométrie des
éléments considérés et les directions particulières associées aux cas de maillages
cartésiens coupés en sous-éléments nous conduisent aux choix suivants, illustrés
aux figures 24 à 26.

(3.5) B(T , t) =
{

1 , x , y , z
}
, T tétraèdre , t triangle

(3.6) B(P , t) =
{

1 , y , z , y2 + z2
}
, P prisme , t triangle

(3.7) B(Π , t) =
{

1 , x , y , z
}
, Π pyramide , t triangle.

Nous constatons que le choix des axes y, z dans le plan de la facette ne joue
pas dans les définitions (3.4) à (3.7) des espaces LS(σ, t) qui sont invariants
par une rotation d’axe Ox.
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Figure 24 Face triangulaire appartenant au bord d’un tétraèdre.
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Figure 25 Face triangulaire appartenant au bord d’un prisme.
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Figure 26 Face triangulaire appartenant au bord d’une pyramide.

• Lorsque la face f est un quadrangle q, avec un choix analogue au
précédent en ce qui concerne l’axe Ox, nous fixons une direction y en joignant
deux faces opposées de q et nous complétons par un axe Oz de façon que Oxyz
soit orthonormé direct. Le choix ci-dessus n’est pas intrinsèque, ce qui constitue
à nos yeux un défaut. Lorsque q est au bord du domaine, nous supposons
comme pour le cas triangulaire que ∂Ω est relativement plane, ce qui conduit
à un choix naturel pour B(q, q) :

(3.8) B(q , q) =
{

1 , y , z , y2 , z2
}
, q quadrangle sur le bord de Ω .

Si K désigne un élément du cobord du quadrangle q (K peut être un prisme,
une pyramide ou un hexaèdre mais jamais un tétraèdre !), une base B(K, q)
est alors donnée “naturellement” en suivant les figures 27 à 29. Nous obtenons :

(3.9) B(P , q) =
{

1 , x , y , z , y2
}
, P prisme , q quadrangle

où y est la direction “quasi” normale aux deux triangles composant le prisme
P (figure 3.11),

(3.10) B(Π , q) =
{

1 , x , y , z , y2 + z2
}
, Π pyramide , q quadrangle

(3.11) B(H , q) =
{

1 , y , z , y2 , z2
}
, H hexaèdre , q quadrangle.
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Figure 27 Face quadrangulaire appartenant au bord d’un prisme.
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Figure 28 Face quadrangulaire appartenant au bord d’une pyramide.
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Figure 29 Face quadrangulaire appartenant au bord d’un hexaèdre.

3.3) Mariage des espaces d’interpolation.
• Dans ce paragraphe, nous supposons que le voisinage V (f) obtenu grâce
à la réunion ensembliste suivante

(3.12) V (f) = V (σ1 , f) ∪ V (σ2 , f) , C(f) = {σ1 , σ2}
comporte exactement CardV (σ1 , f) + CardV (σ2 , f) degrés de liberté dis-
tincts. Dans ce cas, nous posons

(3.13) B(f) = B(σ1 , f) M© B(σ2 , f) .

Comme dans le cas bidimensionnel, le produit Bg M© Bd s’obtient par re-
groupement successif des fonctions de Bd avec celles de Bg grâce à l’algorithme
suivant

⋄ B0
g = Bg , B0

d = Bd

⋄ Etape n0 i :

Bi
g = (ϕ1 , · · · , ϕk) , Bi

d = (ψ1 , · · · , ψm) .

Si ψ1 n’appartient pas à l’espace engendré par ϕ1 , · · · , ϕk , alors

Bi+1
g = (ϕ1 , · · · , ϕk , ψ1) , Bi+1

d = (ψ2 , · · · , ψm) .

Sinon

Bi+1
g = (ϕ1 , · · · , ϕk ) , Bi+1

d = (xψ1 , ψ2 , · · · , ψm) .

⋄ Passage à l’étape numéro i+1 .

• Lorsqu’on applique l’algorithme ci-dessus au cas où f est un quadrangle
q séparant deux hexaèdres, on trouve :
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(3.14) B(Hg , q) M© B(Hd , q) =
{

1 , x , y , z , y2 , z2 , x y , x z , x y2 , x z2
}

ce qui permet, dans le cas où les quadrangles forment un maillage aux différences
finies, de retrouver pour le calcul de ∇u(f) le schéma aux différences bien
classiques. Dans les autres cas envisagés plus haut, on obtient :

(3.15) B(Hg , q) M© B(Pd , q) =
{

1 , x , y , z , x2 , y2 , z2 , x y , x z , x y2
}

(3.16) B(Hg , q) M© B(Πd , q) =

{
1 , x , y , z ,
x2 , y2 , z2 , x y , x z , x (y2 + z2)

}
.

Lorsque le quadrangle q appartient à un autre type d’élément qu’un hexaèdre,
on trouve :

(3.17) B(Pg , q) M© B(Pd , q) =
{

1 , x , y , z , x2 , y2 , x y , x z , x3 , x y2
}

(3.18) B(Pg , q) M© B(Πd , q) =
{

1 , x , y , z , x2 , y2 , x y , x z , x3 , x(y2+z2)
}

(3.19) B(Πg , q) M© B(Πd , q) =

{
1 , x , y , z , x2 , x y ,
x z , y2 + z2 , x3 , x (y2 + z2)

}
.

Lorsque f est un triangle t, on peut encore appliquer l’algorithme de mariage
entre deux sous-espaces. On trouve ainsi :

(3.20) B(Tg , t) M© B(Td , t) =
{

1 , x , y , z , x2 , x y , x z , x3
}

(3.21) B(Tg , t) M© B(Pd , t) =
{

1 , x , y , z , x2 , x y , x z , y2+z2
}

(3.22) B(Tg , t) M© B(Πd , t) =

{
B(Tg , t) M© B(Td , t)
=
{

1 , x , y , z , x2 , x y , x z , x3
}

(3.23) B(Pg , t) M© B(Pd , t) =
{

1 , x , y , z , y2+z2 , x y , x z , x(y2+z2)
}

(3.24) B(Pg , t) M© B(Πd , t) =
{

1 , x , y , z , x2 , x y , x z , y2+z2
}

(3.25) B(Πg , t) M© B(Πd , t) =

{
B(Tg , t) M© B(Πd , t)
=
{

1 , x , y , z , x2 , x y , x z , x3
}

ce qui achève de décrire tous les cas de figure possibles.

3.4) Conditions aux limites.
• Nous étudions dans cette partie l’adaptation des idées développées dans
les précédents paragraphes et précisons les choix des voisinages V (f) et des
bases B(f) lorsque f est une face au bord du domaine Ω. Nous devons enrichir
le voisinage V (f) lorsque la fonction x2 (rappelons que l’axe Ox est toujours
dirigé selon la normale à la facette f) n’est pas présente initialement, c’est à
dire est absente de l’une des relations (3.13) à (3.25). De plus, nous devons
réduire le voisinage V (f) ainsi calculé lorsque la géométrie dégénère (arêtes
vives, coins, etc...), c’est à dire lorsque la réunion (3.12) est non triviale, i.e.
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comporte strictement moins de degrés de liberté que la somme des degrés de
liberté pour les deux objets du cobord C(f).

• Nous commençons (paragraphe 3.4.1) par décrire complètement le cas
d’une face frontière “courante” puis, dans les cas où il y a dégénérescence du
voisinage V (f), c’est à dire pour les arêtes et les coins du maillage (paragraphe
3.4.2), nous étudions le cas des faces quadrangulaires touchant un hexaèdre, un
prisme ou une pyramide (paragraphe 3.4.2.a) puis celui des faces triangulaires
touchant un tétraèdre, un prisme ou une pyramide (paragraphe 3.4.2.b).
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Figure 30 Onze degrés de liberté d’une face quadrangulaire q
appartenant au bord du domaine Ω et touchant un hexaèdre H.

3.4.1 Facettes au bord du domaine : cas général
• Nous commençons ce paragraphe par le cas d’un quadrangle q au bord
du domaine et contenant un hexaèdre H dans son cobord. Cette situation est
a priori décrite à la figure 30. Dans ce cas, le mariage B(q, q) M© B(H, q)
est décrit par la relation (3.14), donc ne contient pas le polynome x2. Nous
modifions donc le voisinage V (H, q) initialement donné par la relation (3.3) et
posons :

(3.26)

{
V (H, q) =

{
C(g) , g face du maillage , g ⊂ ∂K , g 6= f

}

q quadrangle du bord ∂Ω , H hexaèdre appartenant à C(q) .

Le voisinage ainsi obtenu (figure 30) comporte six degrés de liberté au lieu de
cinq, ce qui permet de remplacer la base (3.11) par la base suivante :

(3.27)

{
B(H, q) =

{
1 , x , y , z , y2 , z2

}

q quadrangle du bord ∂Ω , H hexaèdre appartenant à C(q) .
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Le mariage de B(q, q) (relation (3.8)) avec B(H, q) (relation (3.27)) s’écrit
simplement ; nous obtenons finalement une base B(q) suivante :

(3.28)

{
B(q) =

{
1 , x , y , z , x2 , x y , y z , y2 , z2 , x y2 , x z2

}

q quadrangle du bord ∂Ω , H hexaèdre appartenant à C(q) .

On constate que la base (3.28) comporte onze fonctions de base, qui correspon-
dent respectivement aux cinq des degrés de liberté frontière V (q , q) ajoutés
aux six que nous venons de définir à la relation (3.26).

• Lorsque le quadrangle q du bord du domaine contient un prisme ou une
pyramide, la base associée (c.f. les relations (3.5) et (3.7)) contient effectivement
le monôme x et il n’y a pas lieu de changer la définition 3.3 du voisinage V (P, q)
ou V (Π, q) dans ce cas, ni la base B(q) calculée par l’une des relations (3.15)
ou (3.16).
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Figure 31 Neuf degrés de liberté d’une face triangulaire t
appartenant au bord du domaine Ω et touchant un prisme P.

• Dans le cas où un triangle t est au bord du domaine, nous explicitons
simplement la base B(t) issue du mariage (3.13) de la famille (3.4) avec un
tétraèdre T, une pyramide Π ou un prisme P. Nous avons :

(3.29) B(t , t) M© B(T , t) =
{

1 , x , y , z , x2 , x y , x z , y2+z2
}

(3.30) B(t , t) M© B(Π , t) =
{

1 , x , y , z , x2 , x y , x z , y2+z2
}

(3.31) B(t , t) M© B(P , t) =
{

1 , x , y , z , x y , x z , y2+z2 , x(y2+z2)
}
.

Nous remarquons que dans le cas du tétraèdre ou de la pyramide il n’y a rien à
faire puisque la fonction de base x2 est présente dans le membre de droite des
relations (3.29) et (3.30). Par contre, le cas d’un prisme touchant la frontière par
une face triangulaire ne permet pas d’interpoler des polynomes du second degré
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en x (voir par exemple la figure 19). Nous remplaçons dans ce cas la définition
classique 3.3 par un analogue de la relation (3.26), c’est à dire :

(3.32)

{
B(P, t) =

{
C(g) , g face du maillage , g ⊂ ∂K , g 6= f

}

t triangle du bord ∂Ω , P prisme appartenant à C(t) .

On passe donc d’un voisinage comportant quatre degrés de liberté à un voisinage
(3.32) en comportant cinq. Nous remplaçons donc la base B(P, t) de la relation
(3.6) par

(3.33)

{
B(P, t) =

{
1 , x , y , z , y2+z2

}

t triangle du bord ∂Ω , P prisme appartenant à C(t) .

Le mariage (3.31) comporte in fine neuf degrés de liberté au lieu de huit et la
famille V (t) correspondante est illustrée à la figure 31.

(3.34)

{
B(t) =

{
1 , x , y , z , x2 , x y , x z , y2+z2 , x(y2+z2)

}

t triangle du bord ∂Ω , P prisme appartenant à C(t) .

Figure 32 Arête vive (coin bidimensionnel) et coin tridimensionnel.

3.4.2 Facettes au bord du domaine : arêtes vives et coins
• Nous abordons maintenant une succession de cas particuliers qui se pro-
duisent à la frontière du domaine de calcul, et plus particulièrement le long
d’arêtes vives (coins bidimensionnels) et de coins (tridimensionnels) du maillage,
le cas d’un morceau de frontière “plane” ayant été traité plus haut. Une arête
du maillage (qui par définition joint deux sommets) est une “arête vive” ou un
“coin bidimensionnel” si elle n’appartient qu’à deux faces du maillage. Un coin
tridimensionnel est un sommet du maillage qui n’appartient qu’à des arêtes vives
(figure 32). Nous envisageons successivement le cas d’une face quadrangulaire
puis celui d’une face triangulaire.

3.4.2.a Face quadrangulaire
• Nous étudions une facette q quadrangulaire dont une arête a est une
arête vive du maillage. Nous séparons l’étude en trois sous-cas, selon que q
appartient à un hexèdre, un prisme ou une pyramide.
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• Face quadrangulaire à la frontière d’un hexaèdre.
Nous rappelons que l’axe des x est normal à la facette q, et décidons d’aligner
l’axe des y avec la direction de l’arête vive a. L’axe Oz se déduit par orthog-
onalité. Nous avons donc dix degrés de liberté (figure 33) et disposons de onze
fonctions de base décrites à la relation (3.28). En imaginant le maillage cartésien,
nous disposons de six degrés de liberté dans le plan xOz (voir la figure 33) et
de sept fonctions de base, à savoir {1, x, z, x2, z2, x z, x z2}. Il est clair que la
fonction x z2 n’est pas naturellement représentée par interpolation de Lagrange
et nous l’éliminons. Nous avons donc finalement :

(3.35)




B(q) =

{
1 , x , y , z , x2 , x y , x z , y2 , z2 , x y2

}

q quadrangle du bord ∂Ω , H hexaèdre appartenant à C(t),
q contenant une arête vive a parallèle à l’axe y.
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Figure 33 Facette frontière q appartenant à un hexaèdre H
et contenant une arête vive a.
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Figure 34 Facette frontière q appartenant à un hexaèdre H
et contenant deux arêtes vives sans point d’intersection.
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z

x

Figure 35 Projection dans le plan xOz de la figure 3.18.

• Nous poursuivons en supposant que la facette q contient deux arêtes
vives a1 et a2. Nous commençons par le cas où ces deux arêtes sont “quasi-
parallèles”, c’est à dire n’ont pas de sommet commun (figure 34). Ce cas se
produit par exemple si l’on utilise le code de calcul tridimensionnel dans une
configuration bidimensionnelle avec une seule couche de mailles. Nous disposons
de neuf degrés de liberté et de dix fonctions de base issues de la phase précédente
(relation (3.35)). Par projection de la figure 34 dans le plan xOz, nous avons
cinq degrés de liberté décrits à la figure 35 qui nous conduisent à ne retenir que
les fonctions de base {1, x, x2, z, z2}. Nous éliminons donc la fonction x z de
la base (3.35), ce qui conduit au choix suivant :

(3.36)




B(q) =

{
1 , x , y , z , x2 , x y , y2 , z2 , x y2

}

q quadrangle du bord ∂Ω , H hexaèdre appartenant à C(t),
q contenant deux arêtes vives sans point d’intersection.
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Figure 36 Coin tridimensionnel : facette frontière q appartenant à un
hexaèdre H et contenant deux arêtes vives ayant un point d’intersection.
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Figure 37 Projection dans le plan xOz de la figure 36.

• Le second cas du même type (neuf degrés de liberté disponibles seule-
ment) est décrit à la figure 36. La facette q est dans un coin du domaine et
partant de la relation (3.35), on n’a plus que deux séries de trois degrés de liberté
dans la direction y. En effet, en projection dans le plan xOy, on ne dispose
que de six degrés de liberté (c.f. figure 37), au lieu de sept dans la configuration
précédente. Par contre, une interpolation du champ x z est clairement possi-
ble, comme le montre la figure 37. Nous choisissons donc comme base B(q) la
famille suivante :

(3.37)




B(q) =

{
1 , x , y , z , x2 , x y , x z , y2 , z2

}

q quadrangle du bord ∂Ω , H hexaèdre appartenant à C(q),
q contenant deux arêtes vives ayant un point d’intersection.

• Nous envisageons maintenant le cas où trois arêtes vives appartiennent
à la face quadrangulaire q. Géométriquement (voir la figure 38), il s’agit par
exemple d’un coin bidimensionnel traité par un maillage tridimensionnel avec
une seule couche d’éléments dans la troisième direction. Nous choisissons l’axe
Oy dans la direction des deux arêtes vives parallèles pour cette configuration.
Nous ne disposons que de huit degrés de liberté et la base B(q) est clairement
intersection des bases proposées aux relations (3.36) et (3.37), i.e.

(3.38)




B(q) =

{
1 , x , y , z , x2 , x y , x z , y2 , z2

}

q quadrangle du bord ∂Ω , H hexaèdre appartenant à C(q) ,
q contient trois arêtes vives, l’arête “non vive” est parallèle à Oz.
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Figure 38 Double coin tridimensionnel : facette frontière q
appartenant à un hexaèdre H et contenant trois arêtes vives.

• Le dernier cas, extrême, mais que nous traitons pour être complet, est
celui d’une facette quadrangulaire q, contenant l’hexaèdre H dans son cobord,
et contenant quatre (!) arêtes vives. Il s’agit d’un quadruple coin tridimension-
nel, qui n’a de sens que si l’hexaèdre H modélise une tuyauterie pour laquelle
des informations grossières sont utiles (figure 39). Nous disposons de sept degrés
de liberté seulement, et la base B(q) finale est très simple :

(3.39)




B(q) =

{
1 , x , y , z , x2 , y2 , z2

}

q quadrangle du bord ∂Ω , H hexaèdre appartenant à C(q) ,
q contient quatre arêtes vives.
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Figure 39 Quadruple coin tridimensionnel : facette frontière q
appartenant à un hexaèdre H et contenant quatre arêtes vives.

• Face quadrangulaire à la frontière d’un prisme.
Nous supposons toujours que la facette frontière q est un quadrangle, mais
que l’élément qui la contient est un prisme. Dans le cas où q contient une
seule arête vive a, deux cas de figure se produisent, selon que celle-ci appartient





Lemmes finis pour la dynamique des gaz (1988-1998)

également à une autre face quadrangulaire ou à l’une des deux faces triangulaires.
Nous envisageons d’abord le cas d’une arête vive a appartenant à deux faces
quadrangulaires (c.f. figure 40).
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Figure 40 Facette frontière q appartenant à un prisme P , contenant
une arête vive appartenant à deux faces quadrangulaires.
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Figure 41 Projection des degrés de liberté de la figure précédente
dans le plan xOz.

• Nous disposons de neuf degrés de liberté au lieu de dix dans le cas
courant décrit à la relation (3.15). Par projection dans le planxOz (figure 41),
il apparait clairement que nous ne disposons plus que de cinq degrés de liberté
alors que six fonctions de base de (3.15) sont de degré zéro par rapport à y, à
savoir {1, x, z, z2, x z, x2}. Il est nécessaire d’éliminer la fonction z2 si l’on
veut conserver x2 dans la direction normale à la facette q. Nous proposons
donc la base suivante pour ce cas particulier

(3.40)





B(q) =
{

1 , x , y , z , x2 , y2 , x y , x y2 , x z
}

q quadrangle du bord ∂Ω , H prisme appartenant à C(q) ,
q contenant une arête vive qui appartient

à deux quadrangles de la frontière.
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Figure 42 Facette frontière q appartenant à un prisme P, contenant
une arête vive appartenant également à une face triangulaire de la frontière.
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Figure 43 Projection des degrés de liberté de la figure
précédente dans le plan xOy.

• Dans le cas où l’unique arête vive du quadrangle appartient à une face
triangulaire du prisme (figure 42), nous disposons encore de neuf degrés de li-
berté, mais c’est la projection dans le plan xOy (figure 43) qui nous indique
que parmi les six fonctions de base de la relation (3.15) qui sont de degré zéro en
z, c’est à dire {1, x, y, y2, x y, x2

}
, la fonction x y2 n’est pas représentable

avec les degrés de liberté restants. Nous avons donc pour base B(q) dans ce cas
de figure :

(3.41)





B(q) =
{

1 , x , y , z , x2 , y2 , z2 , x y , x z
}

q quadrangle du bord ∂Ω , H prisme appartenant à C(q) ,
q contient une arête vive qui appartient également

à un triangle de la frontière.
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Figure 44 Facette frontière q appartenant à un prisme P,
contenant deux arêtes vives appartenant aux trois faces quadrangulaires.

Nous devons encore faire la distinction qui précède si l’on suppose que la facette
q contient deux arêtes vives qui ne se rencontrent pas. Dans le premier cas
(figure 44), celles-ci appartiennent également à deux facettes quadrangulaires
du prisme P. Il convient de retirer une fonction de base du résultat obtenu en
(3.40) (une seule arête vive). Le seul choix raisonnable (c.f. la figure 45 en
projection dans le plan xOz) est d’éliminer le polynome x z. Nous obtenons

x

z

Figure 45 Projection de la figure précédente dans le plan xOz.

• Dans le cas moins improbable où les deux arêtes vives appartiennent
également aux deux triangles du prisme (figure 46) comme c’est par exemple
le cas pour un maillage bidimensionnel en triangles maillé par une couche de
prismes d’épaisseur constante, les huit degrés de liberté ne permettent plus si
on les projette sur le plan xOy comme à la figure 47, de représenter la fonction
x y et il vient :
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(3.43)





B(q) =
{

1 , x , y , z , x2 , y2 , z2 , x z
}

q quadrangle du bord ∂Ω , P prisme appartenant à C(q) ,
q contient deux arêtes vives qui appartiennent

à deux triangles de la frontière.
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Figure 46 Facette frontière q appartenant à un prisme P, contenant
deux arêtes vives appartenant à deux faces triangulaires.
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Figure 47 Projection de la figure précédente dans le plan xOy.
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Figure 48 Facette frontière q appartenant à un prisme P, contenant
deux arêtes vives ayant un sommet du maillage en commun.
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• Enfin, deux arêtes vives du quadrangle q peuvent se rencontrer en
un sommet de cette facette comme à la figure 48. Il suffit alors de prendre
l’intersection des bases obtenues aux relations (3.40) et (3.41) pour calculer la
base B(q) de l’espace d’interpolation recherché. Nous avons :

(3.44)




B(q) =

{
1 , x , y , z , x2 , y2 , x y , x z

}

q quadrangle du bord ∂Ω , P prisme appartenant à C(q) ,
q contient deux arêtes vives qui se coupent.
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Figure 49 Facette frontière q appartenant à un prisme P, contenant trois
arêtes vives et une “non vive” qui appartient à une face triangulaire du prisme.
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Figure 50 Facette frontière q appartenant à un prisme P,
contenant trois arêtes vives et une “non vive”

qui appartient à une face quadrangulaire du prisme.

• Nous terminons par des cas sans intérêt en pratique où la face q contient
trois arêtes vives. Nous devons détailler deux sous-cas, selon que la seule arête
“non vive” appartient à une face triangulaire du prisme (figure 49) ou à une
face quadrangulaire du prisme P (figure 50). Dans le premier cas, la base est
intersection de (3.37) et (3.42), c’est à dire
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(3.45)





B(q) =
{

1 , x , y , z , x2 , y2 , x y
}

q quadrangle du bord ∂Ω , P prisme appartenant à C(q) ,
q contient trois arêtes vives et une “non vive”

qui appartient à une face triangulaire du prisme.
Dans le cas où la seule arête “non vive” du quadrangle q appartient à une autre
face quadrangulaire du prisme P, la base B(q) pour le calcul du gradient avec
les sept degrés de liberté restants est simplement intersection de (3.40) et (3.43) :

(3.46)





B(q) =
{

1 , x , y , z , x2 , y2 , x z
}

q quadrangle du bord ∂Ω , P prisme appartenant à C(q) ,
q contient trois arêtes vives et une “non vive”

qui appartient à une face quadrangulaire du prisme.

Le dernier cas d’une facette quadrangulaire d’un prisme dont toutes (!) les
arêtes sont vives s’obtient en rabattant la dernière facette de la figure 50. Le
maillage ne comporte alors qu’un seul élément (!) et ce cas n’a d’intérêt qu’à
titre d’exercice, laissé au lecteur.

• Face quadrangulaire à la frontière d’une pyramide.
Nous terminons l’étude des faces quadrangulaires de la frontière en situation
exceptionnelle en supposant que la facette q appartient à une pyramide Π.
Partant d’une face frontière courante pour laquelle une base de polynomes est
donnée à la relation (3.16), nous commençons par le cas où la facette q ne con-
tient qu’une seule arête vive. Par projection dans le plan xOz, nous constatons
(figure 52) que la fonction x(y2 + z2) ne peut pas être représentée par les six
degrés de liberté de la figure 51 si les fonctions 1, x, z, z2, x2, x z le sont déjà.
Nous obtenons donc la base à neuf fonctions suivante :

(3.47)




B(q) =

{
1 , x , y , z , x2 , y2 , z2 , x y , x z

}

q quadrangle du bord ∂Ω , Π pyramide appartenant à C(q) ,
q contient une arête vive parallèle à Oy.
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Figure 51 Facette frontière q appartenant à une pyramide Π,
contenant une arête vive.
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x

z

Figure 52 Projection de la figure précédente dans le plan xOz.
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Figure 53 Facette frontière q appartenant à une pyramide Π,
contenant deux arêtes vives sans point d’intersection.
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x

Figure 54 Projection de la figure 53 dans les plans xOy et xOz.

• Si la face quadrangulaire contient deux arêtes vives, elles peuvent être
“parallèles”, c’est à dire sans point d’intersection, ou bien sécantes en un sommet
du maillage. Dans le premier cas (figure 53), les projections dans les plans xOy
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et xOz (figure 54) nous conduisant à penser que la fonction xz est à éliminer.
Nous proposons donc :

(3.48)





B(q) =
{

1 , x , y , z , x2 , y2 , z2 , x y
}

q quadrangle du bord ∂Ω , Π pyramide appartenant à C(q) ,
q contient deux arêtes vives le long de Oy

sans point d’intersection.

• Si les deux arêtes vives du quadrangle q au bord du domaine se coupent
en un sommet du maillage, nous avons une configuration où y et z jouent des
rôles analogues. Compte tenu de l’allure de la projection dans le plan xOy, les
fonctions y2 et x y peuvent être interpolées avec les degrés de liberté restants.
Le plus simple est donc d’éliminer la fonction x2 de la relation (3.47), malgré nos
réticences motivées par l’annexe B ! Nous obtenons une base de huit fonctions :

(3.49)





B(q) =
{

1 , x , y , z , y2 , z2 , x y , x z
}

q quadrangle du bord ∂Ω , Π pyramide appartenant à C(q) ,
q contient deux arêtes vives ayant un sommet

du maillage comme intersection.

• Dans le cas exceptionnel où trois arêtes vives appartiennent à la facette
q (figure 55), il ne reste que sept degrés de liberté. Nous décidons d’aligner l’axe
Oz avec la seule arête régulière (ou “non vive”) de la facette q. Nous éliminons
le polynome x z comme pour construire la relation (3.48), mais de la base (3.49)
cette fois. Il vient :

(3.50)




B(q) =

{
1 , x , y , z , y2 , z2 , x y

}

q quadrangle du bord ∂Ω , Π pyramide appartenant à C(q) ,
q contient trois arêtes vives.
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Figure 55 Facette frontière q appartenant à une pyramide Π,
contenant trois arêtes vives et une régulière le long de Oz.
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3.4.2.b Face triangulaire
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Figure 56 Facette frontière triangulaire t appartenant à un tétraèdre T
et contenant une arête vive a.
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Figure 57 Projection de la figure 56 dans les plans xOy et xOz.

• Nous envisageons maintenant le cas d’un triangle t à la frontière du do-
maine d’étude Ω, contenant au moins une arête vive, c’est à dire n’appartenant
qu’à deux facettes du maillage. Trois cas se présentent, selon que le triangle
t considéré appartient à un tétraèdre, une pyramide ou un prisme. Le cas du
tétraèdre et de la pyramide sont analogues puisque seules trois faces de celles-ci
sont utilisées dans la construction des voisinages comme le montre la relation
(3.3) et l’égalité B(T, t) = B(P, t) proposée aux relations (3.5) et (3.7). Nous
envisageons donc le cas d’une face triangulaire à la frontière d’un tétraèdre puis
d’un prisme.
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Figure 58 Facette frontière triangulaire t appartenant à un
tétraèdre T et contenant deux arêtes vives.

• Face triangulaire à la frontière d’un tétraèdre.

Nous supposons pour commencer ce paragraphe que seule une arête du triangle
t est une arête vive du maillage ; nous plaçons par convention l’axe Oy le long de
cette arête (figure 56). Nous disposons de sept degrés de liberté, alors que la base
B(t) calculée à la relation (3.29) issue du mariage de B(t, t) (relation (3.4)) avec
B(T, t) (relation (3.5)) comporte huit fonctions de base. En projection sur les
plans xOy et xOz (figure 57), il apparâıt clairement que la fonction x z est mal
représentée par les degrés de liberté (pas de quadrangle dans la projection sur
la plan xOz) alors que les fonctions x2, y2, x y et z2 peuvent être interpolées
avec succès. Nous éliminons donc la fonction x y de la base (3.29) ce qui conduit
à la base suivante :

(3.51)

{
B(t) =

{
1 , x , y , z , y2 + z2 , x2 , x y

}

t triangle du bord ∂Ω , T tétraèdre appartenant à C(t) ,
t contient une arête vive.

Dans le cas où deux arêtes vives sont contenues dans le triangle t, nous avons
une configuration de coin (voir la figure 58) et, échangeant les rôles des variables
y et z, il est naturel d’éliminer la fonction de base x y de la relation (3.51). Il
vient :

(3.52)

{
B(t) =

{
1 , x , y , z , x2 , y2 + z2

}

t triangle du bord ∂Ω , T tétraèdre appartenant à C(t) ,
t contient deux arêtes vives.

pour les six degrés de liberté présents par exemple à la figure 59. Nous laissons
de côté le cas exceptionnel sans intérêt pratique où la facette t contient trois
arêtes vives.
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Figure 59 Facette frontière triangulaire t appartenant à un
prisme P et contenant une arête vive.
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Figure 60 Facette frontière triangulaire t appartenant à un
prisme P et contenant deux arêtes vives.

• Face triangulaire à la frontière d’un prisme.
Si la face triangulaire t appartient à un prisme P, nous avons ajouté à la relation
(3.33) la fonction de base x et le degré de liberté appartenent au cobord de la
face triangulaire opposée au triangle t (voir la figure 31). Dans le premier cas
où une arête vive appartient à t, nous l’alignons avec l’axe Oy (figure 59).
Il est naturel d’éliminer la fonction x(y2 + z2), ce qui correspond à une base
contenant huit degrés de liberté, c’est à dire :

(3.53)

{
B(t) =

{
1 , x , y , z , x2 , x y , x z , y2 + z2

}

t triangle du bord ∂Ω , P prisme appartenant à C(t) ,
t contient une arête vive.

Si deux arêtes vives appartiennent au triangle t, nous sommes au coin du do-
maine et ne disposons plus que de sept degrés de liberté (voir la figure 60). Il est
raisonnable de garder un espace de fonctions tests invariant dans l’échange de
y et de z, donc d’éliminer de la relation (3.53) la fonction x2. Nous obtenons :

(3.54)

{
B(t) =

{
1 , x , y , z , x y , x z , y2 + z2

}

t triangle du bord ∂Ω , P prisme appartenant à C(t) ,
t contient deux arêtes vives.
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4) Conclusion.
• Dans ce mémoire, nous avons proposé une méthode nouvelle pour définir
un schéma numérique adapté au calcul de phénomènes de diffusion par la méthode
des volumes finis. L’idée de base, très simple, est fondée sur les propriétes de
linéarité et de localisation spatiale des opérateurs de dérivation. Nous utilisons
des propriétés intuititives d’unisolvance des degrés de liberté voisins d’une in-
terface donnée, ceci par analogie avec les éléments finis de Lagrange les plus
simples. Nous avons envisagé en détail les cas bi et tridimensionnels. Dans
ce dernier cas, nous supposons que des hexaèdres, des tétraèdres, des prismes
et des pyramides peuvent constituer de façon arbitraire le maillage. Notons
qu’une analyse numérique rigoureuse de la méthode des volumes finis telle que
nous la pratiquons reste, à notre connaissance, à formaliser mathématiquement,
même pour des problèmes modèles de la physique et de la mécanique. Enfin,
notons que la méthodologie employée est très générale et peut s’étendre sans
difficulté hors du champ des équations de la mécanique des fluides, comme en
électromagnétisme par exemple.

5) Annexe A.
Calcul du gradient et interpolation de Lagrange.

• Nous supposons fixés une face f d’un maillage, son voisinage V (f)
formé de degrés de liberté σ qui peuvent être du type (A1) ou (A2) suivants :

(A1) σ(u) = u(K) , K élément du maillage

(A2) σ(u) = u(f) ou
∂u

∂n
ou

∂u

∂n
+ αu(f) , f face du maillage

et un espace de fonctions LS(f) choisis de sorte que la relation constitutive

(A3) ∇u(f) =
∑

σ∈V (f)

α(f, σ)σ(u)

est exacte pour toute fonction u appartenant à LS(f). Nous supposons que
l’origine O est au centre de gravité de la face f. Nous supposons réalisée l’unisol-
vance du couple (V (f), LS(f)), c’est à dire :

(A4) ∀βσ , ∃ !ϕ ∈ LS(f) , σ(ϕ) = βσ , ∀σ ∈ V (f) .

Dans la suite, le polynome ϕ défini à la relation (A4) est appelé polynome de
Lagrange associé aux degrés de liberté σ bien que ceux-ci puissent être non
seulement des valeurs nodales (relation (A1)) mais également des dérivées nor-
males (relation (A2)). On a alors

(A5) ∇ϕ(0) =
∑

σ∈V (f)

α(f, σ)βσ .





Lemmes finis pour la dynamique des gaz (1988-1998)

Nous avons la

• Proposition 1.
Le gradient en 0 de l’interpolé de Lagrange ϕ défini par la relation (A4) est
égal au gradient calculé par le schéma (A3).

La preuve est élémentaire. La matrice {σ(ϕ) , σ ∈ V (f) , ϕ ∈ B(f) } (où
B(f) est une base de LS(f)) est carrée et inversible compte tenu de l’hypothèse
d’unisolvance. Etant donné une famille βσ de valeurs numériques pour les
degrés de liberté, on peut soit calculer un gradient en 0 compte tenu de la
relation (A3), en supposant σ(ϕ) = βσ , pour tout σ appartenant à V (f), soit
interpoler ces degrés de liberté à l’aide de la relation (A4). L’égalité (A5) résulte
de la définition même des coefficients α(f, σ) :

(A6) ∀ξ ∈ LS(f) , ∇ξ(0) =
∑

σ∈V (f)

α(f, σ)σ(ξ)

ce qui démontre la proposition 1.

• La propriété très simple que nous venons d’établir ici en toute généralité
a été d’abord démontrée dans une série de cas particuliers par I. Terrasse et
J. Mercier [MT89]. Elle permet de mieux comprendre intuitivement l’algorithme
de calcul (A3), qui condense en une seule formule compacte interpolation puis
dérivation. Remarquons que, compte tenu de la propriété indésirable d’oscillation
du polynome d’interpolation de Lagrange, il importe de ne pas choisir un “sten-
cil” V (f) trop étendu !

6) Annexe B. Condition de Dirichlet et volumes finis.
• Nous exposons ici une remarque très simple que nous avions faite il y a
quelque temps (1988) et qui a motivé le remplacement du schéma initialement
développé pour le calcul des gradients sur les faces d’un maillage non structuré
[Du89c] par la nouvelle approche plus algébrique présentée dans ce mémoire.

• Nous étudions l’équation de Poisson sur le domaine ]0, 1[ :

(B1) − d2u

dx2
= g

avec condition de Dirichlet en x = 0 :

(B2) u(0) = u0 .
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Nous discrétisons l’équation (B1) par une méthode de volumes finis P0 formés
par les éléments d’un maillage régulier de pas h (figure 61). Nous nous intéressons
au bilan de flux dans la première maille ]0, h[ :

(B3)
1

h

( ∂u
∂x

(0) − ∂u

∂x
(h)
)

≈ g
(h
2

)
.

Nous appliquons, pour calculer le gradient discret aux points x = 0 et x = h,
le schéma à deux points le plus naturel, associé aux voisinages

(B4) V (f = {0}) =
{

0 ,
h

2

}

(B5) V (f = {h}) =
{h

2
, 3

h

2

}

et à l’espace d’interpolation

(B6) LS(f) = P1(x) .

Nous avons alors très simplement

(B7)
∂u

∂x
(0) =

1

h/2

(
u(h/2) − u(0)

)

(B8)
∂u

∂x
(h) =

1

h

(
u(3h/2) − u(h/2)

)
.

Les relations (B7) et (B8), jointes à (B2), définissent un schéma à trois points
pour la maille touchant le bord du domaine que l’on peut écrire :

(B9)
1

h2

(
−2u0 + 3u(h/2) − u(3h/2)

)
= g

(h
2

)
.

Si nous faisons tendre h vers 0 dans le schéma (B9) ainsi obtenu, nous trouvons
une équation équivalente dont le terme de plus bas degré en h conduit à :

(B10) − 3

4

d2u

dx2
= g

ce qui est inconsistant avec le problème posé (B1) !!

AA
AA
AA

h0
x

2 h

volumes de contrôle

Figure 61 Maillage par volumes finis
au bord d’un domaine unidimensionnel.
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• Nous modifions donc le voisinage pour la face frontière f = {0} et
l’espace de polynomes associé. Nous remplaçons le voisinage (B4) par le choix

(B11) V (f = {0}) =
{

0 ,
h

2
, 3

h

2

}

et l’espace des polynomes de degré 1 par

(B12) LS(f = {0}) = P2(x) .

Nous ne modifions pas le traitement de l’interface f = {h}. Nous remplaçons en
définitive le schéma décentré du premier ordre (B7) pour le calcul du gradient
paroi par un schéma décentré qui revient à calculer au point x = 0 la dérivée
du polynome d’interpolation de Lagrange aux points (B11) (c.f. Annexe A) :

(B13)
∂u

∂x
(h) =

1

3h

(
−8u0 + 9u(h/2) − u(3h/2)

)
.

Dans ce cas, on peut voir très simplement que le schéma aux différences obtenu
est consistant avec l’équation aux dérivées partielles (B1).

• Notons que les remarques qui précèdent ne mettent aucunement en jeu
la notion de maillage non structuré. D’ailleurs, les logiciels fluides qui utilisent
des volumes finis structurés proposent classiquement pour le calcul des flux à la
paroi un schéma aux différences finies décentré à trois points (voir par exemple
Hollanders-Marmignon [HM87]). Enfin, et au risque d’avouer que le débat reste
encore ouvert, notons que le passage du schéma (B7) au schéma (B13) pour le
calcul des flux visqueux à la paroi n’a finalement rien changé au résultat sur-
prenant (apparition de forte survitesse dans le champ) d’un calcul de résolution
numérique des équations de Navier Stokes autour d’une plaque plane à très bas
nombre de Reynolds (c.f. [Du89c] pour l’utilisation de (B7) et Mercier-Terrasse
[MT89] pour le schéma à trois points (B13)) ! En effet, l’inconsistance (B10)
n’a lieu que dans la première maille, ce qui rend délicate toute interprétation
intuitive.
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Implicitation des flux visqueux

Dans le contexte industriel du développement d’un logiciel de résolution
des équations de Navier-Stokes des gaz visqueux, nous montrons que la mise en
place d’une phase implicite est facile si le calcul des gradients s’effectue à l’aide
de l’approche fonctionnelle proposée par interpolation de Lagrange.

1) Introduction.
• Le logiciel de calcul Ns3gr (Navier-Stokes tridimensionnel non structuré
incluant des effets de Gaz Réel) a pour objectif de résoudre les équations de
Navier Stokes compressibles en régime laminaire. Il a été élaboré à partir du
logiciel Cel3gr qui résout les équations d’Euler par une méthode de volumes
finis (voir Michaux [Mi89] et [DM92]). L’extension aux équations de Navier
Stokes revient donc essentiellement à ajouter au flux numérique “Euler” le flux
visqueux, qui doit être calculé en fonction uniquement des valeurs moyennes
des variables conservatives dans les volumes de contrôle et des conditions aux
limites.

• L’expression algébrique des flux visqueux est rappelée au second para-
graphe. Le point crucial est selon nous l’évaluation précise du gradient de vitesse
et de température aux interfaces du maillage. Ce problème est rapidement
évoqué au troisième paragraphe. La mise en œuvre d’un schéma implicite afin
d’échapper à la condition de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy est nécessaire

Rapport de recherche Aerospatiale Lanceurs [Du91], avril 1991. Traduction en
“TEX” juillet 2003. Edition février 2011 ; 11 pages.
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lorsqu’on étudie ce type de problème parabolique. Nous nous proposons d’utiliser
un schéma d’Euler rétrograde linéarisé, proposé et réalisé pour le fluide parfait
dans [Du89b] et [Mi91]. Il est donc nécessaire d’évaluer la dérivée du flux par
rapport aux variables conservatives ; une approche classique est décrite au qua-
trième paragraphe. Celle-ci pouvant conduire à des problèmes pour la prise
en compte des conditions aux limites, nous proposons une approche directe au
cinquième paragraphe.

2) Expression des flux visqueux.
• L’écriture sous forme conservative des équations de Navier-Stokes est
classique. Nous ne cherchons pas dans cette note à être exhaustif. Pour une
description détaillée de la modélisation, on pourra consulter par exemple Peyret-
Viviand [PV75]. Nous notons fj(W, ∇W ) la jo contribution (j = 1, 2, 3) du
flux visqueux. C’est un vecteur de IR5 qui est fonction des variables conserva-
tives W, et de leur gradient ∇W , où :

(2.1) W = ( ρ , ρ u , ρ v , ρw , ρE )t .

• A partir du champ de vitesse u = (u, v, w), nous introduisons le
tenseur du taux de déformations :

(2.2) ǫi, j =
1

2

( ∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
.

Le tenseur des contraintes visqueuses τ est une fonction linéaire et isotrope du
tenseur ǫ et l’on a :

(2.3) τi, j = λ divu δi, j + 2µ ǫi, j .

L’hypothèse de Stokes exprime que le tenseur des contraintes σ où :

(2.4) σi, j = −p δi, j + τi, j

a une trace donnée par la seule contribution du terme de pression p, ce qui
fournit la relation :

(2.5) 3λ + 2µ = 0 .

Toutefois, nous conserverons dans la suite les deux viscosités λ et µ. Le flux de
chaleur q obéit à la loi de Fourier :

(2.6) q = −k∇T .
Les coefficients λ, µ et k sont supposés être uniquement fonction de la tempéra-
ture :

(2.7) λ = λ(T ) , µ = µ(T ) , k = k(T ).

• L’expression des flux fj(W, ∇W ) est très simple :
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(2.8) f1 = (0 , −τ1, 1 , −τ1, 2 , −τ1, 3 , −u τ1, 1 − v τ1, 2 − w τ1, 3 + qx)t

(2.9) f2 = (0 , −τ2, 1 , −τ2, 2 , −τ2, 3 , −u τ2, 1 − v τ2, 2 − w τ2, 3 + qy)
t

(2.10) f3 = (0 , −τ3, 1 , −τ3, 2 , −τ3, 3 , −u τ3, 1 − v τ3, 2 − w τ3, 3 + qz)
t .

Le long d’une facette Σ du maillage de surface | Σ | et de normale n, nous
devons évaluer le flux normal Φ, de composantes Φi :

(2.11) Φi =
1

|Σ |

∫

Σ

fi j(W , ∇W ) nj dγ.

Bien entendu, on a :

(2.12) Φ1 ≡ 0

puisqu’il n’y a pas de dissipation de masse dans le fluide. Le calcul des trois
contributeurs d’impulsion Φ2, Φ3, Φ4 et d’énergie Φ5 est détaillé ci-dessous :

Φ2 = −τ1, 1 nx − τ2, 1 ny − τ3, 1 nz

Φ2 =





−
[
λ
(∂u
∂x

+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
+ 2µ

∂u

∂x

]
nx

− µ
(∂u
∂y

+
∂v

∂x

)
ny − µ

(∂u
∂z

+
∂w

∂x

)
nz

(2.13) Φ2 =





−(λ + 2µ)nx
∂u

∂x
− µny

∂u

∂y
− µnz

∂u

∂z

−µny
∂v

∂x
− λnx

∂v

∂y

−µnz
∂w

∂x
− λnx

∂w

∂z
Φ3 = −τ1, 2 nx − τ2, 2 ny − τ3, 2 nz

Φ3 =





−µ
(∂u
∂y

+
∂v

∂x

)
nx −

[
λ
(∂u
∂x

+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
+ 2µ

∂v

∂y

]
ny

− µ
(∂v
∂z

+
∂w

∂y

)
nz

(2.14) Φ3 =





−λny
∂u

∂x
− µnx

∂u

∂y

−µnx
∂v

∂x
− (λ + 2µ)ny

∂v

∂y
− µnz

∂v

∂z

−µnz
∂w

∂y
− λny

∂w

∂z

Φ4 = −τ1, 3 nx − τ2, 3 ny − τ3, 3 nz
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Φ4 =





− µ
(∂u
∂z

+
∂w

∂x

)
nx − µ

(∂v
∂z

+
∂w

∂y

)
ny

−
[
λ
(∂u
∂x

+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
+ 2µ

∂w

∂z

]
nz

(2.15) Φ4 =





−λnz
∂u

∂x
− µnx

∂u

∂z

−λnz
∂v

∂y
− µny

∂v

∂z

−µnx
∂w

∂x
− µny

∂w

∂y
− (λ + 2µ)nz

∂w

∂z
.

Φ5 =

{ − (u τ1, 1 + v τ1, 2 + w τ1, 3 )nx + qx nx

− (u τ2, 1 + v τ2, 2 + w τ2, 3 )ny + qy ny

− (u τ3, 1 + v τ3, 2 + w τ3, 3 )nz + qz nz

Φ5 =





u
(
−τ1, 1 nx − τ2, 1 ny − τ3, 1 nz

)

+ v
(
−τ1, 2 nx − τ2, 2 ny − τ3, 2 nz

)

+ w
(
−τ1, 3 nx − τ2, 3 ny − τ3, 3 nz

)

− k
( ∂T
∂x

nx +
∂T

∂y
ny +

∂T

∂z
nz

)

(2.16) Φ5 = uΦ2 + vΦ3 + wΦ4 − k
∂T

∂n
.

• Le flux Φ est donc une fonction linéaire des gradients de vitesse et de
tempéra-ture sur l’interface Σ, dont les coefficients sont fonctions uniquement
de la vitesse et de la température sur l’interface, compte tenu de la relation (2.7).
Nous pouvons donc écrire :

(2.17) Φ = Φ(U,∇U)

où U est un vecteur à quatre composantes seulement :

(2.18) U = (u, v, w, T )t .

3) Rappel du principe du calcul des gradients.
• Nous avons abordé dans [Du89c] le problème d’évaluation du gradient
sur les interfaces d’un maillage non structuré en fonction des variables de calcul
au centre des éléments du maillage. La solution proposée n’a pas été retenue
pour cette version du logiciel fluide, au profit d’une approche plus simple à
programmer et plus mathématique, décrite rapidement dans [DM93], étudiée
en détail dans un cadre bidimensionnel structuré par J. Mercier et I. Terrasse
[MT89] puis proposée dans un cadre général [Du92] et rappelée ci-dessous.
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• Nous notons U l’une des variables du vecteur U défini en (2.18). L’idée
de base est élémentaire : la dérivation est un opérateur linéaire et local. Le
gradient de U sur la face f est donc une combinaison linéaire des valeurs de ce
champ dans les éléments voisins ; on note cet ensemble V (f) :

(3.1) V (f) = ensemble de degrés de liberté σ voisins de la face f .

Les coefficients de la combinaison linéaire sont notés α(f, σ) ; on a la relation
fondamentale :

(3.2) ∇U(f) =
∑

σ∈V (f)

α(f, σ) σ(U) .

• Notons que pour les faces touchant la frontière, l’ensemble des degrés de
liberté V (f) est composé de valeurs σ(U) dans les éléments autour de f et de
valeurs du champ U sur la face f elle-même ou les faces voisines de f ; si une
condition de Neumann est imposé au champ W (c.f. par exemple une condition
de paroi adiabatique pour le champ de température), la dérivée normale est
elle-même un degré de liberté. Nous avons donc :

(3.3)





σ(f) = U(K) , K élement voisin de f, ou
σ(f) = U(g) , g face voisine de f, ou

σ(f) =
∂U

∂n
(g) , g face voisine de f, etc.

Pour chaque face f du maillage, nous devons d’abord déterminer les degrés de
liberté σ voisins de f qui composent l’ensemble V (f) puis calculer les coef-
ficients α(f, σ) en écrivant que la relation (3.2) est exacte pour W décrivant
un ensemble de fonctions T (f) bien choisi.

• Dans le cas particulier d’un maillage en hexaèdres structuré, nous avons
choisi de prendre comme ensemble V (f) les dix éléments que fournit la méthode
des cellules décalées de Hollanders-Lerat-Peyret [HLP85], c’est-à-dire :

(3.4) V (f) = {K ∈ T , ∃ a arête de T , a ⊂ ∂K ∩ ∂f }
où T désigne génériquement le maillage. Pour être complet, nous décrivons
l’ensemble T (f) qui permet de calculer les α(f, σ). Notons O le centre de
gravité de f, n la normale à la face et a1, a2 deux médianes joignant les
milieux de deux arêtes opposées formant le bord ∂f de f.

• Nous introduisons l’espace des polynomes de degré un dans la direction
normale :

(3.5) P1(n) = {W : x 7−→ W (x) = a + b x•n }
et un sous espace Q̃2(f) des fonctions Q2 dans la direction tangentielle :

(3.6) Q̃2(f) =
{
W (x) = α + β a1•x + γ a2•x + δ (a1•x)

2 + ǫ (a2•x)
2
}
.
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L’espace des fonctions tests T (f) est le produit tensoriel des deux espaces précé-
dents :

(3.7) T (f) = P1(n(f)) ⊗ Q̃2(f)

et est bien de dimension 10. Dans le cas d’un maillage régulier de pas constant
h, il est facile de voir que le schéma défini par (3.2), (3.4) - (3.7) et la condition

(3.8) la relation (3.2) est exacte, ∀W ∈ T (f)

correspond exactement au calcul par cellules décalées de Hollanders, Lerat et
Peyret [HLP85].

• Pour une face f sur le bord ∂Ω du domaine, nous devons prendre plus
de points dans la direction normale puisqu’alors le schéma aux différences finies
sous jacent est décentré. Nous remplaçons (3.4) par une condition un peu plus
complexe. Soit K l’élément de T contenant la face f dans son bord (le cobord
de f est composé d’un seul élément puisque f ∈ ∂Ω) et A l’ensemble des
arêtes du bord de K ne rencontrant pas f. Nous posons :

(3.9) V (f) =

{
degrés de liberté σ, ∃ a arête du maillage T ,

a ⊂ ∂σ ∩ (∂f ∪ A)

}
.

Dans le cas d’un maillage structuré en hexaèdres, V (f) est composé de 15 degrés
de liberté : dix de type “élément” (cf. (3.3)), cinq de type “face” sur les faces de
la frontière. On remplace l’espace des fonctions tests T (f) défini par la relation
(3.7) par l’espace suivant :

(3.10) T (f) = P2(n(f)) ⊗ Q̃2(f)

où P2(n) est l’espace des fonctions polynomiales de degré 2 dans la direction
normale :

(3.11) P2(n) = {W : x 7−→ W (x) = a + b x•n + c (x•n)2 }.
• On peut réinterpréter très simplement le calcul du gradient à la frontière
(3.2) (3.6) (3.8) - (3.11) dans un cas monodimensionnel. On oublie les degrés de
liberté dans la direction tangente à la face f et l’ensemble V (f) des degrés de
liberté voisins est simplement composé de la façon suivante :

(3.12) V (f) =

{
U(0), U

(h
2

)
, U
(3h

2

)}

avec f placé en 0, et h égal au pas du maillage. L’ensemble T (f) est alors égal
à P2 et les conditions (3.2) (3.8) reviennent à choisir pour le gradient en zéro
celui de l’interpolé de Lagrange de degré deux passant par des valeurs données
en x = 0, h

2
, 3 h

2
:

(3.13) ∇U(f) =
1

3h

(
−8U(0) + 9U

(h
2

)
− U

(3h

2

))
.





Implicitation des flux visqueux

On retrouve dans ce cas encore (structuré et régulier) l’approche classique en
volumes finis où la relation (3.13) apparâıt dans une annexe de [HM87].

• Nous terminons ce paragraphe en précisant la façon dont on calcule
les composantes de la vitesse dans la relation (2.16) ainsi que la valeur de la
température à l’interface entre deux mailles, nécessaire pour calculer les coeffi-
cients λ, µ et k (c.f. la relation (2.1)). On a choisi une simple moyenne à deux
points portant sur les deux éléments K et L qui contiennent la face f dans
leur bord et constituent le cobord C(f) de f :

(3.14) U(f) =
∑

σ∈C(f)

β(f, σ) σ(U) .

où β(f, σ) correspond à une interpolation affine.

4) Utilisation de la méthode de Beam et Warming.

• Pour dériver le flux visqueux Φ calculé aux relations (2.13) - (2.15), il
est commode, avec Beam-Warming [BW78] (voir également [HLP85] et [HM87])
de considérer U et ∇U comme deux variables indépendantes :

(4.1) Φ = Φ(U, ∇U) .

On a alors : dΦ =
∂Φ

∂U
dU +

∂Φ

∂(∇U)
d(∇U) , soit

(4.2) dΦ =

(
∂Φ

∂U
− div

( ∂Φ

∂(∇U)

) )
dU + div

(
∂Φ

∂(∇U)
dU

)
.

• Dans la suite de cette note, on néglige dans le terme ∂Φ
∂U les dérivés

de λ, µ et k par rapport à la température :

(4.3)
∂

∂T
(λ, µ, k) = 0 .

On en déduit donc :

(4.4)
∂Φ2

∂U
=

∂Φ3

∂U
=

∂Φ4

∂U
= 0

(4.5)
∂Φ5

∂U
= (Φ2 , Φ3 , Φ4 , 0 )

avec U écrit dans l’ordre de (2.18). On a par ailleurs :
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(4.6)





∂Φ2

∂(∂xU)
=
(
−(λ+ 2µ)nx , −µny , −µnz , 0

)

∂Φ2

∂(∂yU)
=
(
−µny , −λnx , 0 , 0

)

∂Φ2

∂(∂zU)
=
(
−µnz , 0 , −λnx , 0

)

(4.7)





∂Φ3

∂(∂xU)
=
(
−λny , −µnx , 0 , 0

)

∂Φ3

∂(∂yU)
=
(
−µnx , −(λ+ 2µ)ny , −µnz , 0

)

∂Φ3

∂(∂zU)
=
(
0 , −µnz , −λny , 0

)

(4.8)





∂Φ4

∂(∂xU)
=
(
−λnz , 0 , −µnx , 0

)

∂Φ4

∂(∂yU)
=
(
0 , −λnz , −µny , 0

)

∂Φ4

∂(∂zU)
=
(
−µnx , −µny , −(λ+ 2µ)nz , 0

)

(4.9)





∂Φ5

∂(∂xU)
=
(
−2µunx − λu•n, −µ (uny + vnx), −µ (unz + wnx), −k nx

)

∂Φ5

∂(∂yU)
=
(
−µ (uny + vnx), −2µ v ny − λu•n, −µ (vnz + wny), −k ny

)

∂Φ5

∂(∂zU)
=
(
−µ (unz + wnx), −µ (vnz + wny), −2µw nz − λu•n, −k nz

)

et on en déduit facilement :

(4.10)
∂Φj

∂U
− div

(
∂Φj

∂(∇U)

)
= 0 , j = 2, 3, 4 .

On a par ailleurs :

∂

∂x

(
−(λ+ 2µ)unx − λ v ny − λw nz

)
+

∂

∂y

(
−µuny − µ v nx

)
+

+
∂

∂z

(
−µunz − µw nx

)
Φ2 + (µ− λ)

( ∂v
∂x

ny − ∂v

∂y
nx +

∂w

∂x
nz − ∂w

∂z
nx

)

et on en déduit l’expression du terme de gauche de (4.10) avec j = 5 :

(4.11)
∂Φ5

∂u
− div

(
∂Φ5

∂(∇u)

)
= (λ−µ)

( ∂v
∂x

ny − ∂v

∂y
nx +

∂w

∂x
nz − ∂w

∂z
nx

)





Implicitation des flux visqueux

(4.12)
∂Φ5

∂v
− div

(
∂Φ5

∂(∇v)

)
= (λ−µ)

( ∂u
∂y

nx − ∂u

∂x
ny +

∂w

∂y
nz − ∂w

∂z
ny

)

(4.13)
∂Φ5

∂w
− div

(
∂Φ5

∂(∇w)

)
= (λ−µ)

( ∂u
∂z

nx − ∂u

∂x
nz +

∂v

∂z
ny − ∂v

∂y
nz

)

(4.14)
∂Φ5

∂T
− div

(
∂Φ5

∂(∇T )

)
= 0 .

• Après avoir calculé le premier facteur du premier terme du second mem-
bre de l’identité (4.2), nous exprimons le second facteur dU(f) en fonction des
variations des variables conservatives dW dans les éléments voisins, en notant :

(4.15) W = ( ρ , qx , qy , qz , ǫ )
t ,

on a simplement, par dérivation de (3.14) :

(4.16) dU(f) =
∑

σ∈C(f)

β(f, σ) σ(dU) .

Or, pour K dans le cobord de f, on a :

(4.17) dU(K) =
(
−u
ρ

dρ+
1

ρ
dqx , −

v

ρ
dρ+

1

ρ
dqy , −

w

ρ
dρ+

1

ρ
dqz , dT

)t
.

Pour un gaz réel à l’équilibre chimique, l’expression dT (U) fait appel au dia-
gramme de Mollier du gaz. Pour un gaz parfait polytropique, nous pouvons
détailler complètement l’algèbre :

(4.18) T =
e

Cv
=

1

Cv

( ǫ
ρ

− 1

2 ρ2
(q2x + q2y + q2z)

)

et finalement,

(4.19) dT = −Cv T− |u |2
ρCv

dρ − 1

ρCv
(u dqx + v dqy + w dqz) +

1

ρCv
dǫ .

• Si on note βg (respectivemet βd) la valeur du coefficient β(f, •) de la
relation (3.14) pour l’élément à gauche (respectivement à droite) de la face f,
nous avons :

(4.20)





∂Φ5

∂(∂U)
− div

( ∂Φ5

∂(∇U)

)
= (4.11)

(βg

ρg
dqx, g +

βd

ρd
dqx, d

)

+ (4.12)
(βg

ρg
dqy, g +

βd

ρd
dqy, d

)
+ (4.13)

(βg

ρg
dqz, g +

βd

ρd
dqz, d

)

+
βg

ρg

(
−ug (4.11) − vg (4.12) − wg (4.13)

)
dρg

+
βd

ρd

(
−ud (4.11) − vd (4.12) − wd (4.13)

)
dρd .
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Le second terme du membre de droite de la relation (4.2) se calcule facilement
pour les faces internes du maillage. On a en effet :

(4.21) ∇
(
A(U) dU

)
(f) =

∑

σ∈V (f)

α(f, σ) σ
(
A(U) dU

)
.

et il suffit de remplacer A(U) par les expressions calculées en (4.6) - (4.9) pour
achever le calcul du jacobien. Notons toutefois que si σ est un degré de liberté
qui correspond à une condition de Neumann, c’est-à-dire :

(4.22) σ(U) =
∂U

∂n
(g) ,

Le calcul du terme σ(A(U) dU) n’est pas simple :

σ(A(U) dU) =
∂

∂n
(A(U) dU)(g)

(4.23) σ(A(U) dU) =
[ ∂

∂n
(A(U)) dU + A(U) d

(∂U
∂n

) ]
(g) .

Le dernier terme d
(

∂U
∂n

)
est donné, mais la dérivée normale ∂

∂n (A(U)) fait à
nouveau appel à l’opérateur gradient au moins pour les termes de flux d’énergie
(relation (4.9)), ce qui rend donc problématique une mise en œuvre simple et
générale de cette approche.

5) Une approche directe.
• Bien que l’approche classique puisse en général s’appliquer pour calculer
la dérivée des flux visqueux, nous pouvons mettre en œuvre une méthode plus
simple, compte tenu du calcul aisé du gradient aux interfaces (relation (3.2)).
Pour les flux d’implusion Φ2, Φ3, Φ4, on a, en négligeant la variation des vis-
cosités λ et µ avec la température, une combinaison linéaire du gradient de U
(c.f. relations (2.13) - (2.15)) :

(5.1) Φj =
4∑

l = 1

3∑

k = 1

ajkl
∂Ul

∂xk
; j = 2, 3, 4

et

(5.2)
∂Ul

∂xk
=

∑

σ∈V (f)

α(f, σ)k, l σ(Ul) .

Nous remarquons que la dépendance par rapport à l (“composante” de U
dans (2.18)) permet de prendre en compte un calcul du gradient éventuellement
différent pour les composantes de la vitesse et de la température au bord du
domaine puisque les conditions limites associées à ces champs peuvent différer.
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Nous en déduisons :

(5.3) dΦj =
4∑

l=1

3∑

k=1

∑

σ∈V (f)

ajkl α(f, σ)k, l σ(dUl) ; j = 2, 3, 4 .

• On exprime ensuite dUl en fonction de dW dans le cas des faces
intérieures (cf. relations (4.17) et (4.19)) ou bien cette expression est donnée
explicitement dans le cas des conditions aux limites, ce qui achève le calcul dans
ce cas. Pour le flux d’énergie Φ5, il suffit de dériver la relation (2.16) :

(5.4) dΦ5 = u dΦ2 + v dΦ3 + w dΦ4 + Φ2 du + Φ3 dv + Φ4 dw − k d
(∂T
∂n

)
.

Les trois premiers termes du second membre de (5.4) se calculent aisément à
l’aide de la relation (5.3) et de la valeur de la vitesse à l’interface calculée en
(3.14). Les trois termes suivants résultent d’une simple dérivation de la relation
(3.14) :

(5.5) dU(f) =
∑

σ∈C(f)

β(f, σ) σ(dU)

et de jacobiens très simples (4.17) et (4.19). Le dernier terme est exactement
du type de ceux traités pour établir la relation (5.3). On notera simplement à
nouveau que la relation (4.19), ici indispensable, n’est valable sous cette forme
que pour un gaz parfait polytropique. La dérivation du flux d’énergie Φ5 est
donc simple avec cette approche.
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[MT89] J. Mercier, I. Terrasse. Détermination des conditions aux limites pour
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[St89] B. Stoufflet. Résolution approchée des flux d’Osher pour le gaz réel,
communication personnelle, 1989.
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