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RESUME Cet article s'intéresse au développement d’'algorithmes itératifs pourclangtruction
d’'images. La particularité de ces problemes réside dans la taille élevéiendegs et la quan-
tité importante de données générée par le processus de mesure. Ofatitedie surmonter la
difficulté liée a la grande taille du probleme, les algorithmes proposés seffbsdr des résul-
tats de convergence théoriquement établis. Nous illustrons ces désmlepis a I'aide de trois
modalités d’imagerie distinctes : la tomographie par émission de positrdBB)T'imagerie
par résonance magnétiques nucléaire (IRM) parallele et la résonamgnétique nucléaire
bidimentionnelle (RMN 2D).

ABSTRACTThis paper deals with image reconstruction using iterative algorithms. Timaefra
work under consideration involves large amount of data and/or larggentation operator.

We proposed here algorithms for which we were able to state convergeocts. The relia-

bility and accuracy of the proposed approaches are demonstrated rda #pplications: the
positron emission tomography (PET), the parallel magnetic resonanagingéViR1) and two-

dimensional nuclear magnetic resonance (2D NMR).

MOTS-CLES Optimisation convexe, algorithmes itératifs, TEP, IRM, RMN-2D
KEYWORDSConvex optimization, iterative algorithms, PET, MRI, 2D-NMR
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1. Introduction

Le projet ANR OPTIMED (Algorithmes d’optimisation déconges pour les
problemes d'imagerie médicale de grande taille) fait padié I'action de recherche
MDMSA (Masse de Données : Modélisation, Simulation, Apgticns). L'objectif de
ce projet était, d’une part, de proposer des solutions ndétbgiques pour la résolu-
tion de probléemes de reconstruction d'images de grande #dijld’autre part, de les
appliquer a des problemes spécifiques en imagerie médizalex modalités d'im-
agerie médicale ont été étudiées : la tomographie par émigs positrons (TEP) et
I'imagerie par résonance magnétique (IRM). Par ailletapplication a été étendue
au cas de la résonance magnétique nucléaire bidimensi@(RMN-2D), qui est une
modalité de mesure ayant un besoin avéré d’'une méthode alestaaction efficace.

Sur le plan méthodologique, I'enjeu était d’apporter déstems a des problemes
inverses de grande taille (3D, 3D+t,...) en résolvant deblpmes d’optimisation ou
la critere a minimiser reflete le modele physique d’acquisitles données ainsi que
des connaissancespriori dont on peut disposer sur I'objet imagé. Deux aspects ont
été particulierement pris en compte dans le développenasmnéthodes :

— 'amélioration de la qualité des images reconstruites ypaichoix judicieux
du critére a optimiser, en accord avec les propriétés stpies des bruits rencon-
trés (poissonien ou gaussien) et en introduisant des imfiions a priori perti-
nentes. Parmi les modeélespriori envisageables, ceux liés au caractére creux ou
parcimonieux des données utiles, aprés une certaine egpagion linéaire (e.g. une
décomposition sur une trame d’ondelettes), sont atteptifur des données volu-
mineuses présentant une régularité spatiale et tempdPalieilleurs, la formulation
lagrangienne des contraintes que doit respecter la solagoessite le rajout d’'une
fonction barriére dans le critére. Ainsi, certains choixedéeles de bruit (e.g. pois-
sonien) et da priori peuvent conduire & un probléme d’optimisation de fonctaors
vexes non différentiables, voire non finies. Or, au débuta@rojet, les méthodes
d’optimisation permettant d’aborder de tels problemegatassez limitées.

—le temps de calcul est aussi un aspect crucial dans un t¢erdexdiagnostic
médical. Il est donc nécessaire de développer et implémeasealgorithmes itératifs
ayant une vitesse de convergence aussi rapide que pogsgitdg.un compromis entre
vitesse de convergence et colt de calcul par itération tleitréalisé. Les méthodes
de descente itérative gradient reliées permettent dhaliteiun tel objectif a condition
de disposer de méthodes de préconditionnement et de reefagg@as peu colteuses.
Il convient, par ailleurs, d’exploiter au mieux les moyemsodlculs existant en tirant,
par exemple, profit du parallélisme offert par les architezg multi-coeurs modernes.
Ceci nous a amené a concevoir des algorithmes d’optimisd&éocomposés adaptés a
cette parallélisation.

En s’appuyant sur trois probléemes de reconstruction d'asade grande taille,
les développements méthodologiques réalisés pour, damgegrendre en compte les
spécificités de chaque modalité de mesure et, d’autre pagpper des algorithmes
d’optimisation efficaces et présentant un colt de calcsbraable, sont présentés
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ici. La section[2 récapitule les deux grandes familles diatgmes d’optimisation
utilisées; les approches proximales et les méthodes ditesajbration-minimisation
(MM), ainsi que le lien entre ces deux approches. Les sexitiod e{’b présentent
respectivement les trois applications traitées. EnfinJqueés conclusions issues de
I'étude menée au sein de ce projet ANR sont développées a&@ection b.

2. Quelques schémas itératifs pour la résolution du problém d’optimisation
2.1. Approches proximales

De nombreux travaux ont porté sur la minimisation d’un ceitéonvexe composé
d’'une somme de deux fonctions non-nécessairement diffabdes. On peut par ex-
emple citer, I'algorithme EM (Expectation-Maximizatioimtroduit dans (Figueiredo
et al, 2003), l'algorithme Landweber seuillé (Beet al, 2004; Daubechiegt
al., 2004) également connu sous le nom d’algorithme explipiigicite dans une
forme plus générale (Combettes al, 2005) et I'algorithme de Douglas-Rachford
(Combetteset al, 2007a). Puis dans (Combettesal,, 2008), les auteurs ont pro-
posé une extension de l'algorithme de Douglas-Rachford demespace produit
(PPXA) permettant de résoudre la minimisation d’'une someplds de deux fonc-
tions non-nécessairement différentiables. Plus récemdiautres algorithmes prox-
imaux ont vu le jour tels que PPXA+ et ses dérivées (Pesguat, 2011; Afonso
et al, 2011b; Setzeet al, 2010) ou encore les méthodes primales-duales (@hen
al., 1994; Esseet al,, 2010; Chambollet al, 2011; Combettest al., 2011; Bricefio-
Ariaset al, 2011).

L'ensemble de ces algorithmes fait appel a la notion d'deéraproximal intro-
duit par Moreau dans (Moreau, 1962; Moreau, 1965) et possélds garanties de
convergence. Nous définirons dans un premier temps cettepést certaines de ses
propriétés qui nous seront utiles dans la suite de I'artidteus présenterons ensuite
les itérations et les propriétés de convergence de I'dtgoe explicite-implicite, de
I'algorithmes de Douglas-Rachford et et PPXA qui sont lggathmes proximaux
mis en ceuvre dans les sectibhs Blet 4. On pourra se référanadae de Bauschke
et Combettes (Bauschlet al., 2011) pour plus de détails sur I'analyse convexe et la
théorie des opérateurs monotones.

2.1.1. Opérateur proximal

Definition 2.1 Soit’H un espace de Hilbert. L'opérateur proximal dgeee FO(H)E
(notéprox ) associe a tout point € H, I'unique minimiseur de la fonctioffi + || -
—ul|?, i.e.

1 2
proxy : H—"H : u — argmin o llv —ul|” + f(v). [1]

1. I'o(H) désigne I'ensemble des fonctions @& dans| — oo, +-o0o[, convexes, semi-
continues inférieurement et propres.



4
e Soumission draitement du Signall

Cet opérateur généralise la notion de projection sur unnglolgeconvexe fermé non
vide C' C H telle queprox, , = PC.E Une forme bien connue de cet opérateur proxi-
mal est celle associée a une norépdantilog vraisembance d’une loi de Laplace).

Des formes explicites d’opérateurs proximaux pour desidigtons gaussienne
généralisée, exponentielle, gamma, chi, uniforme et,ggngralement, pour des den-
sités de probabilité log-concaves sont données dans (Gtaseeal.,, 2005; Chauet
al., 2007; Combettest al., 2010).

La propriété suivante concerne le calcul de I'opérateuxipral d'une fonctionf
del'((H) composée avec un opérateur linéaire borné.

Proposition 2.1 (Combette®t al, 2007a, proposition 1150itG un espace de Hilbert
réel, soit f une fonction dd'4(G) et soitL: H — G un opérateur linéaire borné.
Supposons que la composition Het L* satisfaitL o L* = x Id, pourx € 0, +o0l.
Onaalors:fo L e€Ty(H) et

proxys,, = Id + X 'L*o (prox, ; —Id) o L. [2]

Une généralisation de cette proposition est faite dangémilset al,, 2011, Propo-
sition 3.4) lorsquef est séparable et est un isomorphisme diagonalisable par
(0m)mexcn une base orthonormale de

Nous allons a présent introduire quelques algorithmesimaxx. Ces derniers
sont robustes aux erreurs commises dans le calcul desgisdteles opérateurs prox-
imaux. Afin de quantifier I'erreur qui est tolérée, on défirmipdeux suite$x,, ), cn
et (yn)nEN deHa

(Vn € N) Ty R Yp, < Z |2 — yn| < +o0. [3]
neN

2.1.2. Algorithme explicite-implicite (FB)

Soientf; et f, deux fonctions d&(#) telles queArgmin f; + f» # @ ol f, est
une fonction différentiable suf, de gradiengi-Lipschitz. On souhaite trouver

Z € Argmin f1(x) + fo(x). [4]
reH

Soitzy € H la valeur initiale. L'algorithme construit la suite )<y €n prenant, pour
tout/ € N,

Top1 &~ xg + Ae(prox,, s, (0 — 7oV fa(xe)) — ) (5]

ol~, > 0 désigne le « pas » de l'algorithme &t > 0 le parametre de relaxation.
La convergence faible de:;)¢cn vers une solution du problemig [4] a été démontrée
dans (Combettest al., 2005) lorsque les hypothéses suivantes sont vérifiées :

2. projecteur sur I'ensemble convexe fermé non vide H
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No<y<y< 2571 ol = infyen ye €15 = supyey Ve,
D0< A< \<1,¥WeN

La convergence forte de cet algorithme est démontrée daml{€tteset al,, 2005,
Theoreme 3.4) et (Combettesal, 2007b, Theoréme 4.5) sous certaines hypothéses
supplémentaires. Des résultats de convergence linéaitelisponibles dans la littéra-
ture, par exemple dans (Chenal, 1997; Bredie®t al,, 2008; Chawet al, 2009).

2.1.3. Algorithme de Douglas-Rachford (DR)

Pour cet algorithme, la contrainte de différentiabilitésans de Lipschitz formulée
dans le paragraphe précédent est relachée. De plus, naidémans le probléeme de
minimisation ouyf; et f» sont deux fonctions dEoéH) telles queArgmin(fy + f2) #

@ et on suppose guat (dom f;) N dom fo # @.14 On souhaite trouver
T € Argmin fi(z) + fa(z). [6]
zeH
Soitzy € H la valeur initiale. L'algorithme construit la suite:;) > telle que pour
tout/ € N,

Jjg_;'_% ~ pI'OX,Yf2Jf( [7]
Tpp1 R T+ N (prOX'yfl (2$e+% —x) — 33£+%)

ot~y > 0 désigne le « pas » de l'algorithme),),. est une suite de réels positifs
associée au parameétre de relaxation. La convergence &#ljley )y versz € H,
telle quez = prox. ;, « est une solution du probléndd [6], est garantie sous I'hygseh
suivante :

1) A 6]0,2[ etzeeN Ae(2 — )\@) = +oo,Vl €N,

Des conditions de convergence faible de la S(m_%)geN ont récemment été don-
nées dans (Svaiter, 2011). Par allleurs, des conditionsmeetgence forte sont don-
nées dans (Chauet al,, 2009; Combettes, 2009).

2.1.4. Algorithme paralléle proximal (PPXA)

Dans (Combettest al, 2008), les auteurs se sont intéressés a la formulation de
I'algorithme de Douglas-Rachford dans I'espace produifad®n a proposer un al-
gorithme permettant de trouver une solution au probléemetufiosation convexe :

J
€ Argmin Y f;(;). [8]

zeH j=1
ou, pour toutz € {1,...,J}, f; est une fonction d&(#). Soient(u;0)i<j<s €
(H)7, (wi)1<j<s €]0,1)7 tel queX"T  w; = letzg = 337 wju;o la valeur

initiale. L'algorithme PPXA construit la suiter,) > telle que pour tout € N,

3. dom f : domaine de la fonctiorf : H —] — oo, +00].
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Pourj =1,...,J faire

‘ Dj.e = PrOXy ¢ /e, Uj,e
Fin Pour

J

Pe= )i 1Wipje
Choisir \; € 10, 2].
Pourj=1,...,J faire

| w1 = uje+ Ao (200 — x0 — pje)
Fin Pour
Tppr = o+ N (pe — x0)

Algorithme 1: Algorithme PPXA.

ot~y > 0 désigne le « pas » de I'algorithme, ), est une suite de réels posi-
tifs associée au paramétre de relaxation.La suitg,>; générée par I'algorithme
PPXA converge vers une solution du problémk [8]. La convergeest démontrée
dans (Combettest al., 2008) sous les hypotheses suivantes :

D g —qoo f1(2) + ... + fi(x) = +00.
2) ﬂ}-f:lrint dom f; # @.
3) XrenAe (2= Ag) = +oo.

L'hypothese[ 1l traduit la coercivité de la somme de fonctianwinimiser. Les hy-
pothéseE]l éf 2 assurent I'existence d’une solution.

2.2. Approches par Majoration-Minimisation

2.2.1. Schéma général

Le principe de Majoration-Minimisation (MM) apparait pdaipremiére fois dans
I'ouvrage (Ortegat al,, 1970). Il consiste a substituer une séquence de probldoes p
simples au probléme initial d’optimisation

Jin F (), 9]
en approchant le criter par uneapproximation tangente majorantgest-a-dire une
fonction tangente au critére en un point et supérieure ole é&gacritere en tous les
autres points :

{ H(z,y) > F(x), VxeDs [10]
H(y,y) = F(y)

La figure[1 illustre le principe de la majoration sur un exesrgtdimensionnel.
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Figure 1. Approximation tangente majoranfé(x,y) de F' eny. La fonctionH est
supérieure aF' en tout point et est tangentefaeny.

La minimisation du critéres’ par Majoration-Minoration consiste a résoudre le
probléme initial [9] par la regle de mise a jour MM

Tp41 = argmin H(x, xy). [11]
x€Dy

De nombreuses contributions algorithmiques dans le cadfandersion pénalisée
en traitement du signal et de I'image s’identifient avec umégta de minimisation
MM. C’est le cas notamment des algorithmes EM (Dempsteal., 1977) et prox-
imaux Forward-Backward (Combettes al, 2005). La stratégie MM a été utilisée
également comme principe constructif d’algorithmes, dBi&ninget al.,, 1988) ainsi
que dans les algorithmes développés par Fesslak (Erdoganet al., 1999; Fessler
et al,, 1998; Sotthivirakt al., 2002) en reconstruction tomographique. Les propriétés
de l'algorithme [11] sont détaillées dans (Jacobsotral, 2007). En particulier, la
récurrence MM[[II] entraine la décroissance de la duiter;)}. Ceci est une con-
séquence directe des relatiohs|[10]. En effet,

F(xp) < H(xpgr,x) < H(zg, ) = F(xk), [12]
(1) (2) (3)

ou les relationg1) a(3) proviennent des propriétés de
(1) Majoration
(2) Minimisation
(3) Tangence
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2.2.2. Majoration-Minimisation quadratique

Lintérét de la méthode MM est de transposer le problémetiidpation [9] en
une série de problemes plus simples. Le choix d’'une fondtiofacile a minimiser
est donc primordial. Afin d’assurer I'existence et l'unécidles itérés, il est naturel
de choisir une fonction majorante strictement convexe. Laokétion-Minoration
quadratique (MMQ) se base sur la construction d’approxonattangentes majo-
rantes quadratiques du critére. Une approximation taegaajorante quadratique de
F s’écrit

H(z,y) = Fly) + VE@) (@) + 3@ 9 Ap)@—y), 13
ou A(y) € R™ ™ est une matrice définie positive assurant dué [13] vérifietes
ditions [10] pour touty. De fagon générale, toute matrick(y) telle que A(y) —
V2F(y) soit définie positive entraine quE_J13] est une approximatitajorante
de F' (Hunter et al, 2004). Cependant, ce résultat ne permet pas de définir une
méthode de construction pour les matricdsy). En pratique, ces matrices sont
construites a partir de propriétés sur la structure amplgtidu critére. Deux tech-
niques de constructions d’approximations majorantes mtigdies se distinguent.
La stratégie de Geman & Yang (GY) (Gemahal, 1995) utilise la propriété de
Lipschitz-differentiabilité du critere & majorer. La d#gie de Geman & Reynolds
(GR) (Gemaret al, 1992) est basée sur la propriété de concavité de la congosit
du critere a minimiser avec la fonction racine carrée. Lasstactions GY et GR
sont a la base des algorithmes semi-quadratiques (SQ@pgst#in reconstruction d'im-
age (Charbonnieet al, 1997, Idier, 2001). D’autres techniques de constructmnt s
présentées dans (Erdogetnal., 1999; Hunteeet al, 2004; Zhenget al, 2004; Lange
et al, 1995; De Pierro, 1995).

Lorsque I'approximation majorante est quadratique, sammiseur s’obtient de
facon analytique. Il en résulte le schéma de minimisatiés $imple, que nous notons
MMQ :

Tyl = T — A(.’I}k)71VF(ZCk). [14]

Lorsque le probléme est de grande taille, I'inversiorddec,) peut étre colteuse.
Pour pallier ce probleme, la matriet(z;,) ~! peut étre approchée a I'aide d'itérations
de gradient conjugué linéaire (Lakettal,, 2007). Une autre possibilité est d'utiliser
un schéma de minimisation par blocs (Erdogéal., 1999; Sotthiviraet al., 2002).

2.2.3. Recherche de pas par Majoration-Minimisation

Dans le cadre de I'optimisation différentiable, une famfibtndamentale d’algo-
rithmes est basée sur la stratégie de descente itérative

Tyl = T + ogpdy, [15]

alternant calcul d’'une direction de descente et détermimatun pas scalaire quan-
tifiant I'avancée le long de la direction choisie. Une sig&éertinente de calcul du
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pas doit tirer profit de la structure du critére pénalisé,esgt le cas des algorithmes
de pas par Majoration-Minoration (MM) qui font I'objet de paragraphe.

2.2.3.1. Recherche de pas MM quadratique

La fonction majorante quadratique multi-dimensionndl@][permet de constru-
ire la fonction scalairé:; (., af,), approximation majorante quadratique figo) =

F(xy, + ady) en un pasy,,

hu(as o) = frlog) + (@ = ag) fir(eg) + 5my(a - a)? [16]
avec ' _
mj, = dj, Al dy,. [17]
ou , .
Agc = A(xy + a?@dk) [18]

est la courbure de la quadratigb€ , x;, + aidk)- Ce constat améne naturellement
a utiliser comme recherche de pas un algorithme MMQ scal@ete approche, pro-
posée dans (Fessleral, 1999; Rivereet al, 2003; Labaet al., 2008), a pour intérét
de fournir de maniére trés simple une suifg ..., o, qui converge vers un minimum
local de f (et donc vers le minimiseur global lorsqéeest convexe). La recherche
de pas MMQ est une récurrence MM appliquée aux fonctions nawajeshy, (., o, ).

La récurrence est initialisée avaf = 0 et s'écrit :

042 = 0) .
a';:rl = argmin hk (Oé, Oé‘]jc>7 .7 < J? [19]
(o9

Notons que le schéma itérafif 19] généralise les strasédpepas constant proposées
dans (Bertsekas, 1999, Chap.1) et (8ual, 2001; Cheret al, 2002).

Une accélération significative de I'algorithme de descétéimtive [I5] est ap-
portée en utilisant une stratégie de sous-espaces (Mielal, 1969; Connet
al., 1994; Narkisset al,, 2005; Yuan, 2007). Cette procédure consiste a explorer le
critere non plus le long de directions de descente mais &tieur de sous-espaces
engendrés par plusieurs directions. Le probleme de miatiis deF’ est résolu par
le schéma itératif
Tit1 = x + Dysy [20]

ol D, = |[d},...,d;] est un ensemble de directions & est un pas multi-
dimensionnel ayant pour objectif de minimisgn(s) = F(xx + Dys). Nous avons
étendu dans (Chouzenoex al., 2011a) la recherche de pas MMQ scalaire en une
recherche de pas MMQ multi-dimensionnelle pour les alpords de type sous-
espace. Nous avons montré que cette nouvelle stratégiesd@ppar conséquent,
son homologue scalaire) assure la convergence du schéinsof20des hypotheses
faibles sur les directiong, (Chouzenouxt al,, 2011a; Chouzenouwst al, 2011b).
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2.2.3.2. Recherche de pas MM log-quadratique

L'élaboration des procédures de pas MMQ se basent sur Ithgge de I'exis-
tence de fonctions quadratiques majorantes du critére anisigr. Cependant, cer-
tains criteres pénalisés ne vérifient pas cette hypothésst @ cas en particulier
des criteres contenant un terme loirriere, c’est a dire un terme a gradient non
borné. Cette singularité se rencontre fréquemment darmsnkexte du traitement du
signal par exemple dans les criteres de maximum d’entrdpahémmad-Djafaret
al., 1988), de vraisemblance Poissonienne (Bereerl., 2009) et est également util-
isée comme outil d’optimisation sous contrainte, par exerdpns les algorithmes de
points intérieurs (Fiaccet al,, 1967).

Lorsqu’un algorithme de descente itérative est utilisé pminimisation d’un tel
critére, la présence de la barriére rend inefficace les gureé standards de recherche
de pas (Murraet al,, 1994; Wright, 1995). De plus, la forme singuliére de la lgagri
rend impossible l'utilisation de la recherche de pas MM gatique. Nous avons
présenté dans (Chouzenoak al, 2009a; Chouzenourt al, 2010) une nouvelle
stratégie de recherche de pas MM qui tient compte de la snthilde la barriere
en se basant sur des approximations majorantes contentartmelogarithmique. Le
pas est toujours obtenu par une récurrence MM trés simplereificie de propriétés
de convergence fortes (Chouzenabal, 2009a). Une application de cette stratégie
a la résolution de problémes de maximum d’entropie seraptés en sectidd 5.

2.2.4. Lien entre approche MM et I'algorithme proximal Forward-8avard

Considérons le probleme de la minimisation Elex) = fi(x) + f2(x), ou f;
est une fonction convexe ¢t est une fonction différentiable de gradignht.ipschitz.
Dans sa formulation exacte (i.e., sans ajout de termesdigri’algorithme FB s’écrit

Lp+1 = )\kﬁﬁzk + (1 - )\k)mk, [21]
ou
izk = pl’OX‘/kf1 (iL’k — ’kafQ(ick)). [22]
D’aprés la définition de I'opérateur proximal prai,)* s'écrit également
Tk

x)* = argmin h., (x, k) [23]

ou A (x, x;;) est définie, pour tout > 0, par
1
hy(®, @p) = fo(®r) + (€ — @) "V fo(@r) + g”fb —x|?+ film). [24]

A l'aide du formalisme des approches par Majoration-Mitiora nous établissons le
résultat suivant.

Propriété 2.2 Si pour toutk, A, €]0,1] ety <

< g alors la suite(F(zy)) générée
par I'algorithme FB[Z2]]] est décroissante. '
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Démonstration 2.3 D’apres la définition dez )",
h”Yk (:ﬁ’}lkamk) < h"/k (mkvmk) = F(mk)v [25]
soit

(@) — )"V fa(ar) &)F — @] + f1(2)°) — fi(me) <0 [26]

T
29k
D’autre part, la propriété de Lipschitz-différentiabiitde /> entraine que la fonction

hg(x, z)) est une approximation tangente majorantefder) : Ve,

F(x) < hg-1(x, z1) = fg(xk)+(az—ock)TVfg(a:k)+§Hx—wk\|2+f1(w). [27]
Pour établir la décroissance d&’(xy)), il suffit de montrer la négativité de
hﬁ—l ($k+17 wk) — F(Cltk)

Tk )\ STk
e (@1 - ) T + 25 14 - ol

F5 (AT + (1= M) = i) ) 28]
D'apres[24] et [28]
)\ik (hp-1(@rr1, ®p) = F(@k)) = hoy (@75, 23) — F(n)
(M- L) a7~ + e - faT)
o (i + (1= Aa) = i) [29]

La condition); €]0, 1] et la convexité d¢, impliquent
FrOwEr + (1= Ap)xe) — frler) < Xefr(@)F) + (1= M) fr(z). [30]

Donc

Aik (hgor (i1, @) — Fan)) — hoy (&%, @) — Fla)

< (g\g - 2’1%) &) — @yl + fi(me) — fr(2]")

+ — A fr(@)*) + (1= M) fr(zr) — fi(xw)) [31]

A
- (“ﬂ - 1k> 187 — i [32]
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La conditiony, < 15 entraine la négativité du factet(r% - ﬁ) Par con-
séquent,

hﬁ—l ($k+1,.’l3k) — F(:Bk) < A\ (h,),(izk,wk) - F(:Bk)) <0, [33]

soithﬁ—l(xk_i'_l’ :I)k) < F(:ck)

Lorsque), = 1, l'algorithme FB s’écrit sous la formélL1] avel (x, xx) =
h., (z,x). D'aprés la propriét¢_212, la décroissance (d&x;)) est assurée si
v < B71, ce qui est simplement la condition nécessaire et suffispote que
h, (x, 1) soit une fonction majorante dé(x). Ce lien entre algorithme FB non
relaxé et algorithme MM est souligné dans (Betlal, 2009).

3. Reconstruction d'images en tomographie par emission deogitrons
3.1. Principe de la TEP

La TEP permet de mesurer I'activité métabolique d’'un orgaaele biais d’'un
traceur radioactif émetteur de positrons. Un exemple deetraest le Fluorodes-
oxyglucose marqué au Fluor 18{F]-FDG). Il se caractérise par un marquetF
incorporé dans un analogue du glucose. Ce traceur se fixesuisbus ayant un
métabolisme de glucose élevé, comme les tissus cancérems R matiere, les
positrons émis par le traceur vont perdre leur énergieigueet, au repos, chacun des
positrons va s’annihiler avec un électron. La masse de ecespiaticules est convertie
en énergie sous forme de deux photons gamma. Les deux phssossde I'annihi-
lation d’un positron avec un électron sont émis a 180° 'ufa@i¢tre. Voyageant a la
vitesse de la lumiere, ils vont étre détectés par une coerdardétecteurs, située au-
tour du patient, presque simultanémehtdquelques nanosecondes). Le parcours des
photons est illustré sur la figuré 2(a) pour trois annitdiasi distinctes.

On considére que deux photons proviennent d’'une méme &atiohi s’ils sont
détectés pendant un intervalle de temps de I'ordre de geslaanosecondes, appelé
fenétre de coincidences. Les deux détecteurs forment endelyéponse (TOR) il-
lustré figurd 2(b) qui permet une localisation de la zone mitsifation quelque part
a l'intérieur du tube. A ce stade, on peut remarquer que poerinjection de2.10%
Bq (i.e. désintégrations par seconde), des centaines de milli&asintégrations
se produisent dans tout I'organisme mais seulement quelcgtaines de millions
sont détectées. En particulier, des photons émis dansdatidin opposée du plan
de coupe de la figullg 2(a) ne seront pas détectés. En réaliélishines d’anneaux
(couronnes de détecteurs) sont empilées. Les donnéeswsegtstrées sous forme de
sinogramme. |l s’agit d’'un histogramme représentant le rende détections pour
chaque tube de réponse (angle azimatalposition radialer,.).

Lorsque les photons traversent la matiére, des perturisititerviennent (Vallet
al., 2004). Il s’agit de phénoménes distincts :
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e |'atténuation apparait lorsque les photons traversentl@@me et perdent de I'én-
ergie. Les photons peuvent étre absorbés et ne jamaisdmitorganisme.

e Les coincidences diffusées, illustrées fiddre 2(c), apgseat lorsque le passage
par la matiere modifie le parcours des photons. Leurs trajétant plus rectiligne, un
biais peut étre introduit et le lieu de I'annihilation ne gee plus le long du TOR.

e Les coincidences multiples se produisent dans le cas de figuplus de deux
photons sont détectés dans une fenétre de coincidences.

e Les coincidences fortuites, illustrées figlle 2(d), se pismht lorsque les pho-
tons sont détectés dans la méme fenétre de coincidencepmeisnnent de deux
annihilations différentes.

e l'incertitude engendrée par acolinéarité. Nous avons ioené qu’en théorie les
photons partent dans des directions opposées lorsquéhiiation se produit a stabil-
ité du positron et de I'électron. En pratique, la cinétigestante du positron modifie
les directions prises par les photons, I'angle formé estsdkgéerement inférieur a
180°. Cet effet peut étre modélisé par une convolution anecgaussienne.

Les doses d’'activité injectées sont trés faibles, ce quisgkiit par un faible nom-
bre d’évenements détectés et donc des données trés bruitées

(@) (b) (© (d)

Figure 2. (a) Principe de détection des coincidences, (b) tube denggdc) coinci-
dences diffusées et (d) coincidences fortuites.

3.1.1. Modéle de dégradation spatio-temporel

Sous I'hypothése que le nombre d’événements suit une loioisséh et que le
processus de détection est poissonien, nous pouvons éggrsid modéle direct de
dégradation suivant :

(Vte{l,....,T})  z =PAT, + ¢+ dy), [34]

ou leffet du bruit de Poisson est représenté Pag, = (7, ,)1<i<n représente une
parameétrisation finie, composée ¥eéléments nommés « voxels », de la distribution
spatiale de la concentration radioactive pour une tram@aegtle t. Dans la suite
nous nous référerons a cette distribution en parlant diaetspatiale dans les tis-
sus. Son unité de mesure est le Bg/cc. La paramétrisatiansin= (2;4)1<j<m
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modélise les données TEP dynamiques et correspond au ndmbmgncidences dé-
tectées par chaque tube de réponse durant une trame-télmpaxetons que dans ce
modele,(zt)seq1,..., 7} désigne un ensemble de sinogrammes, chacun compdsé de
éléments, nommeés « bins »/(= nb. d’angles azimutauxnb. de positions radiales
en 2D etM = nb. d’angles azimutauxnb. de positions radialegnb. d’anneaux)

en 3D). L'effet des coincidences diffusées et fortuitesnagtiélisé par des termes
,,,, 13- Notons que ces effets
seront uniqguement pris en compte lors du traitement de dsnréelles. La matrice
A = (4;.)1<j<m1<i<n désigne la matrice systeme; elle correspond a I'implanta-
tion numérique de 'opération de projection. Chaque élémrden représente la prob-
abilité gu’une coincidence produite au niveau du vaxsbit détectée par le tube de
réponsej. D'autres calculs envisageables sont, par exemple, basés kgne d'in-
tersection ou une mesure d’'angle solide (Matkal, 2004). Dans le cas de données
réelles, la matricel inclut les facteurs d'atténuation des photons dans la neatie

Dans ce contexte, I'objectif est de trouver une paraméiisdinie (J:)c(1,.... 1
au plus proche de la paramétrisation origin@lgc1,... 7}, en utilisant I'information
contenue dans I'ensemble des sinogrammes temp@at@lsi,.. 7}

3.1.2. Extraction de paramétres physiologiques

Parmi les enjeux liés a la reconstruction dynamique TEP, et piter I'extrac-
tion de parametres physiologiques. Pour cela il est nécesda connaitre le mod-
ele compartimental faisant le lien entre la mesure dansi$esst(¥:);c(1,.... 7} €t
les paramétres physiologiques. Le modéle existant danasi@’'an examen'[F]-
FDG en imagerie cérébrale est détaillé dans (\étlkl, 2004; Gjedde, 1982). Nous
nous contenterons a ce stade de remarquer que I'intérét deamnéporte principale-
ment sur I'extraction des valeurs des constantes carsiiggres de chaque comparti-
ment. Ces dernieres ne peuvent pas étre connues expliott@naés peuvent dépen-
dre du métabolisme de glucose, not@VRglu qui se déduit de I'activité mesurée
(Ut)tequ,...,ry par 'approche PATLAK (Gjedde, 1982; Patlakal, 1983). Par exem-
ple, la constanté(; qui traduit la qualité du transfert des molécules a traveeBBB
(Blood Brain Barrier) dépend linéairement du rCMRglu. Ransequent une valeur de
rCMRglu faible traduira un mauvais transfert des molécalaavers la BBB. L'enjeu
de cette étude consiste a se rapprocher au plus de I'agtigistirée dans les tissus a
un instantt pour ensuite obtenir une valeur déMRglu la plus précise possible tant
au niveau de la valeur que pour la finesse de la résolution.

Etant donné le niveau de bruit important au niveau du vox@lER dynamique, on
calcule généralement la valeurdeéMRglu en la moyennant sur un organe. L'objectif
recherché consiste alors a améliorer le rapport signalrsitrdl’échelle du voxel de
facon a déterminer le paramétre d’'intérét au niveau du \eixebn de I'organe. C'est
ce qu’'on appelle 'imagerie paramétrique.
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3.2. Etat de I'art sur les méthodes de reconstruction

La premiére application des algorithmes proximaux en TERtique a été sug-
gérée par Verhaeghat al. (Verhaegheet al, 2008) en considérant les itérations de
I'algorithme explicite-implicite (FB) (Daubechiest al, 2004) pour minimiser un
critere composé d’'un terme de fidélité quadratique et d'@uilarisation par des
ondelettes splines. Dans (Sureztal., 2008), les auteurs effectuent le débruitage des
courbes d’activité temporelle (CAT) comme pré-traitem&né reconstruction. L'é-
tape de débruitage est basée sur I'algorithme de Douglekf&d (DR) qui permet,
rappelons-le, contrairement au FB, de minimiser un critgckiant une fonction n'é-
tant pas de gradient Lipschitz, telle qu'une divergence dibidck-Leibler général-
isée. Les algorithmes FB et DR ne sont pas directement ajpdis pour effectuer
simultanément les taches de débruitage et de reconstrugtiautilisant un critére
non-différentiable, une régularisation basée sur desesagiiondelettes, et un terme
de fidélité aux données adapté au bruit de Poisson. Dans X@hail, 2009; Pustel-
nik et al, 2009), nous avions proposé une classe d'algorithmes dguési permet-
tant de trouver la solution de tels critéres. Le fait que ledjence de Kullback-
Leibler généralisée ne soit pas de gradient Lipschitz extjliutilisation de I'exten-
sion quadratique. Cette méthode permet d’améliorer latéuds reconstruction mais
elle possede deux principaux inconvénients : un temps dwilcahportant da a la
boucle interne et la présence d’artefacts introduits pegdalarisation ondelettes.

Pour contourner les problémes rencontrés en combinarasaeldes algorithmes
imbriqués et I'extension quadratique, nous proposonsliget I'algorithme proximal
parallele (PPXA) (Combettest al., 2008). Nous verrons que cette approche est partic-
ulierement bien adaptée a I'imagerie TEP dynamique graaetuscture paralléle et a
la possibilité de gérer une régularisation hybride telle lgucombinaison d’une pénal-
isation par trames d’ondelettes et une mesure de variaitatet(Rudinet al., 1992).
Cette méthode sera dans un premier temps évaluée sur deed@imulées puis elle
sera appliquée sur des données réelles.

3.3. Formulation du critére et choix de de I'algorithme de minirsation

Dans un cadre stochastique, nous considérons d’'une parfagtigité spatio-
temporelle dans les tissus= (yi¢)(i,)ens, OUNT = {1,...,N} x {1,...,T},
est une realisation d’un vecteur aléatoire a valeurs ®&lle= (Y ;) ¢)en,.- NOUs
supposons que le vecteur aléatdir@possede des composantes indépendantes qui ont
une loi de probabilité notéey; , (v,:) et que ces fonctions sont log-concaves. D’autre
part, nous supposons que l'activité projetée dans le dasmgramme, notée,

N
u= (Uj,t = ZAﬂyi,t)(j pers, | Bvec  Mr= {1,...,M} x{1,...,T}
i=1 ”

et les observations = (zj¢)(.+)enm, SONt respectivement des réalisations des
vecteurs aléatoirelS = (Uj +)(j.nemr €82 = (Z;4)(j1)emy- L€ VECtEUr aléatoire
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est supposé avoir des composantes indépendantes distegiesbabilité condition-
nelle yiz, ,|u, ,—u, . (2;.¢) Qui correspond a la vraisemblance poissonienne. Par con-
séquent, 'activité estimégpar I'approche MAP s’exprime par :

T M

T N
ge Arvgmax [TT]rz, 0,5 A, (z50) TTTT v (wi)- [35]

yeRNT 4 5y t=1i=1

Nous précisons ci-dessous la définition de la vraisemblaogssonienne pour des
données spatio-temporelles,
uj )it
_ (uj)
KZ; 1 |Uj v=uj e (Zj’t) - ] exXp ( - u]'»t)'
Zﬂt

La reformulation du criterd [35] par passage a I'anti-Idtipane, nous améne au prob-
leme d’optimisation convexe qui suit :

y € Argmin g(y) + f(y) [36]
yERNT

Iorsquef est une fonction convexe d&V7 dansR. La fonctiong désigne le terme
de fidélité aux données, il s’agit d’'une mesure assurantdaiité de I'activité es-
timée par rapport aux observations. Cette fonctionnelleespond & la divergence
de Kullback-Leibler généralisée. La principale difficut&side dans le choix de la
fonction f qui désigne le terme de régularisation. L'intérét de régssa dans le do-
maine des trames d’'ondelettes a été démontré dans de réeenisx (Verhaeghet
al., 2008; Sureaet al.,, 2008; Starclet al,, 2010), nous reformulons donc le probleme
de minimisation[[36] dans le domaine des trames.

On désigne paF’ € RE*NT (tel queK > NT) la matrice associée a 'opérateur
d'analyse d’'une trame d’ondelettes spatio-temporellemsa suite, nous consid-
ererons des trames ajustées telles e F = v 1d avecr €]0, +oc[. On désigne
parz € R¥ les coefficients associés a I'activitggc RVT. Par conséquent I'activité
originale mesurée dans les tisgupeut s'écrirey = [T = (F;T)1<i<7 OU, pour
toutt € {1,...,T}, F; € RVXK représente la restriction de I'opérateur de synthése
de trame aux données reconstruites a I'instabhe modéle direc{]34] devient :

(Vt € {1,,T}) 2t :D(AFt*f+Ct+dt), [37]

ou 7 représente le vecteur inconnu des coefficients de tramealelettes associés a
I'activité originale dans les tissus. Dans ce contexterddléme de minimisatiof [36]
peut étre reformulé comme :

Z € Argmin g(z) + f(x) [38]
reRK
ou l'activité reconstruite vauj = F*2. Le terme de fidélité aux données est la fonc-

tion g telle que :
T

g:Z\IJtvoFt*
t=1
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ou, pour toutu; = (u;+)1<j<m € RM,

M
Uy(ue) =D ja(ue)  avec  (uje) = —logpz, v, =u,, (2i1)-
j=1

[39]
Pour le terme de régularisatigh) des études ont démontré I'avantage d'utiliser une
norme/; (Verhaegheet al,, 2008). Plus récemment, des régularisations de type hy-
brides ¢, + variation totale) ont été proposées et ont démontréegiguét (Pustelnik
etal, 2011; Afonscet al,, 2011a). En choisissant ce type de régularisation, laimmct
/ peut s’écrire de la forme :

K T
(Vo = (zi)i<n<r) (@) =D Xelwe +0D tv(ciz) [40]
k=1 t=1
avec, pour touk € {1,..., K}, xx > 0 ety > 0. Remarquons a ce stade que les

parameétres peuvent avoir des valeurs différentes pour chaque coeffidietrame.
Dans un souci de simplifier 'estimation de ces paramétress mous contenterons
de les optimiser pour chaque sous-bande. Nous ajoutondaderi®re une contrainte
sur la dynamique des données. On nGtan ensemble convexe fermé R& tel que

C* = F*C = [0, Vimax) VT 00 Viuay dépend de la quantité de traceur injecté. Le
probléeme[[38] se reformule alors :

T K
Te Argminz (\Ilt(AFt*:r) + ﬂtv(Ft*x)) + Z Xkleg| +e(z),  [41]
e€RM k=1

Pour trouver un minimiseur d&_J41], un algorithme bien aéagstt I'algorithme
PPXA (Combettest al, 2008). Les itérations de PPXA pour résoudrel [41] sont
présentées par I'algorithrié 2.
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Soity € |0, +oo[ etA = 1.
Pour touty € {1,..., 4}, Soit(wy)1<q<4 €]0,1]* tel qued™, | w, = 1.
. 4
Soient/ = 0, (’ll/q,O)lSqSéL S (RK)4 etxy = Eq:l Wqllq,0-
Pour/ =0, --
Pourt=1,...,T
Pite = prOXJfl\yt(AF:.)Ul,Z
D2t 6 = PrOXad oy (g U2,
w2
pse = (ProXo | Usek)| e
Paye = Po ugy
Pe = wiP1,e + WaP2¢ + wW3Ps e + wWapa e
Pourg=1,....,4 Ugpr1 = Uge + A (2 Do — T — pq7g)
| Tor1 = xp+ A (pg — Ig)

Algorithme 2: PPXA pour minimiser le critereE41]

Le calcul deP¢ se base sur la propositibn .1,
1
(Ve e RF)  Po(z) =z + ~F(Pc-(F'x) - F*x) [42]

L'opérateur proximal de la normé, est une étape de seuillage doux des coeffi-
cients de trame. Les deux fagcons de procéder au calcul déréitgur proximal as-
socié a la variation totale sont (i) I'utilisation de I'aghe itérative proposée dans
(Chambolle, 2004) et (ii) la décomposition du terme de Varetotale en une somme
de fonctions dont on sait calculer I'opérateur proximal.gemreportera a (Combettes
et al,, 2008) pour plus de détails sur cette derniére facon de geock en résulte que
tv peut étre décomposée en une somme de 4 fonctions quand aEssddt Roberts
sont considérés. Dans la suite nous adopterons cette deaisi@ution et la fonction
tv sera écrite comme une somme 4dénctions(tv,)i<s<4. Le forme explicite de
I'opérateur proximal dev, o F;* résulte ensuite de la propositioni2.1.

La principale difficulté de cet algorithme réside dans leakdle I'opérateur prox-
imal deW; o A. On se réferera a (Pustelrgk al, 2011, Proposition 3.4) pour mieux
comprendre la limitation de ce calcul dans le casdodésigne I'opérateur associé a
la matrice systéme. Il apparait clairement que pout onsidéré dans cette étude, la
propriété surd* o A n'est pas vérifiee. Nous adaptons alors une technique dedéco
position deA pour résoudre ce probleme.

Nous supposons que pour taug {1, ..., R}, I, est une partition dé1, ..., M}
en ensembles non vides et nous désignons4y&r = (Aji)jern.1<i<n la matrice
constituée de lignes dé sans recouvrement et donc orthogonales entre elles. Con-
trairement au cadre de la déconvolution, il est difficile eerésenter la matrice sys-
teme en TEP. En pratique, ces sous-ensembles désigneighles dle la matrice sys-
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téeme associées aux bins des TOR paralléles n’ayant pasals ppmmuns. De plus,
pour toutt € {1,...,T}, nous pouvons écrire chaqde comme une somme di

fonctions notéed\"”) : ROrd{l:} — |—o0, 400], qui, pour toutr € {1,..., R}, sont
telles que\IfﬁT) = Zjeﬂr U, , et qui opérent sur les bins de sinogrammes appartenant
al,. llen résulte quar, o A = > ¥{" 6 A", Cette décomposition permet d’avoir
une forme explicite pour le calcul de I'opérateur proximsgacié éﬁ/i’”) o A,

La méthode qui découle de I'ensemble des remarques préeédest ré-
sumée par I'algorithmgl 3. La convergence de la s(itg,cn vers un minimiseur
de [41] est assurée par la coercivité de et par le fait que(ﬂthl( Nk,

(A(r))_l(rint dom \I/““)))) Nrint C* # @. Cette derniére condition est vérifiée car
10, +oo[CardlI-t & dom W), C* = [0, Vinax]V et puisque pour tout € {1, ..., R},

A(") est supposée positive, & valeurs réelles et composée @s kgant toutes non
nulles.

On choisity = 10 et A = 1.
Soitw; = ... = wg = ﬁ,wR+l = ... = WR44 = %etwly,g, = WR+6 :i

Soit¢ =0 et, pourtouig € {1,..., R+ 6}, uq0 = F 2.
Soitzy = 25;16 Wqllg 0-

Pour/ =0, ...
Pourt=1,...,T
Pourr =1,...,R pyi¢= proxwqulir)OAmoF: (“176)
Pours =1,...,4 pRrtste = Prox_xu tva (Fy) UR+s,0
oy Vs (FY

PR+5,0 = ProxX_o .|, YR+5,¢
YR+5

Pr+6,e = Po(urte,e)

_ —R+6
Pe = Zq:l WqPq,b
Pour¢g=1,...,R+6 Ug,o+1 :uq7g+)\ (2 pgfngpq’g)
| Top1 =20+ X (pe — x0)

Algorithme 3: PPXA pour minimiser criterg Th1].

3.4. Résultats expérimentaux sur des données réelles

Nous avons traité des données provenant d’'un exahi&hFDG, ol une activité
de 284 MBq a été injectée a un babouin de 4.5 kg. Une acquigtiomode (2D+t),
avec Iesseptzﬂ sortis, a été réalisée. Les coincidences vraies et remoideté ac-

4. Les septa permettent d’éliminer les photons faisant un angle avealdetzupe.
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quises séparément. Nous avons acquis 128 trames d’'unewduiga de 10 secondes
a 30 secondes. La durée totale de I'examen est de 54 min@e¢rgahsmission a été
réalisée avant injection par une source rotative de geumahi ; cette procédure per-
mettra de corriger les effets d’atténuation durant la retroation.

Nous avons procédé a la reconstruction de ces donnéesngatlestroprojection
filtrée (logiciel du constructeur a savoir SIEMENS), par léthode SIEVES et par
notre approche (PPXA). Pour chacune d'entre elles, lessaffatténuations, de nor-
malisation et les coincidences fortuites sont pris en cergrs de la reconstruction.
Cependant, nous ne tenons pas compte des coincidencegdgf(ce choix est jus-
tifié par le fait qu'il s’agit d’'une acquisition 2D+t). La mrate systeme utilisée dans
les reconstructions SIEVES et PPXA modélise uniquemerdffets géométriqu&

Nous présentons sur la figurk 3 les images obtenues parfésedies méthodes aux
instantst = 4, ¢t = 8 ett = 14.

Trame temporelle n°4 Trame temporelle n°8 Trame temponéllé

oo
il K
-

Figure 3. Comparaison des activités reconstruites (en Bg/cc) pourdape 24 de
I'acquisition de données sur babouin. 1ére ligne : SIEMEREe ligne : SIEVES,
3éme ligne : PPXA.

5. Les effets dégradants liés a résolution des détecteurs ne sonngakces.
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4. Reconstruction régularisée en IRM paralléle
4.1. LU'IRM parallele

L'imagerie par résonance magnétique parallele (IRMp) est technique d’im-
agerie rapide qui permet I'acquisition d'images de hauelréion spatiale et/ou tem-
porelle. Elle repose sur le sous-échantillonnage de lesda Fourierk-space d’'un
facteur R appelé facteur de réduction, ainsi que l'utilisation desm@urs antennes
réceptrices ayant des profils de sensibilité spatialerdifits, mais complémentaires.
CesL antennes réceptrices sont utilisées pour mesurer la delesgpinsa l'intérieur
de I'objet a imager, appelé,@. Les images acquises par chaque antenne (images a
champ de vue réduit) sont ensuite utilisées ensemble poans&uire des images a
champ de vue complet. Le principe de sous-échantillonnadesbace de Fourier et
de l'utilisation de plusieurs antennes réceptrices esstilé respectivement dans les

figured 4.1 [a] ef 4]1[b].

Encodage de fréquence

Ak, Ak
v

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, RAR,

v

Encodage de phase

_e-
o
o
o
e-
_e-

h - e
o-o-0--o- -®--
o -o-0-0-0-0--
o-o-0o--0-0-o-
o--eo-0--0--0--0o-
o--0o--0--0- -0

Acquisition standard

Figure 4. Différence entre I'acquisition standard (gauche) et l'aisjtion paralléle
(droite) en IRM : (a) : échantillonnage di-space ;(b) : configuration des antennes
réceptrices [.=4).

Concretement, le signglz recu par chaque antenne<{ ¢ < L) n’est autre que la
transformée de Fourier du champ 2= RX*Y que I'on cherche a estimer, pondéré

6. La barre horizontale permet de distinguer la “vraie* donnée de iablar
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par le profil de sensibilité, et évalué au niveau de la position spatieje= (k, k)"
du k—spac :

dy(k,) = / B(r)se(r)e 2™ dp 4 70y (K, [43]

ou ny(k,-) est un bruit gaussien centré indépendant et identiquenigtnibdé (iid)
dans lek-space, mais dépendant de I'antenne; et (z,y)" € X x Y est la position
spatiale dans le domaine image.

Pour reconstruire des images a champ de vue complet, dendegrdamilles de
méthodes existent : celles opérant dans directement despalte de Fourier comme
la méthode GRAPPA (Griswolelt al., 2002), et celles opérant dans le domaine spatial
telles que la méthode SENSE (Pruessmanal, 1999). Dans la suite, nous allons
nous concentrer sur cette derniére famille de méthodesegmigt de reconstruire une
image a champ de vue complet a partir des images a champ dédwuié acquises
par chaque antenne, mais apres application d’'une tranééoda Fourier inverse a
chacune d’entre elles pour passer dans le domaine spatial.

SoitAy = % la période de recouvrementet z respectivement les positions dans
le domaine spatial le long de la direction d’encodage de @leasle fréquence. En
tenant compte du sous-échantillonnagekeipace d'un facteur, la transformée de
Fourier inverse permet d’obtenir la formulation spatiadel'équation [48] sous une
forme matricielle :

d(r) = S(r)p(r) + n(r), [44]
ou
si(zyy) ... si(z,y+ (R—1)Ay) Z;gﬁ’ Z;
smE| | eS|

SL(.%‘,:U) SL(xay+(R_1)Ay) nL(és,y)

p(z,y) di(,y)

| PV gme | Y

A,y + (R —1)Ay) du(.y)

En se basant sur ce modéle, I'étape de reconstruction tersisdsoudre le sys-
téeme [44] pour retrouvep(r) a partir ded(r) et une estimation préalable &)
au niveau de chaque positien= (x,y)". Il est & noter que les imagés;)1<;<z,
ainsi quep sont & valeurs complexes, mais seulement le moglikest utilisé pour la
visualisation.

7. -7 est I'opérateur transposé
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4.2. Régularisation spatio-temporelle

4.2.1. Reconstruction SENSE

Dans sa forme la plus simple, la reconstruction SENSE réedemésoudre un
probleme d’inversion uni-dimensionnel grace a la séparatle la transformée de
Fourier. L'algorithme de reconstruction SENSE minimisectitere des moindres car-
rés pondérées (MQRJqp, donné par :

Jniqr(p) = > | d(r) = S(r)p(r) |G- [45]

re{l,..X}tx{l,..Y/R}

oull - [lg-1 = 1/(-)"®~!(-). La matrice de covariance du bruiit est généralement
estimée au préalable a partir d’'une acquisition de réféehinsi, le probleme de re-
construction SENSE n’est autre qu’une estimation au semsakimum de vraisem-
blance sous des hypothéses de bruit gaussien. Elle admetaléorme suivante a
chaque position spatiate:

Praqe(r) = (S"(r) T 8(r))* S"(r) ¥ d(r), [46]

avec(-)" (resp.(-)*) dénote le transposé complexe conjugué (resp.pseuds@)vél
faut noter que I'approche de reconstruction décrite csdes été congue pour re-
construire une seule coupe (image 2D). Itérer sur les coegteonc nécessaire pour
reconstruire un volume de données 3D ou 4D.

En pratique, les performances de la méthode SENSE son&émipari) la
présence de distorsions au niveau des mesi(ek ii) le mauvais conditionnement
de S(r), notamment au niveau du centre de I'imagéiketa présence d’erreurs d’esti-
mation deS(r) au niveau des interfaces cerveau/air. Pour atteindre vgesion plus
robuste du probleme inverse mal posé en question, une rigtian est générale-
ment nécessaire. Dans ce contexte, des méthodes de régfidarinon lisse ont été
largement utilisées dans la littérature pour pallier lesnvénients de la régularisation
classique (Tikhonov, 1963). a titre d’exemple, on peutd&eégularisation au sens de
la variation totale et avec des représentations en oneglgtli ont éte introduites dans
la littérature de reconstruction en IRMp respectivementpaet al. (Liu et al, 2007)
et Chaari et al.(Chaariet al, 2008) en 2007 et 2008. Dans ce qui suit, nous allons
nous focaliser sur la régularisation avec des représengatin ondelettes pour décrire
cette régularisation spatio-temporelle pour la recoetitya en IRMp.

4.2.2. Reconstruction régularisée

Comme dans (Chaaet al, 2011b) ou des représentations en ondelettes sépara-
bles 2D sont utilisées pour la régularisation, toutes lethaues de reconstruction de
la littérature en IRMp opérent coupe par coupe. L'incongahie cette stratégie ré-
side dans le fait que la continuité spatiale est brisée édgreoupes adjacentes. D’'un
autre c6té, une étude en IRM fonctionnelle (IRMf) néced&tuisition du volume
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cérébral 3D plusieurs fois dans le temps. Itérer sur lesmeti3D est donc néces-
saire afin de reconstruire les volumes 4D (3Pgorrespondant a une session IRMf.
Les volumes 3D sont par conséquent considérés indépermantgue les séries tem-
porelles en IRMf soient corrélées dans le temps pour deuglesmaisons (i) le sig-
nal BOLD (Blood Oxygenated Level-Depende(®gawaet al, 1990) lui méme est
une version filtrée passe-bas du signal de I'activité nalegifii) les artéfacts phys-
iologiques rendent les points temporels du signal BOLD tié&sendants. Pour ces
raisons, modéliser la dépendance temporelle a traversdgssitions temporelles au
niveau de I'étape de reconstruction pourrait profondérghtencer I'analyse statis-
tigue a mener. Nous nous sommes donc intéressés a |'extetsibapproche pro-
posée dans (Chaagt al, 2011b) afin de :

— tenir compte des dépendance spatiales 3D entre les caljpesres en utilisant
de représentations en ondelettes 3D,

— exploiter les dépendances temporelles entre les volumeas@uis en appliquant
une régularisation supplémentaire le long de la dimensgioporelle des données 4D.

Cette régularisation supplémentaire permettra d'angflierRapport Signal sur Bruit
(RSB) a travers les volumes acquis, et par conséquent lditéadié I'analyse statis-
tique en IRMf,

La nouvelle reconstruction 4D régularisée @désvolumes 3D acquis nécessite donc
la réécriture du modéle d’observation dand [44] comme suit :

d'(r) = S(r)p'(r) + nt(r), [47]
out € {1,..., N,.} représente le temps d’acquisitionet (x,y, z) la position spa-
tiale 3D,z € {1,..., Z} étant la position le long de la troisieme direction (séttti

de coupe). a un instant d’acquisitioerdonné, I'image a champ de vue complet et a
valeurs complexeg’ de taille X x Y x Z peut étre vue comme un élément de I'es-
pace euclidiertC® aveck = X x Y x Z engendré par le produit scalaire standard
(-|-) et la norme]| - ||. Nous utiliserons un opérateur de décomposition en ortdslet

3D dyadigel’ sur j,.x Niveaux de résolutions.

Le champ de coefficients résultant de la décomposition debje a estimer’ est
défini comme’ = (¢, (€5 )oe0,12j< ) AVECO € O = {0,1}%\ {(0,0,0)},
Cao = (Chphishr,,,, €1C; = (¢ i<k, OUK; = K27% estle nombre

de coefficients d’ondelette dans une sous-bande donné&eaurde résolutiori (en
supposant qu&’, Y et Z sont multiple deimax),

En adoptant cette notation, les coefficients d’ondelettedtiré-indexés de telle
sorte que¢’, désigne le vecteur des coefficients d’approximation auauivae réso-
lution jax, tandis queg‘fw- désigne le vecteur de coefficients a I'orientatioat au
niveau de résolution. Lutilisation d’'une décomposition en ondelettes 3D perme
aussi de lisser les artéfacts de reconstruction le long dé@dation de sélection de
coupe, ce qui reste impossible avec les approches opérgre par coupe. L'approche
de régularisation proposée repose donc sur l'utilisat®dealix types de pénalisation :
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la premiére décrit la connaissance spat@f@iori sur les coefficients d’'ondelette de
'image 3D a estimer et s’écrit comme suit :

Nr  Kjnax Jmax
g(C):Z{Z ak +ZZZ@OJ 0jk]7 [48]
t=1 k=1 0€0 j=1 k=1
ou¢ = (¢4, ¢?%,...,¢Myetonavo e O etj € {1,..., jmax}
VEEC, @o;(€) = By5(E) + BLH(E) [49]

0l RS (€) = aRe[Re(€ — jio )| + Z2[Re(€ — i ;)[2 LB (€) = ol \Im@ -

Im
o) + P [Im(€ = po.5)[? avecn,, = pl + ikl € C, etalls, gie, al, B1
sont des constantes positives. Ci-des®us;) et Im(-) (ou bien-f¢ et -Im) sont re-
spectivement les parties réelle et imaginaire. Un modéldaire est adopté pour les
coefficients d’approximation.

Le deuxieme terme de régularisation pénalise la variatorpbrelle entre les vol-
umes 3D successifs :

N,
Q) =rY_|F¢ = F¢Hp [50]
t=2

ol F* est l'opérateur de reconstruction en ondelettes 3D. Lesanpetres
@y = (@55.a05), Boj = (055 005) Moy = (o poy) £ € Ry et
p € [1, +o0[ sont inconnus et doivent etre estimés (Chaaal,, 2011a).

Afin d’obtenir le volume 3D reconstruit relatif au temps d’acquisitiof) I'opéra-
teur I'* est ensuite appliqué a chaque composahtie(.
4.2.3. Procédure d’'optimisation

En se basant sur la formulation de la seclion 4.2.2, le eréémptimiser peut étre
réécrit comme suit :

Jst(¢) = Tuqrr(€) + 9(¢) + h(C) [51]

ou Jvqrr(€) = Z Juvqe (F*¢'). Pour minimiseJst, nous allons recourir au con-

cept des operateurs proximaux (Moreau, 1965). Comme lesédartraitées ici sont
a valeurs complexes, nous étendons la définition de cestepésaaux fonctions a
variable complexe. Pour la fonction

©: CF —] — oo, +oc]; @ = ¢"°(Re()) + ¢ (Im(z)), [52]

ol ¢Re et ™ sont des fonctions dany (RX) et Re(z) (resp.Im(x)) est le vecteur
des parties réelles (resp. imaginaires) des composantes d&”, I'opérateur proxi-
mal est défini par :

proxg: CK — CX; 2 — prox re (Re(z)) + 1prox gu (Im(z)). [53]
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4.2.3.1. Opérateur proximal du terme d’attache aux données

Selon des regles standards de calcul des opérateurs proxif@ambetteset
al., 2010, Table 1.1), l'opérateur proximal du terme d’'attaeli données/vigp
est donné pour chaque vecteur de coefficiefitavect € {1,...,N.}) par
prox g, .. (¢") = Fu', ou l'image v’ est de telle sorte quer € {1,...,X} x
{1,....Y/R} x {1,..., Z},

u'(r) = (Ig+ 25”(1‘)\11_13(1‘))_1 (p(r) + 28" (r)T'd'(r)), [54]
oupt = F*(t.

4.2.3.2. Opérateur proximal de la fonction de régulamiseasipatiale

Selon (Chaarét al,, 2011b), et pour chaque niveau de résolugi@t orientatiorp,
I'opérateur proximal de la fonction de régularisation sgat®, ; est donné par :

signe(Re(§ — fo,j))
T

vé. € C, pI‘OX@Oij = max{|Re(§ - u07j)| a, ]70}

N Zsign(Im(f — ho5))

gy meimE = o)l - 0%, 0} + po,j [55]

ou la fonctionsigne est définie commeg¢ € R, sign(§) = +1sié > 0et — 1 sinon

4.2.3.3. Opérateur proximal de la fonction de régulamisatémporelle

Commeh n’est pas séparable par rapport a la variable tempareliecune expres-
sion simple de son opérateur proximal n’est disponiblerountourner ce probleme
et pouvoir utiliser I'algorithme PPXA, nous proposons umieamposition en temps
d’'acquisitions pairs/impairs. Ce terme de régularisaisinensuite décomposé en une
somme de deux fonctiorig eth, plus simples a traiter :

h(¢) = hi(C) + ha(C) [56]

N, /2—1
oUhy(() = & Z [F*¢ — F*¢*Hp eths(C) = K Z [ g2t — B e.

Commeh, (resp hg) est séparable par rapport ala varlable tempotedlen opérateur
proximal peut étre facilement calculé. En effet, considéra fonction suivante :

U CH X CF Ry (¢ ¢ o I|FTCE = FCTH = o H(CHCT,
[57]
ouy(-) = k||F* - [|b et H estI'opérateur linéaire défini comme

H:CK xCc¥ — C¥; (a,b) — a —b. [58]
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L'opérateur adjoint associE* est donc donné par
H*:.CK — CK xC¥; a (a,—a). [59]

CommeH H* = 21d, I'opérateur proximal d& peut étre facilement calculé en util-
isant (Combettest al, 2007a, Prop. 11) :

1
Proxy = proX,.m = Id + §H* o (prox,,, —Id) o H. [60]

Pour plus de détails sur le calcul de I'opérateur proximahde,,,, le lecteur peut se
référer a (Chauet al,, 2007).

4.2.3.4. L'algorithme PPXA pour la reconstruction régigée en IRMp

Le critere a minimiser peut étre ré-écrit comme suit :

Ts1(¢) =Tuqrr(€) + 9(¢*) + hi(¢") + ha(¢h). [61]

Comme Jsr est composé de plus de deux fonctions convexes mais non-

nécessairement différentiables, I'utilisation de I'aitfane PPXA représente une so-
lution adéquate pour la minimisation de ce critére. Il esbi@inque cet algorithme ne
nécessite pas l'utilisation d'une sous-itération commeuiest proposé dans (Chaari
et al, 2011b). L'algorithme proposé est résumé dans AlgorithinBahs cet algo-
rithme, les poidsy; ont été fixés d /4 pour chaque € {1,...,4}. Le parametres a
été fixé a 200 puisque cette valeur semble donner la meillétiesse de convergence
en pratique. L'algorithme ci-dessous converge généraileamées 50 itérations en fix-
ant le seuil d’arrét a10~*. La validation sur des données réelles de I'approche de
reconstruction ainsi proposée est présentée dans larsddcio
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4
Soit (y,e) €]0,+00?, (wi)i<i<a €]0,1[* de telle sorte quedw; = 1,
=1

(¢ hziza € (CONY b g = (¢, G ) = 0 et =
(€0, ((€55)))0c0,125 <max ) POUT Chaque € {1, 4} ett € {1,..., N, }. Pren-

4
dre ausst™ = 3 w;¢(™ et 7™M =0
1=1
Répéter
Prendre p; ™ = ¢,
Pourt =1aN, faire

Calculer p“™ = prox (¢,

YImQp /w1
t, t,
galtcultirp (n)l = (prOX,Y(I) Juoo ( (n)) (prox. g, 7/w2(42og))oe@lgjgjmax)-
i t est pair alors
caleuler (") p™"") = prox.q ., (G, G7)
Sinon si t est impair et¢ > 1 alors
t,(n t—1,(n t,(n t—1,(n
fi caleuler (py ™, pi™ ") = prox_y s, (¢7 ™, ¢,
in si
Si t > 1 alors
4
Prendre P!~ 1) = S g p! = h (),
i=1
fin si
fin pour
Prendre p} (™) = givr ()

Prendre PV~ () = Z wip ™,

Prendre P = (P1 w , P2 pNen)y,
Prendre A, € [0, 2].
Pouri =1a4 faire
Prendre p™ = (pi™, p>™ .. plNm (M),
¢ = ¢ A (2P — ¢ p),
fin pour
C(n-&-l) —_ C(n) + )\n(p(n) _ C(n))_
n <+« n-+ 1.
jusqu'a |Fsr (¢™) = Jsr (¢ V)| < eTsr(¢Y).
Prendre ¢ = ¢,
Retourner “ =" C pour chaquet € {1,..., N, }.

Algorithme 4:Algorithme PPXA pour I'optimisation du criterE [61¥D-UWR-SENSE

4.3. Validation sur des données réelles

Pour la validation, des données d’'IRM fonctionnelle ont &tquises avec une
séquence en écho de gradient EBrgdient-Echo EPI (Temps d’Eche= 30 ms,
Temps de Répétition 2400 ms, épaisseur de coupe = 3 mm, orientation transver-
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sale, FOV =192 mm?) sur un scanne3 T Siemens Triet durant un protocole cogni-

tif localizer (Pinelet al,, 2007). Cette expérience a été congue pour cartograpkier le
fonctions auditives, visuelles et motrices du cerveatsigjne des fonctions cognitives
de plus haut niveau comme les fonctions de calcul et de cdrapséon du langage.
Ces données correspondent a une seule session IRMf compréna= 128 répéti-
tions. L'antenne utilisée lors de I'acquisition contergtcanaux ayant des profils de
sensibilité spatiale différents. Pour chaque sujet, lesmdes IRMf ont été acquises a
la résolution spatiale x 2 mm? dans le plan en utilisant deux facteurs de réduction
différents @ = 2 or R = 4).

Ces données ont ensuite été reconstruites en utilisant tlhhode proposée, la
méthode UWR-SENSE proposée dans (Chagel, 2011b), ainsi que I'algorithme
mSENSE (implémentation SENSE de Siemens) qui est compatible @gecdntraintes
temps-réel. Cependant, a cause de la complexité opérdtapproche proposée est
appliquée hors ligne pour reconstruire les données. adtigbeemple, une coupe EPI
est reconstruite en 4 s en utilisant I'algorithme UWR-SENSE e architecture
Intel Xeon CPU@ 2.67GHz. En mettant en ceuvre des techniques de calcul
parallele multi-processus (librair@1P), un volume EPI composé de 40 coupes est
reconstruit en 22 s, ce qui rend toute la série temporellel@8s/o0lumes disponible
aprés 47 min de calcul. En utilisant I'approche de réguddins spatio-temporelle
proposée, 40 min suffisent pour reconstruire toute la séngporelle, mais elle
nécessite plus d’espace mémoire puisque tous les volumesaités simultanément.
Des coupes axiales sont illustrées dans la figdre 5 afin de a@mpapproche
proposée (4D-UWR-SENSE) et I'algorithnmSENSE. Cette figure montre que cette
approche permet d’éliminer les artéfacts de reconstnuctiffectant les images
fournies par le scannen$ENSE). Il est a noter que la différence d’homogénéité du
signal est due a un filtre de post-traitement appliqué paderser aux imagesSENSE.

R=2 R=4
mSENSE 4D-UWR-SENSE mSENSE 4D-UWR-SENSE

Figure 5.Images reconstruites en utilisant les algorithme$EvSE et 4D-UWR-
SENSE pouR = 2 et R = 4. Les ellipsoides en rouge indiquent les positions des
artéfacts de reconstruction obtenus avec I'algoriths&rsE.

Aprés reconstruction, un Modéle Linéaire Général (MLG)qtenet al,, 1994) a
été utilisé pour détecter les réponses BOLD aux stimuligarés. Nous nous sommes
ensuite concentrés sur le contraSte gauche vs. Clic droit(Cg-Cd) pour lequel on
s’attend & avoir des activations induites au niveau du xontateur. Pour les données
acquises ave® = 2, la figure[6[haut] montre que toutes les méthodes de recmastr
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tion utilisées permettent de détecter les activationsdttes dans le gyrus précentral
droit. Cependant, les résultats statistiques illustrés da Tableallll montrent que
I'approche de régularisation spatio-temporelle permetétecter plus delustersque
les autres approches. Les résultats qualitatifs (figurasg]lsur les données acquises
avecR = 4, montrent que cette approche permet aussi de détecter’pliwations.

D’un point de vue qualitatif, le Tablealll 1 confirme la supétéode I'approche
4D-UWR-SENSE proposée dans le sens que, aussi bienpodr2 que R = 4,
elle permet d’avoir des zones d’activation plus larges aescscores statistiques plus
élevés.

5. Reconstruction de spectres en relaxométrie RMN bidimensnnelle
5.1. Principe de la reconstruction RMN

La résonance magnétique nucléaire (RMN) est une modal&@eleroscopie per-
mettant d’accéder a des informations structurelles auelishmicroscopiques ou
moléculaires de produits biologiques, en se basant surrdesiftés quantiques des
noyaux (Canegt al., 2002). Plus précisément, la RMN quantifie les phénoménesde
laxation qui interviennent au sein du spin des noyaux d'uragtllon lorsque celui-ci
est soumis a un champ magnétique. Un échantillon biologiqueogéne est carac-

mSENSE UWR-SENSE 4D-UWR-SENSE

Figure 6. Cartes Student-superposées aux images anatomiques pour le contraste
Cg-Cd.
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Tableau 1.Les résultats les plus significatifs pour le contraste cd (corrigés pour
les comparaisons multiples avec yngaleurp = 0.05).

niveaucluster niveau voxel
p-valeur| Taille | p-valeur| Score T| Position
mSENSE <1073 79 <1073 6.49 | 38-26 66
<1073 | 144 0.004 5.82 | 40-2263
R=2 UWR-SENSE 0.03 21 0.064 4.19 24 -8 63

<1073 | 172 0.001 6.78 | 34-2469
<1073 79 0.001 6.49 | 38-26 66
mSENSE 0.006 21 0.295 482 | 34-2863
R=14 UWR-SENSE | <1073 33 0.120 5.06 | 40-24 66
4D-UWR-SENSE| < 1073 51 0.006 5.57 | 40-24 66

4D-UWR-SENSE

térisé par ses constantes de temps de relaxation longifedéh transversg; et 75.
Ces paramétres physiques sont fondamentaux. En effetjééemmination permet de
préciser I'environnement électronique et donc chimiquendyau étudié. Leur con-
naissance permet des applications nombreuses : En médesitemps de relaxation
sont a l'origine du contraste des images IRM. En agro-altaie®y on peut utiliser le
fait que, dans un systéme complexe, le temps de relaxat®prdéons de I'eau soit
différent du temps de relaxation des protons de la matiexesgr, afin d’en déterminer
la teneur en eau et en matiere grasse (Mariette, 2004).

Les composants hétérogénes sont composés d’'un mélangeugegrd'atomes
individuels possédant des coup(€3, T») différents. Ce mélange est caractérisé glob-
alement par une distributioX (77, 7») permettant d’identifier et de quantifier les
différents modes de relaxation présents dans le compoSette cartographie bi-
dimensionnelle est privilégiée par rapport aux spectréépendants( (77) et X (1)
car elle permet une mise en évidence de couplages entre fes\¢taes de relax-
ationT; etT, aidant notablement a leur interprétation (Engkstal, 1991; Songet
al., 2002). La technique permettant de déterminer la disidhutoupléeX (T3, T5),
nomméeRMN bi-dimensionnelleu RMN 2D, fait I'objet de notre étude.

5.1.1. Le modele d'acquisition des données

L'expérience RMN 2D consiste a réaliser une série de mesianastérisées par
trois parametres : le temps de répétitigret I'angle de basculé agissant sur la relax-
ation longitudinalel’;, et le temps d'éche, agissant sur la relaxation transversale
La valeur mesuré® (my, 72, ®) est liée a la distributioX (77, 7%) par une intégrale
de Fredholm du premier type (Hurlimaehal., 2002; Songet al.,, 2002)

Y(’Tl,TQ,q)) ://kl(Tl,T17(P)X(T17TQ)kQ(T27T2)dT1dT2 [62]
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avec les noyaux
k1(7’1,T1,‘b) = l—ye*Tl/Tl B
{ k2(7'27T2) — e T2/T2 , v=1—cos®.

Le spectreX (17, T») est déterminé en effectuant plusieurs expériences RMNde&c
parameétres d'acquisition différents. Plus précisémaénrtgle ® est maintenu constant
(typiguementd = 90° ou 180°) et les mesures expérimentales sont collectées sur une
grille dem; x my valeurs discretes du couple;, 72), ce qui fournit une matrice de
donnéesy € R™:*™2, 'objectif du traitement est d’estimer le spectkgTy, 1)

a partir des mesure¥ en utilisant le modéle]82] pour une valeur du paramétre
donnée. La quantité a estimer représentant une distrihudilz doit respecter la con-
trainte X > 0. Ce probléme de reconstruction, équivalent a une inversionérique
d’'une transformée de Laplace 2D, est un probléme invers@asa (Sternin, 2008).

5.1.2. Le probléme de reconstruction

Une approche standard consiste a reconstruire la disotbi(77,7%) sur une
grille réguliere erl; etT;, de taillen; x nsy. Pour cela, les noyauk et ks sont mis
sous forme discret&’; € R"1 %™ et Ko € R™2*"2, Cette modélisation se traduit
par I'équation linéaire

Y =K XK\+E [63]

ou E concentre I'erreur de modélisation et également le braitlila mesure. Le
probléme inverse résultant de ce modeéle linéaire estifesgibn deX a partir deyY’
sous la contraint&X > 0 (au sens ou tous les élémentsXiesont positifs).

Une difficulté majeure concerne la dimension du problemeeftst, les méthodes
standard d'inversion requiérent la réécriture du modélectisous la forme

y=Kx+¢€

avecy = vect(Y'), xz = vect(X), e = vect(E) et K = K, ® K, ou l'opérateurect
correspond a la transformation matrice-vecteur dansrélekicographique (c’'est-a-
dire par concaténation des éléments de la matrice parcdigne par ligne) et®
le produit de Kronecker (Van Loan, 2000). Néanmoins, ceshat#s ne sont plus
applicables dés lors que la taille du probleme augmente fféf ene configuration
typique estn; = 50, ms = 10% etn; x ny = 200 x 200, ce qui conduit & une matrice
K de2-10'° éléments dont la construction et le stockage sont presopesisibles.

Une autre difficulté est liée au mauvais conditionnement ddéte a inverser.
En effet, a cause de la forme exponentielle des noyaux, léscesmK; et Ko sont
de rang déficient et tres mal conditionnées (Butfieal., 1981). Par conséquent, une
approche régularisée doit étre envisagée.
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5.2. Méthodes d’inversion pénalisée existantes

Nous présentons deux stratégies qui ont été employéesésnudre le probleme
inverse de la détermination d€ connaissant”, K; et K>. Chacune basée sur son
propre principe de régularisation et d’optimisation, a om#objectif de chercheX
comme le minimiseur d’un critére d’adéquation aux donnésswbindres carrés aug-
menté d’un terme de pénalisati®t{ X ), sous contrainte de positivité

1
i (FOO = §I¥ - K XK + AR(X)). (641
ou||.||» représente la norme de Frobenius. La vérification de |a aionérde positivité
est désirable du point de vue de l'interprétation physigues a aussi un effet favor-
able sur la résolution du spectre reconstruit. En pargcula contrainte de positivité
permet de limiter la présence d’oscillations, notammenowudes pics reconstru-
its (Chianget al., 2005).

e La méthode employée dans (Butkefral, 1981; Venkataramanagt al., 2002;
Lamanna, 2005) repose sur l'utilisation de la pénalisadiefikhonov

R(X) = gllel? = 51X (651
La minimisation sous contrainte deest effectuée par I'algorithme itératif de Butler-
Reeds-Dawson (BRD) (Butlest al, 1981). Il s’agit d’un algorithme de Newton ap-
pliqué a la fonction duale du probléme contraint au sens deddité Lagrange. L'al-
gorithme BRD s'interpréte également comme la minimisatienla fonction duale
de F', au sens de la dualité Legendre-Fenchel (Chouzerbek, 2010, App.A). Un
inconvénient majeur de cet algorithme est que son impléatientnécessite I'inver-
sion d’'un systeme de taille. x m a chaque itération, our est la taille des mesures.
Dans le cas de la RMN 2D = mimea., et les valeurs usuelles de; et dems
entrainent un co(t prohibitif de la méthode. Afin de pallierprobléme, une étape
de compression des données préalable a I'application igefithme BRD est néces-
saire (Venkataramanat al,, 2002), avec le risque de perdre des informations.

e La pénalisation par maximum d’entropie (ME) (Skilliegal., 1984; Eggermont,
1993), reposant sur I'entropie de Shannon, est reconnumeame stratégie efficace
pour la reconstruction RMN 1D (Lawet al,, 1985; Marietteet al,, 1996). Dans le cas
2D, elle s’écrit

R(X) =Y Xi;log Xi;. [66]
9
Elle présente I'avantage d'assurer la positivité de latsmiude facon implicite, la
norme du gradient d& étant infinie sur le bord de I'orthant positif. La minimisa-
tion du critére pénalisé peut donc étre effectuée sans tenipte de la contrainte.
Cependant, a cause de la singularité de la pénalisationpamtie, les algorithmes
classiques d’optimisation non linéaire s’avérent extnémmet lents et ont été rapide-
ment remplacés par des méthodes dédiées a la forme spédifiquréere telle que
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la méthode proposée par Skilling et Bryan (Skilliegal., 1984). Cette méthode se
fonde sur la minimisation successive d'approximationsdgatiques du critére dans
des sous-espaces construits de telle maniere a favorisesilivité des itérés (Pichon
et al, 1998). En pratique, si des composantes négatives apgamgiglles sont rem-
placées par une petite valeur positive. D'aprés (Pe¢ss, 1992, p. 1022), la con-
vergence de cet algorithme n’est pas établie. En particlitipération de projection
peut entrainer une croissance du critére entre deux itérécutifs (Chouzenowet
al., 2009b). Pour cette raison, nous avons proposé un nouaithlge construit sur
une base théorique plus solide, pour résoudre le problémardmisation du critére
pénalisé ME.

5.3. Algorithme de minimisation proposé

Soit le critére a minimiser

F(z) =y - Kz|> + XY _ a;loga;. [67]

La méthode proposée est un algorithme de Newton tronqué(@®ihboet al.,, 1982;
Nash, 2000). Cet algorithme est basé sur le schéma de degeeative

Tpi1 = T + apdy, [68]

ou la direction de recherch#, est obtenue par résolution approchée des équations de

Newton :
V2F(x)pdy = —VF(xy). [69]

En pratique, la directioml;, résulte d'itérations de gradient conjugué sur le systeme
[69] arrétées avant convergence. D’autre part, lecpasst obtenu par une méthode
de recherche linéaire appliquée a la fonction scalgifer) = F(xx + ady). Nous
avons adapté cet algorithme a la minimisation[deé [67] po®RNEN 2D a travers les
modifications suivantes : La présence de la barriére eifuepést prise en compte
par le choix d’'une stratégie de pas de type MM non quadratigeéffet du mauvais
conditionnement de la matricK et du Hessien du terme entropique est réduit par
I'ajout d’'un préconditionneur. Enfin, le colt de calcul daldgiorithme lié a la grande
taille du probléme est réduit par une stratégie d’impléaton originale.

5.3.1. Recherche de pas

Dans le cas de la pénalisation ME, la dérivéefgddend vers—oo lorsque I'une
des composantes du vectayr+ ady, s'annule, c’est a dire lorsqueest égal & I'une
des deux valeurs limites

— —Z; + . —Z;
= = . 70
W i,zﬁiio (dk,i > T 2011{1m<0 (dk,i > [70]
Cette singularité nuit a I'efficacité des méthodes clagsqle recherche de pas, telles
que le backtracking, la dichotomie et I'interpolation aylse (Murrayet al, 1994).
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C’est pourquoi nous avons propose la stratégie de pas faulde théorie des algo-
rithmes Majoration-Minimisation (MM), présentée en Secf2.2. La minimisation
de la fonctionf;, est obtenue en effectuant des minimisations successiesctéons
majorantes d¢.

Le probléme de minimisation initial dé,(«) est remplacé par une séquence de
sous-problémes plus simples donnant lieu a la régle de njiae &M :
a? =0, aiﬂ = argminahk(a,ai), jed{l,---,J—-1} [71]
ou hy(., a{c) est une fonction tangente majorantefiesn ai. La forme singuliere de

la pénalisation entropique est prise en compte a traversamation majorante non
quadratique de la forme :

(o, o) Py +pra+psa® —p;log(a—ay) forall o € (ay ;o]
k a7ak = .
pg +pf04 +p2+042 —p;{ log (04,:,r — a) forall o € [ ; az)
[72]

Nous avons développé une stratégie de calcul des paramgtres= 0 - - - 3 permet-
tant de garantir la propriété de majoration/dé«, o) (Chouzenouwet al, 2009a).

(@) fx (o) positif (b) fr(a’) négatif

Figure 7. Principe de la recherche de pas MM pour le critere du maximientdopie.
La fonction tangente majorante, (., o) (pointillés) pour fx (ligne continue) eny;
est définie par morceaux s(i; , o ] et[ad., a),. Son minimiseur fournit la prochaine
itéréea{jl. Il s’obt[ent en minimisant la portion gauche (Cas (a)) ooitk (Cas (b))
suivant le signe d¢(a7,)

De plus, nous avons montré que la stratégie de pas proposée da conver-
gence de l'algorithme TN vers le minimiseur deJ[67] quelles qoit la valeur du
parameétre/. En pratique, les meilleures performances de l'algorittengerme de
nombre d'itérations et de temps de calcul sont réaliséesjler I'on fait une seule
itération de recherche de pas MM & 1).
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5.3.2. Préconditionnement

Comme le souligne (Hansen, 1998), le Hessien du terme égu@@st trés mal
conditionné pour des valeurs proches de la frontiere dehbmt positif, car cer-
taines de ces valeurs propres tendent vers l'infini. De gks,termes exponen-
tiels dans les noyauk; et ko impliquent queK; et K, sont aussi trés mal condi-
tionnées. L'utilisation d’'un préconditionne; approchant I'inverse de la matrice
V2 F(zx;) dans I'étape de gradient conjugué est nécessaire pounseaonvergence
rapide de I'algorithme. La méthode de préconditionnemeiet mpus avons proposé
se base sur la décomposition en valeurs singuliéres trende&” (Chouzenowet
al., 2010, Sec.llI-D). La troncature de la SVD est obtenue partenhnique inspirée
de (Venkataramanaet al, 2002) : On calcule tout d'abord les TSVD @&, et K, de
rangs respectifs,; etwv, puis on approchd< par le produit de kronecker de ces deux
TSVD. Le réglage des parameétres v dépend de la répartition des valeurs propres
des matriced<;. En pratique, un bon compromis est réalisé pbur v; < 8.

5.3.3. Implémentation

L'algorithme proposé peut étre appliqué a la reconstractiun spectre RMN
2D sans la réduction de dimension suggérée par (8bay, 2002). En effet, le gra-
dient du critéere d’adéquation aux données ainsi que lesugiroessien-vecteur et
préconditionneur-vecteur s'expriment a I'aide d’opévas matricielles ne faisant pas
intervenir la matricek’, a condition d’exploiter la structure factorisée du modgdd-
servation[[6B] (Chouzenouwst al,, 2010, Sec.llI-E).

L'application de I'algorithme a des données expérimestalécessite de trou-
ver une facon de régler automatiquement le paramétre déaré&gtion \. Pour ce
faire, nous avons proposé une méthode basé sur la régle eeaéi(ou Chi-deux)
(Chouzenouwet al, 2010, Sec.lV-A-5). Une deuxiéme difficulté provient de I& d
férence entre I'angle de basculeréellement engendré lors de I'acquisition et sa
valeur désiréeb (Songet al, 2002). Par conséquent, le parameéfre= 1 — cos ®
du modele d’observation est erroné, ce qui a une influencastesur les résultats
de reconstruction, indépendamment de I'algorithme diojstation utilisé (Songgt
al., 2002; Chouzenougt al., 2010). Nous avons développé une stratégie d’estimation
de ce paramétre qui ne nécessite pas de modifier le modéelprédeiter les données
(Chouzenout al,, 2010, Sec.IV-A-6).

5.4. Résultats expérimentaux

Nous présentons les résultats d'estimation d’un spégtre 7> d’'un échantillon
de pomme. Les mesures ont été effectuées pour= 50 valeurs der;, réparties
non uniformément entrd0 ms et 12s. Dans tous les cas, le moment magnétique ré-
sultant est mesuré en, = 10000 valeurs du temps d’écho réparties uniformément
entre600 us et8 s. L'algorithme TN ainsi développé a été utilisé pour retarie
le spectre enV; = N, = 200 valeurs des temps de relaxati@h et Ty, réparties
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uniformément entr@5 ms et3 s. Les données ont été obtenues a partir d’'un champ de
radio-frequence d’amplitude et de durée réglées afin deupdn angle de bascule
ded = 90" soit¥y = 1.

La figure[8 présente le spectre 2D reconstruit pour cetteuvadstimée du
parameétrey. D’aprés notre stratégie d’estimation de I'angle de bascule effec-
tif est ® ~ 85° (i.e.,v = 0.92), différent ded. On remarque que la distribution
présente une corrélation entfe et 7,, par exemple au niveau du pic localisé au-
tour de[T} = 1.4s,T5 = 0.9s]. Cette information est trés utile pour I'analyse de la
structure moléculaire de I'échantillon (Hirlimaaenal, 2002). La similarité entre les
spectres 100 et T, reconstruits et les spectres 1D déduits des marginalisatia
spectre 2D mise en évidence sur la figdre 9 illustre la quaitéa reconstruction 2D.

0.5 1 2 25 3

15
T2 (S)

Figure 8. Spectre RMN 2D reconstruit par la méthode proposée a paesrdbnnées
réelles.

6

i

= = N

o o5 1 15 2 25 3
T1(s)

2 25 3

(a) spectrely (b) spectrers

Figure 9. Distributions 1D obtenues par marginalisation du specti2 r2construit
par la méthode proposée (trait plein) ou par inversion (tointillé).
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6. Conclusion

Le projet ANR OPTIMED a offert une opportunité a I'utilisati d’outils mod-
ernes de I'analyse convexe et de la théorie des opératematames pour résoudre des
problémes appliqués de grande taille. En particulierdiapeur proximal d’une fonc-
tion convexe, qui généralise I'opérateur de projectionrpes ensembles convexes, a
joué un role clef dans ces développements et a permis de eamen probléemes com-
plexes d’optimisation a des problemes de recherche d'umt fige ayant une struc-
ture souple et propice a leur décomposition. Les méthodedrpales dans le cas de
régularisation de typé, sont étroitement liées a I'application itérative de teqes
de seuillage doux, dont I'efficacité a été démontrée pouratiedyses en ondelettes
et pour des variantes de ces derniéres. Un ingrédient edsgans I'amélioration
des temps de convergence des méthodes d’optimisationg@epa été également la
mise au point d’algorithmes de recherche de pas dédiés @aresra barriéres. Ces
développements méthodologiques ont eu un impact direstechniques de recon-
struction d’'images TEP, IRMp et RMN-2D.

7. Partenaires

Les résultats de ce papier ont été obtenus dans le cadre phi AR (pro-
gramme ARA - MDMSA - 2005) OPTIMEChttp://optimed.univ-mlv.fr, qui
s’est déroulé de mars 2006 a septembre 2009, et dont lepiae® sont : I'Uni-
versité Paris Est Marne-la-Vallée (J.-C. Pesquet, coatdirr), I'Université Pierre et
Marie Curie Paris 6 (P. L. Combettes), le Commissariat adtgie Atomique - Cen-
tre de Saclay (NeuroSpin : Ph. Ciuciu et Service Hospit&rédéric Joliot (SHFJ) :
C. Comtat) et I'Institut de Recherche en Communicationsydtetnétique de Nantes
(IRCCyN) (J. Idier).
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