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Résumé: Ce travail concerne l’adaptation des instants d’échantillonnage pour des systèmes
différentiels linéaires stationnaires contrôlés par retour d’état. De façon complémentaire à
de nombreux travaux qui garantissent la stabilisation indépendamment des variations de la
cadence d’échantillonnage, il s’agit ici de concevoir des séquences d’instants d’échantillonnage
stabilisantes. Ici, on adapte dynamiquement les ressources nécessaires au calcul des lois de
commande en agissant sur leurs instants d’échantillonnage qui ne sont plus périodiques. La
solution proposée détermine une séquence d’échantillonnage en fonction de la valeur mesurée de
l’état. On développe un algorithme d’ordonnancement dynamique optimisant, sur un horizon
d’échantillonnage donné, une séquence parmi un ensemble discret de solutions. Nos preuves sont
inspirées des techniques de systèmes hybrides à commutations, alliant fonctions de Lyapunov et
optimisation LMI. L’étude théorique est ensuite illustrée par une implémentation algorithmique
sous Matlab/TRUETIME simulant l’interaction commande/ordonnancement.

Mots clés: Systèmes Embarqués (SE), Calculateur numérique, Ordonnancement, Stabilité,
Systèmes Dynamiques Hybrides, Inégalités Matricielles Linéaires (LMI).

1. INTRODUCTION

La commande en temps réel se situe à la frontière en-
tre l’automatique et l’informatique. Du point de vue de
l’automatique, cela revient à la création d’une tâche de
commande et à la conception d’un mécanisme d’ordonnan-
cement temps réel pour l’échantillonnage . Généralement,
ce mécanisme a pour rôle de mettre en oeuvre l’exécution
d’un ensemble de tâches sur un ensemble de ressources
rattachées à un système informatique (processeur, réseau
de communication, routeur, ...). Néanmoins, ces ressources
sont souvent limitées et leur disponibilité est variable.
Cette variation peut entraîner une dégradation de per-
formance, voire la perte de stabilité [Wittenmark et al.
(1995)] [Li et al. (2010)]. De ce fait, une large attention a
été portée aux systèmes embarqués et/ou commandés en
réseau [Zhang et al. (2001)].

Plusieurs travaux ont abordé des questions liées aux
retards (de communication ou d’accès aux ressources)
ainsi qu’à l’échantillonnage qui, dans un tel contexte,
n’est plus forcément périodique. De nombreuses recherches
ont étudié le problème de robustesse vis-à-vis du pas
d’échantillonnage variable [Fridman et al. (2004)] [Frid-
man (2010)] [Seuret (2009)] [Hetel et al. (2011)], ou du
retards variables [Gu and Niculescu (2003)], [Gu et al.
(2003)] [Richard (2003)], ou encore la combinaison des
deux problèmes [Jiang and Seuret (2010)] [Naghshtabrizi

⋆ Ce travail a été réalisé à l’Ecole Centrale de Lille au sein de l’équipe
SyNER.

et al. (2010)] [Liu and Fridman (2009)]. Tous ces travaux
visent des conditions de robustesse de la stabilité sous
réserve que le pas d’échantillonnage ou le retard reste
en deçà d’une certaine borne maximale. Les preuves
se fondent sur des fonctions de Lyapunov conduisant
à des Inégalités Matricielles Linéaires (LMI). Cepen-
dant, ces travaux ne permettent d’obtenir qu’un seul pas
d’échantillonnage maximal pour tout l’espace d’état du
système.
D’autres travaux [Li et al. (2010)] considèrent la stabilité
sous une séquence périodique de temps d’échantillonnage,
correspondant à un ordonnancement statique hors ligne.
Ici encore, la cadence d’échantillonnage reste indépendante
de la valeur de l’état.

Depuis quelques années, des travaux proposant un con-
trôle dynamique du pas d’échantillonnage de façon à
réduire les ressources nécessaires pour la commande
sont apparus. Deux approches principales se distinguent
selon qu’un événement déclenche l’échantillonnage: event-
triggered [Tabuada (2007)] [Heemels et al. (2008)] [Lunze
and Lehmann (2010)] [Mazo and Tabuada (2011)] ou
que le prochain instant d’échantillonnage est calculé sur
la base d’un modèle du processus: self-triggered [Wang
and Lemmon (2009)] [Wang and Lemmon (2010)] [Mazo
et al. (2010)]. Dans le premier cas, des informations sont
envoyées au contrôleur lorsque des événements spéciaux
se produisent (passage d’une frontière de l’espace d’état
par exemple) et ceci nécessite un matériel dédié. Dans
le second, le calculateur self-triggered émule le contrôle



event-triggered mais sans recourir à un matériel dédié. Ceci
signifie qu’à chaque instant d’échantillonnage, on calcule la
borne inférieure du prochain intervalle d’échantillonnage.
Plus récemment encore, Fiter et al. (2011) ont proposé
d’utiliser une cartographie de l’espace d’état calculée hors-
ligne : à chaque région de la carte correspond un pas
d’échantillonnage (maximal) admissible. Cette technique
s’appuie sur un modèle dynamique hybride (à commuta-
tions). Ici encore, l’étude fait intervenir des fonctions de
Lyapunov qui assurent la stabilité du système continu sous
échantillonnage à pas variable mais sur une cartographie
réalisée hors ligne.

C’est dans ce même contexte d’adaptation à l’état que
nous considérons ici une nouvelle approche d’échantilonna-
ge. L’originalité par rapport à [Fiter et al. (2011)] est de
considérer une optimisation des séquences sur un ensemble
discret correspondant à un horizon fini d’échantillonnages
pour construire implicitement une cartographie de l’espace
d’état plus large basée sur les fonctions de Lyapunov.
Dans un premier temps, nous présenterons la probléma-
tique et proposerons un modèle de type système à commu-
tation sur un horizon d’échantillonnage donné. Puis nous
développerons l’algorithme d’ordonnancement dynamique
permettant de déterminer les futurs pas d’échantillonnage.
Enfin, l’étude théorique sera illustrée par une implé-
mentation algorithmique sous Matlab/Simulink simulant
l’interaction commande/ordonnancement.

2. FORMULATION DU PROBLÈME

2.1 Modèle idéal continu d’un processus commandé par
retour d’état

On s’intéresse dans ce manuscrit à un processus linéaire et
continu. Le modèle de ce système peut être écrit:

ẋ(t) = Acx(t) + Bcu(t) , t > 0 ; x(0) ∈ R
n. (1)

avec Ac ∈ R
n×n - la matrice d’état, Bc ∈ R

n×r - la matrice
d’entrée, x (t) ∈ R

n - l’état du système continu et u ∈ R
r

- la commande du système.
Hypothèse 1. On considère que le système (1) est com-
mandable. De ce fait, il existe une commande par retour
d’état de gain K ∈ R

r×n :

u(t) = Kx(t) (2)

tel que le système:

ẋ(t) = (Ac + BcK)x(t) (3)

est asymptotiquement stable, c’est à dire, la matrice (Ac +
BcK) est une matrice de Hurwitz.

2.2 Modèle d’un processus commandé par un contrôleur
numérique

Le schéma de la boucle de commande du système échan-
tillonné est décrit par la Figure 1.

On suppose que l’état x(t) du système (3) est échantillonné
aux instants th avec h ∈ N, tels que th+1 > th, t0 = 0 et

th
h→∞
−→ ∞. On note alors les intervalles d’échantillonnage

Fig. 1. Schéma d’un système commandé par un contrôleur
numérique

Th = th+1 − th, h ∈ N. L’état du système échantillonné
x(th) sera ensuite utilisé par le contrôleur numérique afin
de calculer la commande du système u(t) = Kx(th) ∀ t ∈
[th,th+1). De ce fait, le modèle discrétisé du système aux
instants th peut être mis sous la forme suivante:

x(th+1) = eAcThx(th) +
∫ Th

0

eAcsdsBcu(th), h ∈ N. (4)

En posant Ad(Th)
= eAcTh et Bd(Th)

=
∫ Th

0
eAcsdsBc, on

peut écrire l’équation (5) sous la forme discrète:

x(th+1) = (Ad(Th)
+ Bd(Th)

K)x(th) = Ã(Th)x(th), (5)

où h ∈ N et Ã(Th) = (Ad(Th)
+ Bd(Th)

K).

2.3 Motivation

L’objectif de ce travail est de caractériser les séquences
d’échantillonnage Th qui permettent de stabiliser le sys-
tème. Lorsque le pas d’échantillonnage est constant, la
valeur maximale qui assure la stabilité du système est
donnée par la valeur maximale Tmax pour laquelle Ã(Tmax)

est une matrice de Schur.
Définition 1. Si pour un T donné, la matrice Ã(T ) est
une matrice de Schur, nous dirons que T est un pas
d’échantillonnage stabilisant. Autrement, on dit que c’est
un pas d’échantillonnage non stabilisant.

En s’appuyant sur [Li et al. (2010)], on remarque que le
système (3) échantillonné selon une combinaison des pas
d’échantillonnage stabilisants et non stabilisants, peut être
asymptotiquement stable. A titre d’exemple, on considère:

Ac =
(

1 3
2 1

)
, Bc =

(
1

0.6

)
et K = (−1 − 6) . (6)

D’après la Figure 2, l’intervalle de stabilité de ce sys-
tème discrétisé par un pas d’échantillonnage constant est:
[Tmin, Tmax] = [0, 0.59].
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Définition 2. Une séquence d’échantillonnage périodique
de longueur l est une séquence qui se reproduit aux
instants th + T, ∀h ∈ N (i.e. Th+l = Th, ∀h ∈ N).

Le domaine de stabilité pour une séquence d’échantillonna-
ge périodique de type: (T1, T2, T1, T2, . . .) est calculé en
analysant la matrice de transition ÃT1

ÃT2
sur une période.

Si ce produit matriciel conduit à une matrice de Schur, le
système est asymptotiquement stable. La Figure 3 présente
le domaine de stabilité du système (3) décrit par (6).
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Fig. 3. Domaine de stabilité pour une séquence
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D’après cette Figure, on remarque qu’il existe des séquences
d’échantillonnage (T1, T2, T1, T2, . . .) avec T1 = 0.8081 et
T2 = 0.4848 par exemple, qui sont stabilisantes malgré le
fait que le temps d’échantillonnage T1 > Tmax (Figure 4).
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Partant de cette observation, cet article vise à caractériser
des séquences d’échantillonnage qui stabilisent le système
(5) en utilisant des pas d’échantillonnage supérieurs à
Tmax. Cependant, on veut aller plus loin que ce cas
de séquence périodique, et par la suite généraliser cette
approche. Pour cette raison, on cherche à caractériser
l’évolution des séquences d’échantillonnage sur un horizon
d’échantillonnage fini (que l’on notera σ), formé par des
pas d’échantillonnage en fonction de l’état du système,
pour assurer la stabilité asymptotique des systèmes de
type (5).

2.4 Formulation mathématique

Pour l ∈ N
∗, σ = {T j}l

j=1 désigne un horizon d’échantil-
lonnage de longueur l, où j représente la position d’un pas
d’échantillonnage à l’intérieur de l’horizon.
Soit Γ un sous ensemble de R

+.
On définit Slmax

lmin
(Γ) l’ensemble des horizons σ = {T j}l

j=1

de longueur l ∈ [lmin,lmax], avec T j ∈ Γ et lmin et où

lmax représentent respectivement les longueurs minimale
et maximale des horizons σ ∈ Slmax

lmin
.

Par extention, on note Slmax

lmin
l’ensemble des horizons

d’échantillonnage avec des valeurs dans R
+ dont les

longueurs appartiennent à l’intervalle [lmin,lmax].
On définit σk = (T 1

k , T 2
k , . . . , T lk

k ) ∈ Slmax

lmin
avec

k ∈ N, une séquence de l’horizon d’échantillonnage. Les
T i

k avec k ∈ N et i ∈ {1,. . . ,lk}, définissent des pas
d’échantillonnage où k indique l’index de l’horizon et i
la position de ce pas dans l’horizon σk considéré.
On considère ensuite Θ = {Th}h∈N une séquence d’échantil-
lonnage caractérisée par la concaténation des horizons
{σk}k∈N ∈ Slmax

lmin
. D’où:

Θ = (T 1
0 ,T 2

0 ,. . . ,T l0
0︸ ︷︷ ︸

σ0

, T 1
1 ,T 2

1 ,. . . ,T l1
1︸ ︷︷ ︸

σ1

,. . . ,T 1
k ,T 2

k ,. . . ,T lk

k︸ ︷︷ ︸
σk

,. . .).

Enfin, on note τk|k∈N l’instant de début d’un horizon σk

tel que τk+1 = τk +
∑lk

i=1 T i
k et τ0 = t0 = 0 (Figure 5).

Fig. 5. Discrétisation de l’état du système par des
séquences variables

La représentation du système (5) sur un horizon d’échantil-
lonnage pour une séquence σk est donné comme suit:

xk+1 = Φσk
xk, k ∈ N (7)

où xk = x(τk) - l’état du système à l’instant τk

de début de l’horizon σk (voir Figure 6) et Φσk
=

Ã
(T

lk

k
)
Ã

(T
lk−1

k
)
. . . Ã(T 1

k
) - la matrice de transition selon une

séquence de l’horizon d’échantillonnage σk, de l’instant τk

à l’instant τk+1.

L’objectif du travail est de calculer à l’instant τk, le
prochain horizon d’échantillonnage σk qui sera appliqué
au niveau de l’échantillonneur pour garantir la stabilité.
De ce fait, et d’après l’équation (7), on remarque que cet
objectif revient à un problème de commande d’un système
linéaire à commutation [Liberzon et al. (1999)] [Lee and
Dullerud (2006)]. En fait, les systèmes à commutation
constituent une classe de systèmes dynamiques hybrides,
pour lesquels une loi logique indique un sous-système actif
parmi une famille de sous-systèmes à dynamique continue
[Zhang et al. (2009)] [Mason et al. (2007)].

Notre problème mathématique peut être exposé par:

Problème : Pour des pas d’échantillonnage Th ∈ Γ,
déterminer l’évolution de l’horizon d’échantillonnage en



fonction de l’état du système (7) à l’instant τk de début
d’horizon, c’est à dire, définir σk comme une fonction
f(x(τk)) (σk = f(x(τk))), de façon à garantir la stabilité
asymptotique.

3. RÉSULTATS

3.1 Théorème de stabilité

Pour assurer la stabilité asymptotique des systèmes dis-
crétisés avec des séquences d’échantillonnage variables sta-
bles par rapport à l’espace d’état (Figure 6), on considère
le Théorème 1.

Fig. 6. Schéma de bloc d’un système commandé par un
contrôleur numérique et échantillonné selon une loi
de commutation en fonction de l’état

Théorème 1.

Soit:

S̄lmax

lmin
= {σ ∈ Slmax

lmin
, ∃Pσ = P T

σ > 0; ΦT
σ PσΦσ − Pσ < 0}

le sous ensemble des séquences périodiques stables de
l’ensemble Slmax

lmin
tel que pour chaque σ ∈ S̄lmax

lmin
, Pσ vérifie

l’inégalité matricielle linéaire:

ΦT
σ PσΦσ − Pσ < 0. (8)

Considérons la fonction f : Rn −→ S̄lmax

lmin
définie par:

f(x) = argmin
i∈S̄

lmax

lmin

(xT ΦT
i PiΦix) ; x ∈ R

n. (9)

Alors le système:

xk+1 = Φσk
xk avec σk = f(xk) (10)

est asymptotiquement stable.

Preuve 1.
En appliquant le Lemme 2 de [Lee and Dullerud (2006)]
pour le système (10), une condition suffisante pour la
stabilité du système est donnée par l’existence d’une
matrice suite de P̃k ∈ R

n×n et des scalaires α, β, γ > 0
tels que ∀k ≥ 0:

αI ≤ P̃k ≤ βI et ΦT
σk

P̃k+1Φσk
− P̃k ≤ −αI.

Ceci implique qu’il existe une fonction V (xk, k) = xT
k P̃kxk

strictement décroissante.
Dans ce papier, on considère en particulier la fonction de
Lyapunov polyquadratique V : Rn × N −→ R

+:

V (xk, k) =
{

xT
0 Pσ0

x0 k = 0
xT

k Pσk−1
xk k > 0

(11)

avec Pσ = P T
σ ≻ 0 puisque σ ∈ S̄lmax

lmin
.

L’incrémentation de Lyapunov s’écrit:

∆Vk = V (xk+1, k + 1) − V (xk, k). (12)

• Pour k=0:

∆Vk|k=1 = xT
1 Pσ0

x1 − xT
0 Pσ0

x0. (13)

D’après l’équation (7) on a:

∆Vk|k=1 = xT
0 (ΦT

σ0
Pσ0

Φσ0
− Pσ0

)x0. (14)

D’où, en appliquant l’inégalité (8), on a, ∀ x0 6= 0,
∆Vk|k=1 < 0.

• Pour k>0:
L’incrément de Lyapunov s’écrit alors comme suit:

∆Vk = xT
k+1Pσk

xk+1 − xT
k Pσk−1

xk. (15)

D’où, d’après (7):

∆Vk = xT
k (ΦT

σk
Pσk

Φσk
− Pσk−1

)xk. (16)

D’autre part, l’équation (9) implique que ∀k ∈ N:

xT
k ΦT

σk
Pσk

Φσk
xk ≤ xT

k ΦT
σk−1

Pσk−1
Φσk−1

xk. (17)

Par la suite, et d’après les équations (16) et (17), on
constate que ∀xk 6= 0:

∆Vk ≤ xT
k

(
ΦT

σk−1
Pσk−1

Φσk−1
− Pσk−1

)
xk. (18)

D’où, d’après (8), ∆Vk ≺ 0, ∀xk 6= 0.

Donc, le système (10) est asymptotiquement stable.
Remarque 1. L’un des avantages de l’approche temps
discret est le fait que cette dernière permet de déterminer
une cartographie de l’espace d’état implicitement à partir
des fonctions de Lyapunov.
Remarque 2. Etant donné que le système continu est un
système Linéaire Invariant dans le Temps (LTI) pour toute
t ∈ [τk,τk+1), et si on considère que Γ est un sous-ensemble
borné, x(t) peut être exprimé sous la forme (voir Propotion
2 de [Fujioka (2009)]:

x(t) = Λ(t − τk)xk, ∀t ∈ [τk, τk+1) (19)

où Λ est un opérateur linéaire borné représentant la
matrice de transition du système de l’instant τk à l’instant
t.
Dans ce cas, la convergence des séquences ||x(τk)||k→∞

implique la convergence de ||x(t)|| pour t → ∞.

3.2 Algorithme de détermination de la loi de commutation

Pour déterminer la loi de commutation (9) du Théorème
1, on applique l’algorithme suivant:

Algorithme 1.

(1) Définir un ensemble Γ = {Γ1, Γ2, . . . , Γm} des pas
d’échantillonnage tel que Γi ∈ R

+, ∀i ∈ {1,. . . ,m};
(2) Pour les longueurs lmin et lmax définies par l’utilisateur,

chercher S̄lmax

lmin
(Γ) ⊂ S̄lmax

lmin
, le sous ensemble des

séquences stables de Slmax

lmin
;



(3) Calculer, pour chaque horizon σ ∈ S̄lmax

lmin
(Γ), les

matrices de Lyapunov Pσ de chaque séquence σ;
(4) Calculer la loi de commutation (9) en appliquant le

Théorème 1.

4. EXEMPLES

Pour mieux comprendre l’application de l’Algorithme
1 en pratique, on considère le système (10) décrit
par les matrices (6) et l’ensemble de valeurs données
Γ = {0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8}. Malgré le fait
qu’on ait déjà vu que l’intervalle de stabilité de notre
système est de la forme [Tmin, Tmax] = [0, 0.59], on re-
marque qu’on a choisi ici un ensemble Γ qui admet des
pas d’échantillonnage supérieurs à Tmax.

La Figure 7 présente la séquence d’échantillonnage Θ
formée par les horizons d’échantillonnage σk de longueur
lk ∈ [lmin, lmax] tel que lmin = 1, lmax = 3 et k ∈ N.
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Fig. 7. Variation des pas d’échantillonnage T i
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D’après cette Figure, on remarque que la séquence
d’échantillonnage est bien variable et que les horizons
d’échantillonnage sont de différentes longueurs lk ∈
{1,. . . ,m}. De plus, on constate que des pas d’échantillon-
nage non stabilisants, c’est à dire, supérieurs à Tmax, sont
bien utilisés pour assurer la stabilité asymptotique du
système (voir Figure 8).
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Fig. 8. Evolution de l’état du système pour des pas
d’échantillonnage variables des horizons σk de la Fig-
ure 7

La stabilité de ce système peut être vérifiée en se basant
sur le Théorème 1. La Figure 9 montre l’évolution de
la fonction de Lyapunov V (xk, k) = xT

k Pσk−1
xk qui est

décroissante et positive au cours du temps.

On implémente le module de contrôle sous un simulateur
de système d’exploitation en temps réel appelé TRUETIME

(voir Figure 10). L’implémentation du système dans cet
environnement se déroule en deux phases. Tout d’abord,
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Fig. 9. Variation de la fonction de Lyapunov

on applique les trois premières étapes de l’Algorithme
1 hors ligne. La dernière étape de cet algorithme, la
recherche de la loi de commutation, se fait en ligne: la
détermination de l’horizon d’échantillonnage s’effectue au
fur et à mesure de l’exécution en fonction de l’état.

Fig. 10. Bloc de simulation pour des séquences variables
stables dans l’environnement de TRUETIME

La Figure 11 présente les instants d’envoi des informations
de la part du bloc TRUETIME Send et de réception du
bloc TRUETIME Receive via un réseau à travers le bloc
TRUETIME Network. Cette Figure montre que ces instants
varient tout en assurant la stabilité asymptotique du
système (voir Figure 12).
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Fig. 11. Instants de transmission des informations au
niveau du bloc TRUETIME Network

Remarque 3. On remarque d’après les deux Figures 8 et
12.(b) que, pour les mêmes conditions initiales, l’état du
système n’admet pas la même allure. Ceci peut être ex-
pliqué par l’apparition de plusieurs perturbations (retard
de l’actuation du processus en temps réel, ...).
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Fig. 12. (a) - Variation du temps d’échantillonnage et (b) -
Variation de l’état du système contrôlé en temps réel
sur l’environnement de TRUETIME

5. CONCLUSION

Ce travail a concerné l’analyse de stabilité et la syn-
thèse des lois d’échantillonnage variables pour les systèmes
linéaires invariants dans le temps. Pour cette classe de
systèmes, il existe des outils permettant de garantir la sta-
bilité indépendamment de la séquence d’échantillonnage.
Cependant, les valeurs d’échantillonnage possibles sont
toujours bornées par la limite de stabilité des échantillon-
nages constants. Dans cet article, on a montré comment
tenir compte de l’évolution de l’état du système pour
mieux gérer l’échantillonnage. On a donc synthétisé un
ordonnancement dynamique en ligne. On a proposé une
cartographie de l’espace d’état basée sur les fonctions
de Lyapunov et qui définit l’évolution de la séquence
d’échantillonnage sur un horizon fini. Un nouveau critère
de stabilité à base de LMI a été défini. Le théorème de sta-
bilité obtenu est fondé sur des modèles discrétisés à com-
mutation. Cette approche permet d’augmenter l’intervalle
d’échantillonnage et de dépasser la limite de stabilité don-
née par un pas constant. L’algorithme développé est illus-
tré par des exemples numériques sur Matlab et TRUETIME.
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