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Weyl et les espaces a connexion, 19/04/2012, www.philo-bernard.fr

La relativité générale :
Révolution dans la philosophie de I’espace(-temps)

On fait un nouveau pas [dans la théorie de I'espace] quand on admet que
la meétrigue d’univers n'est pas donnée a priori, mais que la forme
guadratique qui la représente dépend de la matiére par des lois
invariantes. Ce n’est que lorsque ce pas est franchi qu’'on s’est élevé a une
théorie qui mérite vraiment le nom de théorie de la relativité générale. Elle
permet alors de résoudre le probléme de la relativité du mouvement.
[...]

Et ce n'est que si nous admettons cette théorie, que la gravitation
apparaitra comme une émanation du champ meétrique, car nous savons
par I'expérience que la gravitation est conditionnée par la répartition des
masses (loi d’attraction de Newton). C'est moins dans la condition
d’'invariance générale, que dans cette nouvelle étape, que nous parait étre
le noyau de cette théorie de la relativité généralisée

Espace-Temps-Matiere, 3¢ édition, p.192-193
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Le caractere dynamique de la métrique

Les relations meétriques possibles dans I'espace dependent du
contenu méme de I'espace (énergie-impulsion)

Les propriétés structurelles d’une portion d’espace varient d’un
lieu a un autre et d'un moment a un autre.

Weyl: Cela impligue une nouvelle articulation de la physigue et des
mathématiques dans la constitution du concept d’espace.

— urgence épistémologique

En quel sens?
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Roéle de la physique dans la geomeétrie du XlXe:
La sélection de « la bonne géométrie »

Distinction au Géométrie Géomeétrie
XIXe synthétique analytique
Euclidienne, Variétés
Hyperbolique, riemanniennes,
Elliptique, etc. (V. g, (X))
En termes de Géomeétrie a Géomeétrie a
courbure courbure constante courbure variable
Dans le langage de Géométrie a Géometrie de

Weyl distance contact
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Le statut de la géométrie différentielle au XIX®

La geométrie différentielle traite du contenu de
'espace (Mesures geodesiques de Gauss,...)

Hypothése de la constance de la courbure de
I’espace / de la mobilité d’un corps rigide
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Du XlIXe a Einstein...

L’hypothese de la constance de la courbure:

-- Hypothese physique
-- Condition de possibilité de la géométrie
-- Convention

-— La géomeétrie comme science de I'espace est synthétique
-— Partage des roles entre le physicien et le mathématicien en
geometrie

La réalité ne se tient pas dans I'espace comme
dans une caserne a loyers rectangulairement
homogene, devant laquelle tous ses difféerents
jeux de force pourraient passer tout en I'ignorant
(;) mais elle s’y tient au contraire comme
'escargot construit et agence Ilui-méme la W
matiere de sa maison.

L’analyse mathématique du probleme de /'espace, 7, p44



Casernes a loyers
‘Mietskasernen’
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Le programme de refondation:
La géometrie par contact

La transition de la géeometrie d’Euclide a celle de Riemann est
basée en principe sur la méme idée que celle qui a conduit [de la
physique des actions a distance] a la physique des actions par
contact [=physique des champs]
[...]
Le principe consistant a comprendre le monde a partir de son
comportement dans linfiniment petit est le motif épistémologique
qui dirige tant la physique des actions par contact que la
géométrie de Riemann [...]

Espace-Temps-Matiere, 38, p81
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De la physique a distance a la physique de contact

Loi de Coulomb (a distance)

_ p.T
F=— dl’
,[4115?'3

Lois de Maxwell (par contact)
(1) E{Z(E(X)) — 6 (cas électrostatique)

(2) div(E(x)) = p (cas électrostatique)
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Exemple de traduction possible du fini a I'infinitésimal:
Le rotationnel

.........
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L'équivalence entre les deux points de vue ne valait que parce que:
1) On se place dans un cas statique. En général:
— — 10B
rot(E)(X) =——
c ot
2) On pose l'annulation du potentiel a I'infini

Le cas geénéral nécessite de passer au point de vue par contact.

Conclusions de Weyl:
- Les lois fondamentales sont les lois « par contact »
- Pour dépasser la physique du XiXe, il ne faut pas seulement

penser le contenu de I'espace, mais I'espace(-temps) lui-méme
comme ayant des propriétés se propageant par contact.
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La géometrie de contact [Nahegeometrie]

Fixer a priori I’'infinitésimal
Laissé indéterminées les structures a distance finie (»>Physique)

Ce qui est fixé a priori (Essence de I'espace):

1) La structure locale des relations spatiales
(sur les espaces tangents)

2) Le mode de connexion qui lie un espace tangent a ses voisins



La géomeétrie de contact

I/ >
(7 /7

X P

—

Les espaces infinitésimaux locaux
(espaces tangents) tous isomorphes

La connexion qui spécifie la facon dont sont

connectés ensembles ces espaces

/> infinitésimauyx, i.e. comment les structures
géomeétriques sont transportés d'un point a un
voisin infiniment proche.
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L’apport de Weyl aux connexions

La construction de la géométrie infinitésimale riemannienne a, au cours
des derniéres annees, beaucoup gagné en simplicité et en clarté grace au
concept de déplacement paralléle infinitésimal d’'un vecteur, découvert par
Levi-Civita. Levi-Civita I'a introduit en s’appuyant sur I'hypothese que
'espace riemannien R pouvait étre plongé dans un espace euclidien E
ayant un nombre supérieur de dimensions. [Weyl décrit le procédé] Un tel
procéde, étant déterminé uniquement par le champ métrique de R, se
trouve étre indépendant des conditions de son plongement dans E. J'ai
donné une caractérisation intrinséque naturelle de ce concept et je dois
maintenant la décrire.

H.Weyl, L’analyse mathématique du probléme de I'espace, 2e Conférence, p11
g’u = gu + dgu
avec dgr= It 5(x) dx* &P

1 e (0900 | 090 () 0935 ()
j“#aﬁ[x)=—§g (x]( érx;.: + Bjtf B ér;“ )

en dg, =0

Weyl: la connexion de Levi-Civita, une notion batarde



La géométrie de contact : Strate affine

Les espaces tangents de la variété
[ différentiable

/> La connexion ?
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. DEFINITION DE LA CONNEXION AFFINE

1) Une connexion affine au point P doit établir un isomorphisme
linéaire entre I’espace tangent en P et chacun des espaces
tangents voisins.

Dans son transport du point P(x) a Q(x+dx), le vecteur &+ devient :
g =&t + dgv(dx)
avec der(dx)=da+ (dx) &~
(pas nécessairement &+ dg, = 0)
2) Annulation de la connexion

Dans un systeme de coordonnées :

di# =0 (uniformément en dx).

— da#, dépend linéaire de dx:  dgr= T+ 5(x) dx*&P (I" sym. en af)
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La courbure affine

Quand on déplace &+
sur un chemin fermé il
devient:

gh= gt AR

Que vaut Ag*?

/

Sur un parallélogramme
infinitésimal Axk = dxidoxX - dxkéx:

AgH = FH; B AXK

Avec (ar; oy

Fige= | = ]+(rﬁr;-r;;r;)
i k

En général, AGH vaut:

[ oFi (& Ax"



La géomeétrie de contact : Strate Métrique

Les espaces tangents sont munis
d’une classe d’équivalence [g,,]

90=9

Si 0, (X)=0,,,()*A(X)

N

La connexion métrique?
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DEFINITION DE LA CONNEXION METRIQUE

1) Une connexion meétrique au point P doit établir une transformation
linéaire (dilatation/contraction) des longueurs entre I’espace
tangent en P et chacun des espaces tangents voisins.

Dans son transport du point P(x) & Q(x+dx), la longueur | devient :

I'= 1+ dl(dx)
Avec dlI (dx)=-I * do(dx)
ou d¢ est un facteur de dilatation/contraction infinitésimale quelconque

2) Annulation de la connexion

Dans un systeme de référence (sdc+jauge) :
d ¢ =0 (uniformément en dx).

— d ¢ dépend linéairement de dx: do = ¢, dx«

b, se comporte comme un vecteu&coavfriant lors d’'un changement de

coordonnées, et devient '_Z*§ lors d’'un changement de jauge



Weyl et les espaces a connexion, 19/04/2012, www.philo-bernard.fr

La courbure meétrique

Quand on deéplace |
—> sur un chemin fermé
elle devient:
=1+ Al

Que vaut Al?

Sur un parallélogramme
infinitésimal Axk = dxidoxX - dxkéx:

ovee o %
L ox*  ox!

En général, Al vaut:

| *” D fik (X)Axik
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Les liens entre la connexion affine et la connexion métrigque

\ o . : : : . )
\\ Unicité de la connexion affine pour une connexion meétrique donnée

Cette connexion affine vaut alors:

1(6q. & og. 1
_ O n Our _ a?('k +E[gir¢k+gkr¢i _gik¢r]

wo2lex, ox

r

La courbure affine F Se décompose alors de fagon unique en la
courbure métrique (rotationnel des longueurs) et un nouveau tenseur F* qui
est une sorte de (rotationnel des directions) de vecteurs.

w1

H __ i * SH
H uk —— 5‘/ flk



Weyl et les espaces a connexion, 19/04/2012, www.philo-bernard.fr

Autres themes concernant les apports de Weyl aux connexions

On pourrait développer aussi:
1) Le paralléle avec Elie Cartan

2)

Trajectoires des Propagation de la
corps massifs lumiere

\ + / Gravitation
(Einstein 1915)
Gravitation

Géomeétrie +
physique Electromagnétisme
(Weyl 1918)
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Et retour a la philosophie...

Py
\ Weyl
. Y ey i Mathématiques
Philosophie * R !
AN /! ~]<: I
\\‘ ll \\\ I
S’ \~~~',/

Mathématiques Physique

L'infinitésimal Le finiment éloignée

Comment justifier épistémologiquement ce partage des taches?
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Justification épistémologique de la géeométrie de contact

Refus de I’'empirisme radical.

Teélé-scepticisme fondé sur une conception du sujet comme sujet
incarné situé ponctuellement.

Un idéalisme transcendantal tres fort dans l'infinitésimal:
L’analyse mathématique du probléme de I'espace

Des exigences de la Raison pure:

- homogénéité de I'espace

- Le principe de relativité de la mesure

- La bonne articulation des différentes strates géometriques
- La liberté de la connexion

La géométrie de contact est LA bonne géométrie, la seule répondant a
ces exigences rationnelles.



