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FONTI DI USO FREQUENTE E LORO SIGLE

I titoli degli scritti degli autori classici sono abbreviati come nel Liddell-Scott-Jones; le pagine sono quelle
delle edizioni menzionate nell’indice dei passi citati, ivi identificate dal nome dell’editore. Le abbreviazioni
dei titoli delle opere matematiche sono autoevidenti; alle proposizioni ¢ fatto riferimento tramite libro e numero,
come ad esempio «El. III1.15». La Collectio di Pappo ¢ citata per libro e capitolo dell’edizione di Hultsch. Se
privi d’indicazione d’opera, i riferimenti sono a libro.proposizione dell’edizione di Heiberg degli Elementi, ad
esempio VIL.34. Inoltre, def sta per definizione, post per postulato, nc per nozione comune, alt per
(dimostrazione) alternativa. Un porisma (= corollario) ad una proposizione numero x ¢ denotato da xpor, un
lemma che si trovi tra le proposizioni di numero x e y dal simbolo x/y. Nel caso vi siano pill gruppi di definizioni
nello stesso libro, pill lemmi tra due proposizioni o pitt dimostrazioni alternative, questi sono numerati con cifre
romane per le definizioni e i lemmi, arabe per le alternative: X.defll sono le definizioni seconde del libro X,
28/291I ¢ il secondo lemma tra le proposizioni 28 e 29, 28alt2 la seconda dimostrazione alternativa della
proposizione 28. Si ricordi che gli Elementi terminano con un lemma; ¢ stato indicato con 18/19 pur non
essendoci la proposizione 19. Fonti che ricorrono frequentemente sono citatate secondo le sigle seguenti, seguite

da «volume, pagina.riga», come in AOO 11, 128.12-16:

AGE: Apollonii Pergaei quae graece exstant, cum commentariis antiquis, edidit et latine interpretatus est J.L.
Heiberg. 2 vol. Leipzig, B.G. Teubner 1891-93.

AOQO: Archimedis opera omnia, cum commentariis Eutocii, iterum edidit J.L. Heiberg. 3 vol. Leipzig, B.G.
Teubner 1910-15.

DOO: Diophanti Alexandrini opera omnia cum graeciis commentariis, edidit et latine interpretatus est P.
Tannery. 2 vol. Leipzig, B.G. Teubner 1893-95.

EE: Euclidis Elementa, post J.L. Heiberg edidit E.S. Stamatis. 5 vol. Leipzig, B.G. Teubner 1969-1977.

EOO: Euclidis Opera Omnia, ediderunt J.L.. Heiberg et H. Menge. Vol. VI: Euclidis Data, cum commentario
Marini et scholiis antiquis, edidit H. Menge (1896). Vol. VII: Euclidis Optica, Opticorum Recensio
Theonis, Catoptrica, cum scholiis antiquis, edidit J.L. Heiberg (1895). Vol. VIII: Euclidis Phaenomena et
Scripta Musica, edidit H. Menge. Fragmenta, collegit et disposuit J.L. Heiberg (1916). Supplementum:
Anaritii in decem libros priores Elementorum Euclidis commentarii, edidit M. Curtze (1899). Leipzig, B.G.
Teubner.

HOQO: Heronis Alexandrini opera quae supersunt omnia. Volumen I. Pneumatica et Automata, recensuit G.
Schmidt (1899). Volumen II. Mechanica et Catoptrica, recensuerunt L. Nix et W. Schmidt (1903). Volumen
IIl. Rationes dimetiendi et Commentatio dioptrica, recensuit H. Schoene (1903). Volumen IV. Heronis
Definitiones cum variis collectionibus. Heronis quae feruntur Geometrica, edidit J.L. Heiberg (1912).
Volumen V. Heronis quae feruntur Stereometrica et De mensuris, edidit J.L. Heiberg (1914). Leipzig, B.G.
Teubner.

iA: Commentaires de Pappus et de Théon d’Alexandrie sur I’Almageste, texte établi et annoté par A. Rome.
Tome I. Pappus d’Alexandrie, Commentaire sur les livres 5 et 6 de I’Almageste. Studi e Testi 54 (1931).
Tome II. Théon d’Alexandrie, Commentaire sur les livres I et 2 de I’Almageste. Studi e Testi 72 (1936).
Tome I1I. Théon d’Alexandrie, Commentaire sur les livres 3 et 4 de I’Almageste. Studi e Testi 106 (1943).
Citta del Vaticano, Biblioteca Apostolica Vaticana.

iE: Procli Diadochi in primum Euclidis Elementorum librum commentarii, ex recognitione G. Friedlein. Leipzig,
B.G. Teubner 1873 (ristampa: Hildesheim, Georg Olms Verlag 1992).

POO: Claudii Ptolemaei opera quae exstant omnia, Vol. I. Syntaxis mathematica, edidit J.L. Heiberg. 1 vol. in 2
parti (1898-1903). Vol. II. Opera astronomica minora, edidit J.L. Heiberg (1907). Leipzig, B.G. Teubner.
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I SILENZIO DEI GRECI

L O scopo di questo libro ¢ fornire una descrizione per quanto possibile completa dello stile
dimostrativo' della matematica greca e della sua prassi deduttiva: in poche parole, cosa “fanno”,
e quali risorse linguistiche impiegano, i matematici greci quando dimostrano un risultato. Cerchero
inoltre di mostrare se e in che modo la loro soluzione a questo fondamentale problema espressivo
possa essere messa in parallelo con le elaborazioni delle scuole logiche antiche, in particolare quella
stoica. Il lettore non deve quindi attendersi che tesi storiografiche forti siano prospettate o anche solo
discusse: il filo conduttore ¢ semplicemente lo studio sistematico di una pratica stilistica. La
trattazione ¢ divisa in due parti. L’oggetto della prima ¢ il sistema di inferenze che costituisce una
proposizione matematica: passaggio da inferenza a condizionale, esposizione, logica delle relazioni,
dimostrazioni potenziali. La seconda parte descrive la struttura microscopica di una proposizione
matematica, cio¢ la messa in opera di costrutti inferenziali oppure proposizionali non semplici per
mezzo di singoli termini o, al massimo, di brevi sintagmi: uso dei connettori, espressioni atte a
rinforzare la generalita di un enunciato, particelle di vario genere.

Nei testi matematici greci non si fa mai menzione di questioni logiche o metodologiche. Le lettere
prefatorie, che accompagnavano I’invio di molti trattati, descrivono il contenuto o affilano alcune
punte polemiche’. A fortiori nessun cenno & dato trovare alla logica soggiacente o alla giustificazione
di certe scelte linguistiche o pratiche deduttive. Né la situazione & migliore in campo opposto:
rarissimi sono i riferimenti alla matematica in opere logiche, limitandosi in sostanza a una serie seppur
corposa di passaggi aristotelici e a Galeno nella sua Istitutio logica, e pochissimi i filosofi con
penchant logico-metodologico di cui sia noto che si occuparono di questioni matematiche; tra questi
spicca Posidonio, delle cui riflessioni ci € perd giunto ben poco. Indagando la struttura fine di trattati
come gli Elementi, pero, ci si accorge rapidamente della persistenza di strutture logiche ben definite.
Esse presentano somiglianze sorprendenti o addirittura identita di formulazione con alcune tra quelle
introdotte in ambito dialettico, specialmente ad opera dell’antica Stoa. Viene naturale chiedersi se si
tratti di coincidenze, e, qualora cosi non fosse, se ci sia possibile determinare una direzione
privilegiata di influenza. Una prima difficolta risiede nel fatto che non sempre si riesce a stabilire quali
elaborazioni siano dovute a Crisippo e quali a Stoici a lui successivi, ed a volte non ¢ neanche chiaro
se certe dottrine fossero realmente stoiche o no: il pensiero della prima Stoa ci ¢ giunto quasi
esclusivamente tramite testimonianze indirette, e le fonti pill corpose per le dottrine logico-dialettiche
non risalgono a prima del II secolo dell’era volgare: sono costituite da certe sezioni delle Vitae di
Diogene Laerzio, dalle opere di impianto scettico di Sesto Empirico e dai trattati di alcuni grammatici,
ad esempio Apollonio Discolo. Situazione opposta per quanto riguarda la dottrina aristotelica. Le
opere logiche “originali” ci sono pervenute e sono intessute di esempi tratti dalla matematica, ma il
sillogismo aristotelico nella sua formulazione finale & particolarmente inadatto a catturare le strutture
inferenziali tipiche della matematica greca.

D’altra parte, il periodo in esame vede la scienza della logica in statu nascendi, e non possiamo
certo assumere, come d’altronde non possiamo farlo ora, che da qualche parte fosse stata elaborata la
logica, per quento quella di Crisippo fosse concordemente ritenuta la logica degli Dei. E dunque
ametodico trascurare come hanno fatto sinora gli interpreti (con 1’unica eccezione di Mueller 1974, ma
per emettere un giudizio di indipendenza reciproca che ha pesato su tutto 1’approccio esegetico
successivo) il solo esempio veramente corposo di deduzioni dispiegate per cercare di ricostruire una

' La qualificazione & essenziale in quanto non si tratta dell’unico codice stilistico in uso; si veda Acerbi 2012b.
% Tra le rare eccezioni vi sono le discussioni archimedee per giustificare 1’uso da parte sua di un particolare lemma (si veda ad
esempio la lettera prefatoria a Quadr.) e le procedure di quadratura descritte in Meth.
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parte del contesto in cui le due grandi scuole logiche antiche si svilupparono. C’¢ di piu: se ¢ vero che
tra alcune formulazioni raccomandate dalla logica stoica e certe strutture logiche impiegate dai
matematici sussistono somiglianze o identita di formulazione, ¢ altrettanto vero che si registrano
divergenze notevoli, in particolare nell’identificazione delle strutture argomentative ritenute,
esplicitamente nel primo caso e implicitamente nel secondo, valide. In altri termini, la pratica
matematica si costituisce a sistema logico indipendente e autocontenuto, una vera e propria “terza
scuola”.

Occorre ovviamente operare una selezione nel corpus antico, e la scelta degli Elementi come
campione di cui analizzare la sintassi logica ¢ la piu naturale. Alcuni problemi che il testo ci porra
potranno essere risolti soltanto ricorrendo alle varianti manoscritte o alla tradizione testuale indiretta,
costituita dalle traduzioni arabo-latine. Studi recenti mostrano che queste ultime sono necessarie per
ogni tentativo di ricostruire un testo piu vicino a quello originale. Per questo motivo, oltre che per
fissare una serie di convenzioni e per discutere la misura degli interventi redazionali antichi, la
prossima sezione offre una sintetica storia del testo degli Elementi.

Il lettore trovera anche discussioni sulla pratica logico-linguistica archimedea ed apolloniana e dei
Data euclidei. La mia scelta di escluderli dal campionamento sistematico ¢ deliberata. In primo luogo,
la lingua archimedea ¢ troppo idiosincratica e arcaizzante dal punto di vista logico-lessicale. Cio ¢ del
massimo interesse se cerchiamo di ricostruire come venisse scritta la geometria pre-euclidea, ma in
questo studio sard interessato a come si formo uno stile matematico, cio¢ una pratica condivisa.
Apollonio va escluso per il motivo opposto: troppo geometrica, troppo poco semplice la sua
matematica per non doversi ingenerare tensioni linguistiche, troppo disuguale il suo stile, troppo
impegnato 1’autore a riflettere sullo stile tradizionale per non essere allusivo, sottilmente variante —
infine, troppo incombente il sospetto che molto di quanto leggiamo sia stato riscritto da Eutocio o
risenta della collazione di versioni divergenti. I Data sono il luogo deputato di uno stile rigidissimo e a
mio avviso sostanzialmente intatto, ma sono troppo poco variati quanto al contenuto e alla molteplicita
formulare per fornire campioni non distorti.

Dovendo indagare la pratica linguistica della matematica greca, si pone un problema di metodo: si
puo dire che negli Elementi si usi un certo tipo di logica, se ’'unica evidenza sono dati statistici? — e si
tenga presente che anche una regolarita che non ammette eccezioni di fatto & solo un dato statistico. E
perd vero che il puro uso sistematizzato ci mette a disposizione un significato: cid che la pratica
scientifica effettiva mostra ¢ la base migliore per ricostruire le sue categorie concettuali di riferimento.
Un tale modo di procedere non costituisce ovviamente una novita. Le cosiddette leggi grammaticali,
metriche, filologiche si sono costituite su basi statistiche e d’uso condiviso’, e solo in un secondo
momento intervennero eventualmente istanze regolative. I limiti dell’approccio erano evidenti gia agli
scettici pirroniani (si leggano le critiche in Sesto Empirico, M 1.221-227): ¢ I'unico possibile che abbia
una parvenza di scientificita in caso di indagine che verta su dati di fatto e proprio per questo risulta
sostanzialmente tautologico.

Un problema enorme e non immediatamente sormontabile si pone a chi studi le opere matematiche
antiche sotto I’aspetto della pratica argomentativa: nessun testo ¢ completamente affidabile se
pretendiamo di andare oltre un certo grado di finezza di analisi. Non bisogna perod pensare che questi
dati di fatto debbano condurre ad uno scetticismo generalizzato da cui concludere che i testi che
leggiamo sono prodotti tardo-antichi, dai quali possiamo salvare si e no alcuni «contenuti». Una serie
di considerazioni ci aiuta ad uscire dalla paralisi. Primo, in anni recenti, e in particolare grazie allo
studio della tradizione arabo-latina dei testi greci, sono stati sviluppati metodi abbastanza raffinati atti

? Sulle ultime citate si vedano le considerazioni in Pasquali 1998, 49-66. Ovviamente, gli hapax costituiscono un nodo
irresolubile in questa prospettiva.
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a reperire i differenti strati testuali. Secondo, ben difficilmente una forma logica e argomentativa cosi
irregimentata come quella adottata nelle opere matematiche greche potrebbe essere la forma finale di
una successione di riscritture posteriori, oppure il frutto di una sistematizzazione puntuale. Tutto il
corpus matematico antico ¢ scritto allo stesso modo, e la rigidita del linguaggio formulare si ritrova
negli Elementi come negli Sphaerica di Teodosio. Terzo, si apprendeva a scrivere matematica facendo
matematica, ed esercitandosi con lo studio dei trattati elementari pit importanti; la cogenza degli
argomenti matematici veniva anche percepita grazie alla rigidita delle strutture linguistiche impiegate.
E quindi plausibile che la forma espressiva peculiare tendesse ad autoriprodursi anche su scale
temporali di parecchi secoli. D’altro canto, uno stile si crea quando si ha a disposizione un modello, e
cio ¢ particolarmente vero nel mondo greco, dove la dittatura del testo canonico ¢ pil forte che in altre
civilta. Ebbene, gli Elementi furono sempre esplicitamente addidati a modello. Resta il fatto che non
possiamo assumere che il testo sancito pil di un secolo fa nell’edizione teubneriana rifletta
esattamente [’originale; la prossima sezione ne delinea la complessa tradizione, sia diretta che
indiretta, indicando come verranno utilizzate entrambe nel presente volume.

CENNI DI STORIA DEL TESTO DEGLI ELEMENTI

Il curatore dell’edizione critica di riferimento degli Elementi (1883-88), J.L.. Heiberg, identifico due
recensioni differenti. La prima ¢ contenuta nel solo Vatr. gr. 190 (siglum P), il pit antico manoscritto
degli Elementi e uno dei piu antichi codici in minuscola conosciuti. I manoscritti greci restanti sono
denominati teonini per il fatto di contenere tutti la €k8oots di Teone di Alessandria, come risulta dalle
sottoscrizioni ai vari libri degli Elementi. L’unico altro indizio esterno in favore di questa
identificazione ¢ la presenza in essi di una proposizione, posta di séguito a VI.33, che, nel proprio
commento all’Almagesto, Teone stesso dichiara di aver aggiunto «nella [propria] edizione degli
Elementi alla fine del sesto libro» (iA, 492.7-8). I manoscritti teonini anteriori al XIII secolo, e gli
unici collazionati estensivamente da Heiberg, sono: Bodleianus D’Orville 301 (siglum B), Laur. Plut.
28.3 (F), Vindob. phil. gr. 31 Nessel (= 103 Lambeck; V), Bon. A 18-19 (b), i Par. gr. 2466 e 2344 (p
e q), Vat. gr. 1038 (v), Scorial. ® 111 5 (S).

Il manoscritto P utilizza come testo di base una recensione differente da quella teonina, ma in
un’annotazione marginale del copista leggiamo che il teorema XIII.6 ¢ assente «nella maggior parte
[dei mss.] della nuova edizione mentre si trova in quelli della vecchia» (EE IV, 144.19 in app.). La
proposizione in questione manca in effetti in b e (. Lo stesso copista afferma, in margine a XI.38
vulgo, che «la 35 (sic) non ¢ recata in alcuni antigrafi» (ivi, 192.16 in app.), ed infatti la proposizione
XI1.38 vulgo manca in b. Queste testimonianze, e le peraltro poche varianti di T che la prima mano di
P riporta in margine, mostrano che il copista aveva a propria disposizione esemplari di due recensioni
differenti, a meno di non supporre che questi marginalia fossero gia tali nell’antigrafo. E percio
erroneo asserire che P contiene un’edizione non-teonina pura — solo il suo antigrafo di riferimento era
tale — e che il suo copista ha accesso alle due recensioni: ha accesso a rappresentanti di due recensioni
che con un certo grado di plausibilita identifichiamo con le due famiglie di Heiberg.

In ogni caso, la conclusione si impose ad Heiberg che P offra un testo piu vicino all’originale: da
qui la decisione di privilegiarlo nella costituzione del testo critico: egli dichiara di seguire
eventualmente i teonini, a parte interpolazioni evidenti in P, solo nelle varianti adiafore (EE V,1,
xxxii-xxxv). In realta, le differenze tra P e T sono poco piu che trascurabili dal punto di vista
matematico: la grande massa delle varianti mira a normalizzare lessico e sintassi (ivi, xxxix-lviii). La
preminenza esclusiva di P va quindi considerata in certa misura frutto di una scelta indipendente da
un’analisi completa e non aprioristica delle varianti.
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Un’edizione di un testo matematico, in realta, differisce molto da quella di un testo letterario. La
critica interna permette quasi sempre di risolvere in modo coerente gli eventuali problemi causati da
corruzione meccanica o da errore di copista, in modo da restituire un testo matematicamente sensato.
Il tipo di varianti cui ¢ interessato 1’editore di scritti matematici, se vuole ricostruire la storia del testo,
¢ pertanto di taglia differente da quelle di opere di altri generi, e legato alla constatazione che i trattati
matematici non venivano semplicemente letti, ma usati e ripensati da matematici: il vero problema
sono quindi le alterazioni volontarie del testo. Tra queste, le varianti lessicali e sintattiche non
incidono praticamente mai sul contenuto matematico, e possono risultare rilevanti solo per chi, come
chi scrive, si interessi al linguaggio formulare della matematica greca e alla logica ad esso
soggiacente. Il punto delicato consiste nelle varianti macroscopiche: segmenti di testo o intere
proposizioni che possono essere stati aggiunti o riscritti da editori posteriori per motivi che possono
essere estremamente variabili.

La tradizione degli Elementi presenta, tra le opere matematiche antiche, il campionario pil ricco di
alterazioni di questo genere: materiale aggiunto o soppresso, cambiamenti d’ordine di principi o
proposizioni, cambiamenti di ruolo (ad esempio da porisma a proposizione), fusione di due
dimostrazioni o separazione di una in due, sostituzione di dimostrazioni, dimostrazioni alternative,
aggiunta o soppressione di casi all’interno della stessa proposizione — e, ad un livello piu fine,
inserimento di clausole esplicative (spesso posposte), abbreviazione di passaggi. Sono ad ritenersi
sospetti a priori quegli elementi testuali che tendano a perfezionare, o ancor peggio a saturare, la
struttura deduttiva in maniera “non naturale”: lemmi, corollari, spiegazioni posposte, casi addizionali
di proposizioni, dimostrazioni alternative. Chiaramente, qui il problema risiede nel cosa si consideri
“naturale” da un punto di vista deduttivo, ma la ricca tradizione indiretta permette di andare ben oltre
le scelte di Heiberg, che aveva correttamente condannato come inautentico, sulla base della sola
tradizione greca, una parte di materiale dei tipi appena menzionati.

Tra 1 manoscritti greci spicca il Bon. A 18-9. Esso presenta un testo particolarmente divergente, pill
stringato e privo di una proposizione, anche se limitatamente alle ultime quattro proposizioni del libro
XI e all’intero libro XII. Tali divergenze trovano un riscontro nella tradizione indiretta arabo-latina.
Conosciamo, contenuta in due soli manoscritti, anche una traduzione latina direttamente dal greco
(Murdoch 1966 e Busard 1987), eseguita dalla scuola siciliana che fiori nel terzo quarto del XII
secolo: ¢ la migliore delle traduzioni medievali ma ebbe scarsissima diffusione; forse fu nota a
Leonardo Pisano. Il testo greco utilizzato era sicuramente teonino, ma non presenta parentele dirimenti
con nessuno dei manoscritti greci noti.

La tradizione araba ed arabo-latina degli Elementi ¢ di gran lunga la pitt complessa. Furono eseguite
pil versioni in arabo, nel quadro del movimento di traduzione che fu all’origine della nascita della
scienza araba. Tutto le notizie che abbiamo concordano a farci ritenere che i traduttori impegnati
fossero molto fedeli alle fonti greche. Gli stessi autori arabi distinguevano con puntiglio fra le
traduzioni ed altri prodotti di letteratura matematica eventualmente risalenti alle stesse fonti, come le
recensioni, le revisioni o i compendi. Gli Elementi furono ovviamente tra i primi ad essere tradotti, e
pil volte, prima ad opera di al-Hajjaj (due versioni sensibilmente differenti, la seconda delle quali «piu
concisa ed in forma abbreviata»; cfr. Djebbar 1996, 96-8), poi di Ishaq ibn Hunayn (morto a Baghdad
nel 910-1), rivista in séguito da Thabit ibn Qurra (ca. 824-901). La versione di Ishaq-Thabit ¢
conservata; quella di al-Hajjaj ¢ ricostruibile in parte per mezzo di riferimenti e notizie contenuti in
commentari posteriori, singoli manoscritti dell’altra versione o ulteriori traduzioni. Sfortunatamente,
non esiste ancora un’edizione critica degli Elementi in arabo, e a dire il vero neanche un regesto
definitivo dei manoscritti. Edizioni parziali dei libri V e VII-IX, non pubblicate, non tengono conto di
alcuni manoscritti importanti (Engroff 1980 e De Young 1981). Quelli tenuti in conto mostrano che la
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tradizione araba si ripartisce in due famiglie, chiamate A e B, la cui consistenza varia pero da libro a
libro. In ogni caso, essa si caratterizza in modo netto in termini strutturali: oltre ad altri tipi di varianti,
essa presenta un testo meno ricco di quella greca. Tra definizioni, proposizioni, lemmi, porismi e
dimostrazioni alternative vi “mancano” pit di 100 unita testuali.

Le versioni arabe furono tradotte in latino nel corso del Medioevo, e queste traduzioni a loro volta
compendiate oppure ampliate (Clagett 1953). Le due traduzioni primarie sono quella di Gerardo da
Cremona (Busard 1984, siglum G), eseguita non prima del terzo quarto del XII secolo, e quella di
Adelardo di Bath (Busard 1983, siglum A), che risale al secondo quarto del XII secolo. Gerardo offre
ben di pili, dato che esegui collazioni su rami differenti della tradizione e riporta le varianti citando
spesso la fonte. Le due versioni latine presentano divergenze strutturali e linguistiche cospicue; queste
sono quasi sempre spiegabili in termini della divergenza tra le versioni di al-Hajjaj e di Ishag-Thabit
come vengono descritte concordemente dagli autori arabi. Adelardo potrebbe quindi aver attinto a
copie contenenti stralci della prima versione. Redazioni compendiate sono le cosiddette Adelardo II
(Busard, Folkerts 1992) e Adelardo III (Busard 2001), mentre quella di Ermanno di Carinzia contiene
svariate dimostrazioni scorciate dal traduttore (Busard 1967-72). L’edizione di Campano, infine, & piu
propriamente una recensione basata su una varieta di fonti (Busard 2005).

Il problema del peso da dare alla tradizione indiretta degli Elementi fu sollevato nel periodo in cui
Heiberg stava preparando 1’edizione critica del testo greco. Gli studiosi in gioco furono M. Klamroth
(1881), che sottolineava la fedelta dei traduttori arabi e vedeva un indice di conformita all’““originale”
nella maggiore asciuttezza della tradizione araba, e lo stesso Heiberg (1884), che negava fiducia ai
traduttori e interpretava le assenze di materiale come vere e proprie lacune deduttive. Heiberg risolse
rapidamente, e a dire il vero piuttosto tendenziosamente, il contenzioso in favore della superiorita
della tradizione greca. In piu, egli gioco sporco nei prolegomena critica alla propria edizione degli
Elementi, redatti dopo I’articolo del 1884: buona parte del materiale greco che aveva addotto nel 1884
per mostrare che quello arabo era un ramo della tradizione degenere in quanto lacunoso fu da Heiberg
stesso relegato in appendice all’edizione in quanto spurio, senza che questo lo inducesse a
riconsiderare la propria posizione. Egli liquida dunque la tradizione araba in una manciata di pagine
(EE V1, Ixxiv-Ixxvi): la versione pill concisa di El. XI1.36-XI1.17 contenuta nel manoscritto b sarebbe
una recensione bizantina ai limiti dell’epitome; le traduzioni arabe, che sono molto vicine a quella
versione nella parte del testo in cui b diverge, condannate sulla stessa base.

Klamroth e Heiberg conoscevano pero solo una parte molto limitata della base di dati attualmente a
disposizione. La questione ¢ stata riaperta recentemente da uno studio di Knorr (1996), che si ¢
concentrato su El. XI1.36-XI1.17 confrontando il testo di PT con quello di b e delle traduzioni latine
medievali. In effetti, la fedelta dei traduttori latini dall’arabo permette di assumere le loro versioni
come surrogato di quelle originali, specialmente in mancanza di un’edizione degli Elementi in arabo.
Knorr ebbe I’intuizione di scegliere, guidato ovviamente da b, una parte di testo in cui le traduzioni
latine non differiscono apprezzabilmente né tra loro né da b, ma ne trasse estrapolazioni indebite alla
totalita degli Elementi. In realta, le versioni di Adelardo e Gerardo sono quasi sempre
apprezzabilmente differenti, ed inoltre i testi degli Elementi nelle tradizioni greca e arabo-latina
divergono in grado estremamente variabile da libro a libro. La divergenza ¢ massima appunto per il
libro XII, dove le versioni (arabo-)latine hanno un testo molto vicino a quello di b nella parte in cui
questo manoscritto si discosta dal resto della tradizione greca (tra 1’altro, uno scolio in P presuppone
I’assegnazione di lettere di b!; cfr. EE V2, 285.15-286.19). L accordo termina perd con XII.12 e non
si estende a tutto il libro, dato che, al contrario di b, la tradizione arabo-latina non ha le proposioni
XII.13-4. L’analisi del libro X conferma la presenza di varianti strutturali importanti, in grandissima
maggioranza sotto forma di aggiunte — molti lemmi, diverse proposizioni e qualche porisma — nella
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sola tradizione greca, ma mostra che la tradizione latina medievale non ¢ per niente omogenea
(Rommevaux et al. 1999, e Vitrac 1990-2001 III, 381-399 e passim). Nel caso del libro V, invece, le
varianti strutturali, per quanto presenti, sono di portata minore, mentre interessanti intrusioni
linguistiche nel testo greco hanno modificato il senso matematico di molte asserzioni concernenti la
generalita di applicazione della famosa definizione 5 (Acerbi 2003).

Gli studi mettono in rilievo tre dicotomie fondamentali all’interno del materiale: 1) quella tra P e i
manoscritti teonini, la meno marcata dal punto di vista delle varianti strutturali; 2) quella all’interno
delle tradizioni latine medievali, Adelardo da una parte ¢ Gerardo da Cremona dall’altra, che riflette
probabilmente le differenze tra le traduzioni primarie di al-Hajjaj e di Ishag-Thabit e che offre pil
varianti della prima; 3) infine quella tra 1’edizione di Heiberg e la tradizione arabo-latina,
caratterizzata da un’ingente massa di varianti. La prima dicotomia coinvolge un numero limitatissimo
di unita testuali, e non offre nessuna sostituzione di dimostrazione, nessun cambiamento d’ordine,
nessun lemma che compaia in un ramo e non nell’altro. Nel caso di doppie dimostrazioni, queste si
trovano nello stesso ordine in P e in T. La seconda dicotomia si riduce a zero per i libri stereometrici’,
coinvolgendo nel resto poco meno di 20 definizioni, una decina di proposizioni e 2 corollari. Il
fenomeno pil saliente ¢ 1’elevato numero di dimostrazioni alternative raccolte da Gerardo nella sua
traduzione. Quanto all’ultima dicotomia, essa coinvolge I’esistenza o meno di una ventina di
definizioni ed altrettanti porismi e di una buona dozzina di proposizioni, molti cambiamenti d’ordine,
quasi tutte le sostituzioni di dimostrazione, ed infine, ovviamente’, tutto il materiale «aggiuntivo».
Quest’ultimo fu in buona parte relegato da Heiberg nelle appendici (cosi la massa di dimostrazioni
alternative) sulla base di altri criteri, ma include anche molto materiale rimasto nel testo critico
principale, come lemmi e casi addizionali. In linea generale, le versioni arabe sono sensibilmente
meno ricche ma introducono piu varianti nell’ordine di presentazione.

Il risultato piu rilevante ¢ dunque la presa d’atto che la tradizione greca e ancor piu quella araba
degli Elementi sono completamente contaminate’, e che il lavoro di compilazione spiega la presenza di
buona parte del materiale addizionale e un fenomeno tutto sommato sorprendente come 1’abbondanza
di dimostrazioni alternative nella tradizione greca®. Il confronto con la tradizione indiretta permette
perd di sviluppare criteri ragionevolmente affidabili’, sia interni che linguistici, per riconoscere
quando tali unita linguistiche presenti nel testo greco siano interpolazioni, di origine scolastica o pil
probabilmente erudita. Nel corso della trattazione che segue faro interagire pili volte la tradizione
greca e quella arabo-latina, suggerendo soluzioni per problemi altrimenti inattaccabili.

Questo lavoro ha usufruito di un aiuto dell’Agence Nationale de la Recherche recante il riferimento
ANR-09-BLAN-0300-01.

* Due glosse marginali in due manoscritti della versione di Ishag-Thabit asseriscono in effetti che Ishaq era arrivato a tradurre
solo fino al libro X compreso. Le testimonianze in Engroff 1980, 9.

* Che pud essere dichiarato tale solo per confronto con la tradizone arabo-latina.

¢ Ma Heiberg (nei suoi Prolegomena critica, EE V1, Ixi-Ixiii) guarda a priori con sospetto ad entrambe le tipologie, cosi
come ¢ di principio la sua perplessita di fronte alle dimostrazioni multiple — e che occorra scegliere la prima tra le alternative.
Resta il fatto che tutte le dimostrazioni alternative finiscono in appendice, mentre molti lemmi e casi addizionali restano nel
testo principale.

7 Heiberg stesso lo riconosce per la tradizione greca, rifiutandosi di proporre uno stemma della famiglia teonina; si vedano i
suoi Prolegomena critica in EE V,1, XXxVii.

% La presenza di queste ultime & molto probabilmente, ed in molti casi sicuramente, conseguenza della compilazione di
dimostrazioni differenti, conservate come uniche in rami diversi della tradizione.

® Uno studio sistematico & offerto in Vitrac 1990-2001 IV, 32-71.



1.LA MACCHINA DEDUTTIVA






1.0. LA STRUTTURA GENERALE DI UNA PROPOSIZIONE MATEMATICA

P ER introdurre la questione ¢ opportuno trascrivere, con traduzione, una proposizione degli
Elementi, al cui testo faro riferimento nel corso di tutta I’esposizione (deliberatamente non riporto
la figura). Leggiamo dunque III.2, dove si dimostra che il cerchio ¢ una figura convessa (EE I, 95.18-
96.24):

éav kOkhou ém Ths meptdepeias Anddf &lo
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Qualora sulla circonferenza di un cerchio siano
presi due punti come capita, la retta congiunta ai

punti cadra all’interno del cerchio.

Sia un cerchio ABT, e sulla sua circonferenza siano
presi due punti come capita A, B: dico che la retta
congiunta da A fino a B cadra all’interno del
cerchio.

No in effetti, ma se possibile cada all’esterno come
AEB, e sia preso il centro del cerchio ABT, e sia A,
e siano congiunte AA, AB, e sia condotta oltre
AZE.

Poiché dunque AA ¢ uguale a AB, anche un angolo
AAE ¢ quindi uguale a ABE; e poiché risulta
prolungato avanti un solo lato AEB di un triangolo
AAE, I’angolo AEB ¢ quindi maggiore di AAE. E
AAE ¢& uguale a ABE: AEB ¢ quindi maggiore di
ABE. E sotto I’angolo maggiore si tende il lato
maggiore: AB ¢ quindi maggiore di AE. E AB ¢
uguale a AZ. AZ & quindi maggiore di AE, la
minore della maggiore; il che ¢ impossibile. Non si
dara quindi il caso che la retta congiunta da A fino
Del tutto

neanche

a B cada all’esterno del cerchio.

similmente dimostreremo che sulla
circonferenza stessa: quindi all’interno.

Qualora quindi sulla circonferenza di un cerchio
siano presi due punti come capita, la retta congiunta
ai punti cadra all’interno del cerchio: il che si

doveva dimostrare.

Sono evidenziate nelle celle le parti specifiche della proposizione, nell’ordine 1) enunciato
(TpéTaots), 2) esposizione + determinazione (€kBeols + Stopltopds), 3) costruzione (kaTaokeuvn),
4) dimostrazione (am6deLl€Ls), 5) conclusione (cupmépaopa). La suddivisione ricalca quella proposta
da Proclo (iE, 203.1-207.25). Si tratta di uno schema isagogico atto a facilitare la memorizzazione,
costruito prendendo a modello un «teorema» geometrico dalla struttura particolarmente semplice', e
per questo motivo la pratica matematica se ne discosta anche di parecchio. In particolare, la

' Cio¢ una proposizione matematica che non & un problema né concerne la teoria dei numeri, in cui sia dimostrato un solo
risultato e la cui costruzione non sia inframezzata da dimostrazioni parziali. Il campo d’applicazione si restringe dunque
notevolmente.
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terminologia & calcata, con qualche incertezza'', su quella relativa a corrispondenti nozioni
aristoteliche (& opinione comune che sia avvenuto 1’inverso, ma tale ricostruzione ¢ erronea). Almeno
tre degli appellativi impiegati da Proclo (mpdTaots, amddeléls, ovpmépaopa) sono da ritenersi
tradizionali del dominio logico-matematico fin dai primordi; kaTaokevn & termine tecnico della
dialettica aristotelica e denota 1’atto di «stabilire» una tesi grazie ad un argomento; ¢ quindi nozione
pit debole di «dimostrazione»'?. Il verbo kaTackevdlelv per «effettuare una costruzione» & presente
gia in Archimede (una ventina di occorrenze) e il sostantivo corrispondente va quindi considerato
anch’esso termine ben stabilito a designare una parte specifica della proposizione. Solo €kfeots e
SLoplopds non sono rintracciabili prima di Proclo con questo significato. Si tratta di denominazioni
alquanto mal scelte, la seconda interferendo addirittura con il significato del tutto differente, e molto
meglio attestato, di «determinazione» delle condizioni di risolubilita di un problema (cfr. sez. 1.2.1).

Fin qui la struttura macroscopica; vediamone in sintesi estrema i tratti stilistici salienti in una
prospettiva logico-matematica. E bene sottolineare che gia una descrizione come questa, che elenca in
parte fatti grammaticali e sintattici ben noti, non & neutra da un punto di vista interpretativo.

A) Diagrammi e lettere rappresentano e denotano oggetti matematici, anche nel caso della teoria dei
numeri. Il linguaggio ¢ formulare e generativo, con strutture sintattiche identiche di volta in volta
adattate al contesto per mera sostituzione delle lettere denotative e formazione di un lessico tecnico
per mezzo di abbreviazioni sprovviste di senso fuori contesto. Questa caratteristica da rilevanza alla
forma di un’espressione, di modo che certe conclusioni possono essere tratte in virtl della sola
struttura sintattica in cui le catene argomentative che le deducono sono presentate: si tratta di
argomenti che concludono per forma (cfr. sez. 1.5.1). I verbi che denotano azioni sono
sistematicamente al passivo o in forme impersonali (un oggetto matematico “subisce” le operazioni),
le costruzioni regolarmente rese con il perfetto. Anche se queste caratteristiche tendono ad evacuare la
temporalita e 1’autore dai trattati matematici greci, permangono certi marcatori di intenzionalita
autoriale, per quanto spesso disseccati a tratti stilistici, che ¢ bene elencare in dettaglio:

a) la formula stereotipata Aéyw 6TL «dico che» che introduce la determinazione. Va osservato
che tali marcatori, cosi come il d€t «si deve» tipico della determinazione di problemi,
risolvono un problema logico-sintattico non banale: introdurre un “segno di asserzione” in un
luogo dove non venga tratta alcuna conclusione, e quindi non si possa adibire dpa «quindi»
all’uopo. Evidentemente, un potenziale cadidato come 81 non venne ritenuto sufficientemente
connotato, ed infatto lo troviamo solo a rafforzare le espressioni modali appena menzionate
(sez.2.11).

b) aggettivi verbali in espressioni dal carattere metamatematico spiccato: SelkTéov «va
dimostrato», tipico di Archimede (ma viene da chiedersi se sia 0 no pitt personale del Aéyo
canonico);

¢) la formula 6polws 87 delfopev «del tutto similmente dimostreremo» che introduce una
dimostrazione potenziale (sez. 1.5.2);

d) certe occorrenze di forme verbali medie, dove ¢ il matematico che “fa per sé”, ad esempio nel
caso del verbo «produrre» nelle definizioni liminari dei Data;

e) 1’uso dell’imperativo in certe definizioni e nelle costruzioni;

f) le definizioni introdotte da forme personali di ka\éw «chiamo»;

"' Si noti tra Ialtro che la mpdTaois e il cupmépaocpa, quando entrambi presenti, coincidono sempre, il che & impossibile in
un sillogismo aristotelico in forma propria.

211 verbo che denota I’atto opposto & dvackevd{elv «demolire» una tesi, di norma tramite un controesempio (si veda ad
esempio la discussione a Top. B 3, 110a32-b7).



LA STRUTTURA DI UNA PROPOSIZIONE MATEMATICA 3

¢) il modo ottativo nella clausola canonica yeyovos av ein 10 €miTax0év «si troverebbe ad
essere quanto prescritto.

B) L’unita logica fondamentale in una dimostrazione (nel senso della parte specifica 4) ¢ cio che
chiameremmo «asserto» e gli Stoici alwpa, cio¢ un enunciato completo dotato di valore di verita.
Sussiste una netta distinzione tra asserti semplici e non (quale ad esempio un condizionale), ed una
altrettanto netta tra asserti non semplici e inferenze, queste ultime da intendersi, per dirla ancora alla
maniera stoica, come «cio che ¢ composto di una premessa, di una coassunzione e di una conclusione»
(D.L. VIL.76, e cfr. Sesto Empirico, PH 11.135 e M VIIL.301). L’intera dimostrazione ¢ un’inferenza,
che pud contenere sotto-macrostrutture deduttive indipendenti e la cui conclusione coincide piu o
meno strettamente con una forma istanziata (cioe¢ dotata di lettere denotative degli enti geometrici in
gioco) dell’enunciato. All’interno di una dimostrazione, connettori e particelle scandiscono il
passaggio da un asserto all’altro in una maniera ben pill marcata di quanto gia accada in prosa greca
ordinaria.

Tra i connettori sono distinti quelli che danno luogo a proposizioni non-semplici da quelli che
introducono coassunzioni o conclusioni di inferenze. Tra i primi si contano gli usuali connettori €t
«se», €dv «qualora», émel «poiché», kal «e» (e in forma pill 0 meno marcatamente avversativa 6¢€),
fToL «oppure». Le coassunzioni sono introdotte da kal, dAAd «ma» oppure 5é. Le conclusioni sono
identificate dalla presenza di dpa «quindi», che predomina, e in misura minore da GoTe «cosi che».
Transizioni di ordine differente sono introdotte da ol «dunque», 81 «pertanto». Non & sempre facile
distinguere la funzione connettiva di 61 da quella semplicemente rafforzativa. Nel primo caso, &
spesso opportuno tradurlo con «ora», per mantenere anche in italiano la sfumatura temporale. A parte
pév, meno frequente che in prosa letteraria, € ydp «in effetti», tutte le altre particelle, e la lingua greca
ne ¢ ricchissima, scompaiono nel lessico matematico. Ad esempio, ye «certamente» non compare né
negli Elementi né nei Data, e pijv «a dire il vero» conta solo 44 occorrenze nelle stesse opere, 43 delle
quali a rafforzare un dA\d o un 0U8¢ «neanche» che introducono coassunzioni.

Nelle altre parti specifiche di una proposizione trovano impiego frasi in forma non assertoria,
facilmente riconoscibili dal verbo all’imperativo e dunque formulate nel modo cosiddetto
«suppositivo» della scuola logica stoica (Bobzien 1997). Sono espresse in questo modo assunzioni di
vario genere, e in ogni caso le supposizioni principali della proposizione, contenute
nell’«esposizione», e le costruzioni da eseguire perché la dimostrazione possa mettersi in moto.
L’inizio stesso della dimostrazione vera e propria ¢ isolabile come struttura sintattica a sé stante,
introdotta da émel «poiché» e recentemente battezzata «anafora» (Federspiel 1995, 1999). Descrivo i
principali marcatori di questa struttura logico-matematica a piu livelli (si veda anche Acerbi 2012b)".

1) Tempi e modi verbali. La struttura verbale & molto ricca, i tempi e i modi essendo distribuiti tra le
parti specifiche di una proposizione in modo caratteristico e rigido.

i)  Presente. Indicativo: ubiquitario nella dimostrazione; esprime la semplice presa d’atto di una
successione, ordinata logicamente, di stati di cose relativi agli oggetti matematici introdotti
nell’esposizione e nella costruzione. Lo stesso vale per gli enunciati di teoremi in forma
assertoria, come ad esempio quello di El. .16 (EE 1, 24.15-17), che ¢ citato in forma istanziata e

1 Nell’analisi che segue prendo per comodita in considerazione la conclusione generale priva di lettere denotative
(ovpmépaopa), sebbene essa sia un artefatto proprio alla sola tradizione degli Elementi: nel corpus antico le conclusioni
sono totalmente assenti, salvo appunto in quest’opera, 1’assetto attuale del testo greco della quale ¢ sicuramente dovuto in
questo rispetto alla mano di editori posteriori.
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scorciata nell’«anafora» di El. 1.2 appena letta: TavTOos TpLydrov LGS TOV TAEVPOV
TpooekPAndeions 1 ékTos yovia €kaTépas TOV €vTos kal amevavTiov yovidv pellov
€oTtiv. Di norma il presente figura anche nel conseguente di un enunciato formulato come
condizionale, e nell’antecedente dei condizionali che, all’interno di una dimostrazione,
introducono le dimostrazioni per assurdo. A volte I’indicativo futuro sostituisce il presente, come
nell’enunciato di II1.2, ma si tratta di una variante priva di sistematicita e irrilevante dal punto di
vista stilistico. Il congiuntivo presente trova impiego quasi unicamente nell’antecedente di un
enunciato in forma condizionale, quando si impieghino forme del verbo «essere». L’imperativo
presente & rappresentato principalmente dalla forma éoTw(ocav), ad introdurre 1’esposizione. Il
verbo «essere» ha in questo caso valore “presenziale” (Ruijgh 1979), fatto confermato dal suo
occorrere in ambiente di perfetto (si veda la sez. 1.0.1).

Aoristo. La presenza del congiuntivo aoristo in un enunciato, obbligatorio per verbi diversi da
«essere», ¢ di norma legata ad operazioni subite dagli oggetti: non denota in questo caso
un’azione puntuale ma assenza di connotazioni aspettuali o temporali. E estremamente
significativo il fatto che in El. III.2 la “stessa” operazione sia formulata nell’enunciato con un
congiuntivo aoristo passivo (An$07 qui sopra), nella costruzione con un imperativo perfetto
medio-passivo (eiAfjdbw). Forme finite di aoristo sono praticamente assenti nelle altre parti
specifiche, fatte salve alcune eccezioni legate a verbi particolari, come ad esempio épm{mTeLy
«incidere», detto di una retta che incide su due parallele, ad esempio €mel ydp €ls TaAPAAAHAOUS
Tds AB, AE elbeta évémeoev 1} AA, al dpa Vo BAA, AAE yoviat 8bo dpBals {oar elolv
in El. 146 (EE 1, 62.15-17). Forme participiali sono invece relativamente frequenti, in particolare
nell’identificazione degli oggetti «dati» (si legga I’enunciato di El. 1.2 qui sotto). Gli enunciati dei
problemi di costruzione (El. II1.2 e 1.16 sono teoremi) sono caratterizzati dal verbo all’infinito
(con ovvia connotazione iussiva), sostituito nella conclusione e in tutte le citazioni di costruzioni,
che ne ricalcano il modello (sez. 1.0.5), da un indicativo perfetto resultativo, che in greco, giova
ricordarlo, si riferisce al tempo presente di chi proferisce una frase che lo contiene. Al medio
dell’enunciato si sostituisce una voce passiva nella conclusione, che, a differenza dei teoremi, ¢
sempre dotata di lettere denotative: 1’attore passa dal soggetto operante, che “deve” eseguire la
costruzione, all’oggetto matematico. Esempio: in El. 1.2 (EE 1, 8.11-12 e 9.13-14): ’enunciato ¢
TpOS TGO 800évTL onpelo TH dobelon elbela lony evbelar Béabal, la conclusione Tpos dpa
TO 800évTL onpely TG A ThH Sobelon evBelq TH BI {om elbeta keltar 1 AA (kelpat
funziona da passivo, con funzione perfettiva, di T{fnpt). L’infinito non trova applicazioni di
rilievo in altre parti specifiche della proposizione, se non in clausole esplicative del tipo dta 16 +
infinito, da ritenersi in linea generale spurie.

Perfetto. Da la propria impronta allo stile dimostrativo. Occorre distinguere tra il suo uso
all’indicativo e quello in altri modi, in particolare I’imperativo. Il primo ricorre, come abbiamo
appena visto, nelle conclusioni di problemi e nelle rare loro citazioni all’interno della
dimostrazione, come quella di El. 1.16 nell’«anafora» di El. I1I1.2. Il perfetto ha in questo caso
valore resultativo. Nell’esposizione e nella costruzione ¢ usato esclusivamente, con [’unica
eccezione del verbo «essere» e di alcuni verbi per cui ¢ invalso 1’uso del praesens pro perfecto (ad
esempio mimTeLV), 'imperativo perfetto medio-passivo. Il perfetto assume in questa fattispecie il
suo valore aspettuale di éveoTos ouvTellkds «presente compiuto», svincolato da connotazioni
temporali o di durata. Infine, si rintracciano forme residue di perfetto, in modo non suppositivo e
con valore non resultativo, in forme verbali di origine presumibilmente arcaica, con pura
connotazione di stato: PePnkéval «trovarsi a insistere», detto di un angolo su un arco di
circonferenza (EL. I11.def.9), dvTimemovbéval «trovarsi in relazione inversa», detto di grandezze
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(VIL.15), TeTpnobat «trovarsi secata», detto di retta secata in rapporto estremo e medio (VI.def.3),
veEYOVET® «trovarsi a essere», formula di inizializzazione di un’analisi, kex\{oBal «trovarsi
inclinato», detto di un piano rispetto ad un piano (XI.def.7). Nel sistema verbale del greco c’¢
poco di piu impersonale di un imperativo perfetto medio-passivo: il complemento d’agente
sarebbe un’appendice innaturale nel modo imperativo; il valore aspettuale del perfetto presenta la
costruzione come “gia pronta all’uso’, indipendentemente dalla sua storia passata; la diatesi indica
che I’azione & subita dall’oggetto matematico. Tutto cid0 permette al matematico operante di
“scomparire” dietro la propria dimostrazione. (Potremmo leggere questa scelta stilistica come una
risposta implicita alle critiche di Platone in Rsp. 527A6 sui matematici che \éyovoL pév mov
Ldla yelolos Te kal dvaykaiws.)

2) Particelle. La struttura sintattica generale di una proposizione, e in particolare di una
dimostrazione, ¢ una paratassi argomentale. Strutture ipotattiche si incontrano solo nel caso di asserti
non semplici, come i condizionali che incontriamo negli enunciati e ad introdurre le argomentazioni
per assurdo, oppure i paracondizionali che identificano 1’«anafora». Rare sono le occorrenze di
genitivo assoluto (si veda ad esempio I’enunciato di El. 1.16 letto sopra). L’articolazione
dell’argomentazione deve quindi essere assicurata da coordinanti e leganti: le particelle. Nel prospetto
seguente elenco la stringa di particelle che ¢ possibile estrarre da El. II1.2 appena letta, mantenendo la
divisione per parti specifiche:

enunciato eqav qualora
esposizione Kkal e
determinazione 411 che
costruzione vdp, A\\ €l, kal, kal, kal, kal in effetti, ma se, e, e, e, e
dimostrazione émel olv, dpa kal, kal éme(,  poiché dunque, quindi anche, e poiché, quindi
dpa, dé, dpa, 8¢, dpa, 6€, dpa, e, quindi, e, quindi, e, quindi, non quindi, del

ovk dpa, 81, 6TL, 0vdé, dpa tutto, che, neanche, quindi

conclusione ¢av dpa qualora quindi

Avvenimenti logici distinti si svolgono quindi nelle differenti parti specifiche. Enunciato e
conclusione sono sterili dal punto di vista deduttivo, in quanto costituiti da un singolo asserto. La
costruzione e I’esposizione sono caratterizzate dalla struttura esclusivamente paratattica. Ciascuno dei
due dpa nell’«anafora» serve semplicemente ad introdurre il conseguente del paracondizionale in cui &
contenuto; ¢ solo a partire da qui che si formano catene conclusione / assunzione — coassunzione —
conclusione / assunzione tra loro connesse.

La grande abbondanza di particelle in una dimostrazione riflette una caratteristica generale della
lingua greca; essa ¢ pero spinta all’estremo, nella misura in cui tutte le connotazioni non-logiche sono
cancellate. Si riconoscono almeno tre livelli, il primo adibendo naturalmente la particella come
Satzadverbium, mentre nel secondo prevale la funzione di particella di legame (coordinante), per
quanto la sua portata si estenda all’intera frase. Ovviamente, i livelli possono sovrapporsi, e le
particelle ad essi strettamente connesse viaggiare a coppie.

a) Illivello pi esterno & caratterizzato da particelle di portata massimale, come ydp, ooV, 81, 6L (ed
anche dpa quando introduca la conclusione): esse segnalano il passaggio ad una differente parte
specifica di una proposizione o la ripresa di un’argomentazione dopo uno iato deduttivo; operano
su intere catene di argomenti (in particolare su complessi di unita linguistiche che contengono le
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particelle del livello successivo). L assenza di queste particelle all’inizio della parte dimostrativa
che segue I’«anafora» mostra che essa ne era considerata (e non solo da Proclo) il segmento
iniziale, e non una parte specifica indipendente. In El. II1.2, una particella di livello piu esterno ¢
assente all’inizio dell’esposizione in quanto essa ¢ introdotta dal verbo «essere», e i dati linguistici
a nostra disposizione mostrano che i due tipi di marcatori sono in questa funzione particolare in
alternativa. Infine, il ydp della costruzione di EI. II1.2 ha il doppio ruolo di introdurre sia la parte
specifica che uno dei nessi canonici che inizializzano un’inferenza per assurdo.

b) 1l livello delle particelle con valore inferenziale, che rendono esplicito il gioco assunzione—
coassunzione—conclusione di ogni unitd deduttiva autonoma: 8¢, d\\d, kal avverbiale, 81, dpa,
WOTE; a queste va aggiunto il ydp esplicativo, che introduce unita linguistiche a priori sospette. Le
coassunzioni sono introdotte da ka{, dA\d oppure 6¢, quest’ultimo di gran lunga il pilt comune. Le
conclusioni sono identificate dalla presenza di dpa, che predomina, e in misura minore da GoTe,
usato di preferenza per evitare due dpa consecutivi, cioé quando la deduzione sia “a una sola
premessa’. Transizioni ancora pilt deboli sono introdotte da &7, che di norma segnala la
constatazione di un fatto matematico ovvio una volta assunto quanto precede. Non & sempre facile
distinguere la funzione connettiva di 871 da quella semplicemente rafforzativa e dal suo uso come
marcatore di uno iato deduttivo (livello precedente).

c) Il livello delle particelle con funzione di connettore, che servono a formare asserti non semplici a
partire da asserti semplici: kal, fj(ToL), pév... 8€..., i, édv, éme(. L unico impiego di dpa a
questo livello si riscontra talvolta nell’introdurre il conseguente di un paracondizionale.

Schematizzo nel prospetto che segue il flusso argomentale della «dimostrazione» di El. II1.2 letta
sopra, tenendo separati i tre livelli:

’

ovv &

1% > ”

7’ 7’ /7 4 /7 b4 9 b4
Kal 0é dpa O€ dpa O€ dpa  OUK dpa dpa

4

émel [...] dpa kal émel [...] dpa 006€

3) Designatori. Sono impiegate le lettere denotative, in quanto nomi degli enti geometrici indefiniti
introdotti nell’esposizione o nella costruzione: si ripensi a é0Tw kOkhos 0 ABT in El. I11.2, dove &
cruciale I’assenza dell’articolo davanti al nome della specie geometrica: «sia un cerchio ABI'» (su
tutto cid maggiori dettagli nelle sez. 1.0.1-4). Le assegnazioni di lettere sono univoche, esigenza
primaria in una dimostrazione geometrica, caratterizzata da una struttura in oggetti particolarmente
ricca.

Riassumo i marcatori che permettono di distinguere in maniera univoca le varie parti specifiche:

enunciato assenza di lettere denotative

esposizione introdotta da una particella di primo livello oppure da verbo «essere» incipitario con valore

“presenziale”; verbi all’imperativo; prima comparsa delle lettere denotative

determinazione introdotta da Aéyo 6TL (teoremi) o €l 81] (problemi); verbo all’indicativo
costruzione verbi all’imperativo; introdotta da una particella di primo livello
dimostrazione verbi all’indicativo; introdotta da una particella di primo livello; I’ «anafora» incipitaria &

costituita da una serie di «paracondizionali»

conclusione ripresa dell’enunciato; nel caso di problemi di costruzione permangono le lettere denotative e

il verbo & posto al perfetto.
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I dati linguistici si intrecciano dunque con una struttura logico-matematica a piu livelli, identificata

da marcatori di natura a volte radicalmente differente:

1)

2)

3)

4)

Al livello degli enti matematici, occorre distinguere tra oggetti (figure geometriche,
grandezze, numeri), relazioni non oggettualizzate ma designate da sostantivi (rapporti,
proporzioni), relazioni identificate soltanto da predicati (commensurabilita, uguaglianza). Le
relazioni sono identificabili in base ad un tratto stilistico fondamentale: I’operatore relazionale
(verbo + predicato) si trova all’esterno della coppia ordinata di termini in relazione. Questi
ultimi sono di norma contigui, a meno che non intervengano motivi grammaticali superiori,
che determinano ad esempio I’inserimento di particelle dalla forte connotazione argomentale
quali dpa, 6€, la cui posizione all’interno della frase & governata da regole piuttosto rigide e
prevalenti. Mai si trovano inserite disgiunzioni o congiunzioni. Valga per tutti il bell’esempio
della relazione, tipica del linguaggio dei «dati», T0 A ToD B 800évTL pelldv €oTi 7§y €v
Aoyw «A di B & maggiore che in rapporto per una data», dove 1’operatore relazionale ¢ I’intero
sintagma 800évTL pellov elvat 7 év Adyw «essere maggiore che in rapporto per una
«grandezza> data». Quando il verbo sia separato dal predicato, ¢ la posizione di quest’ultimo
ad essere determinante. Come in altri casi, si tratta di una struttura corrente in prosa greca
ordinaria, dove la grande liberta nell’ordinare le parole di una frase tende a creare
naturalmente siffatte «coppie stilistiche»; la significativita nei testi matematici deriva dalla
loro frequenza predominante (cfr. sez. 1.5.1).

Al livello del contenuto inferenziale, occorre distinguere tra asserti in modo suppositivo,
caratterizzati da una struttura logica eminentemente giustappositiva, e asserti in modo
indicativo, caratterizzati da una struttura logica di subordinazione deduttiva.

Vi sono poi almeno tre livelli metamatematici interni segnalati da particelle o espressioni
formulari:

a) dpa, woTe, che segnalano la conclusione di un’inferenza, ed operano sui singoli
asserti,

b) odlv, ydp, ecc., che segnalano il passaggio ad una differente parte specifica di una
proposizione o la ripresa di una dimostrazione dopo uno iato, ed operano su catene di
argomenti (in particolare su unita linguistiche che contengono le particelle del livello
precedente),

c) opolws 81 delEopev «del tutto similmente dimostreremo» o simili, che rinviano ad
una dimostrazione omessa e che operano sull’intera proposizione (idem): ¢ in gioco la
libera scelta del matematico, segnalata da una prima persona plurale congelata a tratto
stilistico, di manipolare il proprio testo.

Vi ¢ infine il livello metamatematico esterno e di origine autoriale o, pill spesso, scolare:
citazioni non istanziate di teoremi precedenti (mai di problemi), interpolazioni esplicative di
vario genere. La presenza di espressioni metalinguistiche ¢ ancora la guida che occorre
assumere per la loro identificazione:

a) in dimostrazioni analogiche, segnalate da varie espressioni: Std Ta avTd 81 «proprio
per gli stessi motivi», ocadTws «allo stesso modo», ed altre;

b) in dimostrazioni potenziali, introdotte da opoiws 81 «del tutto similmente» + forme
del futuro di Setkvivar «dimostrares;

¢) nei riferimenti a proposizioni o passaggi gia dimostrati: si usano praticamente sempre
forme di detkvivatr «dimostrare». Da notare perd che nel caso di iato all’interno di
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una dimostrazione il passaggio ripreso viene ripetuto ma senza aggiungere forme
verbali. Un’eccezione seria sono le dimostrazioni per assurdo con piu diramazioni.

d) nei richiami di supposizioni, normalmente preceduti da vmékeLTar 8¢ «ed & stato
supposto»; raramente si trovano riferimenti a operazioni effettuate nella costruzione.

Da tutto cio risulta che lo schema di Proclo riflette una realta linguistica ben precisa, scandita da
marcatori quali le particelle, le forme verbali, le lettere denotative.

La questione di cui mi occupero nelle sottosezioni seguenti &: per quale motivo sia generale una
dimostrazione geometrica “alla greca”, cioé¢ condotta su di un oggetto quale il cerchio 6 ABT,
apparentemente particolare per quanto rappresentante generico di una classe (riprendo qui Acerbi
2011c). La risposta tradizionale (su cui la formulazione della domanda ¢ ricalcata, e vedremo quanto
quest’ultima ne risulti distorta) risale a Proclo e si & poi costituita a vulgata; & espressa molto

chiaramente nel passo seguente (iE, 207.4-25):

7’ A /7 ~ s 7 ~ 7’
TO Y€ PNV oupmépacpa dLmAoly elwbaol moletobal

PR

vap os ém  TobD Sedopévov

SeléavTes kal ws kaBdiov curdyovoLy dvaTpéxovTes

Twa Tpdmov:  Kkal
b \ ~ ~ 7 9 \ \ 7’
amd TOD pepLkod oupmeEpdopaTos €ml TO KaBGNOU.

8L6TL  yap ol mwpooxpdvtar TH idLéTNTL  TOV
e /7 9 \ \ 9 7’ 7 A
UTTOKELLEVOVY, dANA PO OUPATWY TOLOUREVOL TO
dedopévov ypddovor TN yoviav §| THr evbelav,
TabTOVv TNyodvtar 7O ém Taltns cuvvayduevov kal
émi TOb opolou oupTeTepdrhatl TaAvToS.
7 \ 3 9 \ \ 7’ 14 A
peTapalvovol pev ovv €mL TO kaBolov, va pn
\ e 7’ 3 \ 7 9 7’
LEPLKOV UTONAPOREY €lval TO CUNTEPATHA. €EVAOYOS
8¢ petaPalvovoly, émeldn Tols ékTebeloy, ovx T
~ ’ ) Ea s 2 ~ 1 o ~
TaUTA €0TwY, dAN’ 1 TOlS dANOLS OpoLd, XpOvTal
\ A 9 ’ 9 \ z 4 9 \ e
mpos TNY amédelfww. ov yap 1 Toonde €oTiv 1
exkeLpérn yovia, Tavty ™y SuxoToplav morobuat,
9 s 2 7 LA ” \ \ \ 7
AAN’ 1) LOVvov eVBUYPARPLOS. €0TL O€ TO eV TOOOVOE
Ths éxketpérms (Slov, 10 8¢ €vBlypappov Tachy TOV
9 A 7’ 34 \ e ’ e 9 /7
eVOUYpdppwy Kowdr. €0Tw ydp T 6edopévn 1 oph1.
9 \ 3 ~ b 7 A 9 ’
el pev  ovv TR amodeifel TNV  HpBdTNTA
/ 9 9 7’ 9 \ ~ \ 3 ~
TapeAdpBavor, ovk NOVVAUNY €TL TAV TO €L60S TNHS
2 7’ 7’ 9 \ \ \ 9 \ 2 ~
evbuypdppov peTapatvelr, €L 6€ TO eV 0pBov avThS
oV mpoomotobpat, TO 8¢ €vBlypappov ockomd pévov,
ébappdoel  kal Tmapa Tals

opolos 6  \oyos

evBuypdppots yoviats.

A dire il vero, < geometri> sono soliti trarre in un
certo senso una doppia conclusione: sia in quanto
dimostrano per cid che & dato sia in quanto
deducono in generale, risalendo dalla conclusione
particolare a quella generale. Questo perché non
fanno uso delle particolarita del soggetto, ma
ponendo cio che ¢ dato davanti agli occhi tracciano
I’angolo o la retta, e ritengono che cid che ¢&
dedotto per questi sia concluso anche per ogni
«caso> simile. Passano dunque ad un piano
generale, affinché non riteniamo che la conclusione
sia particolare. E a buon diritto lo fanno, poiché
appunto per la dimostrazione fanno uso degli enti
esposti non in quanto sono questi, ma in quanto
sono simili agli altri. In effetti, non lo seco a meta
in quanto l’angolo esposto ¢ questo qui, bensi
soltanto in quanto rettilineo. E “questo qui” ¢
proprio di quello esposto, mentre “rettilineo” &
comune a tutti quelli rettilinei. In effetti, sia quello
dato quello retto. Se dunque impiegassi nella
dimostrazione 1’essere retto, non potrei passare a
ogni forma di <angolo> rettilineo; se invece non
metto in opera il suo essere retto, ma considero
soltanto I’essere rettilineo, 1’argomento si adattera

in modo simile anche agli angoli rettilinei.

Queste considerazioni contengono quasi tutti gli ingredienti in cui si articola un’argomentazione
coerente ed ampiamente diffusa, ma largamente fuori bersaglio: il ruolo primario erroneamente
concesso alla figura, 1’esposizione vista altrettanto erroneamente come il luogo dove sono introdotti
oggetti particolari, il cui uso si propaga a tutta la dimostrazione, I’enfasi (corretta) sulle determinazioni
di oggetto non menzionate, la confusione tra gli enti introdotti nel testo e quelli tracciati nel
diagramma, e tra ci0 che ¢ dato e quanto “esposto” nell’ékbeots. Di suo, Proclo aggiunge la pretesa,
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innocua ai nostri fini, che ogni proposizione geometrica debba essere dotata di una conclusione
generale che ripeta 1’enunciato, mentre cid ¢ vero solo in una minima parte dei casi se ci riferiamo
all’intero corpus (se eccettuiamo il libro IV, gia quasi nessuno dei problemi degli Elementi ha una
conclusione priva di lettere, e solo una minoranza di teoremi ce 1’ha).

Seguito in questo dalla tradizione filosofica posteriore, Proclo fa inoltre tutt’'uno di due problemi
che, per quanto non totalmente disgiunti, vanno nondimeno tenuti distinti. Quello cui siamo interessati
riguarda lo statuto dell’oggetto matematico «cerchio ABI™» introdotto nell’esposizione: ¢ un problema
in cui, come vedremo, si intrecciano aspetti sintattici (il ruolo dell’articolo determinativo), denotativi
(Ie lettere), raffigurativi (il diagramma); ¢ un problema, va sottolineato da subito, cui finora ¢ stata
data una risposta sbagliata, se elevata al rango di spiegazione con pretese di plausibilita storica. L altro
¢ il problema prettamente linguistico di come identificare la classe pit ampia di oggetti cui una
dimostrazione sia applicabile, e pertiene ad una definizione della generalita matematica che rifletta
adeguatamente la pratica stilistica condivisa. La soluzione, basata sull’osservazione che si generalizza
automaticamente sulle determinazioni sottaciute'*, venne fornita gia da Aristotele nella teoria esposta
in APo. A 4-5, ed ¢ a questa soluzione che Proclo, indirettamente come suo solito, fa riferimento.
Naturalmente, il secondo problema, e la sua soluzione, non potranno non avere un ruolo nella
soluzione del primo, ma nondimeno non potranno esaurirlo.

La questione del grado di generalita di una proposizione geometrica ¢ entrata nel dibattito filosofico
moderno come caso specifico, ed in effetti come esempio archetipico, di quella, pit ampia, dello
statuto ontologico degli oggetti generali. Essa ¢ nota in una parte della letteratura recente come
“problema di Locke-Berkeley”. Fatto singolare per quanto comprensibile, il dibattito moderno non
prende le mosse direttamente dal testo greco, ma da una traduzione d’uso corrente che ne rende in
maniera canonica, ed apparentemente naturale, certe strutture sintattiche peculiari (e che differisce
notevolmente da quella proposta sopra, corretta e che tuttavia non mette ancora in rilievo, come
vedremo, tutte le potenzialita del testo). Tale traduzione vulgata, perd, si basa su una grossolana
incomprensione della funzione del verbo «essere» nell’esposizione e del ruolo dell’articolo, e risulta
pertanto semplicemente erronea sotto certi rispetti e pesantemente fuorviante sotto altri. Per questo
motivo, la vulgata presenta effettivamente un difetto di generalita, dovendo quindi (tacitamente)
applicarsi argomenti addizionali come quello di Proclo per supporla ripristinata. Nessuno si ¢ curato di
rivedere come sia scritta una dimostrazione greca, mentre i grecisti che hanno indicato per primi la
corretta interpretazione di alcune delle suddette strutture (in primis il fondamentale Federspiel 1995)
non ne hanno sottolineato la rilevanza filosofica. Non si tratta infatti di sottigliezze che pertengono
soltanto alla grammatica: le incomprensioni sintattiche comportano una valutazione del tutto scorretta
del ruolo della figura e delle lettere denotative, ed una concezione in massimo grado confusa
dell’esposizione, che finisce per identificarla con una forma amputata di costruzione o con un
procedimento omonimo ma radicalmente differente messo in gioco nella sillogistica aristotelica (lo
stesso errore commise Proclo, o chi prima di lui, quando decise di chiamare ékfeats questa parte
specifica).

Inutile passare in rassegna tutti gli autori che dopo Proclo hanno sostenuto un’opinione analoga alla
sua, pur con sfumature dovute pil all’ampliarsi dei termini del dibattito e delle problematiche
filosofiche connesse che ad un apprezzamento critico della prassi stilistica greca. Tra gli interpreti
della tradizione matematica e filosofica greca basta nominare Heath (1949, 219-220), Mueller (1981,

' Ciog non rese esplicite nel testo, e non semplicemente ignorate, ché quest’ultimo & atteggiamento psicologico e quindi
irrilevante. Il matematico non ragiona sulla figura, ed Aristotele stesso insiste sul fatto che la generalita si raggiunge come
conseguenza di una dimostrazione, cio¢ del dispiegamento di un’argomentazione organizzata logicamente (si veda ad
esempio la definizione ad APo. A 4,73b32-33).
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11-14), Smith (1982, 123-125), Hussey (1991, 126-127) e, limitatamente al ruolo delle lettere, Barnes
(2007, 347-354). Tra i filosofi si pensi a Berkeley (1734, Introduction, §§ 12-16), come parte della sua
risposta alla teoria degli oggetti generali di Locke (si veda in particolare la celebre descrizione del
“triangolo generale” in Locke 1700, IV .viii, § 9), e dopo a Kant (B 744), De Morgan (1966, 170, 266),
Russell (1908, 156 della ristampa). Quest’ultimo offre una formulazione che risente della teoria della
quantificazione ed introduce opportune distinzioni linguistiche, ma che ricalca nondimeno quella di
Proclo e fa propria I’idea che una dimostrazione geometrica abbia come oggetto un (numerale, non
articolo) triangolo (corsivi nell’originale; la “particular enunciation” ¢ ovviamente ’esposizione; si
noti I’uso di deittici quali “this one”, esattamente come fa Proclo):

The distinction [scil. tra all e any] is roughly the same as that between the general and particular enunciation in
Euclid. The general enunciation tells us something about (say) all triangles, while the particular enunciation
takes one triangle and asserts the same thing of this one triangle. But the triangle taken is any triangle, not some
one special triangle; and thus, although, throughout the proof, only one triangle is dealt with, yet the proof
retains its generality. If we say “Let ABC be a triangle, then the sides AB and AC are togheter greater than the
side BC”, we are saying something about one triangle, not about all triangles; but the one triangle concerned is
absolutely ambiguous, and our statement consequently is also absolutely ambiguous. We do not affirm any one
definite proposition, but an undetermined one of all the propositions resulting from supposing ABC to be this or

that triangle.

Se quanto segue mostrera in dettaglio dove la breve esposizione di Russell sia profondamente erronea
come descrizione di quanto leggiamo in un testo matematico greco, giova confutare subito una
credenza: contrariamente a quanto egli suggerisce, solo una trentina di proposizioni degli Elementi (su
465) sono enunciate in maniera esplicitamente generale (cioé¢ con forme di mds o dmas
nell’enunciato): la struttura quantificazionale ¢ assente gia nella «general enunciation».

Una soluzione molto interessante fu offerta, solidalmente all’elaborazione della risorsa formale dei
tableaux semantici, da E.W. Beth (si veda ad esempio Beth 1956/57). Egli non risolse certo il
problema storicamente posto, ma gettd le basi (si legga Beth 1953/54 in aggiunta) per quella
rivisitazione della teoria kantiana della matematica che sara perseguito da Hintikka allo scopo di
affermare 1’ampliativita dell’inferenza deduttiva (1973, cap. VI-IX, 1977, Hintikka, Remes 1974, cap.
IV-V — ma si ricordi che la posizione di Hintikka, oltre a costituire uno stravolgimento delle pur non
perspicue riflessioni di Kant, ¢ largamente parassitica di quella di Beth). Il carattere sintetico di
un’inferenza ¢ da questi autori legato all’introduzione di nuovi individui, in esatto parallelo con cid
che avviene, nella lettura di Hintikka del contenuto di una proposizione geometrica, sia
nell’esposizione che nella costruzione: in Hintikka ¢ in effetti sistematica 1’assenza di distinzione tra
€xbeols matematica ed aristotelica, e tra la prima e la costruzione.

Viene da chiedersi, tra 1’altro, che cosa renda tali gli oggetti (falsamente) particolari putativamente
introdotti nell’esposizione. L’ essere denotati da lettere? La loro rappresentazione in un diagramma? Si
tratta di posizioni molto ingenue — per questo, forse, si ritiene ammissibile attribuirle ad uno stadio
pretesamente aurorale della matematica — e che una riflessione appena piu approfondita mostra
indifendibili, ma che non discuterd qui (si vedano ad esempio le critiche alla posizione di Berkeley in
Husserl 1922, Seconda ricerca, in particolare §§ 18-20 e 30, dove pero ¢ presa per buona la traduzione
canonica delle frasi nell’esposizione). Il mio scopo attuale ¢ semplicemente mostrare che
I’interpretazione corrente ¢ erronea gia come descrizione della pratica stilistica greca. Se dunque la
tradizione, probabilmente resa insensibile dal miraggio del “contenuto matematico”, ha finito per
sovvertire inconsapevolmente quest’ultima, attribuendole dimostrazioni esposte all’accusa di difettare
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in generalita, be’, tanto peggio per chi crede che i greci redigessero proposizioni geometriche
servendosi di strumenti linguistici inadeguati.

Non discuterd neanche la questione del perché Proclo, che in fin dei conti & un parlante greco, non
“veda” le strutture sintattiche che andrd descrivendo nel séguito. E immediato rispondere che nel V
secolo le eventuali motivazioni soggiacenti all’adozione di un codice stilistico, ormai fossilizzato e
non piu sostenuto da un’attivita matematica effettiva, dovevano essere passate ben oltre 1’orizzonte
cognitivo di qualsiasi interprete. Il complemento di risposta che chiunque darebbe “dietro le quinte” ¢
che tutto quanto leggiamo in Proclo rivela, in cio che pertiene agli aspetti tecnici, un compilatore
coscenzioso ma spesso confuso, privo della sensibilita linguistica e degli strumenti logico-matematici
necessari anche solo a percepire problemi di una certa portata. Se vogliamo essere piu caritatevoli,
basta ricordare che per un neoplatonico tardo il movimento di andata e ritorno dal generale al
particolare ¢ uno schema interpretativo naturale ed omnipervasivo. Il contributo piu “originale” di
Proclo alla filosofia della matematica, la teoria dello statuto intermedio degli oggetti matematici e
della pavtacia «immaginazione», la facolta atta al tempo stesso ad accoglierli e percepirli, si pone su
tutt’altro piano nozionale ed argomentativo — ed ¢ ad ogni buon conto poco piu che un collage di
elaborazioni precedenti (si veda Nikulin 2008, anche se naturalmente 1’autore non sembra accorgersi
del carattere compilativo della dottrina). A cio si aggiunga che la confusione tra i due problemi cui ho
accennato sopra, e la soluzione aristotelica del secondo di essi, mettevano a disposizione una risposta a
buon mercato (che forse Proclo mutua, come suo costume, da una fonte anteriore) per un problema
che sicuramente egli non sentiva come particolarmente urgente. Tale risposta non puo che diventare
canonica per chi si muovesse lungo coordinate intellettuali che privilegiavano 1’ecolalia concettuale e
linguistica. Né, a voler essere onesti, possiamo far carico al solo Proclo di una cecita che si ¢
riprodotta senza tentennamenti in tutti gli interpreti posteriori. Dopotutto, il problema dello statuto
degli oggetti generali ha assunto una posizione di rilievo nel dibattito filosofico moderno, e i termini in
cui questo si ¢ sviluppato, importanti di per sé, non lasciano molto spazio ad un’analisi rinnovata della
soluzione implicitamente offerta nella pratica matematica antica. La forma vulgata che quest’ultima ha
assunto permette anzi di postulare I’esistenza di un venerabile problema archetipo, che conferisca la
dignita di un’origine greca alla questione, e al tempo stesso di identificare una posizione, caratterizzata
da una benvenuta assenza di sfumature e da una creaturale naiveté in materie filosofiche, cui opporre
le proprie argomentazioni per antitesi.

Non ¢ mia intenzione stabilire se la “soluzione” greca del problema della generalita sia corretta, o
anche solo simile a qualche proposta moderna. Vorrei soltanto descriverla in termini meno fuorvianti
di quanto venga fatto correntemente. Scandird la discussione soffermandomi su cinque aspetti
linguistico-sintattici, tre dei quali fin qui del tutto trascurati: 1) il valore non copulativo del verbo
«essere» nell’ékbeots; 2) la funzione delle lettere denotative; 3) il ruolo del diagramma; 4) la struttura
indefinita dominante; 5) la rete anaforica.

1.0.1. Il valore del verbo «essere» nell’esposizione

Chiarisco preliminarmente il ruolo dell’esposizione, su cui ritornerd nella sez. 1.2. Essa ¢ formata a
partire dall’enunciato nel modo seguente. I due membri di quest’ultimo diventano due proposizioni
semplici indipendenti: nel caso I’enunciato sia un condizionale, il suo antecedente, che contiene
I’elenco dei dati della proposizione, ¢ trasformato in una supposizione con verbo all’imperativo, il
conseguente in una dichiarativa retta da «dico». Nel caso degli altri due tipi di enunciati (teorema in
forma dichiarativa o problema) la trasformazione segue procedure piu elastiche. I verbi e la struttura di
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enunciato ed esposizione sono strettamente correlati, e in larga misura identici, fatta salva
I’introduzione delle lettere denotative e la trasformazione della forma verbale in un imperativo.

Il punto cruciale ¢ il seguente: il verbo «essere» che si trova di frequente in posizione incipitaria
nelle esposizioni non funziona da copula, né ha portata strettamente esistenziale'. Si tratta invece di
una “dichiarazione di contesto”, una maniera di presentare gli oggetti di cui tratta la proposizione, in
vista della susseguente dimostrazione, differenziandoli da altre specie (triangoli, quadrati, linee, ecc.);
chiamerdo questa funzione “espositiva”. Il verbo «essere» nell’esposizione ¢ nient’altro che
I’espressione di inizializzazione di un elenco. Altri verbi potrebbero essere usati a questo scopo, ma i
possibili candidati («dare», «concepire», «prendere», «fissare», «supporre») sono gia adibiti ad usi
speciali: la presenza di «essere» ¢ quindi un puro tratto stilistico. Noi risolveremmo il problema
fornendo una lista dotata di item, come ad esempio «Ipotesi: a) un cerchio, b) due punti su di esso,
ecc.» (si noti la funzione anaforica del pronome dimostrativo; ritorneremo sulla questione tra breve)'’.

L’inizio dell’esposizione di II1.2 éoTw kUk\os 6 ABI non significa, e quindi non va tradotto, «sia
ABT un cerchio» (valore copulativo) o «ci sia un cerchio ABI'» (valore esistenziale), ma «sia un
cerchio ABI'». Le prime due alternative vanno in effetti escluse per motivi cogenti. La seconda ¢
semplicemente troppo ingenua e modernizzante per essere sostenibile. La prima, dove le lettere
designatrici funzionano da soggetto e il sostantivo indefinito da nome del predicato, ¢ resa
impraticabile da enunciati dall’antecedente minimale contenenti un verbo «essere» dal chiaro valore
espositivo, come quelli di Data 17-19 o di 1I.1, la struttura della cui esposizione ¢ indistinguibile da
quella di qualsiasi altra con «essere» incipitario. Leggiamo II.1 (EE'I, 67.9-10 e 13-14):

[ 5

&av oot 8o evBelat, TpuMdA 8¢ 1 éTépa avTdV eis Qualora siano due rette, e I'una o Daltra di esse sia

ocadnmoTodv TpipaTta, [...] secata in quanti mai si voglia segmenti, [...]

¢oteoav 800 elbelal at A, BIN, kal TeTuqobw 7 Siano due rette A, BT, e sia secata BI', come capita,

BT, ws €Tuxev, kata Td A, E onpeta. secondo i punti A, E.

Tra I’altro, formulazioni come queste mostrano che ci troviamo in realta di fronte ad un esempio di
presente del verbo «essere» con valore perfettivo. In questo aspetto verbale, la funzione di copula non
¢ possibile a priori.

Le lettere non sono quindi il soggetto delle frasi in modo suppositivo che figurano nell’esposizione,
ma non possono neanche essere il nome del predicato, dato che in questo caso dovrebbero essere prive
di articolo. Il verbo «essere» non puo quindi funzionare da copula, se non altro perché la parte
nominale del predicato ¢ assente. Se i gruppi di lettere non sono i soggetti logici o grammaticali
dell’esposizione (il che fa cadere un puntello alla pretesa presenza di oggetti particolari in una
dimostrazione), ¢ legittimo chiedersi che cosa siano.

1.0.2. La funzione delle lettere denotative

Rileggiamo I’esposizione di II1.2 (EE I, 96.1-2):

' Pederspiel (si veda ad es. 1995, e prima ancora 1992), che per primo ha messo in rilievo il fenomeno, utilizza
«esistenziale» per designare la connotazione complementare a «copulativo», ma la questione ¢ pil articolata. Si vedano il
classico Kahn 1973, in particolare il capitolo VI, e I'importante contributo posteriore Ruijgh 1979 (cui si aggiunga Ruijgh
1984), che suggerisce di impiegare il termine “presenziale” per un valore del verbo «essere» analogo a quello in gioco
nell’esposizione (si veda perd in ultimo Federspiel, 2010). Ulteriori dettagli nella sez. 1.2. Per «essere» con funzione
esplicitamente esistenziale in certe clausole introduttive di dimostrazioni per assurdo si vedano le sez. 2.1.3 e 2.2.1.

' Sulle basi storiche di questa interpretazione delle lettere designatrici come “letter labels” ritornerd in altra sede. Frasi
nominali pure come quella appena costruita non sono sconosciute al corpus tecnico: si veda [Aristotele], Pr. XV .9-10.



LA STRUTTURA DI UNA PROPOSIZIONE MATEMATICA 13

¢oto kikhos 6 ABT, kal éml This mepidepelas avtod Sia un cerchio ABT, e sulla sua circonferenza

elMdBw 0o TuxdrTa onuela Ta A, B. Siano presi due punti come capita A, B.

Nell’esposizione viene denotato tramite lettere 1’oggetto su cui verte il teorema, cioé KUKAOS «un
cerchio»'”. Esse seguono il sostantivo e sono a loro volta precedute dall’articolo: si trovano dunque in
posizione appositiva al soggetto «un cerchio». L articolo che precede le lettere ha due funzioni'®. La
prima ¢ distinguere tra oggetti designati da stringhe identiche, in quanto mantiene il genere del
sintagma nominale corrispondente: 6 ABT & un cerchio ma 70 ABT & un triangolo (ad esempio
inscritto nel cerchio). La seconda ¢ produrre un’espressione adatta alle esigenze di una lingua flessiva:
il caso in cui si trova il sostantivo «articolo + lettere» & esperibile unicamente dal caso in cui si trova
I’articolo. La semplice presenza dell’articolo rende in effetti il sintagma costituito dalla stringa di
lettere una locuzione sostantivata, senza bisogno di postulare un sostantivo sottinteso, e ci0 accade
anche quando le lettere facciano parte di un sintagma preposizionale, come ad esempio 1} 6 ABT,
che denota un angolo. Risulterebbe, tra 1’altro, alquanto bizzarra un’espressione del tipo €0Tw KUk OS
0 ABT se fosse la contrazione di una frase in cui 1’articolo rinvia ad un sostantivo sottinteso, come
*¢0Tw kUk\os 0 ABT kUk\os «sia un cerchio il cerchio ABI'», e ancora di pit se dessimo valore
copulativo al verbo: «sia il cerchio ABI'A un cerchio».

La questione merita qualche chiarimento. Il fenomeno di formazione di sostantivi tramite
anteposizione dell’articolo a interi sintagmi ¢ corrente nella lingua greca: nel linguaggio matematico
I’esempio principe usualmente addotto & I’espressione 1) ék ToU kéVTpov «raggio», ma occorre andare
cauti. Il sintagma preposizionale non & infatti in questo caso invariante, come risulta chiaro dalla
presenza del plurale TGv kévTpov nella definizione di cerchi uguali in III.def.1 (EE 1, 93.2-3):

v 7 b ’ ol e ’ v b 7’ n . . .. . . . . .
toot kUkloL elolv, ov at didpeTpol toal etoiv, 1 Cerchi uguali sono quelli i cui diametri sono uguali, o i

ov at éx TV kévTpov toal eloiv. cui raggi sono uguali.

Sia come sia, quest’esempio mostra che dobbiamo resistere alla tentazione di leggere sistematicamente
espressioni del tipo 1} Um0 ABT" come brachilogie con un sostantivo sottinteso: 1 AB deriverebbe cosi
da n AB elbela e 11 UTO ABI, con l’aggiunta di un opportuno participio, da 1 vmo ABI
mepLeXxoévn yovia. La locuzione lunga pud aver contribuito come riferimento alla formazione di
quella breve, ma la prima non va postulata in ogni occorrenza come forma decontratta effettiva della
seconda. Tra I’altro, nel caso dell’angolo, la decontrazione dovrebbe prevedere anche un sostantivo
aggiuntivo a qualificare le lettere: 1) U0 TOV AB, BT evBelowv meprexopévn yovia, oppure, nel caso
si veda I’angolo come compreso da una singola retta kek\aopévn «inflessa», 1 UTO ThHs ABT
evBelas meprexopévn yovia. Tutto cid dovrebbe lasciare come residuo nella forma breve canonica
almeno un TGV o un TS, mentre essa ne & priva (e quando se ne trovino, il che non ¢ infrequente ad
esempio in autori come Pappo, dobbiamo supporre che si tratti di una vera abbreviazione
dell’espressione completa). Ne dobbiamo concludere che la formula per 1’angolo ha ormai perso
contatto da quella originaria, e si ¢ costituita come sostantivo a sé stante (la presenza della
preposizione UG permette tra 1’altro di distinguere un angolo da una retta denotata da tre lettere, caso

"7 La stessa espressione nominale priva di articolo pud denotare anche «il cerchio» inteso come nome di specie matematica
generale, ma questa lettura & incompatibile con I’'impiego che dell’espressione & fatto nei testi. L articolo in 0 kUkAos ha
invece, anche in assenza di determinativi ulteriori, una marcata funzione particolarizzante, legata alla sua connotazione
fortemente anaforica, che non si riscontra in italiano. La lingua matematica greca non impiega mai, per quanto cid sia
grammaticalmente possibile ed ampiamente attestato in altri contesti, I’articolo determinativo per designare una specie
matematica, neanche nelle definizioni (il fenomeno, del tutto generale, ¢ denominato Definitionsstil).

'8 1 unica eccezione all’uso sistematico dell’articolo anteposto alle lettere si rintraccia nell’espressione canonica di un
rapporto, dove talvolta puo essere assente, come ad esempio in 1} AB mpos TA.
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che si presenta non di rado e che abbiamo visto in II1.2 con la retta 1} AZE — si noti che sarebbe
scorretto scrivere “la retta AZE” senza Darticolo 1, che va invece nelle traduzioni in quanto il
sintagma ¢ usato e non menzionato.

Lo stesso deve essere postulato per molte altre designazioni tramite lettere, anche se non per tutte.
Ad esempio, le formule T0 dmo Tiis AB per il quadrato e TO UTO TGV AB, BT per il rettangolo vanno
intese sistematicamente (cio¢ quando abbiano I’articolo “in piu”) come brachilogie per forme
complete con sostantivi sottintesi, TO dmo THs AB dvaypadev TeTpdywror e TO UTO Tov AB, B
eVBeLdV mepLexdpevor dphoydvior, in accordo con le espressioni archetipiche prive di lettere, un cui
analogo non esiste né per la retta né per 1’angolo, stabilite rispettivamente nell’enunciato di 1.46 e in
II.def.1 (EE1, 622 e 67.2-4):

amo Ths dobelons ebelas TeTpdywvov dvaypdiat. Descrivere su una retta data un quadrato.
Tav  mapaAAn\oypapporv  OpBoydvior  meptéxecbar Ogni parallelogrammo rettangolo & detto essere
MyeTal UTO 8o TV TN Opbnv yeviav meplexovodr compreso dalle due rette che comprendono I’angolo

€VBeLOV. retto.

Quando un quadrato o un rettangolo sia invece visto sotto la specie della figura, riceve un designatore
indipendente in accordo con la procedura descritta sopra. Il seguente passo di I1.5 ¢ rivelatore (EE I,
74.20-75.2):

aAd 6 MNE yrdpwr kal 170 AH Shov éoTti 170 TEZB Ma lo gnomone MNZ e AH come totale sono il
TeTpdywvov, § éoTwv amd ThAs I'B: T dpa UTO Tov AA, quadrato T'EZB, che & «descritto> su I'B: il
AB TmeplexSpevor dpboydrior peta Tod amo Tfs T'A rettangolo compreso da AA, AB pill il quadrato

TeTpaydvov {oov éoTl T) amo Ths I'B TeTpaydvy. su T'A & quindi uguale al quadrato su I'B.

Il passaggio aggiuntivo di identificazione del quadrato come quadrilatero con la figura «descritta» su
una certa retta ¢ necessario per formulare il risultato, che segue immediatamente nel testo, in accordo
con la sua espressione canonica data nell’enunciato.

Da quanto detto si trae la seguente, cruciale, conclusione. Il significato dell’esposizione ¢ altrettanto
indefinito, e quindi generale, dell’enunciato, pur con l’introduzione delle lettere denotative: il motivo
¢ che gli oggetti matematici ivi introdotti non sono denotati dalle lettere, ma da sostantivi che non
acquisiscono ancora D’articolo determinativo'®. La particolarizzazione conseguente all’introduzione
delle lettere e al preteso riferimento alla figura non ¢ quindi soltanto apparente, ma semplicemente del
tutto inesistente, in quanto ¢ conseguenza di una incomprensione della sintassi della frase. Le lettere
non hanno una funzione ostensiva né indiciale (Peirce 1931-1935, 2.305, che si riferisce alle lettere in
un diagramma, tutt’altra questione ¢ cosa siano nel testo): i complessi di lettere sono invece nomi di
second’ordine degli oggetti denotati dai sostantivi indefiniti introdotti in enunciato e mantenuti tali
nell’esposizione®: sono cio¢ nomi propri, ma denotano oggetti linguistici (a loro volta dei

' Occorre distinguere tra indefinitezza del significato ed indeterminatezza (cio¢ assenza dell’articolo determinativo
anteposto) del significante. I due fenomeni non sono biunivocamente correlati, come vedremo, né ciascuno di essi lo ¢ con
I’(in)determinatezza del relato (si pensi all’espressione «il cerchio»: pud essere «il cerchio» appena nominato oppure «il
cerchio» come figura geometrica). Con ’articolo indeterminativo in Italiano traduco espressioni il cui senso ¢ indefinito;
trasferisco dunque per stipulazione al significante una proprieta del significato.

® 11 che funziona egregiamente anche per distinguere i vari oggetti geometrici: se ad esempio in una dimostrazione
intervengono piu di due rette, come identificarle? Una soluzione, perfettamente legittima ma impraticabile, potrebbe essere
identificare univocamente le varie rette in gioco con designatori del tipo «prima retta», «seconda retta», ecc. (si confronti con
la pratica invalsa in linguistica di identificare con un numerale a pedice occorrenze dello stesso termine con riferimento

differente). Cid mostra che nell’identificazione tramite lettere non c’¢ niente di cogente.
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designatori), e solo par ricochet oggetti matematici. Le lettere non hanno una funzione deittica ma
anaforica.

In linea di principio i complessi di lettere che fungono da nomi sono arbitrari. Si noti ad esempio
che la lettera I' in III.2 & menzionata solo nella denominazione del cerchio 6 ABT, ed ¢ illegittimo
ritenere che identifichi un punto nel diagramma. Ancora pil probante I’esempio della lettera E nella
denominazione della retta ) AEB. Se designasse un punto, la costruzione della retta 1} AZE che viene
tracciata subito dopo richiederebbe il verbo «congiungere», che trova sempre impiego quando gli
estremi della retta siano entrambi gia nominati, € non 8idyeww «condurre oltre», esclusivo
dell’identificazione di rette con un estremo libero (cfr. sez. 1.3). Se ne conclude che, oltre a E, anche
la lettera Z fa semplicemente parte del nome della retta: solo in seguito risultera chiaro che si tratta
della sua intersezione con il cerchio. Ovviamente, un qualche riferimento alla concreta situazione
geometrica ¢ richiesto da ovvi motivi di trasparenza. Una tale esigenza induce la pratica largamente
predominante, e che non ha niente a che vedere con la pretesa necessita di additare ai punti del
diagramma, di denotare con singole lettere entita geometriche di base quali i punti; figure pil
complesse sono in questo modo identificabili per mezzo di combinazioni di lettere che denotino punti
notevoli su di esse in grado di determinarle univocamente. E dunque il carattere composizionale della
denotazione per punti (due rette adiacenti 7 AB ed n BI' danno luogo alla retta 1 AL, per
eliminazione dell’estremo comune) che la rende cosi efficiente ed adatta alla pratica matematica greca,
e che finisce per imporla nell’uso.

Non si tratta pero, occorre insistere, di una caratteristica essenziale della denotazione tramite lettere:
solo per accidente i nomi degli oggetti complessi finiscono per essere identificati con nomi di punti su
di essi*'. 1l carattere di accidentalita & ulteriormente rafforzata dal fatto che gli oggetti matematici
principali della geometria greca sono le linee, e non i punti. Negli Elementi il sistema delle «richieste»
pone in effetti in primo piano il segmento di retta, naturalmente identificabile con i suoi estremi
(I.post.1): 2 punti e quindi 2 lettere. A parte il cerchio, le figure sono combinazioni di rette e quindi dei
loro estremi: non avrebbe senso introdurre lettere aggiuntive per denotarle come un tutto indipendente
dagli estremi®, anche se vedremo immediatamente un controesempio alla generalizzazione di
quest’affermazione. Nel corso della dimostrazione le lettere diventano delle semplici abbreviazioni di
sintagmi nominali, che permettono un richiamo privo di ambiguita all’oggetto da essi (e non “da esse”,
si badi bene) denotato. Altri argomenti corroborano quest’interpretazione:

1) Vi sono residui di una notazione differente, che mostra come la canonizzazione della pratica
denotativa alla corrispondenza lettera-punto sia il risultato di una dinamica interna. Si tratta della
designazione eterodossa degli angoli. Nelle opere euclidee di ottica viene spesso utilizzata una sola
lettera, e senza preposizione a precederla: A invece di T TpOs TG A, quest’ultima modalita trovando
largo impiego gia negli Elementi. 1 dati di presenza della prima espressione sono i seguenti
(nell’ultima colonna il numero di occorrenze)™:

! Esempio: negli Elementi (ma non nei Data) uno «gnomone» & sempre denotato con tre lettere, ma & pill plausibile che
ognuna di esse denotasse uno dei tre parallelogrammi di cui si compone ogni gnomone che non I’intersezione di certe rette
con un arco di circonferenza a tratteggio che di norma identifica lo gnomone stesso nelle figure dei manoscritti (Heiberg
riproduce fedelmente questa caratteristica, si veda ad es. il libro II degli Elementi).

?2 Di norma viene fatta una certa economia nell’assegnazione delle lettere: solitamente cid si svolge in accordo con il modo di
generazione che individui un oggetto in maniera minimale, ma la pratica di denotare un cerchio con almeno tre lettere anche
quando certe risultino superflue (¢ il caso della lettera I" in III.2 — la tradizione arabo-latina offre un testo chiaramente
ritoccato, e non costituisce una testimonianza attendibile) suggerisce di non trarre conclusioni affrettate. Questa pratica crea
un problema che non ¢ semplice risolvere, visto che possono aver giocato un ruolo decisivo riscritture e normalizzazioni
tardive.

3 L’ Ottica euclidea ci & giunta in due redazioni sensibilmente differenti, denotate con A e B.
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Ottica A 9, 38,42alt,43alt, 48,53 6
Ottica B 4,7-8,18,24,29,34,41-44,48,52 13
Catottrica 1-6, 13-15,20-21,24-25,28,30 14

La casistica delle designazioni degli angoli nella redazione B dell’Ottica e nella Catottrica ¢ in realta
piuttosto complessa. In B essa si ripartisce in questo modo (I’articolo che precede le lettere denotative
¢ ovviamente sempre presente):

i) un angolo ¢ designato da due lettere indipendenti, una che denota il vertice e una I’angolo: prop.
4,7,8,34,41-44.

ii) un angolo ¢ designato da una sola lettera, che coincide con quella del vertice: 9, 18, 24, 29, 43,
44,48, 52.

iii) una lettera ma con il mpds: 19, 20, 23, 24, 28, 31, 36, 39, 58.

iv) tre lettere: 6, 20, 23, 26, 35, 36, 40, 55.

v) sono menzionati angoli senza che siano denotati da lettere: 5, 38, 45, 46,47.

Nella Catottrica:

i) doppia lettera, vertice e angolo: 1-6, 13-15,21, 24-25, 28, 30.
i) una sola lettera, che coincide con quella del vertice: 20.

iii) una lettera ma con il wpds: 5, 13.

iv) tre lettere: 19, 20, 21, 22, 30.

Quello che ci interessa ¢ il caso i), piuttosto ben rappresentato. Come il caso ii), esso & localmente
composizionale: 1’'uso di una singola lettera permette infatti di denotare una somma di angoli per
mezzo delle semplice giustapposizione delle lettere: ’angolo 1} AB & la somma degli angoli 1 A e 1
B?*. Cido avviene principalmente nella Catottrica, dove solo le proposizioni 13, 24, 28, 30 non
contengono somme indicate tramite giustapposizioni. E perd chiaro che, contrariamente a cid che
avviene per i punti, non sono possibili estensioni ad altre specie matematiche di questo carattere
composizionale, che oltretutto fa variare il numero di lettere potenzialmente attribuibili ad un angolo.
Esso risulta pertanto sostanzialmente sterile. Il punto importante & che si tratta di una notazione
ovviamente ridondante, e che branche della matematica greca ammettevano senza problemi tali forme
di denominazione.

E stato proposto che la designazione di un angolo con una singola lettera sia un arcaismo che si &
mantenuto nel dominio ottico. Vengono addotti a questo proposito gli esempi di Diocle, Sugli specchi
ustori 1-3, Erone, De speculis 6-8 e 10, e soprattutto Aristotele, ad esempio APr. A 24, 41b13-22%,
APo. B 11, 94a28-34, e Mete. I' 5, 376a29. Si osservi perd che tale procedura non ¢ ignota negli
Elementi: la si ritrova in 1.42, 44,45, V1.7, X.32/33. Queste proposizioni suggeriscono che il numero
di lettere impiegato per nominare un angolo fosse semplicemente legato all’uso che dell’angolo si
faceva nel corso della dimostrazione. Un teorema di ottica necessita di poche costruzioni ausiliarie;

* Che nel testo le due lettere siano separate da una virgola non significa niente, perché questa sard sicuramente stata
introdotta a qualche stadio di copia.

» Tale notazione si ritrova anche nel dominio aritmetico, ad esempio in una redazione alternativa delle prop. 3 e 6 della
Sectio canonis euclidea, e nella ben nota dimostrazione di Archita (tradotta da Boezio, Inst. mus. 111.11, ed affine alla prima
delle due proposizioni appena menzionate) sull’impossibilita di inserire un medio proporzionale tra gli estremi di un rapporto
superparticolare.

% La somma di due angoli & anche qui indicata per giustapposizione.
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pertanto, il corredo di oggetti matematici irriducibili, cio¢ denotati con una singola lettera, pud essere
pitt ampio di quello geometrico, che ¢ di solito ristretto a punti o rette. Questa osservazione suggerisce
cautela nell’accettare la proposta dell’arcaismo lessicale®.

2) Non mancano, pill in generale, gli esempi di figure complesse denotate da una sola lettera, una
volta che serva solo nominarle. Molte delle figure in Archimede ricevono un semplice segno grafico.
Ma proprio il fatto che di norma I’assegnazione delle lettere sia pili complessa mostra che la figura
non costituisce una componente essenziale della dimostrazione: altrimenti basterebbe una sola lettera
per designare ognuno degli oggetti in gioco. Un certo residuo del grado di arbitrarieta nella
designazione di oggetti geometrici si ritrova nel numero variabile di lettere usate: si ricordi la retta
denotata con 1 AZE in I11.2, dove canonicamente ci si aspetterebbero due sole lettere. Allo stesso
modo, I’appellativo di un quadrilatero contiene di solito 4 lettere, ma possono bastare le due relative a
due vertici opposti**. Caso estremo di denotazioni forzate dal contesto & quello dei cerchi nel libro IV,
che sono designati da tante lettere quanti sono i vertici dei poligoni che in essi vanno di volta in volta
inscritti (o ad essi circoscritti): si scopre molto avanti nella dimostrazione che queste saranno anche le
lettere designatrici del poligono, e cio¢ di punti (i suoi vertici); prima fanno solo parte del nome del
cerchio.

3) Come visto sopra, alcune lettere sono impiegate all’interno di designatori prima di essere
condotte ad identificare dei punti (in III.2 lo sono le lettere E e Z). Un esempio veramente clamoroso ¢
costituito dalla descrizione della costruzione del cubo in XIII.15 (EE 1V, 167.5-12):

¢xkelobn TeTpdywvor TO EZHO {omv éxov Tnv
mAevpav TH AB, kal dmo Tov E, Z, H, ©® 7§ T0D
EZHO TeTpaydvov émmédy mpos Opdas fxbwoav

al EK, ZA, HM, ON, kal dpnpfiobe dmod ékdoTtns

Sia fissato un quadrato EZH® che ha il lato uguale a
AB, e da E, Z, H, © ad <angoli> retti con il piano del
quadrato EZHO siano condotte «ette> EK, ZA, HM
ON, e sia sottratta da ciascuna delle EK, ZA, HM, ©ON

T70v EK, ZA, HM, ON pia tov EZ, ZH, HO, OFE
{on éxdoTn EK, ZA, HM, ON,
é¢meletxbuoarv at KA, AM, MN, NK- kipos dpa

’ e e \ @ ’ b4
owéoTatar 6 ZN umo €E TeTpaydvev {loov

TOV Kal

ciascuna delle EK, ZA, HM, ON uguale a una sola
delle EZ, ZH, HO, OE, e siano congiunte KA, AM,
MN, NK:

compreso da sei quadrati uguali.

risulta quindi costruito un cubo ZN

TepLeXOLEVOS.

Nella parte sottolineata, i designatori at EK, ZA, HM, ON di certe rette ricorrono 3 volte. Nella
prime due occorrenze le lettere K, A, M, N sono semplicemente parte del nome delle rette, supposte di
estensione indefinita; non designano punti flottanti su di esse in una posizione imprecisata. Nella terza
occorrenza sono invece nomi di punti, cio¢ degli estremi dei segmenti, uguali a segmenti dati, staccati
su queste rette indefinite. Si noti anche che il cubo ¢ denotato con 2 sole lettere, mentre il suo quadrato
di base ne richiede 4!

E dunque scorretto pensare che 1’uso delle lettere nelle dimostrazioni geometriche introduca una
falsa particolarizzazione: ¢ un abbaglio preso gia nell’antichita (come abbiamo visto nel fondamentale
passo di Proclo letto all’inizio) e che si perpetua fino ad oggi: le lettere sono solo abbreviazioni di
designatori, cio¢ di quelle espressioni nominali vere e proprie, del tipo «un cerchio», che portano il
riferimento agli oggetti geometrici. Le lettere, dunque, non possono neanche essere uno strumento di

?7 Si osservi anche che il testo delle prime 4 proposizioni della Catottrica nel Vat. gr. 204 & corretto da una seconda mano: le
designazioni degli angoli con singola lettera sono sistematicamente sostituite con nomi canonici a tre lettere. Vediamo
dunque il ruolo decisivo che puo avere un correttore o semplicemente un copista erudito: niente si puo concludere dal fatto
che le designazioni siano quelle canoniche.

 Ambiguithd con la designazione della diagonale identificata dai due stessi punti non sono possibili, perché in greco
«diagonale» & femminile e «quadrilatero» € neutro.
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espressione della generalita e di dispiegamento della forma logica come lo sono in un sillogismo
aristotelico (cosi gia Alessandro, in APr., 53.28-54.2, che usa l’interessante aggettivo SelkTikd
«indicatori» per denotare questa loro funzione, mostrando che la intende, come faranno dopo anche gli
stoici con i numerali che caratterizzano i «modi» dei loro sillogismi, in maniera analoga a quella delle
lettere schematiche — cfr. sez. 2.9), ma al contrario tenderebbero a particolarizzare in mancanza di
accorgimenti linguistici atti a neutralizzare tale predisposizione. Occorre dunque una ben sviluppata
elaborazione dei modi di espressione della generalita per potersi permettere di usare le lettere in una
dimostrazione matematica.

1.0.3. Il ruolo del diagramma

Recentemente viene data eccessiva importanza alle figure in quanto parte integrante di una
dimostrazione®. Si tratta di un grosso abbaglio storiografico, basato sull’assunzione del tutto
immotivata che i diagrammi dei manoscritti medievali rispecchino fedelmente quelli originali. In
alcuni casi ¢ addirittura ben noto il contrario: ad esempio Eutocio ridisegna tutte le figure nella sua
edizione delle Coniche di Apollonio (Decorps-Foulquier 1999). Le figure sono invece estremamente
utili per integrare le informazioni sulle parentele tra i manoscritti fornite dall’esame dei testi. Ma
anche qui occorre procedere cum grano salis. 11 testo era trascritto lasciando per le figure, tracciate in
un secondo momento, spazi congrui, di solito sotto forma di indentature nello scritto™. Queste erano
riempite dall’illustratore, che non aveva nessun interesse a verificare che la figura fosse coerente con il
testo, e quasi mai le capacita per farlo. Ogni genere di problemi pud presentarsi come conseguenza di
questa procedura: manoscritti con indentature vuote e neanche una figura’', oppure con tutte le figure
insieme alla fine del testo dell’intero trattato’’, indentature vuote perché troppo piccole e figure
tracciate nel margine o che si sovrappongono al testo™, figure deformate per farle entrare nel poco
spazio concesso™, parti della figura tracciate da mani secondarie nell’antigrafo e riprodotte senza
segnalare la differenza, scoll diagrammatici presi per figure del testo principale (fenomeni analoghi a
quello delle annotazioni marginali che scivolano nel testo), lettere omesse o aggiunte. Occorre inoltre
considerare che gli strumenti tecnici a disposizione erano limitati a riga e compasso: le ellissi sono
spesso rappresentate da due archi di circonferenza ed hanno quindi una coppia di punti angolosi.
Clamoroso ¢ I’esempio di certe figure di Sph. cyl. di Archimede e di quella di El. IV.16. Occorre
tracciare un poligono con molti lati inscritto in un cerchio. Siccome i lati del poligono tenderebbero a
confondersi con gli archi che sottendono, la soluzione adottata consiste nel tracciare i lati in forma di
archi con la concavita opposta a quella della circonferenza in cui il poligono & inscritto. Insomma, le
uniche caratteristiche su cui si possa fare affidamento per stabilire relazioni genealogiche tra
manoscritti sono quelle topologicamente invarianti, come la presenza o meno di intersezioni: neanche
la distinzione tra linee rette e curve resiste alle modifiche dettate dall’estro di un illustratore e dalle
limitazioni dagli strumenti a sua disposizione.

¥ Tutt’altra questione, anche se molto importante, quella del “codice grafico” in uso in trattati come i Phaenomena euclidei,
del tutto differente da quello impiegato in opere quali I’Almagesto (quest’ultimo coincide con quello della porzione
geometrica degli Elementi), entrambi a loro volta differenti dal codice applicato nei libri aritmetici degli Elementi. 11 primo
permette di supplire ad inadeguatezze matematiche strutturali legate allo sviluppo ancora embrionale della geometria sferica,
e non al problema della generalita. Sulla questione occorrera ritornare in dettaglio.

% Si ricordi che la pratica antica era quella di porre le figure alla fine del teorema cui si riferiscono. Cosi fanno ancora tutti i
manoscritti matematici sufficientemente antichi.

*! Cosi sono i manoscritti arabi degli Specchi ustori di Diocle.

%2 Questo accade in alcuni manoscritti della Collectio di Pappo.

¥ 1l manoscritto Vindob. phil. gr. 31 degli Elementi fornisce un’ampia casistica; le sue figure furono ulteriormente ritoccate
da un correttore.

* La figura di EI. 1.47 subisce deformazioni in quasi tutti i manoscritti.
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Anche asserti interpretabili a prima vista come richiami ai diagrammi molto spesso derivano in
realta solo dal testo. Scrivere, come in EL. II1.2, che TO A € il centro del cerchio 6 ABT gia permette di
concludere che la rettan) AA & uguale an AB in quanto raggi di uno stesso cerchio, e non ¢’& bisogno
del disegno per capirlo. Altri asserti potrebbero essere interpretati come desunti dalla figura, mentre
vanno intesi come accorciamenti e mediazioni di proprieta geometriche evidenti dal testo: ancora in
I11.2, denominare 1} AZE la retta nella supposizione dell’assurdo implica che 11 AE sia maggiore di 1
AZ: dalla disposizione delle lettere & infatti immediato che alla prima manca il segmento 1 ZE.
Oltretutto, anche se non sempre oggetti denotati da lettere sono stati esplicitamente introdotti in
precedenza, sono perd immediatamente ottenibili dai dati a disposizione, come ad esempio 1’angolo 1
umo AAE. Che tutto cid sia evidente anche dal diagramma & vero, ma cid discende banalmente dal
fatto che chiunque si guarderebbe bene dal tracciare un diagramma che non si accordi con le
prescrizioni del testo; che il diagramma sia perd necessario in queste come in innumerevoli altre
occasioni & falso. Il suo ruolo & insomma solo di sostegno alla dimostrazione™. In certi casi, I’uso delle
figure va sicuramente riferito ad una pratica stilistica: i diagrammi dei libri aritmetici degli Elementi,
dove i numeri sono rappresentati da segmenti, sono del tutto inutili anche solo per una migliore
comprensione della dimostrazione. Né generalita pud essere guadagnata tramite la figura, in quanto
occorre un esplicito riconoscimento (di solito tramite un non-detto: nel diagramma viene disegnato
quasi sempre un triangolo isoscele ma poi nella dimostrazione si dice «un triangolo») di quali
caratteristiche particolari della figura non tenere conto. Con un po’ di allenamento, di ogni teorema la
figura ¢ interamente ricostruibile dal testo, compresa I’esatta posizione delle lettere. Si tratta di
un’attivita di routine per chi si occupi di fare ’edizione di testi matematici antichi, che non di rado
sono del tutto privi di figure nei manoscritti.

Un punto ulteriore ¢ quello della genericita della figura connessa ad una proposizione. L’edizione di
Heiberg degli Elementi & estremamente carente in questo rispetto: il grande filologo evidentemente
riteneva che i diagrammi fossero irrilevanti per la storia del testo, e ne ha ritracciati la maggior parte
(compreso quello della nostra proposizione paradigmatica II1.2, dove curiosamente la lettera I" ¢ stata
omessa®®), sulla base di esigenze matematiche: i suoi diagrammi rappresentano il caso pill generale
possibile, anche se talvolta cido da luogo ad una figura gravemente scorretta, come quella di II1.10. Le
figure che troviamo nei manoscritti greci (non solo delle opere euclidee) hanno in effetti, fatto per noi
curioso, la caratteristica opposta: illustrano spesso casi particolari e sono metricamente scorrette. Sono
in effetti sistematicamente tracciati triangoli rettangoli isosceli, cerchi uguali, rette perpendicolari dove
tutto cio non & richiesto dall’enunciato, e inoltre rettangoli invece di parallelogrammi, segmenti uguali
quando siano disuguali e viceversa, addirittura linee rette al posto di curve (in Meth. 14 un’arco di
parabola ¢ rappresentato da un angolo rettilineo), e in generale figure con proprieta di simmetria non
richieste. A volte le figure sono “sbagliate”: quella di .47 ha in certi manoscritti due rombi non
quadrati costruiti sui cateti, quella di III.21 in buona parte dei manoscritti pone il centro di un cerchio
del tutto fuori centro. Chiaramente, la genericita o accuratezza della figura non ha niente a che fare
con la generalita del teorema, ed anzi un diagramma non generale potrebbe proprio aiutare a capire
meglio come funziona la generalita: quelle caratteristiche accidentali del diagramma che non si usano

¥ Richiami impliciti alla figura sono indice di rifacimento di una dimostrazione: questi sono molto pill facili e naturali col
codice che con il rotolo, dove tipicamente la figura, posta al termine dell’intera proposizione, non si vedeva mentre veniva
letta la dimostrazione. I richiami impliciti alla figura sono molto frequenti nelle Coniche di Apollonio, dove spesso risultano
necessari per ricostruire l’esposizione a partire dall’enunciato, ma qui entra anche in gioco la complessita della
configurazione geometrica e la necessita di formularla linguisticamente in maniera concisa. Richiami espliciti sono
interpolazioni sicure.

% In realtd il motivo dell’omissione & poco onorevole: Heiberg mandd “di peso” in tipografia I’intero gioco di figure
contenuto nell’edizione di August (1826-29), molto opportunamente collocato in tavole separate in fine di volume,
apportandovi solo modifiche puntuali. La lettera I manca anche in quest’edizione, e Heiberg non si accorse dell’omissione.
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nella dimostrazione non entrano in effetti nelle ipotesi. Impratichirsi con la maniera “simmetrizzante”
nel tracciato dei diagrammi costituisce tra 1’altro un utile esercizio per comprendere e dissipare le
confusioni sul ruolo dell’esposizione, che non pud avere alcuna funzione nell’“imbastire la figura”;
non si capisce certo da quest’ultima se un triangolo ¢ richiesto essere isoscele: tutti i triangoli lo sono
nei diagrammi contenuti nei manoscritti!

1.0.4. La struttura indefinita dominante

Come ribadito pil volte, ¢ cruciale che nell’esposizione il gruppo articolo + lettere segua il sintagma
nominale, indefinito e quindi privo di articolo, kUk\os «un cerchio»: €é0Tw kUkhos 0 ABI «sia un
cerchio ABI'». Nel 8topiopds «determinazione» che segue 1’esposizione le lettere denotative
cambiano posizione: precedono ora il sintagma nominale, ad indicare che 1’oggetto matematico ¢
riconosciuto come gia introdotto: la forma & 1, AB elUfeta. In traduzione pud essere opportuno
aggiungere 1’articolo, in quanto 1’oggetto in questione ¢ gia stato nominato in precedenza, ma non per
questo il sintagma va automaticamente considerato definito. Entra qui in gioco un cruciale fenomeno
di neutralizzazione, al livello del significante, dell’opposizione definito / indefinito. Consideriamo per
fissare le idee I’espressione 11 AB €Ufeta. Dal momento che il gruppo AB necessita in ogni caso
dell’articolo, si danno due casi:

1) il determinativo ¢ inserito tra ’articolo proprio del sostantivo e il sostantivo stesso, e il
significato dell’espressione sara definito: «/a retta AB»;

2) il determinativo ¢ in posizione appositiva anteposta: I’articolo & indispensabile ma determina
solo la stringa di lettere; il significato ¢ indefinito: «una retta AB».

L’unica espressione completa che sia allo stesso tempo definita e non ambigua & 1 eUfela 1| AB, che
in forma pura’ non & mai usata nel corpus antico. Espressioni come 1} AB €Ufela, esclusive della
determinazione e della dimostrazione ed in effetti piuttosto rare, possono dunque essere considerate
definite non in virtu della loro forma, ma solo in quanto designano oggetti gia nominati. Detto in altri
termini, specie matematiche introdotte tramite espressioni indefinite possono essere considerate®
acquistare ’articolo a partire dalla loro seconda occorrenza in parti specifiche della proposizione: si
tratta del ben noto valore anaforico dell’articolo determinativo in greco antico (si veda anche pil
oltre)*.

In principio sono dunque accettabili anche interpretazioni in cui Iarticolo in 1} AB €0fela sia
anaforico del riferimento indefinito primario, ripetuto in enunciato e esposizione, e quindi anche
traduzioni con I’articolo determinativo, ma le pratiche della neutralizzazione e di sottintendere
sostantivi come €U0ela o onpetov (si veda anche il punto iii pid oltre) rendono il testo, che nella
dimostrazione finisce per contenere principalmente sintagmi del tipo 1 AB, totalmente ambiguo e
opaco di fronte alla dicotomia definito / indefinito. Oltre che dalla forma completa “neutralizzata”
appena vista, infatti, nella serie di costruzioni e inferenze che seguono I’esposizione un oggetto
geometrico ¢ quasi sempre direttamente identificato dal solo gruppo di lettere dotato di articolo, che

7 Cio¢ se il sostantivo non & accompagnato da un ulteriore determinativo, come ad esempio nel caso dell’espressione
formulare cuvesTdTw TPOS TH AE e€lfeiq kal TG mpos adTh onuelyw TG A TH Umd BAT yovia {on 1) Umd EAH «sia
costruito, su una retta AE e su un punto su di essa A, un <angolo> EAH uguale all’angolo BAI'»: il primo articolo ¢ indotto
unicamente dalla presenza del determinativo preposizionale anteposto.

*® La sfumatura modale & necessaria una volta che siano presenti le lettere denotative, ancora per il fenomeno della
neutralizzazione.

¥ Discussione antiche gia in Apollonio Discolo, che fa della funzione anaforica dell’articolo il leitmotiv della sua trattazione
in Synt.,1.25,43-44,48,78,87,97-98, 133-135, 144,11.9.
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ormai puo essere assunto denotarlo univocamente, come ¢ immediato verificare nel testo di III.2 letto
all’inizio.

N

Siamo dunque indotti a concludere che una dimostrazione matematica greca & potenzialmente
condotta dall’inizio alla fine usando soltanto espressioni indefinite. Tra 1’altro, la pervicace renitenza
dei testi matematici greci a dotare di articolo sostantivi come mAevpd «lato», Bdols «base», yovia
«angolo», e parzialmente \oyos «rapporto», intravista nel caso di ywvia proprio all’inizio
dell’anafora di III.2, corrobora quest’interpretazione, se li leggiamo come residui di formulazioni
arcaiche esplicitamente indefinite mantenute nel corso di tutta la dimostrazione. Un’osservazione di
Apollonio Discolo (Synt. I.111, 94.7-17 Uhlig) mostra che il fenomeno della neutralizzazione era gia
stato messo a fuoco, limitatamente ai costrutti participiali, dai grammatici antichi e dalla scuola
dialettica stoica (nel secondo esempio il participio ¢ interposto tra articolo e sostantivo, e ne risulta
un’espressione neutralizzata):

Una costruzione siffatta

€oTL kal €v TpoonyopLkols 1 TotavTn olvtaéls, si ritrova anche tra gli

¢

I 3 \ ’ 7 ) /, oy
Ed) OV KdL TPLTOS )\O'YOS‘ AVAKUTITEL. KAL €0TW O

eV  mPpATOS TOLoDTOS, XPOVLKNY  Stadopdv

7 e ~ 8 ’ ’ e . e 8\
Tapepdaiver, 6 mals Setmvioas kotpdobw: 6 8&
Nvika wARBos TapepdaiveTar, O

) 3 \

KoLpudoBw, ¢ ol kal

delTepos,
detmvioas  Tals

doploTddns 1 ovvtafis yivetar Tol dpbpov,

appellativi, per i quali viene fuori, inoltre, una terza
interpretazione. La prima ¢ questa, con connotazione
temporale: “il bambino, dopo aver mangiato, vada a
letto; la seconda, con connotazione di pluralita: “un/il
bambino che ha mangiato vada a letto”, per la quale
aggiunta, costruzione indefinita

risulta, in una

34 A\ e kb \ ~ ~ \ ~ 7
€vber kal oL aATo ™ns 2Tods TA TOLAUTA LopLa

dell’articolo, ed anche per questo gli Stoici chiamarono

b 7’ 9 7’ ’ \ o A 9 \
aopLOTWON €KAAegAV" TPLTOS O€ OS5 TNV ALTNV

pev €xet otvtaEly, ov pnr doploTedds TAVToS
bépe  ydp
Kal — KaTd

~ b ~ /7
VOELTAL, avadoplkds  O€. Twa

detmvficar  Tov  Taidov TouToU
p NS , . N
viveoBal Ta Ths mpooTdéews: kal TAAw Td TOD
\oyov TH®e kaTacThoeTal, O Selmvnoas Tals

,
KOLLAoBw.

queste parti «del discorso> “indefinite”; la terza ¢ quella

che ha la stessa costruzione, ma non ¢ intesa per niente
in senso indefinito, bensi anaforico. Poniamo in effetti
che uno dei bambini abbia mangiato e che a costui si
riferisca la prescrizione: la frase sara costruita di nuovo
in quel modo: “il bambino che ha mangiato vada a

letto”.

Il fenomeno della neutralizzazione ci permette di riconoscere come indefinite espressioni per cui la
presenza dell’articolo farebbe pensare il contrario. Cid accade per determinativi meno concisi di una
stringa di lettere, che siano participi o aggettivi o intere espressioni preposizionali. Il fenomeno risulta
pit chiaro se leggiamo un enunciato insieme con 1’esposizione corrispondente. Facciamolo per 1.29
(EE1,41.6-11):

N _els Tas mapal\frovs evBelas evBeta éumimTovoca Una retta che incide su rette parallele fa sia gli

Tds Te évala€ yovias {oas d\\flats Totel kal THv  angoli alterni uguali tra loro sia quello all’esterno

) \ ~

€xTOS TN évTos kal dmevavtiov {onv kal Tds évtos uguale all’interno e opposto sia quelli all’interno e

kal éml Ta adta pépn dvoiv opbais {oas. dalla stessa parte uguali a due retti.
In effetti, una retta EZ incida su rette parallele AB,

TA.

els yap mapai\jlovs elBelas Tas AB, TA elbela

eummTéTo N EZ.

L’enunciato ¢ indefinito anche se in greco troviamo 1’articolo: esso ¢ richiesto dalla presenza di un
participio congiunto in posizione appositiva, ulteriormente determinato da un complemento in forma
preposizionale. L articolo determina il participio, non il sostantivo eUfeta «retta»; questo anche se il

N

sostantivo ¢ posto, piuttosto inusualmente, tra ’articolo e il participio. Nell’esposizione, dove il
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participio congiunto si trasforma in un imperativo (presente pro perfecto come & usuale con T{TT®),
I’articolo cade come deve. Non c’¢ motivo perché in esposizione I’espressione sia indefinita e
nell’enunciato no; casomai sarebbe da aspettarsi il contrario: occorre rendere in italiano con I’articolo
indefinito in entrambi i casi. Ancora pill interessante & ’espressione Tapai\jlovs eVBelas Tas AB,
I'A. La presenza di un solo articolo davanti alle lettere denotative mostra che ’intera stringa AB, I'A ¢
posta in funzione appositiva del sostantivo Tapal\fjlovs ev6elas, denotante in blocco una bizzarra
specie geometrica. Un indizio in piu che le lettere si riferiscono ad un oggetto linguistico, non
geometrico.

Quanto detto sinora pud concretizzarsi in una traduzione ‘“massimalista” del testo greco letto

all’inizio:

¢av kikhov ém ThHs Tmepidepelas Anddf &vo
TUXGOvTa onpeta, 1) €m Ta onpeta émlevyvupévn
€vBeta évTos TeoelTal Tod KOKAOV.

¢oto kOkhos 6 ABT, kal éml Ths mepidepelas
avtol elMdbo Slo TuxdvTa onpela Ta A, B-
Myo 6TL 1 dTd ToD A éml TO B émlevyvupévn
€vBeta évTos TeoelTal Tod kKOKAOV.

\ ’ 3’ N ] ’ ’ ’ \ e ¢
KL ydp, dAN’ €L duvaTov, TMLTTETW €KTOS WS 1)
AEB, kal e€iAjdbo TO kévTpov Tod ABT kiklov,
kal €0Tw TO A, kal émelelxBuoar al AA, AB, kal
SuixBw 1 AZE.
émel obv {om éoTiv 1} AA Tf AB, {on dpa kal
yovia 1 070 AAE Tf 00 ABE- kal émel TpLydvov
To0 AAE pla mievpa mpooekBéBinTar 1 AEB,
pellov dpa 1 0 AEB yovia This vmo AAE. {on
8¢ 1 Um0 AAE T} Um0 ABE- peilov dpa n 0mo
AEB Tfis Um0 ABE. Um0 8¢ v pellova yoviav 1
pellwr mhevpa UmoTelver: pellwv dpa 1 AB Ths
AE. {om 8¢ 1} AB i) AZ. peilwv dpa | AZ Tiis AE
e 9 7’ ~ ’ 1’4 9 \ b 7
N eXdTTov ThHSs pellovos: Omep €oTly adlvaTov.

9 b4 1 9 \ ~ 9 \ \ 9 /7
otk dpa M amo Tob A éml TO B émilevyvupévn

9 ~ b \ ~ ~ 7 e 7’ A
€Vhela €kTOS meoelTal Tol kUkAov. opolws oM
Seléoper 8L 0lde & adThs ThHs mepidepelas:
EvTos dpa.
éav dpa klklov éml Ths mepLtdepeias Anddf 8vo
TUXOVTa onpela, 1 €ém Td onpeta émlevyvupérn
evfela évTos meoeltal Tod klUkhou: Gmep €8el

Seléat.

Qualora sulla circonferenza di un cerchio siano presi
due punti come capita, la retta congiunta ai punti
cadra all’interno del cerchio.

Sia un cerchio ABI, e sulla sua circonferenza siano
presi due punti come capita A, B: dico che la retta
congiunta da A fino a B cadra all’interno del cerchio.
No infatti, ma se possibile cada all’esterno come AEB,
e sia preso il centro del cerchio ABT, e sia A, e siano
congiunte «<rette> AA, AB, e sia condotta oltre <una
retta> AZE.

Poiché dunque <una retta> AA ¢ uguale a <una retta>
AB, anche un angolo AAE ¢ quindi uguale a <un
angolo> ABE; e poiché risulta prolungato avanti un
solo lato AEB di un triangolo AAE, un angolo AEB ¢
quindi maggiore di <un angolo> AAE. E <un angolo>
AAE ¢& uguale a «un angolo> ABE: <un angolo> AEB ¢
quindi maggiore di <un angolo> ABE. E sotto I’angolo
maggiore si tende il lato maggiore: <una retta> AB ¢
quindi maggiore di <una retta> AE. E «una retta> AB ¢
uguale a <una retta> AZ. <Una rettax AZ ¢ quindi
maggiore di <una retta> AE, la minore della maggiore;
il che ¢ impossibile. Non si dara quindi il caso che una
retta congiunta da A fino a B cada all’esterno del
cerchio. Del tutto similmente dimostreremo che
neanche sulla circonferenza stessa: quindi all’interno.
Qualora quindi sulla circonferenza di un cerchio siano
presi due punti come capita, la retta congiunta ai punti
doveva

cadra all’interno del cerchio: il che si

dimostrare.

Sara chiaro al lettore, immagino, che la traduzione “massimalista” assume come indefiniti tutti i
riferimenti agli oggetti matematici in gioco, ivi comprese le designazioni per mezzo di lettere
precedute dall’articolo (!). Le uniche eccezioni sono dettate dal buon senso matematico: il centro e la
circonferenza di un cerchio assegnato sono univocamente determinati, e la presenza dell’articolo
determinativo ¢ legata a questa considerazione. Lo stesso si dica per “la” retta che congiunge due
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punti. Nel caso della citazione non istanziata di 1.19 nella dimostrazione, la presenza dell’articolo ¢
legata al vincolo di replicare la forma del riferimento primario, dove essa sta semplicemente a
segnalare che la comparazione avviene tra due lati soltanto, non fra i tre a disposizione in un triangolo.

Dal punto di vista grammaticale la lettura proposta nella traduzione “massimalista”, piu forte di
quella che enfatizza, nella denominazione delle specie nel corso della dimostrazione, il ruolo anaforico
dell’articolo cosi tipico della lingua greca, ¢ perfettamente legittima, per quanto le considerazioni delle
sezioni precedenti permettano di azzardare una proposta ancora piu radicale. La (necessaria) presenza
dell’articolo di fronte ai gruppi di lettere rendendo il sintagma una locuzione sostantivata, non c’¢
alcun bisogno di postulare sistematicamente, in espressioni come 11 AB, un sostantivo sottinteso in
modo da ottenere espressioni indefinite quale evfela 1} AB «una retta AB» o definite come 11 AB
eVbela «la retta AB». I gruppi di lettere sono semplicemente abbreviazioni di designatori e il loro
riferimento ¢ un oggetto linguistico, non matematico, e cosi vanno intesi nel corso della
dimostrazione: come riferimenti a «quel sintagma “una retta” introdotto nell’esposizione».

Nel corso di una proposizione osserviamo dunque la seguente evoluzione di un termine da semplice
sostantivo indefinito a sintagma pill 0 meno complesso: eVBela (sostantivo indefinito: enunciato) —
evBela 1 AB (sostantivo indefinito dotato di nome: esposizione) — 11 AB elfela (espressione
neutralizzata: dimostrazione — caso nettamente minoritario) — 1 AB (designatore puro: dimostrazione
— caso di gran lunga pitt comune) — €00ela (1] AB) (sostantivo indefinito, dotato di nome nel caso di
un problema: conclusione). Questa traiettoria ¢ interamente determinata dalla necessita di operare un
riferimento efficiente agli oggetti matematici introdotti in enunciato. Riassumo dunque le parti di una
proposizione in cui il carattere indefinito ¢ esplicito:

i) Enunciato: assenza di lettere denotative; specie geometriche designate in prima occorrenza da
espressioni linguistiche indefinite; dalla seconda occorrenza assumono I’articolo, con puro valore
anaforico.

ii) Esposizione: introduzione delle lettere denotative come apposizioni di espressioni linguistiche
indefinite; come nel caso dell’enunciato, dalla seconda occorrenza queste ultime possono essere
considerate assumere 1’articolo, con puro valore anaforico.

iii) Costruzione: ¢ la parte specifica della proposizione in cui ¢ pili chiaro come vada gestito il
fenomeno della preterizione del sostantivo. Nuovi oggetti introdotti nella costruzione sono privi di
articolo alla loro prima occorrenza: sono quindi espressioni indefinite, e le lettere designatrici che li
accompagnano sono collocate come di consueto in posizione appositiva. Si tratta di un fenomeno
comune a tutte le costruzioni e che merita di essere sottolineato. Ad inizio trattato, come in 1.2, le
costruzioni sono enunciate nella loro forma completa (EE 1, 8.16-20):

¢melelxBo yap dmd Tod A onpelov éml TO B onuelov In effetti, sia congiunta dal punto A fino al punto

evfela 1 AB, kal cuvveoTdTo ém alTfis Tplywvor B una retta AB, e sia costruito su di essa un

toémhevpor TO AAB, kal ékPePricbwoav ém evBelas triangolo equilatero AAB, e siano prolungate in

Tals AA, AB elbetal ai AE, BZ, kal kévtpe pev 79 B <inea> retta con AA, AB rette AE, BZ, e con
StaocThpaTL 8¢ T® BT kiklos yeypddbw 6 THO, [...] centro B e intervallo BI" sia tracciato un cerchio
THO,[...]

La formulazione, come vedremo tra breve, si conforma rigidamente ad un prototipo canonico che si
costituisce per calco della formulazione primaria, nel nostro caso nell’ordine gli enunciati di I.post.1,
I.1, I.post.2, I.post.3. In tutte queste costruzioni I’ente geometrico costruito ¢ nominato esplicitamente,
in forma indefinita. Viene quindi tracciata una retta di nome 1) AB, ecc. Nelle proposizioni successive,
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come la nostra II1.2, le costruzioni sono sistematicamente fornite in forma abbreviata: scompaiono
certe determinazioni implicitamente contenute nelle lettere designatrici (come la menzione dei punti di
arrivo e di partenza nella formulazione del I postulato) e, con esse, il sostantivo oggetto della
costruzione. Non c’¢ dunque alcun motivo per supporre che i sostantivi da sottintendere non siano in
forma indefinita, come nelle formulazioni complete appena lette. Lo stesso va postulato per
costruzioni come ad esempio “condurre per un punto una retta parallela ad un’altra”, in cui il
sostantivo che funziona da soggetto ¢ sistematicamente sottinteso. Leggiamo la formulazione di base
in .31 e la prima applicazione in 1.32 (EE'1,43.11-12 e 44.17-18):

Sta Tob 800évTos onpelov T SoBelon elbeiq Condurre per un punto dato parallela ad una retta data una
TapdAAnAov €0Belay ypapupuny dyayetv. linea retta.

fx0w ydap Sud Tod I' onueiov TH AB elbeiq In effetti, sia condotta per un punto I" parallela ad una retta
TapdAnios 1 TE. AB «una retta> TE.

Applicazioni successive perderanno anche i sostantivi onpelov ed evfe{q. Le costruzioni sono
indefinite quanto all’oggetto realizzato, non quanto a quello dato (si innestano infatti su oggetti gia
prodotti, altrimenti trovano impiego verbi speciali): per questo motivo il predicato 506év «dato» con
cui sono qualificati gli oggetti dati ha I’articolo.

iv) Citazioni di risultati precedenti, che costituiscono una parte rilevante di una dimostrazione e ne
accentuano il carattere formulare; le citazioni letterali di enunciati, sia istanziate che non, servono a
conservare e richiamare il carattere fondamentalmente indefinito della dimostrazione, insieme con la
richiesta che il risultato usato sia identificabile univocamente ed applicabile senza modifiche alla
configurazione in oggetto: non sono quindi necessari riferimenti libreschi (questa pratica & tardiva).

v) Conclusione generale (quando presente): ripete alla lettera I’enunciato. Nel caso di un problema
la conclusione generale ¢ quasi sempre assente, ma quella istanziata, pur contenendo le lettere
denotative, ripristina la struttura esplicitamente indefinita, come vediamo sull’esempio di enunciato e
conclusione di I.2 (EE1,8.11-12 ¢ 9.13-14):

TpOS TO 800évTL onpelw TH Sobeion elbeiq {omy Porre su un punto dato una retta uguale ad una retta
evBetar 0éobar. data.

mpos dpa TH SobévTL onuelw TG A TH Sobelony Risulta quindi posta su un punto dato A una retta AA
evBela T BI {om elbetla keltar 1) AA- 8mep €8el  uguale ad una retta data BT': il che si doveva fare.

ToLfoat.

Vediamo ora le parti di una proposizione in cui il carattere indefinito ¢ implicito oppure neutralizzato:

vi) Anafora: si tratta della frase con cui si apre la dimostrazione ed introdotta da émel «poiché»
(nella terminologia della logica stoica si tratta di un Tapacuvvnppévov «paracondizionale»); ve ne
possono essere pill consecutive, come abbiamo visto in II1.2. Pud contenere sia espressioni indefinite
che pure lettere designatrici che espressioni neutralizzate (in II1.2 si danno tutti e tre i casi): il fatto che
si riferisca direttamente a quanto disposto in esposizione o costruzione suggerisce di interpretare il
secondo caso come dovuto ad ellissi di un sostantivo indefinito, e di togliere 1’ambiguita del terzo
leggendolo come espressione indefinita.

vii) Dimostrazione: ¢’¢ sempre neutralizzazione, eccettuate le citazioni letterali, istanziate e non, di
risultati precedenti, e le menzioni, esplicitamente indefinite, di oggetti quali mAevpd «lato», Bdots
«base», yovia «angolo», e parzialmente A\Gyos «rapporto».
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La struttura indefinita soggiacente non opera solo al livello linguistico. La stessa indefinitezza si
trasferisce anche ai relata, cio¢ agli oggetti matematici in gioco: la dimostrazione ¢ condotta
interamente su specie matematiche indefinite; il problema della particolarizzazione apparente indotta
dalle lettere e dal loro preteso riferimento alla figura evapora completamente. Una dimostrazione
matematica, pertanto, non si riferisce a oggetti generici in quanto falsamente particolari, ma a veri
oggetti indefiniti, designati solo tramite la denominazione di specie. Tale denominazione ¢ sostituita
nel corso della dimostrazione da quella in termini di lettere denotative, la quale ¢ semplicemente un
nome che permette una radicale economia denotativa, data la sua struttura composizionale. Per questo
motivo la denotazione si canonizza naturalmente a designare gli enti pitt semplici possibili a partire dai
quali tutti gli altri possono essere generati tramite un insieme molto ristretto di costruzioni di base,
cio¢ ai punti. La presentazione degli enti geometrici in uso che ha luogo nell’esposizione avviene
dunque tramite espressioni indefinite, non certo per mezzo dell’aggiunta delle lettere, che pertanto non
hanno funzione deittica.

Qui torna utile operare una distinzione tra ruolo rappresentativo e ruolo referenziale di un nome: le
espressioni indefinite hanno un ruolo referenziale a specie matematiche generiche, mentre le lettere
sono semplicemente anaforiche delle espressioni indefinite ed hanno quindi una mera funzione
rappresentativa delle specie stesse: sono abbreviazioni di designatori e non sono certo le “variabili
libere” della dimostrazione (ammesso che ve ne siano). Le lettere rappresentano a loro volta i singoli
enti astratti nel grafo della configurazione geometrica (non gli oggetti matematici), rappresentati a loro
volta dal segno grafico nel diagramma. Che, per composizione delle varie funzioni di rappresentazione
e riferimento, il diagramma finisca per rappresentare oggetti matematici ¢ dunque un dato di fatto
unicamente raffigurativo, e non convoglia informazioni rilevanti per la dimostrazione che non siano
esperibili per altre vie. D’altronde, il diagramma prende forma solo una volta che sia descritto dalla
costruzione: dipende quindi unicamente da un stato di cose linguistico ed ¢ insensato pensare che nel
corso della dimostrazione sia fatto riferimento al diagramma: il suo ruolo, va ribadito, ¢
rappresentativo e non referenziale.

E dunque interamente corretto affermare che la configurazione geometrica oggetto di una
dimostrazione ¢ solo un grafo di riferimento (ed ¢ per questo che non ¢é particolare, ed a fortiori non lo
sara il diagramma associato). Inversamente, il carattere di grafo si riflette nella struttura
composizionale dei designatori tramite lettere: cio risulta evidente in trattazioni prive di “contenuto
geometrico” come El. V e VII-IX, oppure Data 1-23; ¢ meno evidente ma ben presente in geometria
piana, dove nessun oggetto ¢ fatto di punti, e i punti servono solo come segnaposti per “identificatori
costruzionali” a partire dai quali generare oggetti di ordine superiore come linee o figure. Il
diagramma associato ad una configurazione geometrica ¢ insomma un oggetto discreto, in quanto lo ¢
la configurazione stessa. Cio rende possibile riferirsi a un numero estremamente limitato di oggetti nel
corso di una dimostrazione, e di conseguenza nominarli. Questa caratteristica fa si che tali
denominazioni siano a loro volta sostituibili con segni grafici, al tempo stesso convenzionali e ben
formati dal punto di vista del linguaggio naturale, come i gruppi di lettere dotati di articolo. E questa
peculiarita ad avere ingannevolmente suggerito che esse designassero veri oggetti geometrici,
necessariamente individuali.

Da tutto cio risulta 1’assoluta irrilevanza della quantificazione, e quindi la struttura eminentemente
proposizionale dell’argomentazione matematica greca: la dimostrazione ¢ tutta condotta solo su nomi
di oggetti cui viene fatto riferimento anaforicamente tramite le denominazioni per complessi di lettere,
non su oggetti (falsamente) particolari. Non c’¢ quindi bisogno di nessun passaggio generalizzante
ulteriore alla fine della dimostrazione. Non sussiste cio¢ alcun passaggio di esemplificazione
universale da VxF(x) a F(a) e viceversa, con a rappresentante generico della classe su cui opera il
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quantificatore, per “salire” o “scendere” dall’enunciato alla dimostrazione e viceversa. Una teorema
greco richiede di dimostrare F(a), e si ritiene concluso quando ci0 sia dimostrato. Esattamente questo
viene garantito dalla struttura indefinita (che quindi sostituisce quella quantificazionale), la quale
permette automaticamente di non prendere in considerazione proprieta dell’oggetto che non siano
predicate in enunciato. In ci0d consiste la teoria astrattiva della generalita matematica esposta da
Aristotele in APo. A 4-5. Proprio per questo il riferimento ad un diagramma specifico, in quanto si
limita a rappresentare una configurazione geometrica, non pone problemi: non c’¢ quindi bisogno di
pensare che la dimostrazione offerta vada estesa, per universalizzazione semplice di proprieta, a tutti
gli altri oggetti simili, come suggeriva Proclo. La struttura indefinita di una dimostrazione greca non
offre perd neanche appigli per una sua interpretazione in termini di “schema dimostrativo”, del genere
di quella proposta da Alessandro per gli schemi sillogistici aristotelici. Una volta che sia chiaro che le
lettere designatrici non possono fare veci di lettere mute, restano solo espressioni come «un cerchio»
per questo ruolo. Ma ¢ chiaro che non ci sono piu istanze possibili di «un cerchio»: non saprebbe
esserlo il *“singolo cerchio” semplicemente perché tali oggetti non sono mai denominati, e quindi non
hanno dignita d’esistenza, nella matematica greca.

1.0.5. La rete anaforica

La storia non finisce qui. Una rete anaforica fittissima risponde al requisito di mantenere la
dimostrazione al massimo livello possibile di generalitd. Lo stile matematico greco si fonda sul
principio della conservazione della forma linguistica; vettore della forma ¢ I’anafora, che permette
richiami continui ad espressioni formulari fissate. Queste sono matrici in cui inserire oggetti indefiniti:
¢ dunque 'uso pervasivo dell’anafora che permette di mantenere lo stesso livello di indefinitezza e
quindi di generalita in tutte le parti di una proposizione matematica. Per chiarire la questione,
consideriamo I’esempio seguente, preso dall’anafora di II1.2 (EE I, 96.10-13):

kal émel Tprydvov Tob AAE pla mhevpa E poiché risulta prolungato avanti un solo lato AEB

mpooekBEPANTaL 1| AEB, peilwv dpa 1) Um0 AEB di un triangolo AAE, l’angolo AEB ¢& quindi
yovia Ths vmo AAE. maggiore di AAE.

Si tratta di una citazione istanziata dell’enunciato di 1.16 (EE I, 24.15-17), quest’ultimo uno dei rari
casi in cui la condizione normalmente posta nell’antecedente di un condizionale ¢ espressa in forma di
genitivo assoluto:

TAVTOS TPLYWDVOU pLas TOV mAevp®V  Prolungato avanti uno solo dei lati di ogni triangolo,
mpooekBAndeions 1) €kTos yovia ékaTtépas Tov I’angolo all’esterno & maggiore di uno e dell’altro degli

€vTos kal amevavtiov yovidv pellov éotiv. angoli all’interno e opposti.

La presenza, pleonastica in 1.2, dell’aggettivo pla, quella altrettanto pleonastica del peculiare verbo
mTpooekBdANewy (compare negli Elementi solo in 1.5, 16 e 32; la forma & peculiare in quanto ha due
preverbi), I’abuso di linguaggio consistente nell’assumere come soggetto un lato ma nel denotarlo col
nome del suo prolungamento 11 AEB, mostrano che I’intento di ricalcare esattamente la formulazione
dell’enunciato ¢ volutamente perseguito, eventualmente omettendone delle parti non rilevanti (il
riferimento all’angolo interno o esterno) o non congrue (la menzione di «ogni» triangolo e quella
dell’«uno e dell’altro» angolo) nel contesto. Ne ¢ ulteriore testimone ancora la scelta del verbo, che
non rimanda ad wuna delle costruzioni effettivamente eseguite, mentre [’antecedente del
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paracondizionale nell’anafora cita normalmente una di esse. La primissima citazione dello stesso
teorema 1.16 in [.17 offre una testimonianza complementare (EE I, 26.8-11):

kal émel TpLydrov Tod ABI ékTés éoTt yovia 1) vm0  E poiché un angolo ATA & all’esterno di un
ATA, pellov éotl Ths €vtos kal dmevavtiov Tis triangolo ABI, & maggiore di uno all’interno e
UTo ABT. opposto ABT.

Qui il contesto impone di cortocircuitare il passo costruttivo reso esplicito nell’enunciato di 1.16 (si
noti che la costruzione immediatamente precedente in .17 impiega il canonico €ékBd\\eLv, che ha un
solo preverbo) e semplificare il riferimento agli angoli interni: il redattore del testo “trasporta” quindi
I’angolo esterno nell’antecedente del paracondizionale, ed ¢ 1’enfasi sul suo essere esterno che fa si
che non sia necessario parlare di prolungamento. Tra I’altro, questi esempi mostrano come vada
trattato il caso in cui un articolo qualifichi un determinativo avverbiale (ma si noti che in I.17
I’avverbio assume la funzione di predicato e quindi perde I’articolo). Nell’enunciato di 1.16 i sintagmi
1 €kTOs e TOV évTés sono definiti in quanto sia ’angolo esterno sia i due interni sono univocamente
determinati una volta tracciato il prolungamento. Nella citazione in 1.17, invece, il determinativo
avverbiale ¢ in posizione attributiva anteposta, ed il sintagma va considerato sicuramente indefinito.
Cio ¢ d’altronde richiesto anche dal buon senso matematico, visto che di angoli interni ed opposti ce
ne sono due.

In questo balletto di convenzioni citazionali non ¢ semplicemente in gioco un’applicazione del
meccanismo generale che De Morgan chiamava principium et exemplum. Viene in entrambi i casi
ricalcata la forma linguistica (indefinita) dell’enunciato cui ¢ fatto riferimento, ed & questo il
meccanismo validante dell’asserto istanziato, che conferisce altresi pertinenza alla citazione. Non c’¢,
dunque, alcuna necessita di quantificare gli enunciati delle proposizioni geometriche, come mostra la
prima delle due citazioni, semplicemente perché il principio che guida la loro applicazione non passa
attraverso l’esemplificazione universale, ma attraverso il riconoscimento di un’identita di forma
linguistica, per quanto non sempre Vi sia una sola forma di riferimento (ma si veda piu oltre per quanto
riguarda le citazioni di costruzioni). Questa soluzione non ha motivo per apparirci sorprendente. Non
si vede perché i meccanismi di riconoscimento della generalita e dell’adesione ad una forma logica
ben definita debbano sottostare a regole anche solo lontanamente analoghe a quelle elaborate al
termine di un percorso storicamente ben definito e ora d’uso corrente. I greci usavano solo il
linguaggio naturale (con la notevole eccezione delle lettere denotative); noi moderni siamo
profondamente imbevuti di notazioni simboliche. Non possiamo assumere che la nostra percezione di
che cosa pertenga alla forma logica coincida con la loro. Se viene impiegato solo il linguaggio
naturale, le regolarita nelle strutture linguistiche sono tutto cid che ¢ a disposizione per riconoscere, ed
eventualmente per creare, argomentazioni la cui validita non dipenda dai termini effettivamente
esposti in esse (termini singolari, lettere schematiche, ecc.), cio¢ argomentazioni che possano essere
dette concludere in virtl di una certa forma.

Offro in sintesi una topologia della rete anaforica che sostiene tutta la struttura deduttiva di una
dimostrazione geometrica greca. Naturalmente, le strutture anaforiche elencate qui sotto possono
presentarsi annidate o in rapporti di subordinazione ancora piu complessi; esse caratterizzano la
matematica greca molto pill della nostra, in quanto 1’uso esclusivo del linguaggio naturale richiede la
messa in opera di strutture linguistiche piu variate atte ad esprimere il concatenamento deduttivo.

a) Riferimento a costruzioni / relazioni stabilite in dimostrazioni precedenti. Occorre distinguere tra
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1) riferimenti a teoremi, che spesso contengono porzioni non istanziate (da sospettare a priori come
non autentiche) e in cui le variazioni sono di norma semplici scorciamenti dell’enunciato originale, ma
che non ammettono un’unica forma canonica, come abbiamo appena visto;

2) riferimenti a costruzioni, che sono sempre istanziati e formulati in un’unica forma canonica.

Merita soffermarsi un attimo su questi ultimi. La formulazione degli enunciati dei problemi di
costruzione detta in effetti la struttura matriciale del riferimento. Quella dettata da El. 1.2, il cui
enunciato e conclusione abbiamo letto nella sezione precedente, &: kelabo (Tpos TG A onpele) (TH
TA evBela {on) (evBela 1) AB). Il primo elemento della matrice & di solito preterito, cosi come il
sostantivo evBela in entrambe le occorrenze; si noti, qui come nella conclusione di 1.2 letta sopra, il
verbo keloBw, che funziona da passivo di 6éc8ac. Del tutto analoga la situazione per 1.23, che ha un
enunciato esattamente parallelo a quello di 1.2 (EE I, 32.12-14):

mpOs TH Sobelon elbelq kal T® mpods alTi onueiw Costruire, su una retta data e su un punto su di essa,
TH doBelom yovia €dBuypdppy Tomy  yoviav un angolo rettilineo uguale ad un angolo rettilineo

evBUypappov cvoTHoachat. dato.

e le cui applicazioni hanno la seguente struttura matriciale, in caso opportunamente scorciata:
ovveoTdTw (Tpos TH AE elbelq) (kal T¢ mpos avTh onpelow T A) (T§ vmo BAT yovia {on) (1
umo EAH). Si noti il fenomeno della neutralizzazione all’opera in tutti gli elementi della matrice. Nel
primo e nel terzo elemento basta osservare che per effettuare la costruzione sia la retta che I’angolo di
riferimento devono essere gia stati nominati. Nell’ultimo il sostantivo & preterito e non abbiamo
elementi per decidere. Il secondo elemento ¢ neutralizzato fin dall’enunciato, in quanto 1’articolo in TQ
TpOS avTH onpele & obbligatorio davanti al determinativo preposizionale Tpos avTH. L ulteriore
determinativo T® A deve quindi essere collocato posposto, ma questo non pregiudica niente riguardo
al carattere definito o indefinito dell’espressione. Un ultimo esempio proviene da 1.31, il cui enunciato
abbiamo letto nella sezione precedente e da cui si origina la struttura matriciale ix6w (dta Tov T’
onpeiov) (T AB elbela TapdAinlos) (1) TE).

b) Riferimento a costruzioni / relazioni stabilite in parti precedenti della dimostrazione: sempre
istanziato e spesso marcato da espressioni metalinguistiche del tipo «fu dimostrato».

¢) Riferimento a tutto ’enunciato in quanto asserto: si tratta dell’esposizione, che ricalca in aspetti
cruciali la forma stessa dell’enunciato.

d) Riferimento a esposizione o costruzione o loro conseguenze: il suo luogo deputato ¢ 1’anafora.

e) Riferimento a oggetti generici: avviene tramite ordinali, come nel libro V degli Elementi (cfr. sez.
2.9), oppure nomi di specie matematiche; questi ultimi possono figurare come espressioni indefinite
oppure definite oppure neutralizzate; come gia visto, nella denominazione delle specie nel corso della
dimostrazione il ruolo anaforico dell’articolo, tipico del greco, ¢ molto forte.

/) Riferimento a nomi di oggetti tramite lettere collocate in posizione appositiva; i gruppi di lettere o
i sintagmi preposizionali pili complessi con la stessa funzione sono necessariamente dotati di articolo.

g) Riferimento a enti posti a cortissimo raggio d’azione (di norma all’interno della stessa frase)
tramite pronomi dimostrativi. Essi sono estremamente frequenti in testi che descrivono algoritmi come
i Metrica di Erone.

In realta, non solo la questione della genericita di ogni oggetto esposto in una dimostrazione era
stata ben capita da interpreti antichi come Aristotele, ma anche il fatto che il problema della validita
delle inferenze deduttive all’interno della dimostrazione (e quindi istanziate) riceve una risposta
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eminentemente formale, in quanto esse sono convalidate dall’identita di formulazione con espressioni
indefinite primarie corrispondenti. Leggiamo in primo luogo Aristotele, APr. A 24, 41b13-22; il
contesto ¢ quello della presenza necessaria di una premessa generale in ogni sillogismo valido; la
ricostruzione della configurazione geometrica, che ha impegnato i commentatori, non c’interessa:

davepov  év  Tols Risulta pid chiaro nelle dimostrazioni geometriche, ad

pa\ov 8¢  ylveTat

SLaypdppaciy, otov 6Tt Tod icookelols loat at

mpOs ThH Pdoel. éoTwoav els TO KkévTpov
Aypévar ai A B. el obv {onv happdvot Ty A T
, N oy i y N
yoviav TH B A pn 6\ws dEidoas {oas Tas TOV
Nuikukhor, kal mdaw v T T A pn mdoav
\ \ ~ 7 ” PO Y
mpooAafor THY TOU TUNRATOS, €TL &’ am’ (owvy
o0odY TOV S\ov yovrldr kal (cov denpnuévov
t4 3 \ \ \ \ b 9 ~
{oas elval Tas lowmras Tas E Z, 70 éE dpxfis
b 7 2\ A 7’ b \ ~ £4 t4
atthoeTat, éav un \apn amwo Tov {cwv {cwv

b /7 4 7
adatpovpévor toa Aelmeobat.

esempio che quelli alla base dell’isoscele sono uguali.
Siano state condotte al centro A B. Se dunque uno
assumesse (1) I’angolo AT uguale a BA senza asserire in
generale che (1a) quelli dei semicerchi sono uguali, e di
nuovo (2) I' a A senza assumere in aggiunta che (2a)
ognuno di quelli del segmento lo ¢, ed ancora che, (3)
sottratti uguali dagli angoli totali che sono uguali, anche
quelli restanti E Z siano uguali, ne risulterebbe una
petizione di principio, qualora non assumesse che, (3a)

sottratti uguali dagli uguali, restano uguali.

La posizione di Aristotele si articola su due livelli. Due asserti che coinvolgono specie geometriche
esposte in una dimostrazione (1 e 2) sono convalidati dagli enunciati generali corrispondenti (1a e 2a),
eventualmente provenienti da teoremi. Uno terzo asserto (3), generale se riferito ad una specie
geometrica (un angolo), ¢ convalidato da un assioma ancora piu generale (3a), che figurera al livello
dei principi®’. Aristotele non si limita ad accusare di inconsistenza una ricerca geometrica che operi
solo su istanze, per quanto possano essere generiche; ¢ in ballo anche la necessita di ricercare
un’identita di formulazione tra enunciati di base e loro controparti pit generali. Al livello di pratica
dimostrativa corrente, ma senza dover supporre improbabili influenze dirette, la risposta dei
matematici alla provocazione di Aristotele sara (o ¢ stata) un’esposizione con struttura indefinita quale
éoTwoav yoviar TGV nuikukAlov at A B, seguita da un’anafora, che riprende I’esposizione e ne
ricalca struttura indefinita e valore espositivo del verbo «essere», del tipo émel elot yoviatr TOV
nuikvkov at A B, 1 A ) B {on éol.

Per quanto la connessione sia passata misteriosamente inosservata agli interpreti moderni,
I’argomentazione di Aristotele puo essere fruttuosamente messa in parallelo con un’altra, celebre,
discussione antica in cui ¢ questione di deduzioni particolari convalidate da assiomi generali.
Leggiamo le osservazioni di Galeno sui «sillogismi relazionali» in Inst. log. XVI.5-10 (cfr. sez.
1.5.1.1):

5 mo\b 8¢ mABds €oTwv, ws €dnr, év dplBunTikols
Te Kal AOYLOTLKOLS TOLOUTWV GUANOYLOPOY GV
3 7’ 9 \ \ v 9 7 \
amdvtov €éoTl (K)owov €k Twov dftopdTov THv
b 7 v 7’ v \
attiav loxew ovoTdoews, [...] 6 oOvTos yadp
b ’ ~ 7’ A 7’ 34 9
aéldpaTtos To0de kabdlov TNv mioTw €xovtos €E
3 A~ n_\ ~ Y~ ¥ \ k) 7 k) \ ” "
€avtol "Tad TG avT® loa kal <alAnlois eoTiv toa',

7 7 \ b 7 v L4
oul\oylleoBal Te kal amodeLkvivaL €CTLY WOOTEP

5 Come dicevo, in aritmetica e logistica vi & un gran
numero di sillogismi siffatti, il tratto comune di tutti
quanti essendo quello di ricavare la ragione della
J* 6 Avendo

infatti un assioma generale ed autoevidente come

formulazione da certi assiomi, [..

questo “gli uguali allo stesso sono anche <uguali tra

loro»>”, ¢ possibile argomentare per via dimostrativa

0 Aristotele include il principio pitl generale che qui cita tra gli assiomi comuni (APo. A 10, 76b20-21, A 11, 77a26-31), e

giova ricordare che esso compare come El. I.nc.3.

411 testo che ho omesso & sicuramente corrotto, ma la forma attuale non contiene considerazioni rilevanti nella nostra

prospettiva.
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proprio nel modo in cui Euclide condusse Ia
dimostrazione nel primo teorema, mostrando uguali i
lati del triangolo; in effetti, poiché gli uguali allo
stesso sono anche uguali tra loro, e sia il primo che il
secondo ¢ stato dimostrato <uguale al terzo», il
<terzo>** sarebbe cosi uguale a uno e all’altro di essi.
7 Avendo di nuovo un assioma autoevidente come
questo “qualora ad uguali siano sommati uguali,
anche i totali saranno uguali”, qualora, essendo
convenuto che il primo e il secondo siano uguali,
qualcosa di uguale sia sommato a uno e all’altro
uguale, sara uguale anche il totale al totale, e
potremmo dire pit 0 meno cosi: “poiché il primo ¢
uguale al secondo, e al primo risulta sommato il 3°,
al secondo il 4°, che sono anch’essi uguali, <anche> il
totale sara risultato uguale al totale”. 8 Allo stesso
modo, anche nel caso in cui uguali siano sottratti da
uguali qualunque, potremo dire “poiché il totale ¢
uguale al totale, e questi uguali sono sottratti da uno
e dall’altro di essi, anche <questo> che resta sara
uguale a questo che resta”. 9 E cosi anche il doppio
del doppio sara quadruplo: qualora pertanto sia preso
un altro doppio di qualcosa e di quello sia di nuovo
preso il doppio, questo 3° del 1° sara quadruplo. 10
Similmente, anche per tutti gli altri, la formulazione
dei sillogismi dimostrativi risultera in virta di un
assioma congiunto, sia per numeri che per quanto

d’altro appartiene al genere relazionale.

Il punto cruciale ¢ il significato del termine oVoTaots, che ho reso con «formulazione» ed &
impiegato ancora in Inst. log. XVI.11-12 e XVII.1-2, in espressioni del tutto analoghe a quelle che
abbiamo appena letto. Si tratta del nomen actionis derivante dal verbo che canonicamente denota il
modo di formazione degli asserti semplici e non semplici stoici (si vedano ad esempio D.L. VIL.70 e
Sesto Empirico, M VIII.108-112). La oloTaols & la «costituzione» dell’asserto a partire da
componenti pi elementari: un connettore o una negazione ed asserti semplici; al livello linguistico,
dunque, coincide con la «formulazione» effettiva dell’asserto a partire da unita pit semplici. Stesso
significato si deve presuppore nel titolo Crisippeo mepl TpoéTOY cUOTAdoERS TPOS TTnoaydpav
«Sulla formulazione di modi a / contro Stesagora» (D.L. VII.194). In questa accezione di c0oTaots,
la posizione di Galeno ¢ la seguente: in matematica le inferenze sono convalidate da un assioma nel
senso estremamente peculiare di possedere una forma linguistica ben definita e stabile, in quanto
calcata su quella dell’assioma, oppure di un enunciato o una formulazione istanziata che ne fa le veci.
I singoli passaggi di un’inferenza sono dunque in certo senso dominati dalla forma primaria non
istanziata, che ne determina la cUoTaots: I’anafora & un’operazione di validazione che agisce tramite
la determinazione della forma.

211 numerale attestato Tp@Tov va sicuramente corretto in questo modo.
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Queste considerazioni possono contribuire a chiarire quale sia la differenza sostanziale tra la
procedura di Galeno per trattare i sillogismi relazionali, che hanno invariabilmente premesse
particolari, e quella di Alessandro (in APr., 21.28-22.25, 68.21-69.4, 344.9-346.6, in Top., 14.18-
15.14), che cerca di forzare (Galeno usa piu volte il verbo Bid{eiwv per descriverne la procedura) i
sillogismi relazionali in uno schema predicativo. Per fare cid Alessandro ha bisogno di introdurre un
assioma generale come premessa aggiuntiva, altrimenti non ne risulterebbe nessuno schema
sillogisticamente valido (sarebbero infatti di seconda figura con entrambe le premesse particolari).
Egli esclude dunque dalla classe dei sillogismi in forma propria tutti gli argomenti particolari che
necessitano di una premessa addizionale generica, e mostra come trasformare la loro formulazione,
incorporando la premessa addizionale ed «amalgamando» le due particolari originariamente presenti
in un’unica coassunzione, in modo che recuperino una forma sillogistica “corretta”. Galeno non
prescrive di aggiungere una premessa ulteriore, se interpretiamo, come ho suggerito, il riferimento
all’assioma generale come una forma molto ben definita di validazione, solo eventualmente resa
esplicita dalla presenza dell’assioma stesso quale premessa addizionale. Le menzioni apparenti di
premesse aggiuntive in alcuni dei sillogismi proposti da Galeno sono da ricondursi semplicemente alla
sua volonta di aderire allo schema argomentativo che trova in El. 1.1 (Inst. log. 1.3 e XVI1.6), dove
I’enunciato di transitivita dell’uguaglianza entra esplicitamente come coassunzione, o a
un’integrazione per niente cogente di una lacuna nel testo (Inst. log. XVI.11)*. In tutti gli altri esempi,
un sillogismo relazionale ¢ un argomento particolare che, appunto, «ricava la ragione della
formulazione da certi assiomi»; ovvero essi ricavano «la credibilita della loro formulazione e della
loro forza dimostrativa da un assioma generico» (XVI.12). Nella prospettiva di identificazione della
corretta formulazione in vista di una convalidazione per mezzo di un assioma puo essere vista anche la
discussione di Galeno sulle tooduvapo(vo®d)v TpoTdoewy «premesse equivalenti» in XVIL.4-9.

L’abbaglio su cui si ¢ fondata I’intera tradizione interpretativa ¢ causato dunque dal mancato
riconoscimento della struttura indefinita soggiacente e del valore non copulativo del verbo «essere»
nell’esposizione. Si potrebbe obiettare che la struttura indefinita sia solo una grammatica di superficie,
e che alla fin fine una dimostrazione “alla greca” tratti di oggetti matematici individuali. A questa
obiezione ¢ sufficiente replicare che non siamo autorizzati a supporre niente di pit profondo della
pretesa “superficie” linguistica, che occorre e basta per produrre dimostrazioni dotate del piu elevato
livello di generalita. Detto in altri termini, se la situazione puo essere dichiarata sotto controllo per
quanto riguarda il carattere indefinito del segno e del suo significato, cido non implica niente al livello
degli oggetti designati. A fortiori, non sembra lecito intravedere indicazioni di un (dis)impegno
ontologico quale che sia dalle considerazioni svolte sinora. L’unica certezza mi pare riguardi la totale
scomparsa degli oggetti particolari dall’orizzonte della geometria greca. In effetti, i riferimenti a
risultati o costruzioni precedenti sono sempre indefiniti anche quando non ne siano nominati
esplicitamente i soggetti, e da qui deriva il profondo carattere formulare dello stile matematico greco.
La scelta di presentare nel corso della dimostrazione solo espressioni neutralizzate o esplicitamente
indefinite ¢ cruciale per mantenere I’ambiguita generale / particolare: la forma adottata per preservare
la generalita finisce per indurre una genericita al livello degli oggetti. Contributo decisivo alla
coerenza dell’edificio lo da la genericita degli oggetti costruiti nei problemi, i cui enunciati sono
indefiniti come le loro successive citazioni nelle costruzioni. Gli oggetti introdotti nelle costruzioni
ausiliarie, pertanto, non sono individui come ritengono certi esponenti della tradizione neo-kantiana.

# Si veda ad esempio Hankinson 1994, 69, dove viene proposto un assioma meno generale di quello integrato da Kalbfleisch
(Hankinson vede un’ostruzione seria nell’introdurre premesse con doppia generalitd come sarebbe richiesto dall’esempio di
XVI.11). La possibilita che Galeno non introduca una premessa aggiuntiva ma usi I’assioma come regola d’inferenza ¢
discussa e respinta, con argomenti non convincenti, in Barnes 1993, 184-185.
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Ci troviamo dunque di fronte ad una forma di platonismo? Ovviamente no, in quanto vale ad esempio
la descrizione alternativa di Aristotele in APo. A 4 in termini di istanza arbitraria e primaria. D’altro
canto, se nella matematica greca non esistono oggetti particolari, non ¢ pero detto che essa si occupi di
oggetti arbitrari, per quanto non ipostatizzati (cosi invece Hussey 1991).

Un punto di vista alternativo & suggerito dall’osservazione che la dimostrazione ¢ condotta soltanto
su (abbreviazioni di) designatori: i termini su cui essa lavora sono semplici espressioni linguistiche.
Questo aspetto, e la cura nel massimizzare il carattere indefinito dell’espressione, permettono di
suggerire, come implicito nello stile distintivo della matematica greca, un tipo di disimpegno
ontologico volutamente perseguito quale quello soggiacente all’approccio moderno in termini di
quantificazione sostituzionale (ma solo il disimpegno, ché una dimostrazione alla greca non ¢ di tipo
schematico, come abbiamo visto). Se questa & la pratica stilistica condivisa, non ¢ detto che il
matematico professionista non potesse sposare un’ideologia in qualche senso opposta: si vedano le
considerazioni di Archimede, nella lettera prefatoria di Sph. cyl. 1 (AOO 1, 2.20 e 4.10), sulle proprieta
di certe figure, che Tf dvoeL mpouTfipXeV «preesistevano per natura» in esse ma furono per lungo
tempo ignorate dai matematici. Non possiamo perd dar peso eccessivo a quest’affermazione. Si
trattera di una manifestazione della metafisica ingenua di tipo realista rivendicata naturalmente, anche
e specialmente in tempi moderni, dal matematico poco incline alla riflessione filosofica.

Lo schema di Proclo esposto all’inizio di questa sezione coglie bene le differenti parti specifiche di
una proposizione, che si caratterizzano per la presenza di peculiarita linguistiche proprie. Le prossime
sezioni sono dedicate ad una loro analisi pill dettagliata.

1.1. ENUNCIATO E CONCLUSIONE

Enunciato e conclusione vanno discussi insieme: sono praticamente identici e sono caratterizzati,
uniche tra le parti di una proposizione, dall’assenza di lettere che denotino gli enti geometrici in gioco.
Gli Elementi conoscono tre tipi di enunciato:

1) Condizionale (si veda anche la sez. 2.3 per un’analisi grammaticale). Si tratta della forma pil
diffusa.

2) Asserto semplice, eventualmente quantificato. La forma non condizionale sembra essere preferita
nei casi in cui, se lo stesso enunciato fosse espresso in forma condizionale, antecedente e conseguente
avrebbero lo stesso soggetto grammaticale*’, e sicuramente quando una proprieta sia predicata
direttamente di una classe di oggetti molto generale (ad esempio tutti i triangoli, come in 1.16-20),
oppure non particolarmente generale ma dotata di un nome specifico”. La condizione che si
troverebbe nell’antecedente del condizionale ¢ di solito predicata del soggetto dell’asserto sotto forma
di participio in posizione attributiva.

3) Infinitiva, il cui verbo reggente sottinteso va supposto all’imperativo. Questa ¢ la forma canonica
per i problemi, cio¢ proposizioni geometriche* che richiedano I’esecuzione di costruzioni come loro
unico scopo. Il soggetto logico della frase & colui cui ¢ dato il compito di eseguire la costruzione.

# Quest’affermazione presuppone che ci sia una forma “naturale” in cui un enunciato in forma di asserto semplice possa
essere trasformato in un condizionale. Cid ¢ ovviamente falso in termini strettamente formali, ma la pratica condivisa e il
«contenuto matematico» sembrano qui giocare un ruolo decisivo. La regola non costituisce norma: eccezioni in un senso
1.14-15 e 41 (la prima e la terza con soggetto ripetuto esplicitamente), nell’altro XI.14.

# Nella prima parte dell’enunciato di 1.5 «Gli angoli sulla base dei triangoli isosceli sono uguali tra loro», I’alternativa in
forma condizionale «Qualora un triangolo abbia i due lati uguali, gli angoli sulla base sono uguali tra loro» & vanificata dalla
presenza del nome di genere «triangolo isoscele».

% Per gli enunciati di problemi in teoria dei numeri si veda la sez. 1.3.
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Stessa struttura grammaticale hanno i cinque postulati anteposti al I libro; le prime tre stabiliscono
appunto D’effettuazione di altrettante costruzioni non ulteriormente riducibili ad altre. Sottocaso
marginale di questa forma sono le pochissime proposizioni enunciate con esplicita sfumatura modale,
come ad esempio IX.18-19 e X1.22.

Vediamo un esempio per sorte di enunciati, nell’ordine quelli di VII.18, 1I1.21, IV.13 (EE 1I,
124.11-13,e1,123.23-24 ¢ 171.20-21):

¢av 800 dptBpol dpldpdy Twa molamlacitdoavtes Qualora due numeri moltiplicando un certo numero

moldol Tvas, ol yevduevolr €€ altdv TOV avTov facciano certi xnumeri>, quelli che risultano da essi

€Eoval Adyov Tols moNaTAAoLATATLY. avranno lo stesso rapporto di quelli che
moltiplicano.

v kOkAg at év 179 adtd Tufpatt yoviar {catr In un cerchio gli angoli nello stesso segmento sono

araMilacs elolv. uguali tra loro.

els TO 8obev mevTdywvov, 6 éoTww lodmievpéy Te In un pentagono dato, che & sia equilatero che

kal tooydviov, kOkAov €yypdiat. equiangolo, inscrivere un cerchio.
Le condizioni richieste in un enunciato sono formulate piuttosto raramente sotto forma di genitivo
assoluto, e piu di frequente per i problemi. Casi interessanti si trovano nel libro X, dove un genitivo

assoluto introduce un intero condizionale in X.1 (EE III, 2.6-10):

800 peyeddv dvicwv ékketpévov, éav amo Tod Fissate due grandezze disuguali, qualora dalla maggiore

pellovos ddaipedfj petlov | TO fulov kal Tod sia sottratta <una grandezza> maggiore che la meta e da
KaTaleLTopévou petlov 1 TO fMLov, kal ToUTo quella restata fuori una maggiore che la meta, e questo
ael ylyvnrtar, Aetdbfoetal TU péyebos, O risulti in successione, sard restata una certa grandezza, che
éotar élacoov ToD ékkelpévov éldooovos  sard minore della minore grandezza fissata.

peyédous.

mentre una condizione analoga in X.2 ¢ incorporata nell’antecedente. I due problemi X.3-4, che
applicano i teoremi X.1-2 al reperimento della massima misura comune, sostituiscono naturalmente il
participio €ékkelpévor con 806évTov, di prammatica nell’enunciato di problemi. Il genitivo assoluto
per introdurre gli oggetti dati & pit frequente nell’enunciato di problemi in teoria dei numeri*’, ma si
rintraccia anche un esempio geometrico in I11.25 (EE 1, 127.9-10)*:

kOk\ov  Tpfjpatos 8obévTos mpooavaypdyar TOv Dato un segmento di cerchio descrivere oltre il

kOk\ov obTép EoTL Tpfpa. cerchio di cui ¢ segmento.
Ancora nel libro X leggiamo nel teorema X.71 (EE III, 120.21-23) un enunciato non condizionale la
cui ipotesi ¢ formulata con un genitivo assoluto; si notino i costrutti preposizionali privi di articolo, in

quanto sono nomi del predicato:

pnTod  kal péoou  ouvTBepévov Téooapes Composto un «dominio> esprimibile e uno mediale ne

droyot ylyvovTatr fjtou €k 800 dvopdTwv 1) ék  risultano quattro irrazionali, o una binomiale oppure una

47 Enunciati con genitivo assoluto nell’introdurre oggetti dati: 111.25, VIL.2, 3, 33-34, 36, VIII.4, IX.18-19, X.3-4, XII.17
(quest’ultimo con il verbo «essere»).
“ 11 verbo Tpooavaypdlsat occorre solo in I11.25 nel corpus euclideo (il doppio preverbo & piuttosto raro).
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800 péowv mpdtn N pellwv f pnTov kal péoov  bimediale prima oppure una maggiore oppure una <rettas

duvapévn. che puo esprimibile e mediale.

Casi di tipo misto tra 2) e 3) sono le costruzioni dei poliedri regolari nei problemi XIII.13-17.
Leggiamo I’enunciato di XIII.17 (EE IV, 174.24-26):

dwdekdedpor cuoTtoachal kal odaipa mepilafely, Costruire un dodecaedro e circondardo> con una
2 \ A\ ’ 7 A -~ 14 € . . .

N kal Ta mwpoetpnpéva oxnuata, kat det€ar 6TL 1 sfera, con cui anche le predette figure, e dimostrare
ToD Swdekaédpov mhevpd dhoyds €oTwv 1) kahovpévn  che il lato del dodecaedro & un’irrazionale, quella

ATOTONY. chiamata apotome.

E prima richiesto di costruire un dodecaedro e di circoscrivergli una sfera (due costruzioni!) e poi di
dimostrare una sua proprieta. L’imperativo nelle prime due richieste ¢ quello canonico per un
enunciato di tipo 3). La seconda parte va pill propriamente classificata tra gli enunciati di tipo 2),
adattata per motivi stilistici al formato con imperativo della prima parte. Per fare cid ¢ necessario
introdurre nell’enunciato il verbo &etfatr «dimostrare», ovviamente appartenente al registro
metamatematico. Lo stesso registro si riscontra nella prima ripresa dell’enunciato, sotto forma di
«determinazione» intermedia (si veda la sez. 1.2.1), dopo che la prima costruzione ¢ stata effettuata
(EE1V,178.11-13):

Sel 81 avTo kal odaipa mepthaBetv T Sobelon kal Si deve pertanto anche circondarlo con una sfera

SelEat &1L 1) Tob Swdekaédpov mhevpa droyds éoTwvy  data e dimostrare che il lato del dodecaedro &

T KANOURLEVT dToTONY. un’irrazionale, quella chiamata apotome.

Il carattere fittizio del verbo «dimostrare» ¢ confermato dalla sua assenza nella «determinazione» che
precede la parte della dimostrazione finalmente dedicata a stabilire la proprieta in predicato (EE IV,
179.16-17):

Myo 81 6TL 1) ToD Swdekaédpou TAevpd dloyds Dico ora che il lato del dodecaedro & un’irrazionale,

€oTwv 1 kalovpévn amoTop. quella chiamata apotome.

All’interno di una dimostrazione, la forma 1) trova impiego come premessa maggiore di un modus
ponens ed ¢ di regola citata in forma non istanziata e identica all’enunciato corrispondente. La forma
2) ¢ di solito direttamente istanziata nelle citazioni. Come detto, non si danno casi di citazioni non
istanziate di costruzioni, che invece si conformano alla struttura matriciale sancita nella conclusione
istanziata dei problemi: la forma 3) si trova dunque solo negli enunciati. Ecco la ripartizione dei tipi di
enunciati negli Elementi (nei Data 91 enunciati su 94 sono in forma condizionale; eccezioni le prop. 1,
8,47):

# prop. condizionali non condizionali problemi
5,7,16-20,29-30, 32-40, 43, 1-3,9-12,22-23, 31,42,

I 48 4,6,8,13-15,21,24-28,41,48
47 44-46

11 14 1-10 12-13 11,14
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2-9,11-13, 18-19,26-27*, 32,

11 37 10, 14-16,20-24, 28-29, 31 1,17,25,30,33-34
35-37

v 16 / / 1-16
% 25 1-6, 12-14, 16-25 7-11,15 /

VI 33 2-3,5-8,16-17,22,26,32-33 1,4,14-15,15-21,23-24, 2371’ 9-13, 18, 25,28-30

VII 39 1,5-19,23-28, 30, 35, 37-38 4,20-22,29,31-32 2-3,33-34,36, 39
VI 27 1,3,6-10, 13-17,20-25 5,11-12, 18-19, 26-27 2,4
X 36 1-17,21-31,33-36 20,32 18-19

< s 1-2,6,8,11,13-18,20,  5,7,9,12,19,21-26,42-47, 3-4,10,27-35, 48-53, 85-

36-41, 54-59,73-78,91-96, 114 60-72,79-84,97-113, 115 90

XI 39 2-8,10,15-20,22,24-25, 28, 3359' 1-2%,9, 13-14, 21, 29-34 11-12,23,26-27

XI1 18 4,13 1-3,5-12, 14-15, 18 16-17
X 18 1-12 / 13-18
tot. 465 224 146(7) 95

La domanda cruciale & perché si senta il bisogno di dotare un teorema di enunciato e conclusione
generali, cioe privi di lettere. Dopotutto, supposizioni istanziate e dimostrazioni erano gia intesi, come
abbiamo visto nelle sezioni precedenti, rappresentare il caso generale, e il corpus matematico greco
pullula di teoremi enunciati direttamente in forma istanziata: questi sono presenti in Archimede, in
Apollonio per dimostrazioni dalla struttura in casi particolarmente ricca e quindi frammentati in pil
proposizioni’', e in tutta la trattatistica di matematica applicata, dal corpus eroniano all’Almagesto di
Tolomeo. Ebbene, le conclusioni, lo vedremo tra un attimo, sono esclusive degli Elementi e
largamente un artefatto della tradizione eminentemente scolastica di questo trattato: la questione del
loro significato logico-matematico non si pone, in quanto non venivano usate dal matematico al
lavoro. Resta il problema dell’enunciato.

Qui entra in gioco la differenza tra generalita di un enunciato e di un teorema. Se vogliamo
utilizzare un risultato matematico generale in un altro contesto generale, quello che conta ¢ la
formulazione generale dell’enunciato, non la sua validita generale in quanto stabilita da una
dimostrazione generale. Un passo inferenziale necessita di rimandi che lo convalidino nella maggiore
generalita possibile, e cid ¢ vero in sommo grado se il rimando ¢ privo di lettere. Raramente le lettere
di un rimando istanziato possono coincidere con quelle dell’originale cui fanno riferimento, e puo
essere fastidioso dover argomentare contro la possibile obiezione che in realta non si stia usando lo
stesso enunciato: i riferimenti istanziati sono in realtd prodotti a partire da enunciati generali, e non
adattamenti di altre esposizioni. Inoltre, un enunciato generale & ovviamente il pil adatto a
comprendere in una singola espressione tutti i casi in cui il teorema puo eventualmente suddividersi, e
questo non succede sempre con le esposizioni, o quando succede puo essere faticoso esprimerlo.

In alcuni autori posteriori agli Elementi permane un certo bilanciamento, ovviamente per quanto
riguarda i teoremi, tra enunciati condizionali e non: nel corpus archimedeo troviamo 72 enunciati

“ 11 problema costituito dagli enunciati di IT1.13, 26-27 e VI.33 sara affrontato nella sez. 2.7.

%0 ’enunciato & doppio; uno & in forma condizionale, I’altro no.

I Archimede: 22 occorrenze e tutte teoremi, in Sph. cyl. 1.23, 28, 36, 39, 41 (hanno tutti la stessa struttura e stabiliscono
risultati similari), Quadr. 4-16 (tutti e soli i teoremi relativi alla quadratura “meccanica”), Meth. 1, 13-15. Apollonio: 24
occorrenze, in Con. 1.53, 57 (gli unici due problemi), II1.8-10, 25-26, IV. 2-5, 7-8, 10-14, 16-17, 19, 21-23, 28-29; sono
sempre casi aggiuntivi di proposizioni precedenti. Nel caso di Apollonio sara stato decisivo I’intervento di editori successivi.
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condizionali, 98 in forma assertoria (pitt Meth.9 e 11 il cui enunciato non ¢ ricostruibile con sicurezza
ma & molto probabilmente un asserto semplice), oltre a 27 problemi.

La forma condizionale prese pero il sopravvento, se non altro perché in trattati meno elementari le
ipotesi specifiche su cui esplicitamente poggia un risultato tendono a moltiplicarsi. Gia nell’ Apollonio
greco, pur con le riserve dovute al fatto che nelle Coniche ricevono un numero d’ordine proposizioni
che non sono nient’altro che casi particolari di enunciati precedenti, si riscontrano 176 enunciati
condizionali, 32 in forma assertoria, oltre a 18 problemi. Ne vediamo un esempio in Con. I.11, dove
viene introdotta la parabola. Si tratta dell’enunciato pilt breve tra quelli nel gruppetto 1.11-13, e

contiene, fatto piuttosto inusuale, la definizione della curva (AGE 1,36.27-38.14):

éav kovos Emmédy TUNOf St Tod dEovos, TUNOR &€
kal €Tépy Emmédy TépvovTL Ty Bdor Tol kdvou
kaT’® e€vfelar mpos OpBds ovoav TH Pdoel Tod SLa
Tob dEovos TpLydvov, €TL 8¢ 1) SudpeTpos ThHS Topfs
TapdAnlos N HLG Thevpd Tod SLd Tod dEovos
TpLrydvov, // fiTis v dmd THs Topfis Tol kdvou
mapd\\nios dax0q TH kowd Toufl Tod TéuvovTos
péxpt Ths
Sapétpou ThHs Topfs, SuvnoeTal TO TeEpPLEXOPEVOV

9 /7 \ ~ 7’ ~ ’
€MLTESOV Kal THS Pdoews Tol KwWYou

umé Te THs dmolapPavopévns UMW adThs amo TAS
Stapétpou mpOs TH kopudf TAS Topfs kal dA\ns
Twos evbeias, | Moyov €xel mpos TNV peTafl Ths
Tod kvou yovias kal THs kopudfis ThHS Topufs, OV TO
TeTpdywvov TO dmod TS Pdoews Tod dia Tol dEovos
TPLYGVoU Tpos TO TepLexdevor HTO TOV AoLTEOY ToD
TpLydvov 8o mAevpdr: kakelobw 8¢ 1 ToLadTn Toun

TaApaAPBONT.

Qualora un cono sia secato con un piano per 1’asse,
e sia secato anche con un altro piano che seca la
base del cono secondo una retta che ¢ ad <angoli>
retti con la base del triangolo per I’asse, e ancora il
diametro della sezione sia parallelo ad un solo lato
del triangolo per l’asse, // qualunque «retta> sia
condotta dalla sezione del cono parallela alla
sezione comune del piano secante e della base del
cono fino al diametro del cono, potra il «rettangolo>
compreso sia dalla «retta> da essa staccata dal
diametro fino al vertice della sezione che da
un’altra retta, che rispetto alla <retta> tra 1’angolo
del cono ed il vertice della sezione ha rapporto che
il quadrato sulla base del triangolo per I’asse
rispetto al «rettangolo> compreso dai restanti due
lati del triangolo; e una sezione siffatta sia chiamata

parabola.

Ho separato con una doppia barra // I’antecedente dal conseguente e sottolineato i sintagmi rilevanti. Il
tratto distintivo di questo enunciato ¢ I'uso di una varieta di accorgimenti sintattici non canonici dal
punto di vista delle dottrine logiche antiche per esprimere le varie relazioni di coordinazione e
subordinazione tra le ipotesi e le conseguenze (contrariamente a quanto avverra in certi commentatori
tardivi, come vedremo nella sez. 2.6). L antecedente ¢ in forma debolmente congiuntiva, grazie al
correlativo a tre entrate ... 8¢... €L &€..., il secondo congiunto essendo ulteriormente determinato per
mezzo di due costrutti participiali annidati. La relativa con sfumatura ipotetica fTts dv con cui inizia
il conseguente ha probabilmente lo scopo di evitare un doppio condizionale annidato; la descrizione
del rettangolo nella principale del conseguente ¢ formulata per mezzo del correlativo canonico ...
Te... kal..., il secondo correlato essendo determinato da due proposizioni relative annidate. E
probabile che Apollonio, per niente insensibile a finezze stilistiche come mostrano le sue lettere
prefatorie, abbia volutamente introdotto un bilanciamento tra determinazioni annidate in antecedente e
conseguente, variandone la forma (le due relative in conseguente seguono la forma normale di
espressione di condizioni siffatte, che non troveremmo sotto forma di participi congiunti).

Alla necessita di trattare in forma compatta sistemi di ipotesi piuttosto articolati va aggiunto il dato
stilistico, in quanto la forma condizionale ¢ pil rigida e quindi avvertita come maggiormente canonica.
Cosi, negli Sphaerica di Teodosio gli enunciati condizionali predominano largamente: ve ne sono 43,
contro 11 non condizionali e 6 problemi. In forma condizionale sono tutti gli enunciati che Pappo e
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Teone, da esegeti puntigliosi, ricostruiscono per i Porismi euclidei e per i teoremi dell’Almagesto di
Tolomeo, questi ultimi regolarmente enunciati solo in forma istanziata®.

Possiamo aggiungere altre motivazioni, di carattere piu strettamente logico-matematico. In primo
luogo, la forma condizionale mette in rilievo e differenzia sintatticamente in maniera netta cio che ¢
assunto e cio che viene dimostrato. In enunciati non condizionali possono crearsi incertezze dovute a
una lettura frettolosa. Si confrontino 1.18 e I.19 (EE I, 26.20-21 e 27.14-15)>:

TarTos TpLywvov 1 pellov mhevpa v pellova 1l lato maggiore di ogni triangolo sottende 1’angolo
yoviav vToTelvel. maggiore.
TavTos TpLydrou vmoO THY peilova yoviav 1 Sotto I’angolo maggiore di ogni triangolo si tende il lato

pellov mhevpa vToTelveL. maggiore.

La differenza in greco ¢ minore che in italiano, e consiste in un diverso ordinamento delle parole, solo
apparentemente irrilevante, e nell’aggiunta della preposizione UTé «sotto» (il verbo & lo stesso anche
se dalla traduzione non risulta). I due teoremi sono perd uno I’inverso dell’altro, e, se enunciati in
forma condizionale, antecedente e conseguente risulterebbero esattamente scambiati. Nel modo in cui
sono formulati, insomma, non ¢ immediatamente chiaro per quale teorema la disuguaglianza tra angoli
sia il dato e per quale il risultato. Altro esempio ¢ dato dalla coppia I11.28 (la sua prima parte) e 29 (EE
1,132.2-4 ¢ 133.11-12):

év Tols {oots klkhots al {oar elBelar {oas Nei cerchi uguali le rette uguali sottraggono archi uguali.
Teptdepelas adpatpodot.
év Tols {oots kiklois Tas {oas mepidepelas Nei cerchi uguali rette uguali sottendono gli archi uguali.

{oat €VBelal vToTelvovoLy.

Qui ’ambiguitd non & sciolta dalla differenza nella forma verbale: ddatpely «sottrarre» in questo
senso non ¢ definito ed ¢ usato solo qui e in II1.30 (d’altronde in una citazione non istanziata di I11.28)
in modo piuttosto improprio, quando ci aspetteremmo dmo apBdvely «staccare»; ULTOTe(VeLy
«sottendere» non ¢ definito se riferito ad archi e corde ed ¢ qui usato per la prima volta nel libro III.
D’accordo, in I11.28-29 sara la presenza dell’articolo a discriminare cid che poniamo nell’antecedente
da cid che va al conseguente, ma quale richiede I’articolo e quale no? Solo la considerazione non
ovvia, e suffragata dalla pratica costante negli Elementi, di dotare di articolo cid che ¢ dato anche in
caso di enunciati indefiniti fa concludere che I’articolo serve da marcatore del materiale proprio
dell’antecedente e non del conseguente.

La forma condizionale ¢ inoltre strettamente legata ad un passaggio cruciale, cio¢ quello che rende
valido I’enunciato di una proposizione a partire dalla dimostrazione. La conclusione generale, quando
presente, ¢ infatti identica all’enunciato: contiene in piu solo la particella dpa «quindi», a segnalare
che quest’ultimo ¢ stato validato dalla dimostrazione; nelle conclusioni di problemi il verbo ¢ volto al
perfetto, visto che la costruzione risulta portata a termine. Leggiamo le conclusioni relative a due dei
tre enunciati letti all’inizio di questa sezione, cio¢ I11.21 e IV.13 (EE 1, 124.14-15 ¢ 173.21-22):

€v kOk\g dpa al €v 76 adtd TufipaTt yovial {car  In un cerchio gli angoli nello stesso segmento sono

32 Si vedano rispettivamente Coll. VIL.16 e in Alm. .13 (quest’ultimo solo un esempio tra molti, relativo ai cosiddetti teoremi
di Menelao).

3 In 1.19 tutti i traduttori rendono al passivo un verbo che in realta & assunto nella sua forma intransitiva: di conseguenza la
preposizione UG non va tradotta come se introducesse un complemento d’agente (che d’altronde richiederebbe un genitivo).
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arxMilacs elolv. quindi uguali tra loro.

9 b \ \ 7 14 b 9 7 7 . .
€ls dpa TO 608ev mevTdywvov, 0 €oTwy LoOTAeupér In un pentagono dato, che ¢ sia equilatero che

Te kal Looydviov, kiklos éyyéypamTat. equiangolo, risulta quindi inscritto un cerchio.

Due principi possono essere invocati per giustificare questo passaggio logico cruciale (si noti che il
problema sussisterebbe anche se la conclusione generale non fosse esplicitamente formulata: cio che
veramente viene convalidato ¢ 1’enunciato di un teorema). Il primo ¢ il principio del condizionale
corrispondente o teorema di deduzione: fu esplicitamente formulato in logica stoica, dove era il
criterio usato per stabilire la validita di un argomento (Sesto Empirico, PH 11.137, e cfr. PH 11.249 e M
VII1.415):

TOV 8¢ Aoyov ol pév elot ouvakTtikol ot 8¢ Degli argomenti, alcuni sono concludenti, altri non-
dovakTot, OUVAKTLKOL pev 6tav 10 concludenti, concludenti quando il condizionale che ha
ovvnppévor 10 dpxSpevor pev amod Tob Sid T@Y come antecedente la congiunzione delle premesse
ToU Adyou AnppdTov cupmeTheypévou Ajyov 8¢  dell’argomento e come conseguente la sua conclusione

9 \ 9 \ 9 ~ e \ 3 . .
els TNV emLdopar AvTOD VYLES 1. sia valido.

Una formulazione della regola inversa si trova in D.L. VII.77, dove si afferma che non concludono gli
argomenti per cui «il contraddittorio della conclusione non ¢ in conflitto con la congiunzione delle
premesse». Le due formulazioni congiunte comportano che la validita del condizionale (Crisippeo)
corrispondente sia condizione necessaria e sufficiente alla validita di un argomento — fatto peraltro gia
implicito nell’'uso sestano di 6Tav «quando». Il principio del condizionale corrispondente & un
metateorema semantico, € non va confuso con il principio di condizionalizzazione, il secondo a nostra
disposizione, che ¢ una regola per manipolare deduzioni. Esso stabilisce che, se una premessa
eventualmente unita ad altre permette di dedurre una conclusione, allora le premesse addizionali
permettono di dedurre il condizionale che ha come antecedente quella premessa e come conseguente
la conclusione. L’assunzione che viene trasferita nell’antecedente del condizionale ¢ detta “scaricata”.
Non si danno esempi antichi di formulazione di questa regola, che perd sembra quella sottintesa nella
pratica matematica greca, sia perché la regola stoica del condizionale ¢ normalmente applicata come
criterio di validita di un argomento, non di validazione di un condizionale, sia perché raramente le
assunzioni nell’antecedente di un enunciato si trovano sotto forma di congiunzione “pulita”. E
ragionevole supporre che la pratica matematica abbia influenzato la regolamentazione stoica, anche se
per la teoria stoica la correttezza, o verita, di un condizionale & nozione analizzata in termini
indipendenti (e sono note almeno tre proposte una piu restrittiva dell’altra: essa ¢ quindi a ragione
posta a fondamento della nozione di argomento valido).

Occorre insistere sul fatto che un teorema rende valido il suo enunciato, e non la sua conclusione.
Ho in effetti trascritto sopra solo le conclusioni di III.21 e IV.13 semplicemente perché VII.18 ne &
priva, e termina con 1’asserto istanziato «& quindi come A rispetto a B, cosi A rispetto a E» (EE 11,
124.23-25). Nello schema di Proclo, la conclusione generale ¢ pero dichiarata necessaria e sempre
presente (iE, 203.17-18). Egli trova occasione per quest’affermazione nella prima proposizione del I
libro, che la tradizione degli Elementi trasmette concordemente priva di conclusione, e nell’ambito di
un commento al I libro, dove solo 2/3 delle proposizioni nella tradizione greca hanno una conclusione.
Non ci vuol molto per convincersi che il luogo comune propagandato da Proclo, ancora ben presente
nella letteratura, ¢ del tutto privo di fondamento: come ¢ chiaro da una semplice ispezione del corpus
antico, le conclusioni sono totalmente assenti, salvo appunto gli Elementi. Per quest’opera, la presenza
della conclusione ¢ uno dei casi in cui uno sguardo alla tradizione indiretta permette di chiarire la
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questione. Il numero di conclusioni attestate nelle traduzioni arabo-latine (ad esempio 66 su 460
proposizioni in quella che ne ha di pil) ¢ significativamente minore di quanto troviamo nella
tradizione greca (192 su 465). All’interno di quest’ultima, per i teoremi otteniamo il rapporto 176/370,
per i problemi 16/95.

Le cifre libro per libro sono raccolte nella tabella seguente: la seconda riga indica il numero di
proposizioni del libro corrispondente nell’edizione di Heiberg, la terza e quarta riga riportano
rispettivamente il numero di conclusioni attestate nella tradizione greca e nelle due traduzioni arabo-
latine. Particolarmente interessante il dato del libro V, contenente I’esposizione della teoria generale
delle proporzioni: nella tradizione greca ogni proposizione ha una conclusione, nessuna in quella
arabo-latina (in A mancano tutto il IX libro e le prime 35 proposizioni del X).

I II 111 IV \Y VI VII  VIII IX X XI XII  XIII

# 48 4 37 16 25 33 39 27 36 115 39 18 18
PT 32 2 31 10 25 22 3 1 0 20 26

G 30 12 7 1 0 0 4 0 1 7

A 5 0 5 3 0 0 3 0 /NG 4

Le indicazioni sono abbastanza univoche: I’andamento delle differenze tra le cifre riflette all’ingrosso
il grado di interesse editoriale posteriore nei confronti di certi libri o certi gruppi di libri. Perfino nel I
libro, nessuno dei problemi ¢ dotato di conclusione, che manca anche in 2 teoremi. E del tutto
plausibile che le conclusioni generali fossero quasi del tutto assenti nella prima redazione degli
Elementi, e I’assetto attuale del testo greco sia dovuto in questo rispetto principalmente alla mano di
editori posteriori.

1.2. SUPPOSIZIONE ED EKOEZIY «ESPOSIZIONE»>*

La supposizione istanziata, o €kfeols «esposizione» secondo la denominazione dello schema di
Proclo, ¢ formata a partire da un enunciato condizionale nel modo seguente: I’antecedente, che
contiene l’elenco dei dati della proposizione, ¢ trasformato in una supposizione con verbo
all’imperativo, il conseguente in una dichiarativa, denominata da Proclo (e da nessuno prima di lui)

Stoplopés  «determinazione»™

. Lo smembramento dell’enunciato in due proposizioni semplici
indipendenti ¢ necessario per mettere in rilievo i dati di partenza e poterli impiegare come premessa
della dimostrazione, che ¢ un’inferenza. Questa inizia di norma con un paracondizionale (sez. 2.4), il
cui antecedente incorpora appunto una di tali premesse o una sua conseguenza immediata. Nel caso
degli altri due tipi di enunciati la trasformazione segue procedure piu elastiche, che permettono ad
esempio la ripetizione del soggetto. I verbi e la struttura di enunciato e esposizione sono strettamente
correlati, con due variazioni rilevanti. Primo, sono introdotte lettere per designare gli enti geometrici
coinvolti; in certe circostanze le lettere sostituiscono interi sintagmi. Secondo, il verbo
dell’esposizione ¢ invariabilmente all’imperativo, e cio la fa ricadere nel modo suppositivo (si veda
infra). Le esposizioni relative ai tre enunciati di VII.18. II1.21, IV.13 proposti nella sezione precedente

sono le seguenti (EE 11, 124.14-16,¢e 1, 124.1-3 e 172.1-3):

3 Questa sezione completa le sez. 1.0.1-2.
% In questa sezione presenterd occasionalmente, per ovvie ragioni di coerenza espositiva, la determinazione come se facesse
parte dell’esposizione, anche se quest’ultima ¢ propriamente solo la clausola in modo ipotetico. La determinazione in quanto
tale verra discussa nella prossima sezione.
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0o vyap dpbpol ol A, B dpbuév Twwva TOV T
ToAamhacldoavtes Tovs A, E moleitoocav: Myw 6TL
€oTly 05 6 A Tpos TOv B, oUTws O A mpos Tov E.

goTw klklos 6 ABTA, kal év T4 adT® Tudpuatt TG
BAEA yovial éotocav ail Umo BAA, BEA® Myw &TL al
Um0 BAA, BEA yovial {oat dAAjlats elolv.

800ev  mevtdywvov [obémAevpdy Te kal
ABTAE: &€l &7 ABI'AE

7’ 7 9 A
TEVTAYOVOV KUKAOV €Yypdisal.

éoTw  TO

looydviov  TO els 70

In effetti, due numeri A, B moltiplicando un certo
numero I' facciano A, E: dico che ¢ come A
rispetto a B, cosi A rispetto a E.

Sia un cerchio ABI'A, e nello stesso segmento
BAEA siano angoli BAA, BEA: dico che gli
angoli BAA, BEA sono uguali tra loro.

Sia un pentagono sia equilatero che equiangolo
dato ABT'AE: nel pentagono ABI'AE si deve

pertanto inscrivere un cerchio.

Non si deve credere che la distribuzione di ipotesi e tesi tra esposizione e determinazione segua regole
ferree, neanche quando I’enunciato sia in forma condizionale. Lo verifichiamo su questo bell’esempio
ripartito fra III.11 e il secondo condizionale nell’enunciato di V1.2 (EE 1, 109.24-110.7, ¢ II, 42.15-18

e 43.16-19):

enunciato
€av 8o kikhot EpdmTwrTal AAAG eV évTis,
\ ~ 9 ~ \ 7’ e 9 \ \
Kal Andofn avTdv TA KEVTpA, 1€ML T

kKévTtpa abTOV émlevyvvpérn elBela kal

9 7’ b \ A A ~
ekBallopévn eml TNV ovvadny TECELTAL
TOV KOKAWV.

LD e ~ ’ \ b ’
[...] €av al Tod TpLywvov TAevpadl dvdloyov

\ \

Tunodowy, N ém Tas Touds émilevyvupévm

K ~ \ A A b4 ~
€vbela mapa TNV AOLTMY  €0TAL  TOV

TPLYOVOU TAEVPAV.

esposizione
800 yap kilkloL ot ABT, AAE édamtécbuoar aAHAov
€vToS Kkatd TO A onpetov, kal €ilfddw Tod pév ABI
kUKk\ov kévTpov 7O Z, Tod 8¢ AAE 10 H' Myw 6TL 1 dTo

Tob H éml 10 Z émlevyvupéun elbeta éxBalopérn éml

TO A meoelTat.
a\\a &7 at Tod ABI Tpuydrou mhevpal ai AB, AT
avdloyov TeTpioBwoav, os 1 BA mpos TNV AA, olTws 1

I'E mpos TNv EA, kal émelelxbo 1 AE- Myo 0611

Tapd\\nAés éoTwv 1) AE 71 BT.

N

In entrambi gli enunciati il soggetto del conseguente ¢ una retta qualificata da un’espressione
participiale in posizione attributiva, ulteriormente determinata da un complemento in forma
preposizionale: le due espressioni sono identiche quanto alla forma e rivestono la stessa funzione
sintattica. Mentre, pero, I’esposizione di III.11 ricalca la struttura del corrispondente enunciato, in
quella di VI.2 la retta ¢ assunta gia in esposizione, tramite 1’introduzione di un ulteriore congiunto in
forma suppositiva (qui una costruzione). La determinazione fa riferimento alla retta semplicemente
tramite il suo nome 1} AE.

Se I’enunciato si presenta diviso in casi o in pill sottoenunciati congiunti, puo darsi (ma non ¢ molto
frequente) che un’esposizione parziale sia collocata dopo la prima parte della dimostrazione. In questo
caso, l’esposizione e la determinazione parziali sono introdotte da opportuni coordinanti, come
vediamo per 1.26 (EE 1,37.16-20):

a\\a 61 md\w é€oTwocav at vmO TAs (oas yovias Ma ora di nuovo siano uguali i lati che si tendono
mhevpal vmoTe{vovoatr {oai, ws 1 AB T§ AE: Myw sotto gli angoli uguali, come AB a AE: dico di

VA 174 \ e \ \ -~ ~ . . . . .
mdAly OTL kal al Aoitmal TwAevpal Tdals Aotmals nuovo che anche i restanti lati saranno uguali ai

restanti lati, AI" a AZ, e BI' a EZ, e ancora «che> il
restante angolo BAT ¢ uguale al restante angolo
EAZ.

mhevpals {oat éoovtal, 1| pév AT T§ AZ, 1) 8¢ BI T
EZ xal &tu 1 Aoum) yovia 1) Umo BAT T loumf) yovia

TH 0w EAZ {om éoTiv.
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Non sempre I’esposizione & presente. Pud mancare quando il teorema stabilisca un risultato negativo
e I’enunciato sia in forma non condizionale. Dopo I’enunciato viene quindi proposto immediatamente
il condizionale canonico incipitario di una reductio, che di solito contiene una esemplificazione della
configurazione “impossibile” (sottolineata) immediatamente seguita dalla costruzione™, come in X.26
(EE 111, 41.2-7) — altri esempi in 1.7, I11.10, 13, 23, XI.1, 13:

péoov péoov ovx UTEPEXEL PNTH. Un mediale non eccede un mediale per un

el yap duvatévr, péoov TO AB péoov Tol AT

UTepeX€Tw pNTO TO AB, kal ékkeiobw pntn 7 EZ,

kal TG AB {loov wapa v EZ mapaepiicdo
TapaAAn\éypappor Opboydvior TO ZO TAATOS

roroby TNy EO, 70 6¢ AT {oov ddnpfiobe 10 ZH.

esprimibile.

Se infatti possibile, un mediale AB ecceda un

mediale AI' per un esprimibile AB, e sia fissata

un’esprimibile EZ, e uguale a AB sia applicato a EZ

un parallelogrammo rettangolo Z® facendo una

larghezza E®, e uguale a AT sia sottratto ZH.

L’esposizione ¢ assente anche in problemi per la cui costruzione non siano forniti dati iniziali (su
questo anche Proclo, iE, 204.5-13), come IV.10, X.27-35, 48-53, 85-907, XII1.13-18. Non a caso, la
costruzione inizia con il verbo €kke{oBw «sia fissato», di cui riparleremo tra breve: esso segnala
I’introduzione di un oggetto, non sottoposto al vincolo di essere «dato», cui ancorare la costruzione.
Come abbiamo visto nella sezione 1.0.1, il verbo essere con cui si aprono molte esposizioni ha un
valore “espositivo” o “presenziale”, differente da quello copulativo o esistenziale. Naturalmente, si da,
seppur marginalmente, anche il primo caso, e cid avviene in particolare se gia 1’enunciato conteneva
una forma di «essere» con questo valore. La prima occorrenza negli Elementi di €T incipitario di

esposizione con valore copulativo & in 1.30, di cui leggiamo anche I’enunciato (EE I, 42.17-20):

al TH avTh elPela mapdAnlot kal dX\frais eiol
TapdAAnlot.

¢otw ékatépa TOv AB, TA TH EZ mapdAin\os-
Myo 8T kal 1) AB 7f TA €oTt TapdI\nios.

Le parallele alla stessa retta sono anche parallele tra
loro.

Sia una e 1’altra delle AB, T'A parallela a EZ: dico
che anche AB ¢ parallela aT'A.

Un’occorrenza non incipitaria con valore copulativo leggeremo tra breve in XI.10. Valore locativo ha

il verbo «essere» in teoremi particolari, di cui prendiamo come esempio enunciato ed esposizione di

XIL5 (EE 1V, 92.20-25):

o 3 7 \
vos ovoal Tupapides kal

TpLydvovs €xovoal Bdoels mpods dAMAas elolv os

at vmo 1O avTo
at Bdoets.

éoTwoar UTO TO avTo UPos mupapides, ov Pdoets
pev Ta ABI, AEZ Ttpiyova, kopudal 8¢ Ta H, ©
onpela: AMéyw 8Tt éoTiv s 1} ABI Bdois mpos Thv
AEZ Bdow, oUTes 1 ABTH mupapls wpods v AEZO

TUpApida.

Le piramidi che sono sotto la stessa altezza e che
hanno basi triangolari sono tra loro come le basi.
Siano sotto la stessa altezza delle piramidi, basi
delle quali i triangoli ABI', AEZ, vertici i punti H,
O: dico che ¢ come la base ABT rispetto alla base
AEZ, cosi la piramide ABT'H rispetto alla piramide
AEZ0O.

% Sia esemplificazione che costruzione sono in modo ipotetico e congiunte da un ka(, ma solo la prima fa parte del

conseguente del condizionale introdotto da €l .

57 Quelle del libro X sono tutte costruzioni in eVpelv «trovare» (cfr. sez. 1.3).
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Di un certo interesse sono le forme perifrastiche €é0To + participio: esse mettono in rilievo la portata
presenziale della forma verbale impiegata nell’enunciato, che qualifica 1’assunzione iniziale
dell’oggetto in questione. Ne leggiamo due esempi, in 1.36 e X.42 (EE 1, 49.14-19, e 111, 68.17-20), il
primo non un esempio di valore locativo a causa della ripetizione del participio dvTa, il secondo

rappresentativo dell’intera esade X.42-47:

Ta mapalA\n\éypappa Ta €m {ocwv Bdoewr Svta kal
¢v Tals albTals mapaiilots {oa dAA ots éoTiv.
ot mapal\n\éypappa Ta ABTA, EZHO éml {owv
Bdoewv dvta TOVY BI, ZH kai év Tadls alTdls
mapal\ilots Tals A®, BH.

)l
Statpeltal els Ta dvépara.

ék 8o dvopdTor kata €&v pdrov omnpelov

&oTw €k 800 dvopdTtwr 1 AB Sippnuévn els Ta

by 7 \ \
ovopaTad KaTa TO T.

I parallelogrammi che sono su basi uguali e nelle
stesse parallele sono uguali tra loro.

Siano parallelogrammi ABT'A, EZH® che sono su
basi uguali BI', ZH e nelle stesse parallele AO,
BH.

Una binomiale si divide nei nomi secondo un punto
soltanto.

Sia una binomiale AB che risulta divisa nei nomi

secondo I'.

Non sempre I’esposizione inizia con il verbo «essere». Sono altrettanto frequenti i casi in cui il

verbo posto all’imperativo nella prima clausola dell’esposizione ¢ quello presente nell’enunciato. La
differenziazione tra esposizioni con verbo «essere» incipitario e quelle con altro verbo ha motivazioni
puramente stilistiche: le due formulazioni sono facilmente trasformabili I'una nell’altra, ad esempio
impiegando una costruzione di participio congiunto oppure una vera e propria congiunzione, come
vediamo sull’esempio delle esposizioni di XIII.3-4, i cui due enunciati sono dei condizionali con
antecedenti identici (EE IV, 141.1-3, e 142.10-11)*:

evfela ydp Tis T AB dkpov kal péoov Aoyov
, . - <y -

TeTufobo katd TO I' onuelov, kal €oTw petlov

TufApa 76 AT, [...]

b4 9 ~ e \ ’ b4 \ /7

¢oto €vBeta M AB, kal TeTpufobo dkpov kal péoov

\oyov kata 70 T, kal €0t petlov Tpfpa 16 AT.

In effetti, una certa retta AB sia secata in rapporto
estremo e medio secondo un punto I', e segmento
maggiore sia AT, [...]

Sia una retta AB, e sia secata in rapporto estremo e

medio secondo I', e segmento maggiore sia AT".

Di norma, la presenza del verbo «essere» incipitario ¢ legata alla struttura dell’enunciato: se ¢ in
forma non condizionale, ’esposizione inizia appunto con un imperativo di questo verbo con
significato espositivo, che presenta I’ente matematico che ¢ il soggetto logico della proposizione; se

N

invece I’enunciato ¢ in forma condizionale, il verbo dell’esposizione coincide con quello
dell’antecedente del condizionale ed ¢ posto nella stessa posizione, che di norma non segue
immediatamente il connettore €dv «qualora». Di conseguenza, verbi incipitari che non siano «essere»
sono estremamente infrequenti, e indotti da scelte stilistiche o da vincoli legati all’interferenza con
espressioni formulari canoniche, come nella prima parte dell’enunciato di XII.10 (EE IV, 104.16-19):

mls kdvos kuvAvdpou TpiTor pépos €oTl Tob Ogni cono & terza parte di un cilindro, quello che ha la
Y avT Bdow €xovTos avTd kal Uos Loov. sua stessa base e altezza uguale.

€xéTo yap kGros kuAivdpw Bdow Te TNv avTniy In effetti, abbia un cono sia come base la stessa di un

5% L’antecedente identico nei due casi & édv eVBela ypauun dkpov kai pécov Aéyov Tunef «qualora una linea retta sia
secata in rapporto estremo e medio». Si noti, in entrambe le esposizioni, il valore copulativo del verbo «essere» nella sua

seconda occorrenza: in una retta secata in rapporto estremo e medio il segmento maggiore ¢ infatti univocamente
determinato.
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TOv ABTA kikov kal Ufos {oov. cilindro, il cerchio ABT'A, che altezza uguale.

Si noti che né al cono né al cilindro sono attribuite lettere, in quanto la dimostrazione opera soltanto
sulle loro basi.

Altrettanto poco frequente ¢ il caso in cui ’esposizione sia governata da un verbo differente da
quello dell’enunciato. Cio accade ad esempio se quest’ultimo indica un’azione subita da un oggetto,
come nella nostra proposizione prototipica II1.2 o nel primo congiunto dell’antecedente dell’enunciato
di IT1.9 (EE 1, 107.14-20), dove il verbo «essere» nell’esposizione &, con costruzione canonica do
koLvol, messo “a fattore comune” delle due frasi che seguono:

TL onpetov évtds, Amo 8¢ Tob

€av kOKAou Andof Qualora sia preso un certo punto all’interno di un

onpelov mpos TOV kUKAov mpooT{TTwol TAelovs 1) 8o  cerchio, e dal punto incidano sul cerchio pit di

N

{oat elBelat, 7O AndOev onpetov kévtpor éoTl Tob due rette uguali, il punto preso & il centro del

KOKA\OU. cerchio.

¢€oTe kOkAos O ABT, évTos 8¢ adTol onpetov TO A, kal  Sia un cerchio ABT, un punto all’interno di esso

amo 1ol A Tpos TOov ABI kilklov mpoommTéTooav A, e da A incidano sul cerchio ABT piu di due

mhelovs 1) 600 {oal evBelal ai AA, AB, AT. rette uguali AA, AB, AT,

oppure nei teoremi del libro I che coinvolgono triangoli, come vediamo sull’esempio di 1.8 (EE I,
15.23-16.8):

¢av 800 Tplywva Tas 600 mhevpds [Tals] 80o Qualora due triangoli abbiano i due lati

mhevpals {oas €xn €katépav €xatépa, €xm 8¢ kal rispettivamente uguali a[i] due lati, e abbiano anche
™y Bdow T Bdoet {onv, kal ™ yoviav T§ yovia la base uguale alla base, avranno anche 1’angolo
{ony €EeL TV U0 TOV {owv €lBeldr TepLexopévny. compreso dalle rette uguali uguale all’angolo.
€oTw 800 Tplyova Td ABI, AEZ Tdas 8Uo mAevpdas Siano due triangoli ABT', AEZ che hanno i due lati
Tas AB, AT Tals 8lo mAevpals Tals AE, AZ {cas AB, AT rispettivamente uguali ai due lati AE, AZ,
AB a AE e AT a AZ; e abbiano anche BI' come

base uguale a EZ come base.

&xovTa éxatépav éxatépa, THV pev AB T§ AE Tiv
8¢ AT TH AZ: éxéTo 8¢ kal Bdow Tnv BI Bdoel TH
EZ {onv.

Dei due verbi «avere» nell’antecedente del condizionale, il primo ¢ trasformato in un participio
attributivo retto da un verbo «essere» con portata espositiva, il secondo segue la regola predominante
di trasformazione in imperativo. Imperativi di «essere» non incipitari si rintracciano se gia questo era
il verbo dell’antecedente ed ha significato copulativo, mentre per converso se il significato &
espositivo gia nell’enunciato 1’esposizione inizia regolarmente con «essere», come vediamo sugli
esempi di XI.10 e V.22 (EE 1V, 15.10-15, e 11, 32.14-20):

Eav 600 evBelal amTépevar AR wr mapd 800
K ’ e /7 b 7 3 \ b ~ 9 ~

evbelas amTopévas alANAoV WoL PN €V T dvTd
9 /7 4 7 7’

EMmédw, loas yovias meplé€ovaiy.

800 yap €vBelar ai AB, BI' amtépeval aAAHAov

mapa 8o evbeias Tas AE, EZ amwtopévas
b 7’ b4 A 9 ~ 9 ~ 9 /7

AAMNAQY €E0TWOAV UM €V TO AUTH ETLTEDW.

2N\ 3 e ~ ’ \ b4 9 ~ t4 \

€av 1 0mocaolV HEYEDN Kal dANA avTotls (oa TO

mA\fifos, olvduvo lapBavdpeva kal év TH aldTd

Qualora due rette che si toccano tra loro siano parallele
a due rette che si toccano tra loro non nello stesso
piano, comprenderanno angoli uguali.

In effetti, due rette AB, BI' che si toccano tra loro
siano parallele a due rette AE, EZ che si toccano tra
loro non nello stesso piano.

Qualora siano quante si voglia grandezze e altre uguali

ad esse in molteplicita, e nello stesso rapporto prese
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\oyw, kal 8u° {oov €v 1§ adTd Noyw €oTat. due a due, anche tramite uguale saranno nello stesso
¢otw Omocaoby peyédbn Ta A, B, I' kal d\\a rapporto.

avtols loa T0 mAfjBos Ta A, E, Z, olOvbvo Siano quante si voglia grandezze A, B, T e altre uguali
apBavépeva év 76 adtd Aoyw, s pev 70 A mpos ad esse in molteplicita A, E, Z, nello stesso rapporto
70 B, olTws 70 A mpds TO E, &5 8¢ 7O B mpos TO  prese due a due, come A rispetto a B, cosi A rispetto a

T, o0Tws 70 E mpos 10 Z. E, e come B rispetto a T, cosi E rispetto a Z.

Un altro tratto stilistico curioso fa si che venga sempre inserito un ydp (non esplicativo ma
“strutturante”, a segnalare lo stacco argomentativo: «in effetti» o «di fatto», oppure, in quanto tratto
idiomatico di grado zero della lingua greca, potrebbe anche non essere tradotto) all’inizio delle
esposizioni introdotte da un verbo diverso da «essere» o da uno dei suoi rari sostituti presenziali,
mentre quelle con «essere» incipitario ne sono sistematicamente prive. Le eccezioni a questa regola
nel testo principale degli Elementi sono pochissime, e tutti esempi con verbo «essere» incipitario: si
tratta di 1.18, 20, 111.24, V.11, 15, 19, VI.21, VII.20, X.80, 105, X1.9%, XIL.9, 14. Nessuna eccezione
nei Data o in Apollonio®. Che si tratti di una variante stilistica, per quanto strettamente minoritaria®',
¢ confermato dalle esposizioni analoghe di 1.30 e XI.9, che contengono, come abbiamo appena visto,
esempi di verbo «essere» con funzione copulativa (EE 1, 42.19-20,e IV, 14.14-18):

¢oto €katépa TOv AB, TA 1§ EZ mapd\\nilos: AMéyw Sia una e I’altra delle AB, I'A parallela a EZ: dico
67L kal 1} AB T TA éoTL TapdAAnhos. che anche AB ¢ parallela aTA.

¢oto yap ékatépa Tov AB, TA T§ EZ mapdA\nios pn In effetti, sia parallela a EZ una e D’altra delle
oboal avTh év T4 adTd émmédp: Myw 6Tt mapdA\niés AB, T'A che non sono nel suo stesso piano: dico
¢oTw 1| AB T TA. che AB & parallela aTA.

Quest’osservazione conferma che il verbo «essere» incipitario funziona da marcatore linguistico atto a
identificare 1’esposizione. M. Federspiel (2010, 109-12) ipotizza che una tale compartimentazione si
sia prodotta in conseguenza dell’evoluzione del formato dimostrativo di una proposizione, che in
origine non sarebbe stata aperta da un enunciato generale ma direttamente dall’esposizione, introdotta
da un €07 presenziale. Il ydp strutturante sarebbe stato ovviamente inutile nel tratto iniziale di una
proposizione.

Passiamo ora a studiare uso e significato del termine €ékfeots e affini nel dominio matematico.

Il sostantivo €kbeols & forma nominale derivata da ékTiBévat. Il significato del verbo in contesti
matematici ¢ «fissare», riferito ad un ente matematico non assunto tra i dati del problema ma che il
matematico si pone concretamente davanti come oggetto della propria dimostrazione. Cosi andra
tradotto ad esempio sin dalla sua prima occorrenza negli Elementi, I’inizio della costruzione di 1.22:
éxkeloBw TLs €VBeta 1 AE «sia fissata una certa retta AE» (EE I, 31.9). Nel corpus euclideo il
sostantivo ricorre solo due volte, in due dimostrazioni alternative della redazione b dei Phaenomena.
Il verbo ricorre invece 177 volte, 174 delle quali come forme di éxkeloBal (un presente pro perfecto),
che come & noto fa spesso le veci del passivo di (ék)Ti0évar. Nessuna di queste occorrenze si trova
nell’esposizione: sono tutte nella costruzione, e gia questo fatto indica chiaramente quanto il termine
€xBeots sia mal scelto. Il libro X da solo esaurisce tre quarti delle 163 occorrenze nel complesso degli

% Si noti che V.11, VI.21 e XI.9 dimostrano rispettivamente la transitivita di identita di rapporto, similitudine e parallelismo
nello spazio.

% Archimede offre molte pil occorrenze, in Sph. cyl. 1.4,27,28%,30, 32%, 33, 34, 38, 40, 41, 43, l1.3por, Con. sph. 4,5, 21,
26,27%,29, Quadr. 17,18, 19,20, 22,24, Spir. 19, Fluit. 1.4 (* = esposizione non incipitaria).

6! Essa & anche piuttosto antica: solo per X.105 I’apparato di Heiberg riporta una variante significativa (i mss. teonini
omettono il ydp; cfr. EE 111, 190.20 in app.).
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Elementi: vi se ne contano 121. La classificazione delle linee irrazionali presuppone infatti ’aver
«fissato» come riferimento una retta, chiamata pnT1 «esprimibile». Questa assunzione cruciale (una
retta non pud essere irrazionale in sé, ma solo in riferimento ad un’altra assunta come standard)*
viene ripetuta in buona parte dei teoremi del libro X*, semplicemente perché la linea esprimibile
adatta alle esigenze di ogni singola dimostrazione varia da teorema a teorema. Tale assunzione ¢ di
norma formulata éxkke{oBw pnTn 1 AB «sia fissata un’esprimibile AB» (si noti ancora la forma
indefinita). Vengono impiegate forme dell’imperativo di ékkelofat e non di elval in quanto la linea
esprimibile figura raramente tra gli oggetti menzionati nell’enunciato: per questo motivo le assunzioni
in ékkeloBw sono fatte nella costruzione e non nell’esposizione, come vediamo sull’esempio di X.108
(EE 111, 194.6-14):

amo pnTod péoov ddatpovpérvov 1) TO AoLTor Xwplov
Suvapévn pla 800 dAdywr ylvetar ftoL dmoToun 1
ENdoowv.

amo yap pntod Tod BT péoov ddnpriodn 170 BA* Aéyw
6TL M TO Aowmov duvapévn 16 El pia 800 dAGyov
yiveTar fitol dmoTopn f| ENdoowv.

ékkelobo yap pnTi 1 ZH, kal 79 pév BT {cov Tapa
ZH
TapaAAn\éypappor 70 HO, 79 8¢ AB {oov ddnpricdw
T0 HK.

v TapapeBAiodo opBoydviov

Sottratto da un «dominio> esprimibile uno mediale
la <retta> che puo il dominio restante risulta una sola
di due irrazionali, o apotome oppure minore.

In effetti, da un <«dominio> esprimibile BI' sia
sottratto un mediale BA: dico che la «etta> che pud
ET" restante risulta una sola di due irrazionali, o
apotome oppure minore.

In effetti, sia fissata un’esprimibile ZH, e uguale a
BI'
rettangolo HO, e uguale a AB sia sottratto HK.

sia applicato a ZH un parallelogrammo

Nelle occorrenze in cui I’esprimibile ¢ menzionata come data nell’enunciato, nell’esposizione viene a
volte adottato I’imperativo ékke{obw invece di €0Tw, un’eccezione notevole alla pratica degli
Elementi. Leggiamo come esempio ’inizio di X.60 (EE III, 103.19-104.1):

TO 4dmd Ths ék  &Uo dvopdtov mapa pnTHv Il <quadrato> su una binomiale applicato a

TapaBar\épevor TAATOS ToLel TNV ék 800 OvopdTwy un’esprimibile fa una larghezza binomiale prima.
TPAOTNV. Sia una binomiale AB che risulta divisa nei nomi
¢oto €k 800 dvopdtor M AB Sumpnpévn els Ta  secondo I, cosi da essere il nome maggiore AT, e

dvépaTa kata 10 T, doTe TO peilov dvopa eivar TO  sia fissata un’esprimibile AE, [...]

AT, kal ékkeloBo pnTn 1| AE, [...]

Del tutto analogamente a quanto accade per un’esprimibile, anche un’unita ¢ «fissata» in VIII.9 e
1X.32.

Lo spettro d’impiego del verbo ékkelobal & piuttosto ampio, anche all’interno del libro X, e merita
una discussione dettagliata. Iniziamo dai dati: nella tabella seguente riporto la distribuzione, nel testo
principale degli Elementi, di ékTi6évar / éxkelobar per forma verbale e tipo di ente matematico
presentato; marcati con asterisco i teoremi in cui la forma verbale ricorre nell’enunciato (I’occorrenza
in X.2, che non registro, va considera spuria):

oggetto geometrico numeri grand. esprimibile

éxkelobu 1.22,1V.10-11, V1.23, VIIL.9, IX .32 X.23,25-26,29-30, 38,41,41/42, 44,

62 Questa dialettica viene sussunta, nel materiale scolare annesso agli Elementi, sotto la contrapposizione tradizionale fra
«natura» e «convenzione»; cfr. ad esempio lo scolion. 1 ad El. X, EE'V 2, 83.1-15.
8 In X.27-35 vengono assunte pil esprimibili in certe relazioni tra loro.
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X1.36, X111.13, 13/14, 47,48-53,60-61,64,71-72,75,78, 81,

14-16, 18 84,85-90, 108-109, 111, 114-115

VI.12, X1.23/24, 1X.36, X.10, X.27-28,31-35
ékkeloBuoav XII.13, XII1.17 28/29,29-30,
48-53, 85-90

XII.11 VIL.1*,1X.36 X.1%, X.18/19, def 11*, 49, 52-54, 60, 63, 65-

EKKELLEV—
XII.2 66, 71-72 X.85-103, def .III*, 108-113

éxTLOévaL XII1.18% I1X.36%

Particolarmente interessanti le occorrenze nell’enunciato. Leggeremo quella in XIII.18 tra breve.
VIL.1, 1X.36 e X.1 sono teoremi di un genere particolare: sono fissati (verbo ékkelofat appunto)
numeri o grandezze e su di essi si innesta una procedura iterativa dotata di una condizione di arresto.
In VII.1 la procedura & 1’algoritmo euclideo di sottrazioni successive applicato a numeri, la condizione
di arresto il raggiungimento di un’unita. In X.1 la procedura & la sottrazione successiva di una
grandezza maggiore di meta di una fissata, la condizione di arresto il raggiungimento di una soglia
stabilita dall’altra delle due grandezze prefissate®. In queste proposizioni, dunque, il verbo ékkelofat
funziona da sinonimo di 8{8oc6aL «essere dato», che presumibilmente non viene usato, con una
demarcazione stilistica molto pronunciata, in quanto si tratta di teoremi e non di problemi. In effetti,
quando la procedura di sottrazioni successive viene applicata all’interno di problemi, come in VII.2-3
e X.3-4, le grandezze assegnate sono regolarmente dotate del predicato «dato». In IX.36 la procedura ¢
I’esposizione dei termini successivi di una progressione geometrica di ragione 2, la condizione di
arresto ¢ che la loro somma sia un numero primo. Il verbo ha la sfumatura propria della teoria dei
numeri, dove gli oggetti introdotti da ékke(oBw sono di norma sottoposti a vincoli pit rigidi di quanto
lo siano le entita normalmente assegnate come date. Leggiamo 1’esposizione di IX.36 (EE 1I, 224.18-
23) — il verbo & presente in esposizione perché lo & nell’enunciato:

amo yap povddos ékkeiobwoav dooldnmoTody dptbpol  In effetti, a partire da un’unita siano fissati quanti
v TH Sumaciovt dvaloylq, €ws ol O o¥pmas mai si voglia numeri in proporzione raddoppiata,
owTebels mpdTOos yévmTair, ot A, B, T, A, kai T® fino a che il totale composto sia primo, A, B, T,
obpmavtt {oos éoto 6 E, kal 6 E Tov A A, e uguale al totale sia E, e E moltiplicando A

molamiaotdoas Tov ZH molelTw. faccia ZH.

Assegnazioni numeriche di altro genere si trovano nei problemi X.10, 28/29, 29-30, 48-53 ¢ 85-90%,
di cui leggiamo quella in X.48; ovviamente ¢’ anche la retta esprimibile (EE 111, 77.14-18)"

éxkeiobooar 800 dpBpol ol AI, I'B, doTe TOv Siano fissati due numeri AT, I'B, cosi da avere quello
ovykelpevov €€ avTov TOv AB Tpos pév Tov BIT  composto da essi AB rispetto a BIT rapporto che un
Noyov é€xew Ov  TeTpdywvos dplBuds mpods numero quadrato rispetto a un numero quadrato, €
TeTpdywvov dplBpdy, mpos 8¢ Tov T'A \oyov un rispetto a I'A non avere rapporto che un numero
Exew Ov TeTpdywvos dplbpos mpods TeTpdywror quadrato rispetto a un numero quadrato, e sia fissata

aptduév, kal €kkelobo Tis pnT M A, [...] una certa esprimibile A, [...]

¢ X.1 & caratterizzata da éoTw incipitario in esposizione che sostituisce 1’atteso ékke{obw. Cid conferma ulteriormente
I’identificazione del valore espositivo del verbo «essere» in questo contesto.

% In X.29-30 e 90 la forma verbale & “a fattore comune” tra esprimibile e assegnazione numerica

% Nella seconda esade I’assegnazione numerica & scambiata con quella geometrica.
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Nella tradizione aritmetica neopitagorica, rappresentata per esempio dagli scritti di Nicomaco e
Giamblico®, la clausola in ékke{c0w divenne la formulazione canonica con cui introdurre sequenze
numeriche particolari.

Sono necessarie due parole di introduzione al contenuto del libro X per comprendere meglio la
distribuzione in esso delle occorrenze di forme di éxkelabat. Dopo una serie di risultati preliminari e
la costruzione della prima linea irrazionale — la «mediale» — vengono introdotte 6 linee irrazionali
ottenute per somma di rette esprimibili o mediali che siano tra loro in opportune relazioni di
(in)commensurabilita (X.36-41). Lo stesso meccanismo & impiegato per generare 6 linee irrazionali
per sottrazione (X.73-78): le due rette di base non sono sommate ma sottratte una dall’altra. Vediamo
in un prospetto le corrispondenze tra le denominazioni delle 6 specie ottenute per somma e le 6 per

sottrazione:
somma sottrazione

X.36 binomiale X.73 apotome
X.37 bimediale prima X.74 apotome prima di una mediale
X.38 bimediale seconda X.75 apotome seconda di una mediale
X.39 maggiore X.76 minore
X.40 <retta> che puo esprimibile e mediale X.77 <retta> che con un esprimibile fa il totale mediale
X41 «retta> che puo due mediali  X.78 <retta> che con un mediale fa il totale mediale

I nomi delle ultime quattro si riferiscono esplicitamente alla maniera della loro formazione. Il resto del
libro X contiene la dimostrazione che le 6 irrazionali definite per somma e le 6 per sottrazione sono
univocamente determinate ed identificano classi distinte di irrazionali. A questo compito sono dedicate
5 proposizioni, una per ogni specie; ¢ inclusa la definizione e costruzione di 6 sottospecie di binomiale
e di 6 sottospecie di apotome. Siccome le dimostrazioni sono ripetute per ognuna delle 6 + 6
irrazionali (ognuna di queste sequenze di 6 proposizioni analoghe ¢ detta “esade”), la mole del libro X
si spiega facilmente: 1 proposizione in cui & introdotta la specie pilt 5 di classificazione, che
moltiplicato per 12 da 72 proposizioni. In realta ne troviamo 70: le proposizioni 67 e 104, d’altronde
strettamente parallele, inglobano eccezionalmente due specie (le due bimediali e le due apotomi di una
mediale) in uno solo teorema. La teoria vera e propria inizia dalla proposizione 36, il che fa arrivare a
105 proposizioni; si aggiungano 5 teoremi che costruiscono le 12 specie principali a partire da somme
o sottrazioni di domini (71-72 e 108-110) e il teorema con cui si dimostra che un’apotome non ¢ la
stessa di una binomiale (111), e resta lo spazio per 4 risultati finali, concordemente riconosciuti spuri.
Ecco contenuto e demarcazioni del cuore del libro X:

somma sottrazione

costruzione lineare delle 6 irrazionali 36-41 73-78
unicita della divisione in rette componenti 42-47 79-84
definizione delle 6 sottospecie defll deflIl
costruzione delle 6 sottospecie 48-53 85-90
prima relazione tra le 6 specie e le 6 sottospecie 54-59 91-96
seconda relazione tra le 6 specie e le 6 sottospecie ~ 60-65 97-102
stabilita di ogni specie sotto commensurabilita 66-70 103-107

67 . y . . , > . .o .
La forma nominale €kBeots e i due verbi exTLBéval ed ekkeloBal contano numeri pressappoco uguali di occorrenze sia
nella Introductio arithmetica di Nicomaco che nel rifacimento di Giamblico, con leggere prevalenza accordata al sostantivo.
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identificazione tramite domini 71-72 108-110

Nelle tabelle seguenti riporto la distribuzione delle forme ékke{oBw ed ékkelpev— nelle esadi del libro
X: ¢io indica come e quando venga introdotta ’esprimibile, e in quali teoremi si faccia riferimento ad
essa nel corso della dimostrazione (di norma come citazione istanziata delle defIl o III). In due delle

menzioni in cui I’esprimibile & introdotta da €o0Tw «sia», & poi richiamata con un participio
ékkeLpévn. Prima la tabella dell’imperativo:

1 11 111 v \4 VI ident.
/1387141 /144147 48-53 / 6061//64/ / 71-72
/1751178 /181//84 85-90 / 111171 / 108 109 /

e poi quella del participio:

I 1T 111 13 \% VI ident.
/ / /49 /15253 547111 60//63 /65 66//// 7172
/ / 85-90 91-96 97-102 103//171/ 108 109 110

Le occorrenze dell’imperativo rispettano una notevole simmetria se escludiamo la quinta esade. Le
occorrenze sporadiche (ma parallele) nelle prime due esadi sono legate al fatto che solo due delle sei
irrazionali necessitano per essere generate di una costruzione “piana”, in cui un dominio opportuno
viene applicato all’esprimibile fissata. I teoremi della quarta e quinta esade menzionano 1’esprimibile
nell’enunciato. Le esposizioni della quarta esade mantengono il verbo dell’enunciato; non vi
compaiono quindi verbi espositivi e I’esprimibile ¢ designata direttamente da lettere; lo stesso accade
per le due esprimibili negli enunciati di X.36 e 73. Nella quinta esade 1’enunciato ¢ trasformato in una
esposizione con verbo «essere» incipitario, e I’elenco che segue comprende anche la retta esprimibile:

N

solo in tre occasioni (X.60-61, 64) questa & ulteriormente introdotta da €xke(oBw. Tra le
identificazioni finali, ’intera costruzione ¢ preterita in X.110. Tutte le occorrenze delle forme
participiali seguono quelle primarie in defll e deflll (quater ciascuna, nella definizione delle prime 4
sottospecie), in cui, fatto notevole, I’esprimibile & introdotta dal genitivo assoluto vTokelpévns
pNTHS «supposta un’esprimibile». Le esadi delle irrazionali ottenute per sottrazione hanno il participio
in tutte le occorrenze possibili, quelle delle irrazionali ottenute per somma solo occasionalmente,
anche se in due casi su tre il participio ¢ presente nella prima proposizione dell’esade.

Al di fuori della teoria delle linee irrazionali, gli oggetti geometrici presentati o qualificati da forme
di éxkelobat sono in senso forte lasciati alla scelta del matematico responsabile della dimostrazione,
in quanto non soggetti a vincoli ulteriori. Il verbo ¢ in effetti impiegato per assegnare tali enti in
situazione di totale indeterminazione, quando cio¢ gli oggetti non siano menzionati nell’enunciato né
forzati nella loro costruzione. Ci0o avviene sempre nelle costruzioni, in 1.22, IV.10, VI.12, 23, X.29,
48, 50, 52-53, 62, X1.23/24 XII.13 (retta), IV.11 (triangolo), XI.36 (angolo solido), XIII.11, 13-16, 18
(diametro che ha funzione di esprimibile), XIII.18 (spigoli dei poliedri regolari), XIII.13, 16 (cerchio),
XIII.14-15 (quadrato), XIII.17 (due facce di un cubo), a cui possiamo aggiungere Data 6 (grandezza),
24 (retta data tout court), 39 (retta data in posizione), 42 (in grandezza), 40-41, 43, 55, 80 (grandezza e

posizione).
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In Apollonio forme di ékkeloat si rintracciano solo in Con. I1.51 (bis), 52, 53°°. Sono 4 occorrenze
dell’imperativo all’interno di costruzioni e introducono oggetti arbitrari ausiliari (una retta e due
cerchi) totalmente disconnessi dai dati del problema. Archimede fa un uso peculiare di ékketoBat; le
occorrenze sono ripartite secondo il prospetto seguente (quelle prive di indicazione d’opera si trovano
in Sph. cyl.):

esposizione costruzione conclusione
¢xrke{abo 1.5,16, 18-20,24, Con. sph. 21 1.15, 18, 25,
ékkeloBuoay 1.16,19,20,24,34,11.3
ExkeLpLévy 1.26

Le occorrenze nelle costruzioni rientrano nella tipologia appena descritta per gli Elementi ed i Data, in
Sph. cyl. 1.34 come sinonimo di éoTwoav eiAnppévat, in 1.5 come sinonimo di 8¢8606w oppure
€0To + participio 808év. Nelle altre esposizioni la presenza del verbo & spiegata dalla peculiarita dei
risultati da dimostrare, di un genere non presente né negli Elementi né nelle Coniche di Apollonio,

come leggiamo in Sph. cyl.1.18 (AOO 1, 76.18-78.2):

\ e 7 9 9 ~ ’ 7’ 4
TavTl POUBe €€ loookeAdv kdvov cuykelpérve (oos
9 \ ~ e ’ \ v v ~ 9 ’ ~
€oTl kdvos O Bdoww pev Exov tonv TH émdaveia Tod
e / 7’ ~ 7’ \ e 7 4 \
€TEPOVU KOVOU TGOV TEPLEXOVTWY TOV poppor, vos b€
{oov TH dmo THs kopudfis Tod €Tépov kdrou KabéTw
ayopévn éml plav mAevpav Tod €Tépou KGrov.
b4 e 7 9 b ~ ’ 7’ e
ot pOuPos €€ LoookeldY kdvwv cuykelpevos O
ABTA, oU Bdois 6 mept Sudpetpor ™ BT kiklos,
Uos 8¢ TO AA, éxkelobn 8¢ Tis €tepos 6 HOK Trv

pev Bdow éxov TH émdavelq Tod ABT kdvov lon,

Ad ogni rombo composto da coni isosceli ¢ uguale
un cono che ha base uguale alla superficie di un
cono tra quelli che comprendono il rombo, altezza
uguale alla «retta> condotta dal vertice dell’altro
cono perpendicolare ad un solo lato dell’altro cono.
Sia un rombo composto da coni isosceli ABTA,
base del quale il cerchio intorno al diametro BT,
altezza AA, e sia fissato un certo altro <cono> HOK

che ha la base uguale alla superficie del cono ABT,

70 8¢ Uos toov TH amo Tob A onpelov kabéTy éml  Daltezza uguale alla «retta> condotta dal punto A

v AB f) T ém evBelas avTh Nypévy, €oTo 8¢ 1) perpendicolare a AB oppure a quella condotta in
AZ, 10 8¢ Ufos Tob OHK kdvov €oTtom TO OA- {oov
81 ¢
6 p

dinea> retta con essa, sia AZ, e ’altezza del cono
OHK sia ®A — OA ¢& pertanto uguale a AZ: dico

che il cono ¢ uguale al rombo.

oTw 10 OA TH AZ: Myw 67t {oos €oTly 6 kGVos

Supo.

Occorre dunque stabilire 1’uguaglianza tra due oggetti geometrici: il primo ¢ un rombo conico dato, il
secondo un cono dalle caratteristiche dimensionali ben precise, specificate tramite uguaglianze con
componenti del rombo conico. Quest’ultimo & ottenuto come risultato finale di un procedimento che lo
dimostra uguale ad un terzo cono uguale al rombo dato, il terzo cono essendo regolarmente introdotto
da ékkelobw all’inizio della costruzione. 1l cono che figura in enunciato & dunque di un ente fittizio, Ii
presente solo per necessita espositive (si noti anche ’ordine dei due termini in gioco). Per questo
motivo & introdotto nell’esposizione da ékke{obw: non & un oggetto su cui verte la dimostrazione, ma
un’anticipazione del risultato finale: la descrizione definita di un ente complesso generato come
“membro destro” di un’uguaglianza.

Non si tratta dell’ennesima prova di eterodossia archimedea, ma di una mossa che si radica in una
delle caratteristiche piu sorprendenti della geometria greca, cioe la “attualizzazione” delle grandezze

% AGE1,3004 ¢ 27,308.1,312.18. La doppia occorrenza in I1.51 ¢ dovuta al formato di analisi e sintesi. La retta fissata in
I1.51 & denominata 8eSopévrn, e dobbiamo a mio avviso supporre un intervento maldestro di un revisore; solo nella prima
occorrenza I’arbitrarieta della retta & rimarcata da un Tis.
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in gioco tramite la produzione di duplicati, in particolare nel quadro di dimostrazioni per analisi e

sintesi (si veda Acerbi 2011a). In questo quadro, I’uso di forme di ékkelofal & esattamente quanto ci

dobbiamo attendere di trovare. Vediamo come leggendo Teodosio, Sph.1.18 (32.6-24):

Tob 800évTtos év odalpa kikhov THv SidpeTpov
€xBéabal.

€oTw 6 Sobels év odaipa kikhos O ABT- &€l &1 Tob
ABT kikhov TN SidpeTpor ékbéabal.

eiMdbw ém TAs Tod kldkAov Tepidpepelas TuxbVTa
onuela Ta A, B, T, kal ék TpLdv elPeldv Tplywvov
oweoTdTw TO AEZ, GoTe lony elvat Ty pév AE T
amo Tod A ém 7O B, TV 8¢ AZ TH 4mo Tod A &ml TO
I, v 8¢ EZ T dwo Tod B éml 70 T, kal amo pev tod
E onpeilov TH EA mpds dpbas fxPw 1 EH, dmo 8¢ Tod
Z T AZ mpos 6pBas fixBw 1 ZH, kal émelelxbo 1) AH.
fxbw &1 Sidpetpos Tob ABI kilklou 1 AO, kal
émelelxbwoav al AB, BI', TA, I'O.

émel ovr &Vo al AB, BT 80o Tals AE, EZ {oat elolv
¢katépa éxatépq, kal PBdois 1) AT Bdoelr TH AZ {om
¢oTl, yovia dpa 1 vmo ABI yovia Tf Um0 AEZ {om
¢otiv. AN’ 1 pév Umo ABIC 7§ 0o AGT {om éotiv, 1
8¢ Um0 AEZ 7§ vm0 AHZ {on éoTi kal 1 vmd AGT
dpa TH Um0 AHZ éoTw {om. d\\a kal 6pbn 1 vd ATO
o0pOf TH Umo AZH {om éot(, kal éoTtw 1 AT T AZ
{on kal 1 A® dpa T AH {om éoTl. kal éoTwv 1) AO
SidpeTpos Tob kilkhov: 1 AH dpa {om éoTl T

StapéTpw Tob KOKAoOU.

Fissare il diametro di un cerchio dato in una sfera.
Sia un cerchio dato in una sfera ABI: si deve
pertanto fissare il diametro del cerchio ABI".
Siano presi sulla circonferenza del cerchio punti
come capita A, B, I', e da tre rette sia costruito un
triangolo AEZ, cosi da essere AE uguale a quella
da A fino a B, AZ uguale a quella da A finoa I,
EZ a quella da B fino a I', e dal punto E ad
<angoli> retti con EA sia condotta <una retta> EH,
e da Z ad <angoli> retti con AZ sia condotta <una
retta> ZH, e sia congiunta AH. Sia ora condotto
un diametro A® del cerchio ABI', e siano
congiunte AB, BT, TA, T'®.

Poiché dunque due AB, BI" sono rispettivamente
uguali a due AE, EZ, e una base AT & uguale a
una base AZ, un angolo ABI" ¢ quindi uguale a
un angolo AEZ. Ma ABT ¢ uguale a AOTI', e AEZ
¢ uguale a AHZ: anche A®T" ¢ quindi uguale a
AHZ. Ma anche AT'® retto ¢ uguale a AZH retto,
ed ¢ AT uguale a AZ: anche A® ¢ quindi uguale
a AH. Ed ¢ A©® un diametro del cerchio: AH ¢

quindi uguale al diametro del cerchio.

Il matematico cui ¢ richiesto di «fissare» un oggetto matematico, qui il diametro di un cerchio dato su
una sfera, non si limita a tracciare 1| A® (come viene pur fatto alla fine della costruzione) e a dire
“eccolo”, ma replica la configurazione geometrica e da I’appellativo di «fissato» all’elemento della
replica uguale al diametro precedentemente tracciato. Si tratta dell’esatta controparte della definizione
di «dato in grandezza» come cid «di cui possiamo produrre (Top{{€Lv) un uguale». Solo con la replica
abbiamo a che fare in El. XIII.18, dove ¢& richiesto di fissare gli spigoli dei cinque poliedri regolari (EE
IV, 180.19-21):

Tas mAevpas ToOV TévTe oxnudtov ékbéchBar kal
ovykplval mpos dAAHAasS.
ékkelobo 1 THs Sobelons odaipas SidpeTpos 1 AB,

Fissare e confrontare tra loro i lati delle cinque
figure.
Sia fissato il diametro della sfera data AB, [...]

[...]

Operazione preliminare, effettuata nella costruzione (il problema ¢ privo di esposizione), & «fissare»
un diametro della sfera invariante su cui si basano le costruzioni dei poliedri in XIII.13-17%; per
questo la costruzione ha ’articolo: la sfera ¢ stata introdotta in precedenza. Di conseguenza, anche gli

% Potremmo ipotizzare che cid avvenga tramite la procedura di Sph.1.19, la cui dimostrazione & del tutto analoga a quella di
1.18.
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spigoli sono «fissati», in quanto 1’enunciato non fornisce «dati» a partire da cui costruirli (non
menziona neanche la sfera, che ¢ quindi data solo in quanto legata in modo invariante ai poliedri) e in
quanto sono generati all’interno di una configurazione geometrica ausiliaria uguali ai rispettivi
originali nel poliedro effettivamente inscritto nella sfera data. Allo stesso modo, occorre supporre che
I’operazione di «fissare» arbitrariamente un oggetto cui il geometra ricorre talvolta per ancorare le sue
costruzioni consista nel «produrne» (TopicacHat) una copia conforme: cosi per un’esprimibile, cosi
per un’unita, cosi per fissare il particolare triangolo isoscele in IV.11, che abbiamo imparato a
costruire in IV.10. Del triangolo «fissato» in IV.11 (EE I, 167.13-20) viene a sua volta prodotta una
copia, in conformita con IV.2, su cui costruire il poligono cercato:

¢xkelobn Tplywvor loookedés TO ZHO Sumhaciova  Sia fissato un triangolo isoscele ZHO che ha uno
&xov €katépav TOV Tpos Tols H, © yovidr Ths mpos e laltro degli angoli su H, ® doppio di quello su

T Z, kal &éyyeypddbw eis Tov ABTAE kiklov T® Z, e sia inscritto nel cerchio ABT'AE un triangolo

ZHO TpLydre looydviov Tpiywvov 10 ATA, doTe TH ATA equiangolo al triangolo ZH®, cosi da essere

pev mpds TG Z ywvia {omy elvar Ty Umd TAA, all’angolo su Z uguale TAA, e quelli su H, ©
€xatépar 8¢ Tov mpos Tols H, © {ony ékatépy TOV

Um0 ATA, TAA-

siano rispettivamente uguali a ATA, TAA:

Analoga funzione hanno alcune delle rare costruzioni introdotte da vevorjofw «sia concepito», come
quelle in IV.12 e XI.12 (EE 1, 169.7-12, e IV, 18.15-18)"° — si noti 1’assenza del ydp: il verbo & un
sostituto di «essere» con funzione espositiva:

vevoriobw Tod éyyeypappévov TevTaydrov THOV
yovidv onpela Ta A, B, T, A, E, doTe {oas elval
Tas AB, BI, TA, AE, EA mepidepelas: kal Sia
A, B, T, A, E 7Axbwocar Tob
¢bamtépevar ai HO, OK, KA, AM, MH, «kai
eiMdbw Tod ABTAE klklov kévTtpov TO Z, Kal
émeletxbuoav al ZB, ZK, ZT', ZA, ZA.

vevoriobw TL onpelov petéwpor TO B, kal dmod Tod

" ,
TOV KUKAOU

B éml 70 Umokeipevov émimedor kdbBeTos fxbw 1
BI, kal 8ta To0 A onueilov TH BT mapd\\nlos
fx6w 1 AA.

Siano concepiti punti degli angoli del pentagono
inscritto A, B, ", A, E, cosi da essere gli archi AB, BT,
T'A, AE, EA uguali; e per A, B, T, A, E siano condotte
tangenti al cerchio «rette> HO, K, KA, AM, MH, e
sia preso Z centro del cerchio ABT'AE, e siano
congiunte ZB,ZK,ZT",ZA,ZA.

Sia concepito un certo punto in alto B, e da B
perpendicolare al piano soggiacente sia condotta <una
retta> BI', e per il punto A parallela a BI" sia condotta
<una retta> AA.

Nel libro XII il verbo ¢ impiegato per la presentazione di solidi univocamente determinati, e in XII.17
e 18 si trova in esposizione ed ha come soggetto delle sfere. Apollonio impiega quest’ultimo verbo in
maniera analoga nelle costruzioni in Con. 1.52, 54, 56 (AGE 1, 160.18, 168.14, 178.12; solo forma
voelobn), dove perd & questione di «concepire» un cono di vertice e cerchio di base dati (e quindi
univocamente determinato); Archimede ne fa largo uso (66 occorrenze in tutto il corpus), in un’ampia
varieta di situazioni geometriche: ¢ di uno dei molti tratti stilistici che caratterizzano la sua prosa.

Nella sillogistica aristotelica il termine €kbeols «esposizione» ed il verbo associato assumono una
varieta di significati’’. Il primo & riservato a designare un tipo di dimostrazione di validita sillogistica

™ Altre occorrenze nel testo principale degli Elementi in X11.4/5, 13 (voe{ow), 14-15, 17 (ter, verbo évvoelv), 18 (bis).
! La migliore discussione della questione si trova in Di Lascio 2002; si veda con cautela Smith 1982 per una messa a punto
precedente, basata su un parallelismo fuorviante con 1’esposizione di una dimostrazione geometrica.
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della conversione dell’universale negativa (APr. A 2,25a14-19) e degli schemi assertori Darapti (A 6,
28a17-26), Datisi (A 6, 28b14-15), Bocardo (A 6, 28b20-21) e modali Baroco e Bocardo con
premesse e conclusione necessarie (A 8, 30a6-14). In esso viene utilizzato, come termine per costruire
un sillogismo ausiliario, un oggetto (falsamente) particolare contenuto nell’estensione dei termini in
gioco, come & confermato dal fatto che Aristotele si riferisce ripetutamente all’ente istanziato come Tt
TOV... «uno dei...» (ad esempio 25al6 e 28a24; si veda la discussione dell’evidenza testuale in
Malink 2008). La procedura coincide con cid che modernamente viene chiamato «esemplificazione
esistenziale»’> di un individuo avente le proprieta generiche della classe di termini in oggetto’:

N

I’operazione denotata & esattamente la 0éoils €k «il porre fuori» I’individuo dalla sua classe. A
quest’individuo, pero, ¢ fatto riferimento tramite 1’espressione indefinita Tt T@V..., € non per mezzo
del nome proprio di un particolare concreto.

11 secondo significato di ékbeots & legato ad espressioni del tipo ékfBeals TGV Gpwr «esposizione
dei termini», che si rintraccia in APr. A 10, 30b31, A 34, 48a1-48a8 e 48a25, A 35, 48a29, A 39,
49b6, B 4, 57a35. La locuzione designa semplicemente il procedimento che permette di estrarre da
un’argomentazione informale i tre termini necessari alla sua formulazione in un appropriato schema
sillogistico oppure, nella prima ed ultima occorrenza, I’esemplificazione di uno schema tramite
termini concreti, ad esempio per mostrare che da certe premesse non segue sillogisticamente una
conclusione (30b31). I due procedimenti non hanno niente a che vedere con la designazione di termini
concreti di un sillogismo tramite lettere, né presentano connessioni con pratiche matematiche note.

Un testo di interpretazione piu difficile merita una discussione dettagliata, in quanto permette di
introdurre al meglio la problematica del significato assunto in matematica dal termine €ékfeots. In
APr. A 41, 49b33-50a4, e in altri passaggi, Aristotele fa osservare che caratteristiche accidentali o
materiali delle rappresentazioni degli oggetti matematici che troviamo nei diagrammi geometrici non
comportano che i geometri facciano affermazioni false riguardo agli oggetti rappresentati. Leggiamo il
testo’*:

oU &€l & olecBal

\ \ 9 7’ ’
mapa TO €kTiBeoBal TL
7’ b4 9 \ \ 7’ ~
oupBatvewv aTomov: oUdeV ydp TPOOXPWHEDA TH
’ 3 3 B o ¢ ’ \
TOOE TUL €lval, dAN’ OOTEP O YEWHETPNS TNV
’ \ 9 ~ 7’ \ 9 ~ 3
modLalav kal evBetav TNVOE kal ATAATT €lval
Myel ok oloas, dAN’ odx oUTws XpATaL oS €k
TOUTWV OUANOYLLOPLEVOS. OABS YAp O UT) €0TLY
e 174 \ /7 \ b4 \ ~ e
0S ONOV TPOS WEPOS KAl AANO TPOS TOUTO ©S
/7 \ 174 9 9 \ ~ 7
pépos mpos Olov, €E 008evds TOV TOLOUTOV

Selkvvowr 6 Sewkviov, doTe o08¢ ylveTau

ovAoylopds. 16 & ékTibecBar olTw Xpdpeda
L4 \ ~ b ’ A ’

0omep kal TG atobdvecBai, TOV pavbdvovTa
MyovTes: ol yap olTws 0s drev TolTwy ovyx
® 9 ) * ¢
oy T €E ov O

b ~ 1’4
amodeLxdivar, womep

ouNOYLoRSS.

Non si deve credere che risulti un assurdo per il fatto di
esporre qualcosa: non facciamo infatti per niente uso del
fatto che sia un certo qualcosa, ma come il geometra
chiama questa “lunga un piede” e “retta” e “senza
larghezza” pur non essendolo, non per questo ne fa uso
come se deducesse a partire da queste. In generale,
infatti, cido che non ¢ come tutto rispetto a parte o un
altro rispetto a questo come parte rispetto a tutto, colui
che dimostra non dimostra a partire da niente di siffatto,
e dunque non pud neanche esservi sillogismo.
Utilizziamo infatti I’esporre come il percepire, nel senso
di chi apprende: cio¢ non come <se> senza queste non
fosse possibile dimostrare, come invece accade per cio a

partire da cui risulta il sillogismo.

"2 Da non confondere con la forma di esemplificazione universale in gioco nel procedimento matematico.

” Alessandro (in APr., 99.19-100.26) ed altri commentatori dopo di lui lessero questa mossa come identificazione del
termine tramite percezione, tratto che ¢ del tutto assente nel testo aristotelico. Una lettura alternativa, argomentata in
Lukasiewicz 1957, 59-67, e Patzig 1968, 156-168, sostiene che il termine istanziato & una sottoclasse di uno dei termini
contenuti nelle premesse, € non un suo individuo rappresentativo.

™ Detto en passant, & chiaro che uno di questi passaggi & la fonte dell’esempio che troviamo in Berkeley (1734, Introduction,
§ 12).



SUPPOSIZIONE ED ESPOSIZIONE 53

Negli altri passaggi resta il riferimento alla linea lunga un piede, ma l’attivitd del geometra ¢ ora
quella di vmoT{6ecBar «porre delle supposizioni», come in APo. A 10, 76b39-77a3":

o008’ O yeopétpns Geudf vmoTiBeTal, domep Né il geometra suppone il falso, come affermano alcuni
Twes €bacav, Myovtes s ol 8el TG Peldel  sostenendo che non si deve far uso di cid che & falso, e che
xpfiobar, Tov 8¢  yewpéTpny Pedeabar il geometra afferma il falso chiamando “lunga un piede”
Myovta modialav Ty o modialav § eVBelav quella che non & lunga un piede oppure “retta” quella
™V yeypappévny ovk evBelar ovoav. O &€& tracciata che non & una retta. Ma il geometra non conclude
veopéTpns ovdev ocupmepalveTar T® THvde niente per il fatto che la linea sia proprio quella che lui
elvat ypappnv fv adTods €dPeykTat, dANG T  stesso ha detto, bensi quanto & reso chiaro tramite cio.

dLa TolTv dnholpeva.

Altri passi analoghi si trovano in Metaph.1 1, 1052b31-33, M 3, 1078a17-21, N 2, 1089a21-26 (nel
secondo il geometra «traccia per terra e chiama “lunga un piede” quella che non & lunga un piede»).
Sembra chiaro che Aristotele si riferisca in tutti questi testi al fatto che un disegno non puo
rappresentare esattamente un oggetto geometrico (e non che teoremi generali siano dimostrati tramite
ricorso ad una figura particolare — qui non solo apparentemente particolare). Il geometra traccia invece
una linea a caso e per ragioni apparentemente oscure la chiama modtata (cfr. Acerbi 2008a).

La presenza del verbo ékT{fecOaL nel primo passaggio non deve far pensare’® che I’attivita
matematica evocata coincida con 1’esposizione (€kfeats) degli enti geometrici oggetto di una
dimostrazione. Tale identificazione ¢ solo apparentemente in linea con I’interpretazione di Alessandro
della procedura cui Aristotele allude come introduzione delle lettere denotative nelle esposizioni
schematiche della sillogistica (in APr.,379.14-380.27; si tratterebbe dunque di un terzo significato del
termine). In questa interpretazione, porre una Todtatla diventerebbe una versione deteriore (in quanto
caricata di connotazioni materiali) dell’asserire €070 €U0ela ypauun 1 T'A, assunzione distintiva di
un’esposizione geometrica. Questa lettura sta in piedi solo se continuiamo a pensare che le lettere
hanno una funzione deittica, con riferimento alla rappresentazione di un oggetto geometrico in un
diagramma (si badi bene che questa identificazione va tenuta distinta da quella con la riga
materialmente presente nel disegno). Che tutto cid0 non stia in piedi ¢ reso chiaro dalle altre
caratteristiche della linea assunte dal geometra nei passaggi aristotelici, cio¢ essere retta e senza
larghezza”’: Aristotele afferma dunque che la caratteristica astratta di essere esattamente lunga un
piede ¢ cido che viene stravolta nel diagramma tracciato dal geometra, in quanto nessuna linea
materiale pud essere tale (e neanche retta o senza larghezza). Ed in effetti la moStaia fungeva da retta
di riferimento nella proto-teoria delle linee irrazionali elaborata da Teodoro e Teeteto (cfr. Platone,
Tht. 147D). In quella del libro X sara sostituita, come abbiamo visto, dalla «retta esprimibile», ma in
entrambi i casi si tratta di oggetti geometrici astratti. Cid che accade in un’esposizione geometrica ¢
quindi ben lontano da quanto asserisce Aristotele a proposito della Todiata, dato che nella prima non
entrano certo in gioco caratteristiche materiali degli oggetti esposti. L’esposizione matematica ¢ anzi
un luogo deputato all’astrazione matematica quanto lo & I’enunciato — e quanto lo ¢ la costruzione

™ 11 bersaglio polemico & Protagora (cfr. Metaph. B 2, 997b35-998a4), come nel passaggio parallelo in Metaph. N 2,
1089a21-26. Ritorneremo sul verbo alla fine di questa sezione.

76 Né deve farlo quella del verbo vmoT{8ecBar nel secondo. Si tratta di un’allusione al modo suppositivo di presentazione di
una frase, cioe¢ all’uso di forma verbali all’imperativo, che si ritrovano tanto nell’esposizione che nella costruzione.

"7 In realtd, nessun geometra assumerebbe esplicitamente che una retta sia priva di larghezza. Tale caratteristica, tuttavia, & un
attributo essenziale di una linea, dal momento che la definizione la pone essere una «lunghezza senza larghezza» (cfr. El.
I.def.2; la definizione era nota ad Aristotele, che la critica in prospettiva antiplatonica a Top. Z 6, 143b11-32). Aristotele ha
quindi ragione a sostenere che un geometra fa (implicitamente) quest’assunzione.
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dove una versione aggiornata della modiala viene effettivamente introdotta —, ed & questa
caratteristica che viene sovvertita dalla rappresentazione nel diagramma. La procedura di esposizione
va pertanto tenuta totalmente distinta dalla rappresentazione della configurazione geometrica per
mezzo di un diagramma, non solo dalle caratteristiche materiali di quest’ultimo. Il parallelo
aristotelico in APr. A 41 letto sopra fara dunque riferimento, come risulta piuttosto chiaramente dal
contesto del passo, all’esemplificazione di uno schema sillogistico tramite termini concreti.

Data I’identita terminologica, ¢ naturale supporre che tra I’esposizione aristotelica e quella
matematica ci sia una stretta parentela, ma la nostra discussione ha come risultato che si deve
escludere, contrariamente a quanto sostenuto dai commentatori (in tempi moderni a partire da
Einarson 1936), che il nome ékfeois avesse un significato ben determinato in matematica e che
Aristotele abbia preso a prestito nome e tecnica’®. Pit probabile & invece I’inverso, cio¢ che tale
designazione per una parte specifica di una proposizione sia un’invenzione posteriore conseguente alla
percezione di un parallelismo superficiale ed infondato con I'uso aristotelico del termine visto sopra,
quasi sicuramente sulla base del passo di APr. A 41 letto nella sezione precedente. In questo passaggio
Aristotele stabilisce invece semplicemente un’analogia tra il proprio procedimento di ékTi6évat,
come mostra la posizione strategica delle due forme verbali all’esterno del corno matematico
dell’analogia, ed un’attivita matematica che non ¢ quella che trova compimento nell’esposizione, ma
nell’esecuzione della figura.

Quanto abbiamo detto finora ci fa insomma supporre che chi conio il termine ispirandosi a quel
retaggio non avesse compreso il funzionamento dell’esposizione in uso in matematica, che appunto
non esemplifica sulla base di un’istanza falsamente particolare. La €kfeois seleziona in effetti un
oggetto arbitrario in una certa classe e lo fa tramite una espressione linguistica indefinita: Proclo (o chi
prima di lui) le dette quel nome perché non capi in cosa consista I’arbitrarieta di tale oggetto né la
struttura sintattica indefinita soggiacente ad ogni esposizione. Ne concludo dunque che 1’introduzione
del termine €ékbeots per designare una parte specifica della proposizione & un’invenzione scolastica
tardiva e sicuramente accettata da Proclo e dai commentatori che da lui dipendono per questi aspetti
tecnici (si veda tra breve per altre testimonianze).

Resta il dubbio se la stessa parte specifica avesse una designazione alternativa in ambito
matematico, o se per lo meno la pratica suggerisca una qualche costellazione lessicale ben definita
stabilmente associata ad essa. Il dubbio mi pare possa dirsi sciolto dalle considerazioni seguenti.

La UTébeots «supposizione» fu riconosciuta dagli Stoici come un AekTév «dicibile» indipendente,
quest’ultimo un ente mentale corrispondente approssimativamente al nostro «significato» (D.L.
VIL.65-68). Tra essi venne identificata la categoria dei dicibili adToTe\j «completi», quelli cioé che
hanno una struttura proposizionale e il cui corrispondente linguistico ¢ una frase completa. I dicibili
completi pitt importanti sono gli dfidpaTa «asserti», apparentabili alle nostre proposizioni e il cui
corrispondente linguistico & una frase dichiarativa (dmodavTikér). Gli asserti hanno un valore di
verita ben definito. Le supposizioni stoiche sono caratterizzate da un uso dell’imperativo privo di
sfumature iussive, che invece identificano un altro \ekTév «dicibile», il TpooTAKTIKOV «imperativo»
vero e proprio. Come tutti i dicibili che non siano asserti, le supposizioni sono prive di valore di verita,
e danno luogo per cosi dire a un mondo provvisorio (si veda Bobzien 1997). Crisippo scrisse una serie
di opere sulle supposizioni e sugli argomenti ipotetici (D.L. VII.196), raccolte nella quarta cOvTakis
del AoyLkos TOTOS TPOS TOUS AGYOoUs Kal Tous TpOTOUS «corpus argomentale sugli argomenti e i
modi»; la quarta delle opere elencate reca il titolo Adyor UmoBeTikol OewpnudTov «argomenti
ipotetici dei teoremi», dalla possibile coloritura matematica, I'ultima mepl ékbéoewv mpoOs

7 Si ricordi anche (Mem. 449b30-450a7) che per Aristotele & impossibile pensare se non per rappresentazioni istanziali e che
egli riconosce in questa una caratteristica peculiare dell’argomentare matematico.
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AcodapdvTa «Sulle esposizioni contro / a (?) Leodamante»”. Lo stesso autore (VII.66) menziona lo
UT00eTLKOV «suppositivo» in un elenco di «dicibili», ma una lacuna ci priva dell’esempio.

Esempi di supposizioni troviamo in Epitteto: «sia notte» e «sia che tu sia sfortunato», Ammonio: «si
supponga che la terra sia centro della sfera del sole», ’anonimo del lungo scolio liminare al De
interpretatione: «si supponga che la terra abbia rapporto di un punto rispetto al sole»*. Simplicio
propone un esempio di argomento ipotetico stoico atto a mostrare che all’esterno del cosmo c’¢ il
vuoto (in Cael., 284.28-285.2); I’argomento inizia con una supposizione: «Sia qualcuno che si trova
all’estremita della sfera celeste e tende la mano verso 1’alto». All’interno di un elenco di forme di
\6yos, Ammonio menziona anche «esposizione» insieme a «supposizione», ed esemplifica la prima
con la frase di forte connotazione ostensiva €0Tw e€V0ela ypapun 1€ «sia questa una linea retta»®'.
L’esempio contiene un dimostrativo, il che, come abbiamo visto, costituisce una caratterizzazione
erronea dell’esposizione matematica. Ammonio attribuisce ’elenco agli Stoici, ma, ammesso che
I’attribuzione sia attendibile, chissa quando questa lista si costitui: pud ben darsi sia semplicemente il
prodotto del lavoro compilatorio di eruditi tardivi. In ogni caso darei per scontato che 1’esempio di
Ammonio risalga a materiale esegetico canonico, la cui fonte pid immediata sara stata
quest’affermazione di Proclo (iE, 208.16-17) nel commento a El. 1.1 e la cui connotazione ostensiva ¢
altrettanto erronea:

peTa 8¢ TNy mpoéTacw €Efs M €kbeots: “Eoto N E di séguito dopo I’enunciato, I’esposizione: Sia questa

SoBetoa evfela Temepaopévn fde. la retta data limitata.

Occorrera dunque accordare scarso peso alle menzioni di argomenti ipotetici o istanziali dei
commentatori tardivi. Nonostante le pretese degli stessi commentatori, pertanto, non abbiamo elementi
per supporre che le esposizioni degli Stoici abbiano connessioni con il procedimento istanziale tipico
della matematica. Riferendosi al senso di «supposizione» come dpX1 dmode{ews «principio di una
dimostrazione»®, Sesto Empirico (M 111.7-17) la dichiara caratterizzata dall’assunzione di un oggetto
particolare come dato e, di conseguenza, dall’impiego della forma verbale all’imperativo 5e56060
«sia dato» (mai usato negli Elementi, che impongono come canonica la locuzione con verbo «essere»
+ participio 800¢v «dato»)®. Nessuna fonte accenna all’uso delle lettere.

Quando, nel corso di una dimostrazione, ¢ fatto riferimento ad un dato assunto come tale
nell’esposizione, questo & segnalato dalla clausole canonica UTOkeLTal «& stato supposto». Per
converso, il verbo UTokeloBat «essere supposto» rimanda senza eccezioni ad una assunzione fatta in
esposizione o (in 9 occorrenze contro 50) nel corso di una costruzione. Nel prospetto che segue sono
elencate le parti di una proposizione cui sono effettuati richiami di questo tipo, affermativi o negativi,
all’interno di dimostrazioni dirette e indirette. Se una proposizione & divisa in casi o ha un enunciato
multiplo, tutti i richiami alle esposizioni parziali sono rubricati nella voce « esposizione principale».

™ B suggestivo ricordare il Leodamante di Taso menzionato da Proclo insieme a Archita e Teeteto tra coloro dai quali
«furono aumentati i teoremi e ricondotti ad una formulazione pil scientifica», e che, sempre secondo Proclo, fu uno dei primi
ad applicare il metodo di analisi e sintesi (iE, 66.14-18 e 211.18-23). Lo iato temporale ¢ notevole, a meno di non supporre
un’opera a lui indirizzata post mortem.

8 Nell’ordine in Diss. 1.25.11 e 13, in Int., 2.32, e TArist. Int., 93b28. In Diss. 1.7.22 Epitteto afferma che «talvolta ¢
necessario richiedere [alTfioat] una qualche ipotesi come pietra angolare dell’argomento seguente».

81 A in Int., 2.31, e cfr. T Arist. Int., 93b30-31, con la citazione aberrante della seguente frase istanziale esemplare: «i
geometri dicono ’esposizione», chiaramente un’epitome di un asserto non capito del tipo «frase istanziale & cio che i
geometri chiamano esposizione».

82 Sesto assume erroneamente, nella sua critica, che un’ipotesi abbia un valore di verita ben definito.

% Se ne rintracciano 1 occorrenza in Apollonio, Con. I1.4 (la proposizione & sicuramente spuria) e 13 nel corpus archimedeo,
sempre a introdurre delle esposizioni, in Sph. cyl. 1.6, 11.4, Con. sph.7,19-20, Spir. 5-6 (bis), 7-9. Aequil . 1.1.
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L’esposizione locale & quella che precede una dimostrazione indiretta, ed introduce nuovi enti rispetto
a quella principale. Sono inclusi anche argomenti, o intere unita testuali, chiaramente spuri.

1.26,29,48,V.5,6, 18,19, V1.3, 5,6 (bis), 7 (ter), 22, VIL.2, 7,20, 33,

esposizione principale IX.10 (bis), 14, 30, 34, X 9por, 9/10, 21, 3, 38,41/42,47,X1.5, 16, 23 (bis),

34 (bis), 35, X11.4/5, X111.2/3, 7 (bis) X.13alt, 39alt
esposizione locale 1X.12,13, 18, 20, 36, X.16 (bis)
costruzione IV.10,TX .20, X.33, X1.23, 23 (bis), 26, X.54, 55%
supposizioni dell’assurdo (spurie) X .42, XI1.12 X.28/2911 (bis)

L’imperativo Umoke{obo compare nel corpus euclideo 8 volte, di cui 2 nel testo principale degli
Elementi. Significativa I’occorrenza in V1.7, a introdurre, in un’esposizione parziale, la seconda delle
condizioni aggiuntive sugli angoli di due triangoli di cui si vuole dimostrare la similitudine. La
supposizione sostituisce 1’esposizione principale, tramite esplicitazione della sola condizione variante
(EE11,52.14-19 e 53.22-54.1):

€0t 80o Tplyova Ta ABT, AEZ plav yoviav pid Siano due triangoli ABI', AEZ che hanno un solo
yovia tonv €xovta Ty vmo BAT 7§ Umd EAZ, mepl angolo uguale a un solo angolo, BAT' a EAZ, e
8¢ d\\as yovias Tas vmo ABI, AEZ Tds mheupds intorno ad altro angoli ABI, AEZ i lati in
avdloyov, s v AB mpos TNy BI', o0Tws TNy AE proporzione, come AB rispetto a BI', cosi AE
mpos THv EZ, TOv 8¢ Aotmdr TOV mpos Tols I, Z rispetto a EZ, e uno e ’altro dei restanti <angoli> su
mpéTepov ExaTtépar dpua éNdooova dpbis. I', Z in primo luogo insieme minore di un retto.

aAka 81 mdiw VmokeloBw ékaTtépa TOV TpOS Tols Ma ora di nuovo sia supposto uno e I’altro di quelli

I, Z pn éxdoowv Opbfis. su T, Z non minore di un retto.

In altri casi vengono poste supposizioni che funzionano da principi: I’imperativo vmoke{ofo introduce
le assunzioni all’inizio dell’Ottica (entrambe le redazioni) e, nei Phaenomena, 1’assunzione
fondamentale che il cosmo sia sferico. In Apollonio troviamo I’imperativo in 11.6, 49 (ter), 111.7, 47-
49, 1V.5, 18, in locuzioni del tipo UToke(oBw Td pev dA\a Ta avTd «le altre siano supposte le
stesse» oppure, se non vi sono variazioni, Umoke{obw yap Ta aldTd «in effetti, siano supposte le
stesse», mentre & attestata 21 volte la locuzione abbreviata TGV avTOV UTOKeLLEVWY «supposte le
stesse», con cui iniziano casi aggiuntivi, che si trovino all’interno di proposizioni oppure siano
trasformati in proposizioni a sé stante. In ogni occasione il riferimento ¢ a quanto disposto
nell’esposizione primaria. Il corpus archimedeo offre una situazione analoga a quello euclideo: del
verbo troviamo occorrenze in cui sostituisce I’intera esposizione (VmokeloBw Ta elpnuéva «sia
supposto quanto detto» in Con. sph. 17, e altri tipi di abbreviazione ad esempio in Sph. cyl.1.1 e 3) o la
costruzione (Fluit. 11.10); introduce o segue le assunzioni di base di un intero trattato (Fluit. 1 e Aequil.
I — cosi viene fatto riferimento anche al famoso modello eliocentrico di Aristarco e alle supposizioni
archimedee in Ar.) o supposizioni aggiuntive poste in corso d’opera (Fluit. I, immediatamente prima
della prop. 8), o supposizioni locali (Fluit. 1.8), o espressioni «le altre siano supposte le stesse» come
in Apollonio (Fluit. 11.8, e altre del genere ad esempio in Sph. cyl. 1.2por). Il verbo fa anche
riferimento a supposizioni fatte in esposizione o enunciato (Con. sph. 19-20)%.

La terminologia ¢ dunque non completamente univoca: il termine denota qualsiasi supposizione che
sia posta alla base di una dimostrazione o di una serie di dimostrazioni, sia che abbia lo statuto di

8 A rigore, in X.54 e 55 si fa riferimento a conseguenze immediate della costruzione.
% Da notare che 25 delle 40 occorrenze si trovano nei due trattati “applicati” Ar. e Fluit.
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principio o di posizione istanziale all’inizio di una singola proposizione®. Nella sua discussione di 1.6
come conversa di 1.5 (iE, 252.5-24), Proclo afferma che in coppie siffatte si scambiano tra loro Ta
ovpumepdopaTta kal Ta vmobéoels «le conclusioni e le supposizioni». Egli prende come
supposizione di 1.6 I’asserto che gli angoli alla base siano uguali, mentre quella di I.5 ¢ semplicemente
il soggetto logico della proposizione, cioe il triangolo isoscele.

Pur in un contesto sostanzialmente ambiguo in questo rispetto, Aristotele®” sembra riferirsi in
prevalenza al senso istanziale di «supposizione», dotandolo di una forte connotazione esistenziale
nelle sue discussioni dei principi su cui si basa una dimostrazione matematica in APo. A 2, 72a18-24,
e A 10, 76b23-77a4, in particolare 76b35-39*. In virta del carattere “presentativo” del verbo «essere»
nelle esposizioni matematiche, non hanno pill ragione di essere interpretazioni sintatticamente contorte
come quella in Gomez-Lobo 1977, che argomenta per un senso copulativo di «essere» nei passaggi
aristotelici allo scopo di metterli in linea con la pretesa evidenza matematica. Per converso, la sua
identificazione delle «supposizioni» aristoteliche con le assunzioni poste in esposizione dai matematici
riceve una conferma a mio avviso decisiva da tutta la discussione svolta in questa sezione (si ricordi
anche il passo di APo. A 10 letto sopra e contenente il riferimento alla linea «lunga un piede»)*’.

Nella tradizione esegetica successiva di ispirazione aristotelica, le «supposizioni» presero a denotare
in modo generico i principi primi di una scienza (cfr., ad esempio, Alessandro, in APr., 13.7-11),
inglobando dunque anche gli assiomi ed i postulati: cosi Proclo al termine del suo tendenzioso
riassunto di APo. A 10 a iE, 76.4-77.6™. All’inizio del commento sui postulati, pero, afferma di aver
trattato le «supposizioni e i termini, cosi sono chiamati, in quanto detto prima» (ibid., 178.1-8).
Evidentemente, Proclo si trovava in imbarazzo a stabilire una corrispondenza tra la tripartizione
aristotelica dei principi e quella proposta all’inizio degli Elementi, e finisce per identificare le
supposizioni con le definizioni, contro I’esplicita differenziazione di Aristotele in APo. A 2.

Sia come sia, uno dei significati fermamente attestati di vr66eots fin dai primordi della produzione
matematica antica, e dalla riflessione filosofica su di essa, ¢ dunque quello di «supposizione locale»
posta in esposizione. Cid suggerisce che la denominazione stoica di Ud6eats per il significato di una
frase caratterizzata dal verbo all’imperativo attingesse, astraendone come di consueto una peculiarita
sintattica unificatrice, ad una terminologia matematica gia stabilita, o per lo meno ne traesse le dovute
conseguenze nella formazione del sostantivo, e che €kbeots per un’esposizione matematica sia un
conio posteriore agli Stoici.

1.2.1. Determinazione

Nel suo commento a El. I, Proclo chiama 8ioploés «determinazione» 1’asserzione di cid che va
dimostrato o costruito, posta subito dopo 1’esposizione. A seconda di quanto richiesto, la clausola ¢
introdotta da Aéyo 6Tt «dico che» (teorema) oppure 8l 61] «si deve pertanto» (problema). Non tutti i

8 In ambito logico, troviamo denominato «supposizione» 1’antecedente di un condizionale (Filopono, in APr.,243.15-24).

%7 Pit cautamente deve essere presa la menzione delle supposizioni nei ben noti passi platonici in Men. 86D-878, Phd. 100A-
101E e Rsp. 510B-511E, anche se si tratta molto probabilmente di ipotesi locali dalla funzione euristica.

8 Si ricordi che le due discussioni ripartiscono e denominano i principi sulla base di parametri di riferimento differenti.

% Aristotele riconosce dunque solo definizioni e nozioni comuni come principi di una dimostrazione matematica.
L’identificazione delle «supposizioni» con i postulati euclidei, proposta in Lee 1932 sulla base del preteso carattere
esistenziale di questi ultimi ed accettata come valida per decenni, ¢ da ritenersi infondata; si veda in ultimo Mueller 1991, 66-
81. Ci0 non vuol dire che Aristotele non riconosca che assunzioni costruttive abbiano un ruolo fondante nella costruzione di
una dimostrazione, come mostrero in uno studio a parte.

% L’originaria discussione aristotelica introduceva solo una ripartizione tra ipotesi e assiomi, basata sul grado di familiarita
che un supposto discente ha con il principio da porre. Proclo divide questo parametro in due componenti indipendenti, che il
principio sia autoevidente oppure noto o no al discente, in modo che la combinatoria produca una classificazione tripartita.
L’esempio che da di ipotesi ¢ la definizione di cerchio.
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problemi hanno una determinazione: cio (non) accade in IV.10, VI.10, IX.18-19, X.27-35, 48-53, 85-
90, XIII.18. In Archimede, Sph. cyl. 1.5, troviamo una (sola) determinazione introdotta da &€t ovv
(AOO 1, 18.14), le altre da 8l 81]. Va osservato che Archimede impiega sistematicamente SeLkTéov
6TL (75 occorrenze), con sfumatura modale analoga a quella di 8et 81 dei problemi, per introdurre la
determinazione dei teoremi, eccetto che in Sph. cyl., dove predomina il canonico \éyw OTL (44
occorrenze in tutto il corpus, di cui 30 in quest’opera a fronte delle 11 di detkTéov).

Cosi come ci sono esposizioni parziali, troviamo determinazioni parziali quando una proposizione
sia dimostrata dopo divisione in casi (fattispecie estremamente rara, e a volte sospetta: si vedano
1X.19, X1.34, XII1.7) oppure I’enunciato sia composto di pill enunciati congiunti (come in 1.34 o III.8-
9). Piu interessanti sono fenomeni come quello in 1.46, I1.4 e nelle costruzioni in IV.6-7, 11-12, 15,
dove un poligono ¢ dimostrato essere regolare verificando in successione 1’'uguaglianza dei lati e poi
quella degli angoli (sempre in quest’ordine, che ¢ quello canonico della formulazione del predicato
composto 1odmhevpdy Te Kkal looydviov «sia equilatero che equiangolo»). Leggiamo la
determinazione parziale in IV.15, che evidentemente completa una prima determinazione parziale con
portata esclusiva sull’equilateralita (EE I, 176.11-12):

[...] lodémhevpov dpa éoTl TO ABI'AEZ [...] I’esagono ABI'AEZ & quindi equilatero. Dico ora che
€Edywvov. Myow 61 6TL kal Looydviov. anche equiangolo.

Come in quest’esempio, le determinazioni parziali che presentano dimostrazioni aggiuntive sono
introdotte canonicamente da Aéyw 87 671 kal «dico ora che anche» o «dico ora anche che» a seconda
che il kal avverbiale operi dentro o sulla dichiarativa (o da Aéyo 81 6Tt 008€ «dico ora che neanche»
nei casi negativi, come ad esempio in VIIL.6), scorciato di tutte le combinazioni possibili di 87 e katl
per varianti stilistiche o interventi di copisti. I problemi di costruzione sono di norma dotati di doppia
determinazione: la prima riprende canonicamente una parte dell’enunciato ed ¢ introdotta da det 61}
(problema), la seconda segue la costruzione, asserisce che questa risolve il problema, ed ¢ introdotta
da Néyo OTL (teorema). Leggiamo I.11; si noti che & la seconda determinazione che ricalca
esattamente I’enunciato (EE I, 18.20-19.8):

¢oto M pév Sobetoa evBela 1) AB TO 8¢ 800V onpelov  Sia una retta data AB, un punto dato su di essa
¢m’ alths 70 I'" 8€l 81 amo Tob I' onpelov Tf AB T si deve pertanto condurre dal punto I' ad
evBela mpos OpBas yovias evBetav ypapunv dyayetv. angoli retti con la retta AB una linea retta.
elMdBw €ml TAs AT Tuxov onuelor T0 A, kal ke{obw T Sia preso su AI' un punto come capita A, e
I'A T{on N TE, kal cweoTdto ém THs AE Tplywvov uguale a 'A sia posta I'E, e sia costruito su AE
loémhevpov TO ZAE, kal émelelybo 1) ZI'" AMéyw 8TL 7§ un triangolo equilatero ZAE, e sia congiunta
SoBelon elbela TH AB 4mo Tob Tpos avTh SoBévTtos ZI': dico che una linea retta ZT risulta condotta
onpelov Tod T mpods 6pbds yovias evBela ypappn fkTar ad angoli retti con la retta data AB dal punto
nZT. dato T su di essa.

Altri asserti differenti dalla determinazione principale sono introdotti da Aéyw &Ti: sono le
“determinazioni locali” che precedono un argomento per assurdo. A volte sono molto prossime a
quella principale, e danno I’impressione di una doppia determinazione, come nel caso di IX.12 (EE1I,
200.5-11):

” LN ’ ¢ ~ ) \ . . N PR . .. . .
€0TWOAY ATO KOVAdos omoocoldnmoToly dptBpol  Siano a partire da un’unita quanti mai si voglia numeri

avdloyov ol A, B, T, A* Myw 671 U’ Sowr dv 6 A in proporzione A, B, I', A: dico che da quanti numeri
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TPOTOV ApLlOLdY peTpiiTal, vTd TOV adT@Y kal 6 primi sia misurato A, dagli stessi sard misurato anche
A petpnbioeTat. A.
peTpelobo yap 6 A Umd Twos mpdTou dptbpod Tod In effetti, A sia misurato da un certo numero primo E:

E- My 8TL 6 E TOv A peTpel. dico che E misura A.

La denominazione 8topiopds «determinazione» per la specifica parte della proposizione appena
discussa ¢ rintracciabile per la prima volta in Proclo. In realta, anche le eventuali condizioni di
risolubilita di un problema sono introdotte da 8et 61}, e sono denominate Stoptopol, e questo era
sicuramente il significato originale. Forse ¢ semplicemente perché sono introdotte dalla stessa
espressione che Proclo, o la sua fonte, chiama cosi I’asserzione di cid che va costruito in un problema.
La discussione di Proclo & per certi rispetti sorprendente (iE 204.20-205.12). Egli si sofferma piuttosto
a lungo sul primo significato di «determinazione», menzionando I’altro solo altrove e en passant’'.
Non offre chiarimenti ulteriori nel suo commento a 1.22, la prima proposizione degli Elementi che ha
una “vera” determinazione. Contrariamente a quanto tacitamente assunto dagli interpreti, Proclo non
fa mai riferimento all’asserto che segue 1’esposizione di un teorema e che ¢ introdotta dall’espressione
canonica Myo O0TL «dico che» come un Stoptopds. La sua discussione sembra addirittura suggerire
che sia «esposizione» che «determinazione» esistono solo come parti di problemi.

La questione del doppio significato di dtoptopds & affrontata brevementa da Eutocio nel suo
commentario alle Coniche di Apollonio (AGE 1I, 178.4-15), allo scopo di spiegare il riferimento alle
determinazioni nella descrizione dello stesso Apollonio del libro II del trattato (ivi, I, 4.5-8). Eutocio
cita come esempio di determinazione I’enunciato completo di £/. 1.22. La mossa inganno Heiberg che,
contro la lezione unanime dei codici, corresse 61] in 8¢ in El. 1.22 e VI.28, seguendo il lemma di
Proclo e la lezione erronea nella citazione di Eutocio per 1.22, una proposta di August per VI.28.
Heiberg fece marcia indietro nell’edizione del libro XI (EE 1V, 33.9 in app. I), dopo che ebbe stabilito
che anche Eutocio leggeva 61]. La questione non pud essere decisa solo su basi filologiche, dato che lo
scambio delle due particelle ¢ un errore di copia frequente; ma in una determinazione il carattere
connettivo di 87 & di gran lunga pit adatto. Nell’ Apollonio greco troviamo solo due determinazioni, in
I1.50 e 53: la prima & introdotta da defjoel dpa, fatto dovuto alla sua posizione alla fine dell’analisi®?,
la seconda da et 81 (AGE 1,290.21 e 310.22).

La determinazione vera e propria ¢ collocata all’interno dell’enunciato, ¢ esplicitamente formulata
come una condizione necessaria, essendo introdotta da 5l 81 (che traduco «occorre»), ed & sempre
espressa come vincolo sui dati del problema. Gli unici enunciati con determinazione negli Elementi
sono quelli di 1.22, VI.28 e XI.23. Leggiamo 1.22; escludo le parti a ragione giudicate spurie da
Heiberg (EE 1,30.23-31.3):

€k TpLoY elbeldv, al elow loal Tplol Tals dobeloats, Costruire un triangolo da tre rette che sono uguali a

Tplyovov ocvotioacBar: 8el 81 Tds 80o Ths Aoumfs tre date: occorre pertanto che due sostituite in ogni

Leilovas elvar mavTn peTalapfavopévas. modo siano maggiori della restante.

Nell’esposizione la condizione ¢ di norma inclusa tra le assunzioni, in forma di subordinata
participiale o relativa, evitando cosi una doppia occorrenza di 8¢t 61 (EE I, 31.4-8):

' {E, 66.22-67.1 e 202.2-5, il secondo & quasi sicuramente un passaggio tratto da Gemino, il primo un breve accenno nel
cosiddetto «catalogo dei geometri» — le caratterizzazioni della determinazione in questi passaggi sono identiche e vanno
attribuite alla stessa fonte.

%2 La determinazione manca nell’enunciato; cfr. ’analoga mossa archimedea introdotta da 8€t dpa alla fine dell’analisi di
Sph. cyl. 117, AOO 1, 208.13-14.
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éoTtwoav ai 8oBeloal Tpels evBelal at A, B, T, ov al Siano tre rette date A, B, T', due delle quali

800  TAs loumfls  peiloves €oTwoav  mdvTry  sostituite in ogni modo siano maggiori della

petalapBavdpevat, at pév A, B Tis I, al 8¢ A, T’ restante, A,BdiT,e A,T" di B, e ancora B, " di A:

Tfis B, kal €Tt ai B, T’ Tfis A- 8¢l 81 €k Tov {owv si deve pertanto costruire un triangolo dalle <rette>

Tals A, B, T Tpiywvov cvothoachat. ugualia A,B,T.

In ognuno dei problemi con determinazione degli Elementi, la condizione ¢ stabilita in un teorema
precedente, nei nostri casi rispettivamente 1.20, VI.27 e X1.20-21. In effetti, XI.23 & una costruzione
con doppia determinazione (EE IV, 33.7-10):

&k TPLOV yovldy émmédwr, ov ai 8o THs loumfs  Costruire un angolo solido da tre angoli piani, due
pellovés elot mdvtny petalapBavdpevar, oTepeav  dei quali sostituiti in ogni modo sono maggiori del
yoviav ovoThoacbar: 8el 81 Tds Tpels Teoodpwy restante: occorre pertanto che i tre <angoli> siano

bpBdv éxdooovas elval. minori di quattro retti.

La formulazione rende pero esplicita come determinazione solo la condizione stabilita in XI.21 «Ogni
angolo solido ¢ compreso da angoli piani minori [che] quattro retti», inglobando nell’enunciato quella
di XI.20 «Qualora un angolo solido sia compreso da tre angoli piani, due quali si voglia sostituiti in
ogni modo sono maggiori del restante». Il motivo di questa scelta si comprende se leggiamo
I’enunciato di XI1.22 (EE 1V, 31.7-10):

&av ool Tpels yovial émimedot, ov at 8o THs loimfis Qualora siano tre angoli piani, due dei quali
pellovés elol mdvtn petTalapBavépevat, Teptéxnol 8¢  sostituiti in ogni modo sono maggiori del
abtas {oatr evBetar, Suvvatédy éoTw €k TOV restante, e li comprendano rette uguali, &
é¢mlevyvvovodry  Tas  (oas  elBelas  Tplywvov possibile costruire un  triangolo  dalle

ovothoacbat. congiungenti le rette uguali.

Le prop. XI1.20 e 22 sono, per quanto la seconda abbia I’enunciato sui generis appena letto, quasi una
I’inversa dell’altra. Il ruolo stilistico di XI.22 sembra dunque quello di scorporare dal testo di XI.23
una dimostrazione accessoria, anticipandola. Cido comporta la necessita di eliminare dall’enunciato di
XI.23 la determinazione indotta da XI.20, in quanto non immediatamente perspicua nella
dimostrazione cosi scorciata. A questo scopo, occorre trasformare la determinazione in un’assunzione
aggiuntiva, che ovviamente deve proporsi come tale gia nella parte scorporata ed anticipata a XI.22.
La sfumatura modale dell’enunciato di quest’ultima, la cui enfasi sulla costruibilita ¢ in linea di
principio per niente necessaria, ¢ a mio avviso da attribuirsi alla volontd dell’estensore della
dimostrazione di non obliterarne il carattere originario di determinazione delle condizioni di
possibilita di un problema.

Merita analizzare brevemente le dimostrazioni di XI1.20 e 22 per comprendere le relazioni tra di esse
e, pill in generale, il funzionamento della determinazione. La prima, dopo aver fornito di base un
triedro, «trasferisce» la disuguaglianza triangolare (1.20) dal triangolo di base ai tre angoli al vertice.
La seconda puo essere interpretata come mirante a mostrare che tre angoli piani tali che due qualsiasi
sommati siano maggiori del restante possono essere riuniti al vertice di una piramide particolare
(avente cioe i tre spigoli laterali uguali): cio si riduce a stabilire che i tre spigoli di base soddisfano la
disuguaglianza triangolare. L’idea sembra dunque quella di «appiattire» I’eventuale piramide su due
delle sue facce: la base della terza faccia risulta maggiore di quella originaria, di cui saranno a pil
forte ragione maggiori le basi delle due facce «appiattite». La costruzione ausiliaria che realizza
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I’appiattimento funziona, con la dimostrazione che troviamo nel testo’, solo se, fra i tre angoli dati, ve
ne sono almeno due la cui somma sia minore di due retti (cid comporta che la somma dei tre sia
minore di 4 retti, poiché un angolo ¢ sempre inteso essere minore di due retti). Questa dimostrazione
di XI.22 ingloba quindi tacitamente la condizione stabilita in XI.21, cio¢ che la somma dei tre sia
minore di 4 retti. In effetti, € trasmessa anche una dimostrazione alternativa di XI1.22 (EE IV, 187.2-
188.24), che invece di appiattire la piramide la «richiude» portando una delle altre facce nel piano di
quella che ha I’angolo al vertice maggiore. Il lato di base della terza faccia, anch’essa richiusa,
risultera minore di quello originario; si formera perd un triangolo, in cui le basi delle due facce
richiuse saranno maggiori di quella restante, di cui saranno a fortiori maggiori le basi delle due facce
non richiuse. Questo era il caso meno favorevole, e gli altri sussistono a maggior ragione.

La dimostrazione alternativa non fa uso della condizione di XI.21, che in effetti non & necessaria® se
non nell’interpretazione (apparentemente innocua) di XI.22 come un teorema di geometria solida. Si
tratta in realta di un teorema di geometria piana, e I’introduzione surrettizia della piramide &
fuorviante: solo in XI.23 si ha realmente bisogno della condizione di possibilita stabilita in XI.21.
Quest’ultima pud essere interpretata come un confronto tra la somma degli angoli piani di una
piramide a base triangolare e quelli del reticolo triangolare formato per proiezione della piramide sulla
propria base (che fornisce una somma di 6 angoli retti per i tre triangoli risultato della proiezione).
Poiché i tre triedi di base verificano la condizione XI.20, e la somma degli angoli interni del
complesso delle tre facce triangolari ¢ di 6 retti, i tre angoli che formano il triedro al vertice saranno
minori di quando si trovavano proiettati sulla base a formare 4 retti. La connessione con i triangolini
ottenuti per proiezione & resa esplicita nella dimostrazione trasmessa dalla tradizione indiretta. Buona
parte del materiale relativo al libro XI relegato da Heiberg in appendice riguarda in effetti la
costruzione in XI.23. Il grosso sono due casi addizionali per la costruzione del triedro®. Non troviamo
generalizzazione ad angoli solidi con piu di tre facce. Allo stesso modo, piramidi a base poligonale
saranno nel libro XII studiate solo nella prop. 6 e nel porisma a 8, dallo statuto testuale alquanto
incerto.

Nel corpus matematico greco pervenutoci i problemi comportanti una determinazione non sono
molto frequenti®®. Normalmente, essa non viene perd stabilita in un teorema precedente, ma resa
esplicita come conseguenza pill 0 meno naturale dell’analisi. La strategia adottata negli Elementi, e, ad
esempio, in Con. I1.53 (il teorema correlato & I1.52), indotta dal formato strettamente sintetico
dell’esposizione, va quindi considerata tutto sommato una forzatura, in quanto la rilevanza del teorema
che stabilisce le condizioni di vincolo risulta giustificata solo a posteriori.

Solo due problemi negli Elementi sono formulati in maniera tale da rendere esplicita la ricerca delle
proprie condizioni di risolubilita: sono IX.18-19. Leggiamone enunciato ed esposizione (EE II,
209.16-20 € 210.22-26 — sull’uso di w6Te in IX.19 si veda la sez. 2.3):

800 dplopdv SobévTwv émokélacdal, el Svvatéy éoTiv  Dati due numeri investigare se & possibile
abrtols TplTov dvdloyor mpocevpelv. trovare un loro terzo proporzionale.
éoTwoav ol SobBévtes 8lo dplbuol ol A, B, kal &ov Siano due numeri dati A, B, e si debba

éotw émokéPachal, el Svwatédy éoTww adTols TplTov investigare se & possibile trovare un loro terzo

% Se la somma di ogni coppia & maggiore di due retti, la dimostrazione pud essere facilmente adattata al caso in cui
I’appiattimento non produce una figura convessa, ma allora la condizione di XI.21 entra in modo esplicito e cruciale.

% Banale controesempio alla richiesta che i tre angoli di XI.22 siano insieme minori di 4 retti: si prendano tre angoli uguali
maggiori di 4/3 di un retto. I tre lati di base sono uguali tra loro e quindi possono sempre formare un triangolo.

% Quasi sicuramente inautentici, né 1i troviamo nella tradizione indiretta. Questa fornisce una dimostrazione di XI.23
differente a quella mantenuta da Heiberg nel testo critico principale.

% Abbondavano, ovviamente, nelle opere perdute comprese nel cosiddetto corpus analitico, come Pappo attesta nel corso di
tutto il libro VII della Collectio e come possiamo verificare nella versione araba De sectione rationis apolloniano.
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Avd\oyov Tpooeupety. proporzionale.

TPLOY dpldpdv SoBévtor émokéyacdar, TéTe Suvatéy Dati tre numeri investigare quando & possibile
€oTv avTols TéTapTor dvdAoyov TpooeEupely. trovare un loro quarto proporzionale.

¢oTwoav ol SoBévTes Tpels dpbpol ol A, B, T, kal &ov  Siano tre numeri dati A, B, I', e si debba
éotw émoképaocbal, woTe SuvvaTtédy éoTwy avTols investigare quando & possibile trovare un loro

TéTapTov dvdloyov Tpooeupely. quarto proporzionale.

Si tratta di problemi in ambito numerico, come mostra anche la presenza del determinativo di
necessita 8éov €0Tw «si debba» nell’esposizione. Una condizione di vincolo per IX.18 & fornita da
IX.16, per IX.19 da IX.17. IX.16 stabilisce che «Qualora due numeri siano primi tra loro, non sara
come il primo rispetto al secondo, cosi il secondo rispetto a un certo altro»: occorre quindi che i due
numeri non siano primi tra loro, e questa ¢ la prima condizione necessaria. La dimostrazione rivela
perd che ¢’€ un vincolo ulteriore, cioé che 6 A deve misurare il quadrato su 6 B. Questa condizione &
anche sufficiente, come la dimostrazione di IX.18 rende chiaro. Dato che un numero misura un altro se
e solo se misura il suo quadrato, la seconda condizione implica la prima, che ¢ dunque superflua. La
dimostrazione va quindi ritenuta non impeccabile per ridondanza. Accettando pero la redazione
attestata, se volessimo scrivere una versione di IX.18 nel formato di un problema con determinazione
otterremmo qualcosa del genere (potremmo anche includere una condizione nell’enunciato, come in
X1.23):

8o dplbudr 8SoBévtor alrtols TplTor dvdloyov Dati due numeri trovare un loro terzo
Tpooevpelv: 8el 81 Tovs SoBévTas dplbpols pr)  proporzionale; occorre pertanto che i numeri non
TpéTOUs TPOS AANHIoUS €lvat, kal TOV WpdTov TO siano primi tra loro e che il primo misuri il
amo Tod SevTépov peTpelv. «<quadrato> sul secondo.

¢otooav ol 806évTes 800 dplBuol Wn mpdToL Tpos  Siano due numeri dati A, B, che sono non primi tra
arxMilous dvtes ol A, B, €TL 8¢ peTpeltow 6 A TO dmd  loro, e ancora A misuri il «quadrato> su B: si deve

ToD B* 8€l 81 alTols TplTov dvdloyov mpoceuvpelv. pertanto trovare un loro terzo proporzionale.

Includere la determinazione in IX.19 avrebbe generato un enunciato altrettanto complicato, ed ¢ forse
per questo che entrambe sono prive di determinazione. Non ¢ detto che il formato eccentrico di IX.18-
19 sia segno di una loro elaborazione “arcaica”, non rivista con la redazione originale degli Elementi,
e che a cio vada in fin dei conti fatto risalire sia il problema di ridondanza che la mancata aderenza ad
un formato piu “canonico”, cioe quello con determinazione. Come vedremo tra un attimo, Teone mise
mano pesantemente (e giustamente) a 1X.19, e ad ogni buon conto il genere problematico in teoria dei
numeri ebbe il suo pieno sviluppo solo secoli dopo, con Diofanto. Queste due proposizioni possono
quindi presentare redazioni “arcaizzanti” (in rapporto al formato diofanteo) pur senza appartenere alla
preistoria degli Elementi.

La dimostrazione di IX.19 ¢ I'unica veramente erronea degli Elementi. La proposizione richiede di
investigare quando sia possibile trovare un quarto proporzionale di tre numeri. Heiberg ha adottato il
testo di P, che imbastisce, per analogia con IX.18 e mirando ad un’applicazione di IX.17, una
disgiunzione quadricotomica’’. Quest’ultima & basata sulle due alternative che i tre numeri dati ol A,
B, I' siano in proporzione continua oppure no e che gli estremi di questa proporzione continua siano
primi tra loro oppure no. Dovrebbe far insospettire gia 1’idea che tre numeri non siano in proporzione
continua ma che si possa ugualmente parlare in qualche senso di estremi. La dimostrazione, sulla base

%7 Heiberg fa solo notare I’evidente corruzione in apparato. Il copista di P inserisce nel testo, pur racchiudendolo tra obeli,
uno scolio tratto dal suo esemplare di copia e contenente una correzione al testo; si veda EE II,211.11 in app.



SUPPOSIZIONE ED ESPOSIZIONE 63

di IX.17, elimina subito come impossibile il caso di numeri dati in proporzione continua con estremi
primi tra loro. Ugualmente impossibile viene dichiarato il caso di estremi primi tra loro ma numeri non
in proporzione continua, il che ¢ ovviamente falso, dato che ad esempio 2, 4, 7 ammettono come
quarto proporzionale 14. Gli altri due casi sono svolti correttamente, e forniscono come condizione
sufficiente (e necessaria) che 0 A misuri il prodotto di 6 B per 6 I'. Questa condizione funziona anche
nel caso trattato erroneamente, e ovviamente la condizione che i tre numeri dati siano in proporzione
continua ¢ irrilevante. I manoscritti teonini, pur con qualche pasticcio dovuto probabilmente a
interferenze di collazioni, restituiscono una dimostrazione ‘“corretta” (nel senso che presenta un
problema di ridondanza conseguente alla mancata identificazione della condizione necessaria e
sufficiente analogo a quello visto per IX.18) con un minimo di interventi: la disgiunzione iniziale
diventa una dicotomia tra «A, B, I' in proporzione continua con estremi primi tra loro» e la sua
negazione; la dimostrazione erronea ¢ eliminata di peso, cosi come I'inutile quarto caso (ma F ha
ancora quest’ultima parte); il terzo caso subisce una cosmesi trascurabile a coprire 1’unico caso
residuo. Se si escludono le parti interamente eliminate, gli adattamenti sono minimi, e i due testi
identici nelle parti comuni. Non ¢ facile capire se quello di P sia frutto di un malaccorto intervento su
un testo che avesse gia qualche guasto, e se cio sia avvenuto prima o dopo la redazione della versione
teonina. La tradizione indiretta offre una dimostrazione che differisce nella parte introduttiva. Gerardo
presenta infatti la dicotomia iniziale soltanto tra «A, I" sono primi tra loro» e la sua negazione; in
Adelardo I tutto il libro IX manca. Il primo disgiunto ¢ dichiarato erroneamente non poter produrre un
quarto proporzionale. Per il secondo disgiunto viene offerta una dimostrazione che ricalca quella
greca. Anche nel testo di Gerardo una dimostrazione globalmente corretta di questo secondo disgiunto
puo essere ottenuta eliminando alcune righe, senza necessita di variare il testo successivo. La versione
di Gerardo aumenta le incertezze su quale delle dimostrazioni ricevute possa essere alla base delle
altre, ammesso che non siano tutte variazioni su un nucleo originario non pill accessibile.

Particolarmente interessanti sono le determinazioni (in senso proprio) presenti negli Arithmetica di
Diofanto®. Dato il carattere peculiare dei problemi in questo trattato, I’enunciato non & ripetuto in
forma istanziata, come accade nelle proposizioni geometriche. Diofanto ripete dunque solo
occasionalmente, e nel corso della dimostrazione, cid che ¢ ricercato nel problema: tali asserti sono a
volte introdotti da et 61 «si deve pertanto» o da Sel 8¢ «e si deve»”. Le determinazioni sono invece
sempre introdotte da 8el 87. Leggiamo enunciato e determinazione di Ar. 1.27 (DOO 1, 60.23-62.2).
Quest’ultima ¢ seguita da una breve clausola, che sembra commentare su qualche particolarita di cio
che ¢ stato appena asserito e su cui mi sono soffermato altrove (Acerbi 2009a):

e ~ 7 9 \ 14 e 7 9 ~ \
€Vpety 800 aplBpovs O0mws 1 oUVBETLS auTOV Kal
O moAamTAacLaoos Touf) SobévTas dplbpovs.
8el 81 TOV evplokopévwr TOV amo Tod muiceos

Tob ocuvapdotépov TeTpdywvov Tod VT alTodv

Trovare due numeri in modo che la loro somma e il
prodotto facciano numeri dati.
Occorre pertanto che, dei mumeri> trovati, il quadrato

sulla meta di uno con I’altro, ecceda «il rettangolo

UTepéxelry  TeTpaydve. €0t 8¢ ToDTo contenuto> da essi per un quadrato. Ma cid & fittizio.

TAATPLATLKOV.

% Gli Arithmetica furono originariamente redatti in 13 libri, come afferma Diofanto stesso nell’introduzione (DOO 1, 16.6-7).
Un’ampia raccolta di problemi organizzata in 6 libri ci ¢ pervenuta in greco. Quattro libri di problemi sono stati trasmessi
nella traduzione araba di Qusta ibn Liuqa, nei titoli e nelle sottoscrizioni dei manoscritti arabi viene fatto loro riferimento
come libri dal IV al VII del trattato di Diofanto (si veda Rashed 1984, 11I, 1.2, 98.14,1V, 1.2,34.6,35.2,80.5,81.2,120.1).1
due insiemi di problemi sono quasi completamente disgiunti. Non ¢ chiaro se tali partizioni in «libri» riflettano esattamente la
divisione diofantea originale, oppure se riarrangiamenti del materiale si sono prodotti a qualche stadio della trasmissione.
Leggiamo dunque sezioni degli Arithmetica chiamate «libri IV-VI» sia in greco che in arabo, ma sono del tutto differenti.

% Le prime in DOO 1, 46.2-3,60.17-18,232.2,298.1, le seconde in DOO 1, 116.8-9, 136.4-5,220.23-24,238.21-22, 244 22.
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I problemi nella teoria dei numeri diofantea sono a priori soggetti a due vincoli generali che
restringono lo spettro delle soluzioni ammesse. Queste possono solo essere quantita positive,
esprimibili in numeri: in termini moderni numeri razionali positivi. Cid comporta che ogni problema
negli Arithmetica ¢ soggetto ad una specie di determinazione preventiva. Come nel caso geometrico, il
vincolo agisce imponendo certe condizioni sui dati del problema. Di conseguenza, le determinazioni
negli Arithmetica possono assumere la forma di una disuguaglianza, quando sia da assicurare la
positivita della soluzione, oppure di un’identificazione di specie, quando la razionalita della soluzione
sia in gioco, oppure, nello stesso caso, di una condizione (negativa) di «congruenza»'®. Con
«identificazione di specie» si intende che la determinazione di razionalita identifica lo el8os «specie»
dell’espressione dei dati in oggetto. Tale condizione ¢ tipicamente formulata con la richiesta che una
espressione ben definita dei dati numerici del problema sia un quadrato, un cubo, o una potenza
singola, cio¢ una delle «specie» numeriche descritte da Diofanto fin dall’introduzione degli
Arithmetica"'. Una condizione di questo genere garantisce che 1’espressione dei dati numerici del
problema che appare nella condizione di vincolo produca un numero razionale quando ne sia presa la
radice quadrata, cubica, ..., come risultera essere richiesto dalla procedura effettiva di soluzione. Va
sottolineato che le determinazioni di razionalita non sono mai formulate esplicitamente come
uguaglianze, per quanto sia immediato scriverle in quella forma, e Diofanto stesso avrebbe potuto
farlo'”. Le determinazioni di positivitd sono invece formulate come disuguaglianze'®. Il prospetto
seguente elenca i problemi degli Arithmetica che hanno una determinazione'™ (alcuni ne sono privi

pur richiedendola'®):
greco arabo
razionalita 1.27-28,30,1V.34-35 1V.17-22,V.7-12, VII.6
positivita 1.5-6,8-9,14,16-17,19,21, 21 aliter, 11.6-7 V.13
congruenza V9,11
assente 1.7,1V.1-2,15, V.10, 20

Un punto terminologico merita un supplemento di discussione. Diofanto sembra usare per
«determinazione» il termine mpoodioplopds, forma intensiva di Stopiopds, che a sua volta non
appare negli Arithmetica. La forma attestata si registra in realta solo in 1.14 e V.10 (DOO 1, 36.6 e
340.9-10, rispettivamente). In 1.14 si ricercano due numeri tali che il rapporto del loro prodotto e della

loro somma sia dato. La soluzione assume una delle due soluzioni come assegnata, dotandola di un

106

valore numerico ben preciso: si tratta dunque di un dato addizionale™. La determinazione &

1% Cid accade solo in V.9, 11. La determinazione di V.11 stabilisce che il numero dato non pud essere della forma 8n + 2. 11
testo della determinazione di V.9 ¢ corrotto ma la condizione richiesta pud essere ricostruita; si veda Heath 1910, 107-8.

1 Tn particolare nella descrizione del metodo risolutivo a DOO 1, 14.1-20.

192 Per chiarire il punto, si consideri che il verbo «fare» che abbiamo letto sopra in 1.27 ricorre di norma negli enunciati. Nel
corso della dimostrazione, tuttavia, Diofanto lavora su esempi numerici concreti e specie dell’incognita, e il verbo ¢ molto
spesso rimpiazzato, in asserzioni corrispondenti all’enunciato, da «essere uguale a» o semplicemente da «essere».
L’equivalenza delle tre formulazioni appare evidente da passaggi come ad esempio 1’ultima inferenza di 1.29, dove in un
argomento per transitivita appaiono in successione «fare», «essere» e «essere uguale a» (DOO 1, 64.22-24).

1% Analoga assenza di uguaglianze come controparte di disuguaglianze si riscontra ad esempio nella terminologia delle
proporzioni: i rapporti possono essere termini di una disuguaglianza, ma non sono mai detti uguali, bensi identici.

1% Tannery riteneva che 11.6-7 fossero interpolazioni.

15 T problemi IV.1-2 greci sono anche attestati come V.7-8 arabi, ma con differenze che rendono i primi quasi sicuramente
spuri. 1.7 dovrebbe avere una determinazione di positivita (identica a quella di 1.8), IV.15 una determinazione di razionalita
piuttosto complicata. V.20 ¢ ricondotto ad un altro problema (non attestato in cid che resta degli Arithmetica) che ha
regolarmente una determinazione. In tutti i casi di determinazione assente, i numeri che istanziano il problema sono
ovviamente scelti ad hoc. V.10 & discusso subito dopo il prospetto.

1% Questo fatto & gia riconosciuto nella formulazione della determinazione (DOO 1, 34.28), dove la soluzione assegnata &
designata «la molteplicitd supposta [UToTL0épevor] di unitd di uno dei numeri».
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coerentemente espressa in termini di quella soluzione (cio¢ di un nuovo dato) e del rapporto dato, e

107

richiede la prima sia maggiore del secondo Tale condizione ¢ giustamente denominata

mpoodLoplopds «determinazione aggiuntiva», dal momento che 1’insieme originale dei dati del
problema risulta modificato nel corso della soluzione.

Il caso di V.10 ¢ piu complesso. Il problema ¢ stato sospettato di autenticita in quanto, unico negli
Arithmetica, mette in campo oggetti geometrici denotati da lettere'”. E inoltre strutturato in parte
come un’analisi canonica, una breve inferenza essendo formulata come catena di «dati» (Acerbi
2011a). Infine, & privo di determinazione'”. La condizione che nel testo & denominata mpooStopLopds
¢ in realta una conseguenza di quella imposta sui numeri ricercati dall’enunciato stesso del

problema'". Si tratta dunque del passaggio finale di una procedura di riduzione del problema originale

111

ad un altro”". La condizione ¢ quindi di natura molto differente da quella di I.14, con la differenza

cruciale che la condizione in V.10 impone vincoli sulla soluzione, non sui dati, e quindi non ¢ una vera
determinazione. E difficile trarre conclusioni recise da un campione cosi limitato. Forse il termine
mpoodLopltopés non & originale diofanteo, o forse lo &, e Diofanto lo usa per denominare
«determinazioni aggiuntive» che si generano all’interno si sottoproblemi, mentre avrebbe
regolarmente chiamato la determinazione “principale” Stoptopds''®. Le occorrenze negli Arithmetica
sono le prime in tutto il corpus matematico antico, per quanto cido potrebbe ben essere irrilevante.
Altrove nello stesso corpus, la forma intensiva si trova in Eutocio, in Sph. cyl. I1.4'", e in Proclo'*, in
entrambi gli autori nel senso di «determinazione aggiuntiva». L’uso che fanno del termine non
suggerisce che facesse parte del lessico metamatematico corrente, anche se 1’evidenza ¢ troppo magra
per escludere questa possibilita.

197 La formulazione effettiva & pilt complicata, ma il fatto & qui irrilevante (si veda ivi, 34.28-36.2).

1% Ma potrebbe ben darsi che tutta la parte ivi, 336.17-338.10 (per essere precisi, solo la prima meta del’ultima riga) sia
spuria, ed in aggiunta alcuni passaggi sparsi nella riduzione che segue. Il diagramma annesso alla proposizione (1’unico in
tutto il trattato) fu aggiunto dall’editore diofanteo del diciassettesimo secolo Bachet de Méziriac: egli avverte il lettore che
«in codice manu exarato deesse diagramma descriptionis Diophantaecae quod nos restituimus, cim absque illo non possint
intelligi Graeca authoris verba» (Diophanti Alexandrini Arithmeticorum libri sex, 307); si veda anche DOO 1,336.11 in app.
19 Dovrebbe essere una determinazione di razionalita: la somma dei due numeri dati pitt un’unita deve essere la somma di
due quadrati.

"0 1] problema richiede di dividere un’unita in due parti in modo tale che, se numeri dati differenti sono sommati a ciascuna
parte, i risultati siano quadrati. Come numeri dati sono presi 2 e 6; uno dei due quadrati deve quindi essere compreso tra 2 e 3
(= il numero dato minore 2 piu 1’unita assunta in esposizione). Vengono pertanto scelti due quadrati compresi tra 2 e 3, cioe
289/144 e 361/144. Cio comporta che uno dei numeri cercati debba essere compreso tra 17/12 e 19/12. Dopo un passaggio
che corrisponde a cid che chiameremmo «cambio di variabile», questa condizione si trasforma nella richiesta che una certa
espressione che coinvolge uno dei numeri cercati debba essere compreso tra gli stessi 17/12 e 19/12. Questa ¢ la condizione
chiamata mpoodloptopds nel testo.

"' Che si tratti di una «riduzione» vera & propria & chiaro anche all’estensore di questa parte della dimostrazione, dato che usa
il verbo dmdyewv per denotare le procedura (DOO 1, 338.3).

"2 11 verbo Stop{lecBat & in effetti attestato nel Diofanto greco (in VI.14-15, a DOO 1, 424.14 e 428.21); il significato &
quello canonico di «porre una determinazione». Il verbo mpoodLop{{eabal non compare.

"3 In AOO 111, 150.15. Eutocio fa riferimento alla determinazione del celebre problema cui si riconduce Sph. cyl. 11.4.
Archimede formula due volte il problema; nella seconda formulazione la determinazione ¢ inclusa tra le ipotesi (come nel
caso di El. XI.23 vista sopra), in modo da produrre un problema sempre risolubile. La menzione eutociana della
«determinazione aggiuntiva» sottolinea questa mossa.

14 A {E, 240.27 e 349.21. In Proclo si rintracciano occorrenze anche a in Rmp., 1,29.1, e a in Cr., 53.28, in contesti non
matematici.
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1.3.IL RUOLO DELLE COSTRUZIONI

Nella costruzione la configurazione iniziale presentata nell’esposizione viene completata con tutti gli
enti geometrici necessari al dispiegamento della dimostrazione. Sul perché siano costruiti certi oggetti
e non altri, e sul perché la dimostrazione li metta in relazione tra loro in un certo modo, non viene fatta
parola. Le costruzioni sono di norma costituite di passi elementari che coincidono con uno dei primi
tre postulati o con qualcuna delle costruzioni proposte all’inizio del libro I. Sono formulate
invariabilmente all’imperativo del perfetto medio-passivo: ad esempio émeleUxbw 1 AB «sia
congiunta <una retta> AB». L oggetto introdotto ha sempre un designatore (sottinteso) indefinito, come
abbiamo visto nella sez. 1.0.4. L’uso del perfetto rimanda alla pratica stilistica canonica adottata nelle
conclusioni dei problemi e sottolinea il valore aspettuale di «presente compiuto», svincolato da
connotazioni temporali o di durata, quello dell’imperativo pone le costruzioni nel modo «suppositivo»
della logica stoica (Bobzien 1997): esse sono dunque assunzioni prive di valore di verita, «scaricate»
nel corso della dimostrazione; se vogliamo, ¢ come se le impalcature di enti matematici ausiliari
fossero “smontate” a fine proposizione.

Ciascuna costruzione & espressa con una formula invariante (cfr. sez. 1.0.5); vediamo quelle
corrispondenti ai primi tre postulati, introdotti da un verbo dalla forte connotazione iussiva (EE I,
4.14-5.2):

NTobe dmd mavtos onuelov €ml wav onpetov  Sia richiesto di condurre una linea retta da ogni punto
evBetay ypapuuny ayayeiv. a ogni punto.

kal Temepaopérny evBelav katda TO cuvexes €m  E di prolungare senza soluzione di continuitd una retta
evBelas ékParetv. limitata in <linea> retta.

Kal mavTl KévTpe kAl StaoThpaTtt  kUklov  E di tracciare un cerchio con ogni centro e intervallo.

vpddeohal.

Si noti I’infinito aoristo nei primi due, privo di connotazione aspettuale come gli aoristi negli
enunciati, e la forma verbale media nel terzo (¢ il matematico che “fa per sé”). Le costruzioni sono
all’opera insieme in 1.2 (EE I, 8.16-20) — tutte le forme verbali sono volte al perfetto:

émelelxBw yap dmo Tod A onuelov éml TO B onpetov In effetti, sia congiunta dal punto A fino al punto

evbeta 1 AB, kal ouveoTdTw ém avThAs Tplywvor B una retta AB, e sia costruito su di essa un

todmievpov 7O AAB, kal ékBepriobooav ém’ elfelas triangolo equilatero AAB, e siano prolungate in

Tals AA, AB elbetal ai AE, BZ, kal kévtpy pév T4 B dinea> retta con AA, AB rette AE, BZ, e con

StaocThpaTe 8¢ T) BT kiklos yeypddbw 6 THO, [...] centro B e intervallo BT sia tracciato un cerchio
THO, [...]

L’unica differenza di rilievo & I'impiego del verbo émi{evyvivalr «congiungere» invece di dyewv

«condurre» nelle applicazioni del primo postulato'"; altrimenti la formulazione ricalca un’espressione

matriciale canonica (sez. 1.0.5).
La differenziazione d’uso tra i due verbi & mantenuta rigidamente in tutto il corpus antico'':
émilevyvival si applica a rette ottenute per congiunzione di due punti (cioé come applicazione del 1

"5 1] termine StdoTnpa «intervallo» & usato nel terzo postulato per motivi grammaticali: un’espressione preposizionale come
€k Tod KkévTpou «raggio», priva di articolo come richiesto dalla formula delle applicazioni del terzo postulato, non &
declinabile in casi, mentre & richiesto un dativo; si veda Federspiel 2005.

"6 Si veda Federspiel 2002, 137-147, per uno studio dettagliato. Fanno eccezione appunto il I postulato, 3 occorrenze
piuttosto dubbie in Archimede (negli enunciati di Sph. cyl. 1.9-10 e nella costruzione di Aequil. I1.8), e un buon numero nelle
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postulato); dyewv a rette di cui sia specificata la funzione, di norma tramite prescrizioni sulla direzione
o sulla relazione con altri enti geometrici (parallelismo, perpendicolarita, tangenza, sezione, ...). Una

N

retta «condotta» passa spesso Std «per» uno o pill punti. Occasionalmente la preposizione &
incorporata nel verbo: otteniamo Stdyelv «condurre oltre», che perd non & una semplice variante
stilistica per dyeLv 6ud.

Il verbo Sudyewr merita una breve digressione (si veda anche la sez. 2.1.3). Impiegato
maggioritariamente al perfetto imperativo nel corpus euclideo, & spesso sinonimo di éxkPBdA\elv
«prolungare» in applicazioni del II postulato in cui sia menzionato I’estremo di arrivo della retta

7 Dato che I’estremo di arrivo & arbitrario, la

prolungata, come in 1.16 che leggeremo tra un attimo
costruzione resta in qualche modo indeterminata (si noti che neanche il II postulato menziona un
estremo di arrivo). Connotazione ancora pill marcata in questo senso si ha quando «condotta oltre» sia
una retta che passa per un punto ma il cui altro punto di transito non & univocamente specificato''. Si
tratta dunque di una costruzione con gradi di liberta residui, come vediamo riesumando ancora II1.2

(EE1,96.5-7):

u ydp, aAN el duvatdy, mmTéTo ékTOs ws 1) AEB, No infatti, ma se possibile cada all’esterno come
kal elAMdBw TO kévTpov Tob ABT klklov, kal éoTw AEB, e sia preso il centro del cerchio ABI', e sia A,
TO A, kal €melebxBwoav al AA, AB, kal 8uixfw 1) e siano congiunte AA, AB, e sia condotta oltre
AZE. AZE.

Il designatore Z non & nominato prima. Il designatore E fa solo parte del nome della retta 1} AEB, ma
non ¢ il nome di un punto: lo diventa solo quando sia identificato come intersezione delle due rette 1
AEB e 1) AZE; appunto per questo il redattore usa Stdyewv. Altrimenti avrebbe scritto

kal émelevxBwoar at AA, AB, AE, kal 7m AE e siano congiunte AA, AB, e AE sechi il cerchio ABT"

TepvéTo TOV ABT kOkAov kaTd T0O Z. secondo Z.

Unica eccezione alla connotazione di parziale indeterminazione del verbo ¢ il suo impiego esclusivo

per piani «condotti oltre» per una o piu rette, come in XI.13 (EE IV, 19.4-7)'":

el yap Svvatdv, dmd Tod avtod onueiov Tod A TG Se infatti possibile, dallo stesso punto A si erigano
vmokeLpéve émmédy 800 elfelat at AB, AT mpos dalla stessa parte due rette AB, AT" ad <angoli> retti
0pbds dveoTdTwoav éml Td adTd pépm, kal duixBw  con il piano soggiacente, e sia condotto oltre il piano
T0 Std TV BA, AT émi{medov. per BA, AT.

Possiamo dividere le costruzioni in tre categorie:

Coniche di Apollonio, in particolare in espressioni participiali contenute negli enunciati di 15 proposizioni (1.1, II.1, 29, 34,
111.44-45,47,1V.1,4-6,9, 13,15, 18).

730 occorrenze di questo tipo nel testo principale degli Elementi, in XI1.17 (participio presente), VI.3 (participio aoristo
passivo), 1.16, 20-21, 44, 11.3, 11, III.1, 9-10, 15, 20, 25, 31, IV.15, VI.9, 26, XII.16-17, XIII.1, 9-12, 14 (perfetto
imperativo).

'8 18 occorrenze nel testo principale degli Elementi, in I11.8, 32 (congiuntivo aoristo passivo), XI1.20 (participio aoristo
passivo), III.1, 2, 5, 6, 8, 23, 32, IV.3, X1.2, 4, 11, 31, XIII.2 (perfetto imperativo). Il carattere indeterminato della
costruzione ¢ sottolineato dalla presenza sistematica di determinativi di indefinitezza o di arbitrarieta (cfr. sez. 2.1.2-3);
uniche eccezioni in 111.2, 23, XI1.2, 20, 31, XIIL.2.

"9 Le altre due occorrenze si trovano in X1.5 e 7. L’eccezione & parziale perché in X1.7 il piano & condotto per una sola retta,
il che non ¢ sufficiente a determinarlo.
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1) Vere costruzioni ausiliarie: gli enti geometrici aggiunti sono necessari alla dimostrazione o alla

risoluzione del problema ma non sono menzionati nell’esposizione. Prendiamo ad esempio il teorema
1.16, in cui & assegnato solo un triangolo T0 ABT con un lato 1} BT prolungato fino a 70 A (EE I, 25.6-
10):
TeTufobo 7 Al 8ixa kata 70 E, kal Sia secata Al a metd secondo E, e congiunta BE sia
é¢mlevyBetoa 1 BE ékBePriobw ém evBelas éml  prolungata in <linea> retta fino a Z, e uguale a BE sia
70 Z, kal keloBw TH BE {om 7 EZ, kal posta EZ, e sia congiunta ZI', e sia condotta oltre AT’
¢melelxBo 1 ZT, kal Suix0w 1 AT éml 10 H. fino a H.

Le costruzioni ausiliarie sono “scaricate” nel corso della dimostrazione. Sono le parti di una
dimostrazione che ¢ impossibile ridurre a una procedura meccanica: la loro presenza nella
configurazione finale resta un mistero irriducibile a puri fatti logici, e costituisce tutto sommato il
cuore duro dell’intera dimostrazione.

2) Costruzioni che rendono esplicita la configurazione geometrica implicitamente assunta
nell’enunciato: esempi in vario grado ibridati con il caso precedente sono i lemmi lineari in II.1-8
(I1.9-10 appartengono interamente alla categoria precedente); in particolare, II.1 (EE I, 68.3-7), dove &
data una retta 1) BT secata nei punti Ta A, E e la relazione da dimostrare verte sui rettangoli costruiti
sui segmenti risultanti, ne ¢ un caso puro:

fxbw ydp dmd Tob B TH BI mpos opbas 1) BZ, In effetti, sia condotta da B ad <angoli> retti con BI" <una
kal ke{oBw TH A {on 1 BH, kal 8ud pev Tob H retta> BZ, e uguale a A sia posta BH, € per H parallela a
TH BI" mapd\inios fix0w 1 HO, Sud 8¢ Tév A, E, BT sia condotta una retta> HO, per A, E, I parallele a
I' T BH mapd \inlot fxbwcav at AK, EA, T'O. BH siano condotte «rette> AK, EA, TO.

3) Costruzioni richieste dall’enunciato (quindi nel caso di problemi), ma in cui non entri nessun ente
ausiliario: un esempio & .46 (EE 1, 62.5-9), dove & imposto di costruire un quadrato sulla retta 1) AB:

fxbw TH AB elbeiq dmd Tod WpOs alTi onuelov Sia condotta ad <angoli> retti con la retta AB dal punto
ToD A Tpos OpBas 1M AT, kal keloBw TH AB {on 11 A su di essa <una retta> AL, e uguale a AB sia posta
AA- kal Outad pev Tobl A onpelov T AB AA, e per il punto A parallela a AB sia condotta <una
TapdAnios fx0w 1 AE, Std 8¢ Tod B onuelov TH retta> AE, per il punto B parallela a AA sia condotta
AA mapd\inlos 1ix8w 1 BE. <una retta> BE.

Tra le costruzioni vanno incluse anche certe supposizioni del libro V, che di norma consistono nel
prendere equimultipli come in V.22 (EE 11, 33.1-4):

elMdBw yap TOV pev A, A lodkis molamAdoia Ta H, In effetti, siano presi di A, A equimultipli H, ©,
O, Tov 8¢ B, E d\\a, d étuxev, lodkis ToAamhdola Ta e di B, E altri, quali capita, equimultipli K, A, e
K, A, kal &t tov I, Z d\a, d é&étvxev, lodkis ancoradil’,Z altri, quali capita, equimultipli M,
molaTAdolta Ta M, N. N.

e quelle, piuttosto rare, che troviamo nei libri aritmetici, come in VIII.9 (EE II, 163.1-5) — la
costruzione iterativa & resa possibile da VIII.2:

elMdbOwoav yap 8vo pév apbpol éxdxioTol €év T¢ In effetti, siano presi due numeri minimi Z, H che
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TOv A, T, A, B Moyp 8vTes ol Z, H, Tpels 8¢ ol O,
K, A, kal del éEfls évi mielovs, €ws dv {oov
vévntar 10 TA\fBos alTdv TG mABeL TOV A, T, A,

B. eiMjdbwoav, kal éoTwoav ol M, N, E, O.

o quelle estremamente semplici in VIL.37, VIII4 e
seconda autorizzata da VII.34:

e 7’ \ e \ ~ ~ ’
oodkis yap 6 B TOv A peTpel, ToocabTar povddes
y o

eoTwoav ev 70 T

eiMdbw yap 6 VMo Tov B, T é\dxLoToS pLeTpolpevos

aptBpos 6 H.

60 T yap éavtov molamhacidoas Tov E Tolelto, O

8¢ A €auvtov molkamidoidoas Tov H moieiTo, kal

étt 6 T Tov A molamiaocidoas Tov Z [molelTw],
e VA

€kdTepos 8¢ TOVY I, A TOov Z molamiacidoas

[y

€kdTepov TOV ©, K TotelTo.

69

siano nello stesso rapporto di A, B, ", A, tre ©, K, A,
e in successione di séguito uno in pit, finché la loro
molteplicita risulti uguale alla molteplicita di A, T, A,

B. Siano presi, e siano M, N, =, 0.

15 (EE 11, 146.18-19, 154.13-14, 173.1-5) — la

In effetti, quante volte B misura A, tante unita siano
inT.

In effetti, sia preso il numero minimo H misurato
daB,T.

In effetti, ' moltiplicando se stesso faccia E, e A
moltiplicando se stesso faccia H, e ancora T’
moltiplicando A [faccia] Z, e uno e I’altro dei I', A

moltiplicando Z faccia uno e I’altro dei ©, K.

Non sempre le costruzioni seguono immediatamente 1’esposizione o la determinazione (che sia quella
iniziale o una parziale ad essa successiva) o comunque la ripresa di un nuovo argomento, necessaria se
¢ stata adottata una divisione in casi o proposto un argomento parziale per assurdo; se ne trovano

anche posticipate nel mezzo della dimostrazione, come in 1.44 (EE I, 58.19-59.11):

oveoTdTto TO I TpLydve {oov mapaAAnAdypappov

Sia costruito in un angolo EBH, che € uguale a A, un

70 BEZH év yovia 1§ Umd EBH, fj éoTw {on 9 A-

parallelogrammo BEZH uguale al triangolo I': e sia

kal kelobw doTe ém’ elbelas elval Tv BE Tf AB,

posto cosi da essere BE in <linea> retta con AB, e sia

kal 81fxBw 1 ZH éml 76 O, kal dia Tod A 6ToTépa

condotta oltre ZH fino a ©, e per A parallela a una o

TOv_ BH, EZ mwapd\\nlos fixbw 1 AB®, kal

all’altra delle BH, EZ sia condotta <una retta> A©, e

émelelxBw 1 OB. kal émel els mapal\jlovs Tds

A®, EZ elbela évémeoer 1) OZ, al dpa 1mO AOZ,
OZE yoviat dvolv dpbais elow {oat. at dpa vmo
BOH, HZE 800 6p8dv éldooovés elow: al & dmo
Elacoévov 1 8lo dpBdv els dmelpov éxBalldpevat
OB, ZE dpa éxBa\duevat

cupmecobvTat. ékBePAMicdwoar kal cURTLTTETWOAY

ovptiTToVOLY:  al

sia congiunta ®B. E poiché una retta ©Z incise su
parallele A®, EZ, gli angoli AGZ, ©®ZE sono quindi
uguali a due retti. BOH, HZE sono quindi minori di

due retti: e le «rette> prolungate illimitatamente da
meno di due retti si incontrano: quindi ©B, ZE

prolungate si incontreranno. Siano prolungate e si

incontrino secondo K, e per il punto K parallela a

NI NN - , . , ~
kata 10 K, kal 8ia ToU K onuelov omoTépa TGOV

una o all’altra delle EA, ZO sia condotta <una retta

EA, ZO mapd\nlos fixfw 1 KA, kal

KA, e siano prolungate ©A, HB fino ai punti A, M.

ékBeBMchwoar ai ©®A, HB émi Td A, M onpela.

Né le costruzioni sono sempre rigidamente separate dai passaggi dimostrativi, come nel caso “misto”
di IV.11 (EE 1, 167.13-168.2); non siamo nel caso precedente in quanto le due costruzioni non sono
inframezzate da un’anafora:

¢xkelobon Tplywvor loookelés TO ZHO Simhaciova  Sia fissato un triangolo isoscele ZHO che ha uno e
&xov ékaTépav TOV mpos Tols H, ©® yovidv Ths mpos altro degli angoli su H, © doppio di quello su Z, e

TQ Z, kal éyyeypddbw els Tov ABTAE klkhov T sia inscritto nel cerchio ABI'AE un triangolo AT'A
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ZHO TpLydve looydvior Tplywvor 170 ATA, Gote T equiangolo a ZHO, cosi da essere all’angolo su Z
pev mpos 16 Z yovig {omy elvar Ty Umd TAA, uguale TAA, e quelli su H, © rispettivamente

€xatépar 8¢ TOV Tpods Tols H, O {onv ékatépa TGOV uguali a ATA, TAA: anche uno e Ialtro degli ATA,

Um0 ATA, TAA* kal ékatépa dpa TGV Umd AT'A, TAA TAA & quindi doppio di TAA. Siano pertanto secati

This Um0 TAA éoTL SumAf. TeTpioBw 61 €kaTépa TGV a metd ATA, TAA rispettivamente dalle rette TE,
Um0 ATA, TAA 8{xa 0m0 ékatépas Tov T'E, AB AB,e siano congiunte AB,BI', [['A,] AE, EA.
evBeLdv, kal émelelxBuwoav ai AB, BT, [TA], AE, EA.

o nella dilagante dialettica tra costruzioni e parte dimostrativa in certe proposizioni del libro X (si veda
X.94 per un esempio estremo) e del libro XIII (come 16 e 17, scandite da una fitta serie di esposizioni
parziali).

Una caratteristica peculiare del primo libro degli Elementi & costituita dalla stringa iniziale di
costruzioni (si noti che 1.7 stabilisce 1’impossibilita di una costruzione, e procede ovviamente per
assurdo). In particolare, le prime tre trovano una ragione di essere solo nella prospettiva di uno sforzo
fondazionale indirizzato da richieste di economia deduttiva, condizionata da un’interpretazione molto
restrittiva del III postulato (il compasso “si chiude” se lo solleviamo dal piano). E significativo in
questo senso il ricorso ad una costruzione di base come quella del triangolo equilatero quando in realta

12 E perd vero che, se

¢ sufficiente costruirne uno isoscele per fondare tutte le costruzioni che seguono
non vogliamo introdurre enti geometrici ausiliari oltre alla retta data, possono essere costruiti solo
particolari triangoli isosceli (ad esempio quello avente il lato obliquo doppio della base), e cio richiede
costruzioni notevolmente meno immediate di quella di I.1. La scelta del triangolo equilatero ¢ quindi
dettata sia da ragioni di economia dimostrativa che da motivi pilt profondi, legati alla concezione
stessa di una costruzione come operazione basata, per quanto possibile, solo sugli oggetti dati.

E importante apprezzare come sono formulati gli enunciati dei problemi di costruzione. Si tratta di
richieste espresse all’imperativo (si noti il 8l 89 «si deve» nella determinazione): 1’accento &
sull’esecuzione effettiva della costruzione, non sulla possibilita che sia eseguita. Non traspare dunque
nessun interesse per problemi di costruibilita, che potrebbe facilmente essere espressa con locuzioni
del tipo «& possibile», e di conseguenza neanche per I’esistenza degli oggetti in gioco''. L unico
problema negli Elementi il cui enunciato asserisca costruibilita ¢ XI.22, discussa nella sez. 1.2.1. Si
tratta pero di un caso apparente, in quanto la formulazione condizionale ¢ rigidamente ancorata ai
teoremi e la modalita & strettamente funzionale all’applicazione di questo risultato nel problema che
segue'”. Enfasi esplicita sulla costruibilita hanno invece i cosiddetti problemi mapddoEa
«sorprendenti» di un certo Erykinos descritti a lungo da Pappo'®

II1.60 e 72):

. Ne leggiamo due enunciati (Coll.

v mavTl  TpLydre, TANY ToD loomielpou kal In ogni triangolo, eccetto quello equilatero e quello

20 Come osserva Erone apud Anaritius, 39.4-41.19 Tummers; Proclo (iE, 218.12-219.17) compila questa parte in modo
scorretto.

12l Zeuthen (1896) propose di considerare certe costruzioni come dimostrazioni di esistenza. Si vedano le critiche in Knorr
1983, che pero interpreta piuttosto tendenziosamente la proposta di Zeuthen (quest’articolo servi a Knorr principalmente a
pubblicizzare I’'imminente uscita del suo The Ancient Tradition).

122 Sfumature modali con altri scopi si rintracciano anche nei «problemi» di teoria dei numeri IX.18-19, discussi anch’essi
nella sez. 1.2.1.

123 1 ’autore & menzionato in Coll. I11.59; I’estratto dal trattato di Erykinos si trova in Coll. 111.60-73, meno verosimilmente
[I1.58-74, come di solito si assume. Il teorema in Coll. II1.58 ¢ ripetuto quasi alla lettera da Proclo (iE, 327.8-24) e, in forma
leggermente modificata, da Eutocio nel suo commento ad uno dei postulati di Sph. cyl. I di Archimede (AOO 111, 12.18-14 4).
Eutocio sembra trarre altro materiale dallo stesso corpus; si veda I’intera parte dedicata ai postulati, ivi, 6.4-14.30. I problemi
di Erykinos variano sul tema introdotto in El. .21, dove si dimostra che «Qualora due rette siano costruite all’interno di un
triangolo su uno solo dei lati <e> a partire dai <suoi> limiti, le «rette> costruite saranno minori dei restanti due lati del triangolo,
e comprenderanno un angolo maggiore» (EE 1,29.9-12).
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b ~ ~ \ a 9 7’ ~ ~
Loookelols ToU TNy Paow eldocova ThHS TAevpds
&xovTos, dvvatéy éoTi cvoTadfival Twas ém Ths
4 b \ 7/ 9 7 v ~ 9 \ e ~
Bdoews €evTos dVo evBetas loas TAlsS €KTOS OpOD
\apBavopévats.
808évTos Tapaiinloypdppov xwplov dvvatédy éoTiv
oy . o U
EVPELY ETEPOV TAPANANAGYPALLOV, GOTE AVTO LEV TO
9 \ 7 3 ~ 7’ 4 7’ \
emTaxfev pépos elvar Tol S0BEVTOS, ekdoTnY O€

TAevpav €kdoTns moAlamAaclav katd TOV 808évTa

isoscele che abbia la base minore del lato, &
possibile costruire sulla base <> all’interno due

certe'**

rette uguali a quelle all’esterno prese
insieme.

Dato un dominio parallelogrammico ¢ possibile
trovare un altro parallelogrammo cosi da essere
questo una parte prescritta di quello dato, e ciascun

lato multiplo di ciascuno secondo un numero dato.

apLbpov.

Anche se il primo di essi mantiene una forte connotazione diorismatica'”, la formulazione modale dei
mapddofa & quasi sicuramente legata al fatto che tali problemi ammettono infinite soluzioni. Pappo
insiste a piu riprese su tale fatto e sembra introdurre la trattazione di Erykinos proprio come esempio
di investigazione sistematica di un gruppo di problemi con questa caratteristica.

Com’¢ da attendersi, nelle opere di Archimede troviamo la formulazione modale per le costruzioni
impiegata molto pil spesso che in altri autori (Sph. cyl. 1.2-4, 6, Con. sph. 7-9, 19-20, Spir. 3-9, 21-23,
Aequil. 1.6-7. Quadr. 20por). Si osservi perod che ’enunciato di Sph. cyl. 1.5, identico a quello di 1.6
(forse spuria), ¢ formulato con un semplice infinito, e che in Con. sph. 7-9 non sono eseguite
costruzioni; nei casi restanti, si tratta ancora di problemi che ammettono infinite soluzioni. Vanno
anche notate le assunzioni con verbo «essere» esplicitamente esistenziale negli assiomi 1 e 3 di Sph.
cyl. 1. L’affermazione apertamente esistenziale che apre El. X.def.3 ¢ in realta una distorsione
dell’enunciato di El. X.10 ed ¢ quasi sicuramente un’aggiunta posteriore (si veda anche Coll. V.10-
11).

Quanto all’unicita di un oggetto matematico, essa non era tematizzata in quanto tale nella
matematica greca, e le difficolta che derivano da questa pratica omissiva erano affrontate volta per
volta con una varieta di soluzioni stilistiche che risultano ai nostri occhi sicuramente disomogenee e
non sempre le piu efficaci. Il problema El. 1.7 (EE I, 14.20-23) nega il sussistere (e non la possibilita
del sussistere) di due costruzioni a partire dagli stessi dati — noi parleremmo semplicemente di unicita
di un triangolo dati i lati:

PERN

ém Ths adThs elBelas &lo Tals alTtals elvBelais
dX\\at

4 \ b4 \ b 7 b \ \
ouoTAONOOVTAL TPOS dAAN® KAl dAAN® OMpelw €Tl Ta

Su una stessa retta altre due rette rispettivamente

8o elbetar {oar €xatépa €xatépa ol uguali a due medesime rette <e> che hanno gli stessi

limiti delle rette in origine non saranno costruite
abta pépn Ta avTa mépata €xovoar Tals €€ dpxfis verso punti differenti dalla stessa parte.

9 ’
evbelats.

La stessa formulazione troviamo in XI.13 (EE IV, 19.2-3) — unicita della perpendicolare ad un piano;
si noti ancora il verbo della principale al futuro:

amo Tob avTod onupelov TO avT® émmédy 80o Da uno stesso punto non si erigeranno dalla stessa

\

9 ~ \ 9 A K b 7 b \ . . .
evBetar mpos opbas ouvk avacTHoovTalL eml Ta  parte due rette ad <angoli> retti con lo stesso piano.

abra pépn.

0in III.16 (EE I, 117.2-5) — unicita della tangente ad una circonferenza per un punto su di essa:

12 Si noti il determinativo di indefinitezza (cfr. sez. 2.1.3), segno che la soluzione non & univocamente determinata.
123 Pappo spieghera suibito dopo (Coll. I11.62) il motivo per cui la costruzione sia impossibile per i triangoli esclusi.
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)

N Th Stapétpe TOD klUkAov TpOs OpBds am  Una retta condotta ad <angoli> retti con il diametro del
dkpas dyopévn éxTos TeoelTal Tob kOkhov, kal  cerchio da un <suo> estremo cadra all’esterno del cerchio,
els TOv petalv Témov Ths Te evPelas kal TAs e nel luogo tra la retta e la circonferenza non si

’ [ ) ~ 3 ~ . < N
TepLdepelas eTépa €VBelA OV TAPERTETELTAL. interpolera un’altra retta.

La questione trova invece una formulazione piu esplicita nel libro X, dove occorre dimostrare che i
modi di generazione di certe linee irrazionali la determinano univocamente. Cosi in X.42-47 e X.79-
84, di cui leggiamo X .42 (EE 111, 68.17-18):

N éx 800 ovopdTwv katda €v pdévov onpetov Una binomiale si divide nei nomi secondo un punto

Statpeltal els Ta dvépara. soltanto.

Le determinazioni di tutti questi teoremi sono perd formulate esplicitamente in forma negativa, il che
radicalizza, tra I’altro, uno dei casi pil rilevanti in cui il complesso esposizione + determinazione ¢
diverso dall’enunciato. Leggiamo cosa accade a X.42 (EE 111, 68.19-22):

¢oto €k 8vo dvopdTor 1) AB Sinpnuévn els Td  Sia una binomiale AB che risulta divisa nei nomi secondo
ovépata kata 70 ' at AT, TB dpa pntal elot  T: AT, T'B sono quindi esprimibili commensurabili in
Suvdpel pévov aippeTpor. Myw 6Tt | AB kaT’  potenza soltanto. Dico che AB non si divide secondo un
dANo omuelor ov StatpelTar eis SVo PnTds  altro punto in due esprimibili commensurabili in potenza

Sduvdpel pévov cUpLPETPOLS. soltanto.

Sarebbe erroneo pensare che tutti i problemi degli Elementi richiedano di costruire un oggetto
geometrico. Ve ne sono in cui si impone di €eVpelv o mpooevpety «trovare» 1’oggetto. Enunciati di
questo genere si trovano in teoria dei numeri e delle linee irrazionali (VIL.2-3, 33-34, 36, 39; VIIL.2, 4;
IX.18-19; X.3-4, 10, 27-35, 48-53, 85-90), quando cio¢ la richiesta verta su di un ente che ha
caratteristiche di particolarita e unicita che lo rendono «meno generico» di quelli trattati in ambito
strettamente geometrico. Lo stesso puo essere detto per le poche costruzioni in «trovare» presenti nei
libri geometrici (III.1 e VI.11-13). Le proposizioni del libro X sono ulteriormente caratterizzate
dall’assenza di specificazione di oggetti «dati» sulla cui base eseguire la costruzione, ad esempio
«Trovare un’apotome seconda» (X.86), mentre in tutti gli altri casi cid avviene regolarmente.

Alcune delle costruzioni proposte all’inizio del I libro degli Elementi, in particolare 1.2-3,
ammettono una pluralita di configurazioni geometriche possibili, in dipendenza della posizione
reciproca degli oggetti coinvolti. Qui come altrove negli Elementi, troviamo di norma trattata una sola
delle configurazioni, anche perché la dimostrazione relativa ad alcune di quelle alternative ¢ identica
in ogni rispetto, comprese le assegnazioni di lettere denotative. E quindi spesso la figura
effettivamente tracciata che induce un elemento apparentemente particolarizzante, qual ¢ la necessita
di operare una divisione in casi. Quelli “mancanti” fecero ovviamente la delizia di molti commentatori
antichi, diventando un’ossessione enumerativa nelle note di Eutocio alle Coniche di Apollonio; si veda
ad esempio la quantita di configurazioni che Proclo compila, “a mo’ di esercizio”, appunto per El. 1.2-
3 (iE, 224.5-232.9). Alcune di esse sono totalmente fittizie e rivelano una profonda incomprensione di
come funziona la dimostrazione di 1.3. Proclo stesso osserva in effetti che la formulazione euclidea si
adatta a tutti questi casi, ma non ne trae certo 1’ammaestramento di soprassedere alla loro
compilazione. Un poco differente ¢ il caso omesso di 1.7, quello cio¢ in cui i due triangoli siano uno
dentro I’altro. Proclo offre una semplice dimostrazione che applica la seconda parte dell’enunciato di
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1.5 (iE, 262.7-263 .4), che stabilisce che anche gli angoli sotto la base di un triangolo isoscele sono
uguali.

1.4. ANAFORA

La dimostrazione inizia di norma con un riferimento ad una conseguenza di uno o piu dati di fatto
geometrici stabiliti nell’esposizione o nella costruzione, solitamente tramite la mediazione implicita di
un teorema precedente. Questa parte di una proposizione, ben definita ma da non riconoscersi come
prte specifica indipendente, ¢ stata recentemente battezzata «anafora» da M. Federspiel (1995 e 1999 —
egli riconosce perod I’appellativo solo per subordinate col verbo al perfetto), dato che essa “rimanda” a
quanto disposto in esposizione o costruzione. Dal punto di vista grammaticale si tratta di una
subordinata causale, introdotta da éme{ «poiché» e con verbo all’indicativo presente o perfetto (il
secondo quando sia fatto riferimento diretto alla costruzione), seguita da una principale con verbo
all’indicativo o all’imperativo ed eventualmente introdotta da dpa «quindi». Di norma éme{ «poiché»
& completato con oUv «dunque» oppure ydp «in effetti» strutturante, se ci troviamo in inizio di
dimostrazione, ma molto frequenti sono gli incipit in kal émel «e poiché» (cfr. sez. 2.4). Leggiamo le
anafore incipitarie di VIL.26 (EE 11, 133.6-8) — riferimento all’esposizione, teorema mediatore VII.24:

émel yap €xdTepos Tov A, B mpos TOov I mpdTds  In effetti, poiché uno e Ialtro degli A, B & primo rispetto
¢oTwy, kal 6 €k TOV A, B dpa yevépevos mpods a I', anche quello che risulta da A, B sard quindi primo

Tov T mpdTos €oTalt. rispetto a T".

di IV4 (EE 1, 156.3-10) — nella subordinata doppio riferimento a conseguenze immediate della
costruzione, coordinate con un 8¢ coassuntivo, principale introdotta da 87 «pertanto» in quanto
semplice constatazione (cfr. sez. 2.4) e quindi nessun teorema mediatore:

kal émel {om éoTiv 1 Um0 ABA yovia T Um0 I'BA, E poiché un angolo ABA & uguale a T'BA, ed & anche
¢oTl 8¢ kal dpon 1) UmO BEA 0pbf T Umo BZA {om, BEA retto uguale a BZA retto, sono pertanto due

s

800 81 Tplywrd éaTi Ta EBA, ZBA Tas 80o yovias triangoli, EBA, ZBA, che hanno due angoli uguali a
Tals dvol yoviais {oas €éxovta kal plav mhevpav due angoli e un solo lato, quello che si tende sotto
pd mhevpd {ony Ty UmoTelvovoav vTO plav TGV  uno solo degli angoli uguali, uguale a un solo lato,

{owv yovidv kowwny adtov THv BA. BA comune a essi.

e di V.7 (EE 11, 12.3-4) — nell’ordine riferimento a costruzione e esposizione, ancora coordinati con un
8¢ coassuntivo, nessun teorema mediatore:

émel ovv lodkis éoTl moAamhdolov TO A Tod A kal TO Poiché dunque & equimultiplo A di A e E di B,

E 100 B, loov 8¢ 70 A 79 B, {oov dpa kal 70 A T4 E. e A & uguale a B, anche A & quindi uguale a E.

Se il verbo nella subordinata & al perfetto il carattere formulare del riferimento istanziato al teorema
mediatore ¢ ancora pill marcato, come vediamo sugli esempi di VI.11 (EE II, 59.14-17) — mediatore
VI.2:

¢mel _ovv Tprydvov Tod AAE mapd plav Tdv Poiché dunque parallela a uno solo dei lati AE di un
mAevpdr THY AE fkTair 7 BT, dvdloydév éoTwv triangolo AAE risulta condotta <wna rettas BI, in

os M AB mpds v BA, oUtus 1| AT mpds TNy  proporzione & come AB rispetto a BA, cosi AT rispetto a
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T'E. T'E.

e di I1.11 (EE 1, 87.14-17) — riferimenti alla costruzione coordinati con un 8¢ coassuntivo, mediatore
11.4:

émel yap evbela M AL Tétuntar Sixa kata 70 E, In effetti, poiché una retta AT risulta secata a meta
mpdokeLTaL 8¢ avTh N ZA, 7O dpa vmo TOV I'Z, ZA secondo E, e ad essa risulta sommata ZA, il
meplexdpevor Opfoydrior peta Tob amo Ths AE  rettangolo compreso da I'Z, ZA piu il quadrato su

TeTpaydvov toov éoTl T Ao Ths EZ TeTpaydvo. AE ¢& quindi uguale al quadrato su EZ.

Si noti il presente pro perfecto come d’abitudine con le forme di keloBal. In casi particolari, nella
principale si trova I'imperativo, come ad esempio all’inizio della dimostrazione di III.8, dove si
effettua una costruzione (EE I, 105.4-5) — riferimento a una conseguenza immediata della costruzione:

kal émel {on éoTiv 1 AM Ti EM, «kown E poiché AM & uguale a EM, sia sommata MA
mpooke{chu 1| MA . comune.

Una clausola di questo genere costituisce il caso pii comune di imperativo nella principale, ma si
trovano anche esempi di anafora incipitaria della costruzione con riferimento all’esposizione, come in
1.18 (EE 1, 27.1-9), seguita da due anafore annidate incipitarie della dimostrazione, la seconda a
giustificare la coassunzione introdotta da 6€, in cui vengono utilizzate la costruzione stessa ed una sua
conseguenza — teoremi mediatori 1.16 e 1.5; si noti anche il caso piuttosto raro di subordinata causale
posposta, introdotta da émel kal «poiché anche»:

émel yap peilwv éotiv 1) AT Tfis AB, kelobw TH AB In effetti, poiché AI' & maggiore di AB, uguale a
{on 1) AA, kal émelelxbw 1) BA. AB sia posta AA, € sia congiunta BA.

kal émel Tprydvov Tob BIA éktds éoTl yovia 1 Um0 E poiché & un angolo AAB all’esterno di un
AAB, pellwv éotl Ths évtos kal dmevavTiov Tfis triangolo BT'A, & maggiore di un interno e opposto
UmO AI'B, {om 8¢ 1 vm0 AAB Tf Um0 ABA, émel kal AI'B, e AAB ¢ uguale a ABA, poiché anche un lato
mhevpa 1| AB T§ AA éotw {om, pellov dpa kal 1, AB & uguale a AA, anche ABA & quindi maggiore
Um0 ABA Tfis Umo ATB. di AT'B.

La posizione dell’anafora non ¢ sempre incipitaria alla dimostrazione, e puo venir fatto riferimento a
risultati stabiliti in corso di dimostrazione o in teoremi precedenti. Tipico, ma non caratterizzante,
delle anafore non incipitarie & il sintagma introduttivo md\wv émel «di nuovo, poiché»: di norma lo si
trova in repliche di anafore analoghe formulate precedentemente. Vediamo esempi di anafore non
incipitarie presi dal cuore delle dimostrazioni di I1.9 e I1.4. In I1.9 le due anafore introdotte da md\wv
émel danno il via a seguenze deduttive strettamente parallele a quelle che le precedono
immediatamente, e che sono introdotte da kal €mei. Leggiamo per primo un lungo estratto da I11.9 (EE
I, 82.3-83.1) — nessun teorema mediatore; si notino le spiegazioni posposte omologhe delle
coassunzioni delle prime due anafore:

e ey

kal émel 1) Um0 HEZ nMuiceld éoTwv 0pdfis, dpbn 8¢ 11 E poiché HEZ & meta di un retto, e EHZ & retto —

’ )

0 EHZ {om ydp éoTt TH évTos kal dmevavtiov Tf ¢ infatti uguale all’interno e opposto EI'B —, EZH

um0 ET'B- \oumn) dpa 1 00 EZH Muiceld oty dpbfjs:  restante & quindi meta di un retto: 1’angolo HEZ

¢

{on dpa [éoTiv] ) Um0 HEZ yovia TH Umd EZH: doTe [&] quindi uguale a EZH: cosi che anche un lato



ANAFORA

kal mAevpa 1) EH 1§ HZ éoTw {om. mdAw €mel 1 mpos

70 B yovia fploerd éotwv dpbBis, oph1) 8¢ 1) Vo ZAB:

75

EH ¢ uguale a HZ. Di nuovo, poiché ’angolo su

B ¢ meta di un retto, e ZAB ¢& retto — ¢ infatti di

v \ ’ b \ ~ b \ A\ kb 7’ ~ e \
Lon yap TAALY €0TL TN €EVTOS KAL ATEVAVTLOVY T1 UTTO

nuovo uguale all’interno e opposto EI'B —, BZA

ETB- Mowm dpa 1 vmd BZA fjpioerd éoTiv opbiis: Tom

dpa 1) Tpos TG B yovia TH Um0 AZB- doTe kal mAevpa

N ZA mhevpd Tf AB éoTwv om. kal émel {om éoTiv 1

AT 71 TE, {oov éoTl kal 76 dmo AT 74 dwo T'E* Ta

dpa amo Tov AT, TE TeTpdywva Simhdoid éoTL Tob
amd AT. Tols 8¢ amd Tov AT, TE {oov éoTi TO 4mod
THs EA TeTpdywvov: 6pbn yap 1n vmd ATE yovia: 76
dpa amdo Ths EA Sumhdolby éoTi Tob dmo TRs AT.

md\v, émel {on éotiv 1 EH 14 HZ, {oov kal 76 dmd

restante & quindi meta di un retto: 1’angolo su B ¢

quindi uguale a AZB: cosi che anche un lato ZA ¢

uguale a un lato AB. E poiché AT ¢ uguale aT'E,

anche il «quadrato> su AI' & uguale a quello su

I'E: i quadrati su AT', TE sono quindi doppi di
quello su AT". E uguale a quelli su AT', TE ¢ il
quadrato su EA — I’angolo ATE ¢ infatti retto —:
quello su EA ¢ quindi doppio di quello su AT". Di

nuovo, poiché EH ¢ uguale a HZ, anche quello su

TAs EH 16 dwd TAs HZ' Ta dpa 4mo Tév EH, HZ
THs HZ

TeTpaydvov. Tols 8¢ d4md TGv EH, HZ TeTpaydvois

7’ ’ A 9 ~ 9 \
TETPAYOVA OLTAAOLd €0TL TOoU dTO

t4 9 \ \ b \ ~ 7’ \ b4 9 \
loov €07l TO amo Ths EZ TeTpdywvov: TO dpa dmo

Tfis EZ TeTpdywvov Simhdoiéy éoTt Tod dmo ThHs HZ.

EH ¢ uguale a quello su HZ: i quadrati su EH, HZ

sono quindi doppi del quadrato su HZ. E uguale
ai quadrati su EH, HZ ¢ il quadrato su EZ: il
quadrato su EZ ¢ quindi doppio di quello su HZ.

Le prime due anafore applicano un risultato raggiunto appena prima nel corso della dimostrazione ed
uno stabilito nel teorema 1.29, giustificato dalla spiegazione posposta in forma di citazione parziale
istanziata; le seconde due impiegano rispettivamente un’uguaglianza posta per costruzione e quella
raggiunta al termine della catena deduttiva innescata dalla prima delle quattro anafore. In I1.4 (EE I,
72.12-14)

kal €mel {oov éoTl TO AH 7§ HE, kal éoTt 70 AH E poiché AH & uguale a HE, ¢ AH & «il rettangolo
70 Umo TGOV AT, I'B* {om yap 1) HI' 7§ I'B- kal 70 compreso> da AI', 'B — HI" ¢ infatti uguale a I'B —,
HE dpa {oov éoTl T UTO AT, I'B. anche HE ¢ quindi uguale a quello da A", T'B.

la prima condizione & un rimando al risultato di 1.43 non mediato da un riferimento a fatti posti in
costruzione, la seconda, coordinata con un kai, una conseguenza immediata (sottolineata come tale
dalla spiegazione posposta) di un’uguaglianza stabilita nella prima parte della dimostrazione.

1.5. DIMOSTRAZIONE

La dimostrazione ¢ una rete di inferenze tenuta insieme da rimandi di tipo anaforico a risultati
precedentemente assunti (nell’esposizione o nella costruzione) o stabiliti, vuoi come principi vuoi
come proposizioni. Della configurazione geometrica risultante dalla costruzione sono identificate
alcune proprieta rilevanti all’ottenimento del risultato finale. I passaggi necessari al raggiungimento di
questo scopo costituiscono la logica al lavoro nel corso della dimostrazione vera e propria. Posizione
preminente in questa rete di inferenze hanno la logica delle relazioni e quella dei predicati, in quanto
fanno procedere la macchina deduttiva messa in moto dalla costruzione.

1.5.1. Logica delle relazioni

La discussione della logica delle relazioni in questa lunga sezione sara divisa in cinque sottosezioni:
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1) Relazioni e sillogismi relazionali nelle dottrine logiche antiche, in particolare presso Aristotele
e Galeno.

2) Considerazioni generali sull’abbondanza relativa di relazioni e predicati nel corpus antico e
loro rilevanza dal punto di vista deduttivo.

3) 1l criterio fondamentale di identificazione di una relazione: la posizione dell’operatore
relazionale.

4) Interazioni tra relazioni e struttura inferenziale: transitivita, simmetria, composizione, stabilita.

5) Analisi di alcuni problemi testuali.

1.5.1.1. Aristotele e Galeno sulle relazioni

Le relazioni come ente logico e le loro proprieta non rientrarono, se non tangenzialmente ed in
extremis, nel raggio d’azione delle dottrine dialettiche antiche. Le discussioni dei relativi offerte nel
corpus aristotelico, in Cat. 7, Top. A 4 e Metaph. A 15, si limitano a sottolineare le peculiarita
relazionali di certi predicati, anche se ¢ possibile intravedere un’evoluzione significativa
dall’esposizione in Cat. 7 a quella nel piccolo lessico filosofico di Metaph. A 15. Nella prima, sotto la
categoria dei relativi sono semplicemente elencati singoli relata (cio¢ degli enti visti nel rispetto del
loro soddisfare un certo predicato) come TO tTAdoLov «cid che & doppio», mentre sono offerte ampie
discussioni della questione della convertibilita e della cosussistenza dei relativi. La seconda si riferisce

anche a due relata nel loro rapporto reciproco, tramite espressioni del tipo

1) 8umhdoiov mpods fuiov «doppio rispetto a metd», o in generale TolamT\dolov TpoOS
ToAooTNdpLov «multiplo rispetto a sottomultiplo» (relativi kaT’ dptOudy «numerici»),

2) oppure TO TUNTLKOV TPOS TO TUNTOV «cid che & secatore rispetto a cid che & secabile»
(relativi kaTa Svvapy moinTikNY Kal TadnTikny «secondo capacita attiva o passiva),

3) oppure TO LeTPNTOV TPOS TO PETpPoV «cid che & misurabile rispetto alla misura» (il primo &
detto relativo T) dA\o mpos avTo Aéyeobau «per il fatto che un altro & messo in relazione
con esso»),

4) o infine in quanto specie di un genere che ¢ noto essere un relativo,

In Metaph. A 15 & incluso un accenno a relata maggiormente generici come TO {oov kal GpoLov kal
TadTé «cid che & uguale, simile ed identico»'*®, questi ultimi ricondotti alla specie dei relativi
numerici. Troviamo anche riferimenti a singoli predicati quali T0 d80vaTov «cid che & impossibile»,
alla maniera dell’esposizione nelle Categorie. Insomma, niente a che vedere con uno studio delle
relazioni come ente logico, analogo ad esempio a quello offerto per i predicati dallo stesso Aristotele
nella sua sillogistica. Lo stesso si dica delle dottrine stoiche in proposito (Mignucci 1988, Menn
1999), la testimonianza principale per le quali ¢ un passo di Simplicio (in Cat., 165.32-166.29).

E invece nei capitoli XVI-XIX dell’Institutio logica di Galeno che troviamo un abbozzo di
sistematizzazione della logica delle relazioni. Egli si riferisce alle deduzioni contenenti relazioni come
a un Tp{Tov €l80s OCUMOYLOLGV «terza specie di sillogismo» e li chiama katd TO Tpds TL
ovloytopol «sillogismi relazionali». Asserisce inoltre pitt volte che essi ricalcano nella loro
formulazione certi assiomi kafolikd «generali» o0 yevikd «generici» € sono da questi convalidati
come inferenze dimostrative (Inst. log. XVL.5, 10, 12, XVII.1, XVIII.1, 6, 8). Abbiamo gia discusso
nella sez. 1.0.5 del significato, fondamentale per una comprensione corretta di tutta la pratica

126 Si vedano Metaph. A 15, 1021a8-14 e b6-8, dove la relazionalitd dei nomi astratti {o6Tns «uguaglianza» ed 6poléTns
«similitudine» ¢ fatta derivare da quella degli enti corrispondenti.
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dimostrativa greca, di quest’asserzione di Galeno e dell’osservazione di Aristotele in APr. A 24 (un
possibile contributo di Posidonio ¢ menzionato in Inst. log. XVIIL.8).

Veniamo ora agli altri aspetti salienti, nella nostra prospettiva attuale, della breve esposizione di
Galeno. Egli asserisce che i sillogismi relazionali sono di utilita particolare in aritmetica e logistica
(XVI.1, 6 e XVIILS5; il testo trasmesso non fa menzione della geometria), e propone immediatamente
un certo numero di esempi. Tra questi spiccano inferenze di ovvia origine matematica'>’, che ripartisco
in tre categorie:

1) Deduzioni per transitivita dell’uguaglianza (I.2-3 e XVI.6). Sono rese valide dall’assioma
generale enunciato come El. I.nc.1, citato da Galeno con menzione dell’applicazione che ne fa
«Euclide nel primo teorema» (XVIL.6).

2) Deduzioni per composizione (XVI.1-3 e 9), del tipo “a = 2b; b = 2¢: quindi @ = 4¢”. Sono rese
valide da un assioma che le estende ad ogni multiplo o sottomultiplo ma che Galeno fornisce solo in
versioni particolari quanto al (sotto)multiplo, quale ad esempio (XVI1.3)

el 88¢ Tis O dpLBpds ToDSé Twos ein TpLTAdolos, Se un certo numero ben definito fosse triplo di un
<Tob 8¢ TpLmAaociov: TANV €Tepos €in Tpimhdolos, certo numero ben definito, e di nuovo un altro
9 7’ " v e 7 9 \ ~ . . . .
e€vveamidolos <«ar> etn o pellwv apBpos Tob fosse triplo «del triplo>, il numero maggiore
9 7’ \ b 7’ 7’ 7’ e 9 7’ . .

e dTTOVOS, Kal avaoTpéavTli ool mdAly 0 €XdTTwy sarebbe ennuplo del minore, e di nuovo se

A ’ 5 5 , <128
TOV HEL{OVOS‘ €EVATOV €0TAL LEPOS. converti

il minore sara nona parte del maggiore.
A questa categoria sono apparentate le inferenze per somma e sottrazione di uguali da uguali (XVI4 e
7-8). Esse sono rese valide dagli assiomi generali enunciati in El. I.nc.2-3 (ma Euclide non viene
menzionato).

3) Deduzioni per particolarizzazione (XVIIL.5-7), chiamate dva A§yov «proporzionali» e del tipo “a
cbuc:dya:b:2:1:quindic:d::2: 17, che Galeno correttamente non riconosce come caso
particolare di 1) — si ricordi che due rapporti in una proporzione non sono uguali ma identici: si tratta
quindi di un’applicazione della transitivita dell’identita, non dell’uguaglianza. Queste sono rese valide
dall’assioma generale ov 6 aiTos 6 Aéyos kaBdlov, ToUTwr kal ol katd pépos Adyol mdvTes ol
avTol «di cid che in generale & lo stesso rapporto, di questi saranno gli stessi anche tutti i rapporti
particolari».

Come ¢ chiaro dagli esempi, il grado di generalita dell’«assioma generale» ¢ variabile: Galeno non
ritiene opportuno fornire una versione valida per tutti i multipli dell’assioma relativo alla prima
fattispecie in 2); quello in 3) non ¢ I’analogo di I.nc.1 applicata all’identita, ma un assioma fabbricato
come retrocalco dell’inferenza particolare in oggetto. Viene da chiedersi se Galeno non intendesse
impiegarli come testa di ponte per un ripensamento radicale delle condizioni di validazione di
" tutti
i sillogismi Sta Ty TOV émTeTaypévor avTols kabolkdr aftopdTov mloTw €xovol TNy

un’inferenza. Egli stesso corrobora quest’ipotesi, traendo addirittura la conclusione che (quasi)

oloTaowy «mutuano la loro formulazione dalla forza persuasiva degli assiomi generali che sono loro

27 Ma non sono 1’unico genere, come non lo saranno in Alessandro. Galeno propone infatti esempi di inferenze che
coinvolgono 10 pd\\ov «il pit» (XVI.12) oppure basate su relazioni tra loro converse (XVI.10), come «essere padre / figlio
di», anche se siamo piuttosto lontani dal vedere impostata una discussione sulle relazioni inverse.

128 Usato nel senso della conversione della relazione, non del rapporto.

12 Ma lo oxed6v «quasi» di Galeno a Inst. log. XVII.1 & sicuramente niente di pitt che una modulazione cautelativa.
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sopraordinati» (si veda il termine tecnico inverso UmoTdTTelv nella sez. 2.1.6)"°. Cio fa capire quanto
I’idea avesse preso la mano a Galeno e quanto la sua portata si discostasse da un’analisi pura e
semplice della logica delle relazioni, di cui troviamo dunque, nell’ Institutio logica, solo tracce che non
formano una pista: il nome «relazionali» per la «terza specie» deriva da una proprieta accidentale di
questi sillogismi (e se vogliamo costituisce una geniale trovata pubblicitaria di Galeno, cui hanno dato
séguito gli interpreti moderni), che invece sono tipizzati semplicemente dalla loro riottosita a inserirsi
in schemi inferenziali considerati canonici dalle due scuole dominanti — del tutto disconnessa da una
logica relazionale ¢ ad esmpio I’inferenza (riportato anche da Alessandro come esempio di argomento
immetodicamente concludente) del tipo «dici “¢ giorno”; ma dici il vero: quindi & giorno», la cui
discussione occupa I’intera sezione XVII dell’Institutio logica.

La proposta di Galeno ¢ pertanto solo il sottoprodotto di una logica unicamente argomentale
focalizzata sul possibile carattere sillogistico di certe inferenze una volta che siano sostenute da un
assioma. Queste inferenze sono legate alle relazioni ed alla loro logica solo per accidente, e la
discussione di Galeno non si estende ad un’analisi delle relazioni in quanto oggetti logici. Puo darsi
che egli abbia affrontato lo stesso soggetto da un’angolazione differente in opere perdute, ma non
abbiamo altri indizi che suoi accenni fatti di passaggio (cfr. ad esempio Inst. log. XVII.1). La breve
esposizione di Galeno, per quanto contenente spunti potenzialmente eversivi in rapporto alle due
dottrine logiche dominanti, ¢ stata dunque sopravvalutata dagli interpreti recenti, per motivi strategici
legati al generale, e lodevole e pienamente condivisibile, atteggiamento rivalutativo nei confronti della
logica antica.

Galeno non fu I'unico a occuparsi della questione delle inferenze relazionali. Alessandro di
Afrodisia, seguito come d’abitudine da tutta una scuola di commentatori”', esclude dalla classe dei
sillogismi in forma propria tutti gli argomenti particolari che necessitano di una premessa addizionale
generica, e mostra come trasformare la loro formulazione, incorporando la premessa addizionale ed
«amalgamando» le due particolari originariamente presenti in un’unica coassunzione, in modo che
recuperino la forma sillogistica corretta. Gli argomenti non ben formati in questione sono gli

2

apedsdus mepaivovtes «che concludono immetodicamente»'™ attribuiti ai vedTepol «moderni»

ovverosia agli Stoici'”’, tra i quali I’inferenza per transitivita dell’'uguaglianza & addotta come esempio

principe. Ne riparleremo tra breve.
1.5.1.2. Relazioni e predicati

Nella matematica greca le relazioni trovano un impiego ben piu estensivo che non i predicati. Due
sono i motivi principali di questa differenza. In primo luogo, una configurazione geometrica mette
naturalmente in campo un certo numero di relazioni tra gli enti matematici in gioco, e di norma un

N

teorema non stabilisce che un certo predicato si applichi all’ente che ¢ il soggetto logico della
proposizione, ma appunto che sussiste una certa relazione tra alcune componenti di questo soggetto
logico. Il secondo motivo ¢ che molte relazioni introdotte posseggono proprieta (come ad esempio la
transitivita) che le rendono particolarmente adatte a interagire con le inferenze deduttive. Vi ¢ un solo
luogo nella matematica greca dove i predicati predominano: sono i Data, che costituiscono anche

10 Galeno si premura di precisare (XVIL.7 e ancor prima 1.5) che il significato di dE{wpa da lui assunto & quello di é€
ab(Tod) moTOr Mdyov «enunciato autoevidente» — e non quello di «asserto» sancito dalla logica stoica.

131 Testimonianze in Alessandro, in APr., 21.28-22.23, 68.21-69.4, 344.9-346 .6, in Top., 14.18-15.14; [Ammonio], in APr.,
70.1-71.6; Filopono, in APr.,36.10-11 e 321.7-322.18 e [Temistio], in APr., 121.20-123.8.

132 Menzionati solo alla fine (XIX.6) da Galeno, che non stabilisce alcuna connessione con i suoi sillogismi relazionali, ed
anzi dichiara «superflui» quelli che concludono immetodicamente.

'3 Non & chiaro se i «moderni» possano essere identificati con gli Stoici, né se tutte le forme proposte possano essere
attribuite a questi ultimi; si veda Barnes 1990, 68-75.
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I’unico caso, eccezionalmente ampio e raffinato, di esplorazione esplicita della logica di un singolo
predicato (si veda Acerbi 2011a).

Un problema preliminare sta nell’identificare quali espressioni linguistiche rappresentino relazioni
tra oggetti e quali no. La questione non ¢ immediatamente risolubile proiettando all’indietro un elenco
di oggetti logici che in prospettiva moderna sono ovviamente relazioni. Non essendo queste ultime enti
logici di cui sia stata offerta una tematizzazione adeguata dalle scuole dialettiche antiche, non abbiamo
a disposizione strumenti concettuali coevi per trattarle. Né possiamo prendere automaticamente per
buona una parziale identificazione con la categoria dei relativi, per i quali non fu elaborata, come
abbiamo visto nella sezione precedente, nessuna sistematizzazione su basi logiche. Sarebbe un errore
restringere le proprieta da indagare a quelle che modernamente caratterizzano certi tipi di relazioni, ad
esempio transitivita e simmetria, per quanto queste risultino di importanza decisiva. Vedremo che
entrano in gioco in modo cruciale anche altri aspetti, che la scrittura simbolica moderna tende a far
passare per irrilevanti: disposizione ed ordinamento reciproci dei termini e dell’operatore relazionale
(specialmente nel caso di relazioni simmetriche), differenze di formulazione decisive per il sussistere
o meno di certe proprieta come transitivita o simmetria, correlazione tra la formulazione e la
collocazione all’interno della proposizione, dipendenza dal tipo di trasformazioni cui una putativa
relazione ¢ sottoposta. Criteri necessari per 1’identificazione dell’espressione linguistica di una
relazione saranno il possedere 1) “posti vuoti” dove inserire i termini, eventualmente sotto forma di
nomi di oggetti (lettere denotative), 2) un predicato che funga da operatore relazionale, 3) una forma
entro certi limiti invariabile o che ammetta varianti stilistiche all’interno di un dominio strettamente
limitato. Queste condizioni non sono ovviamente sufficienti: vedremo nella prossima sezione che il
criterio fondamentale che identifica una relazione vertera su di un aspetto sorprendente in prospettiva
moderna.

Le relazioni sono enti logici, ed un ente logico si contraddistingue per il fatto di interagire con le
deduzioni. Chiamero “logica delle relazioni” questa interazione, le cui modalita sono del tutto
implicite. La ricerca di criteri identificativi ed eventuali principi regolatori puo quindi solo procedere
su base statistica. Dato che 'unita linguistica di riferimento del sistema formulare del linguaggio
matematico greco ¢ l’asserto, e che questo linguaggio ¢ eminentemente generativo, si pud cadere
nell’errore di vedere pil relazioni di quante ve ne siano in realta. Troviamo in effetti molte espressioni
formulari a n entrate, come la prima applicazione della costruzione di .23 in 1.24 (EE I, 34.1-2):

mpOs TH AE elfeiq kal T¢ mpOs alTi onpelw T Sia costruito, su di una retta AE e su un punto su di

€\

A 11 Um0 BAT yovig {on 1) Um0 EAH cwveoTdTo.  essa A, un <angolo> EAH uguale all’angolo BAT.

Queste espressioni si riferiscono perd a costruzioni: esse hanno pertanto uno statuto logico
enormemente differente dalle relazioni, ed ¢ erroneo non tenerle distinte. Errore ancora piu grave ¢
considerare come espressioni formulari anche veri e propri argomenti, mentre la categoria del
formulare matematico, e a fortiori quella delle relazioni, va sicuramente ristretta solo a espressioni
subinferenziali. Nelle tabelle qui sotto sono elencati i predicati e le relazioni piu rilevanti che appaiono
negli Elementi e nei Data. 11 verbo ¢ quasi sempre sottinteso, e si tenga presente che alcune relazioni
ammettono una doppia formulazione, come ad esempio «A ¢ simile a B» 0 «A e B sono simili tra
loro», di cui discuteremo tra breve.

Predicati

geometrici numerici teoria delle linee irrazionali

A dato (in grandezza ecc.) A primo, composto, perfetto A esprimibile (lunghezze e domini)
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A equiangolo, equilatero, A quadrato, cubo, piano, solido A irrazionale (idem)

parilatero A dispari, pari, pari volte pari

Relazioni binarie

generali geometriche astratte o numeriche
A simile a B
Ae¢B A in linea retta con B
Auguale a B A parallela a B A multiplo di B
A maggiore (minore) di B A equiangolo a B rapporto di A rispetto a B
A maggiore (minore) di B per una A omologo a B A e B hanno rapporto dato
grandezza data A intorno allo stesso diametro di B A parte/parti di B
A maggiore (minore) che in rapporto di B A uguale e simile a B"** A misura B
per una grandezza data A si sovrappone a B A e B primi tra loro
A commensurabile con B (in lunghezza, A pud piu di B per il quadrato su A e B piani o solidi simili
in potenza ecc.) una retta (in)commensurabile con
se stessa

Relazioni quaternarie

A rispetto a B come C rispetto a D

A rispetto a B ha rapporto raddoppiato/triplicato che C rispetto a D
A e B equimultipli di C e D rispettivamente (due forme)

A di B stessa parte/stesse parti che C di D

A misura B e C misura D un ugual <numero> di volte

Ho inserito la nozione di esprimibilita tra i predicati, ma si tratta in realta della relazione di
commensurabilita in cui uno dei termini, la retta di riferimento, & fissato. Le relazioni di ordine
superiore possono di norma essere ridotte ad altre piu elementari, e ad esse il criterio di identificazione
che esporrd nella prossima sezione si applica solo in maniera derivata. Ad esempio, la proporzionalita
tra grandezze ¢ un’identita di rapporti, cio¢ la composizione di due relazioni binarie. La
proporzionalita tra numeri ¢ invece definita in termini della relazione quaternaria «essere la stessa
parte o parti», e questa ¢ a sua volta la composizione della relazione d’identita con la relazione che
opera su coppie ordinate «essere parte di». Al livello linguistico, siffatte strutture sono segnalate dalla
presenza di avverbi quali lodkis «equi-», nel caso la relazione piul esterna sia quella di uguaglianza, o
da determinazioni di identita. Tutte le relazioni quaternarie elencate sono di questo genere (I’essere in
rapporto duplicato / triplicato risulta dalla composizione di pil relazioni di proporzionalita). Si noti
che cid che lega le relazioni binarie in una quaternaria sono determinazioni di identita'” o di
uguaglianza: nessun oggetto ¢ determinato da una relazione binaria, e questa ¢ una delle ragioni per
cui le differenze di formulazione sono altamente significative.

Non si rintracciano relazioni ternarie, candidati per le quali potrebbero essere «A misura comune di
B e C», «A multiplo di B secondo C», «A misura B secondo C». In esse uno dei termini ¢ in effetti
univocamente determinato dagli altri due, quando la relazione sia rappresentata da un oggetto
matematico della stessa specie degli altri messi in relazione: nel caso appena visto i tre termini sono
numeri. Quindi «A misura B secondo C» non ¢ una relazione, e infatti non & presa come tale: si tratta

1% La potenziale relazione «A simile e posto similmente a B» compare solo all’interno di costruzioni.
135 Sul riconoscimento dell’identita come appartenente alla categoria dei relativi si veda Metaph. A 15,1021a8-14.
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della relazione binaria «A ¢ parte di B» saturata inserendo nell’espressione il nome del risultato
dell’operazione.

1.5.1.3. 1l criterio fondamentale: la posizione dell’operatore relazionale

Nella costruzione della tabella data sopra, ho applicato un criterio lessicografico fondamentale per
identificare un’espressione linguistica a due entrate come relazione binaria: in tutte o nella grande
maggioranza delle occorrenze (si veda dopo per questo distinguo), ’operatore relazionale (verbo +
predicato) si trova all’esterno della coppia ordinata di termini in relazione°. 1 termini sono di norma
contigui, a meno che non intervengano motivi grammaticali superiori, quali I’inserimento di particelle
dalla forte connotazione argomentale quali dpa, 8¢, la cui posizione all’interno della frase & governata
da regole piuttosto rigide. Mai si trovano inserite disgiunzioni o congiunzioni. Valga per tutti il
bell’esempio della relazione nel linguaggio dei «dati»

TO A ToD B 800évTL pelldv €ott §j év Adyw A & maggiore di B che in rapporto per una «grandezza> data

dove 1’operatore relazionale & I’intero sintagma 508évTL petlov elval | év A\éyw «essere maggiore
che in rapporto per una <grandezza> data». Nel caso il verbo sia non sia contiguo al predicato, ¢ la
posizione di quest’ultimo ad essere determinante. Non deve sorprendere la scelta di questo criterio di
identificazione, che ad ogni buon conto non esclude nessuna delle relazioni che considereremmo tali
in un approccio moderno: mi ¢ sembrato pitt metodico trasformare una caratteristica peculiare delle
relazioni in gioco nella matematica greca nella loro connotazione caratterizzante, piuttosto che
rischiare anacronismi. In fin dei conti, in assenza di teorizzazioni esplicite I’unica base che abbiamo
per questa ricerca sono i dati testuali.

A priori, avtemmo potuto aspettarci di vedere incluse, al pari di parallelismo e collinearita, altre
configurazioni strettamente geometriche tra le relazioni, quali la terna «A perpendicolare a B», «A ad

angoli retti con B», «A ortogonale a B»"’

, oppure «A su B», «A centro di B», «A tangente a B».
L’esclusione deriva semplicemente dal fatto che quelle citate non soddisfano il criterio fondamentale,
ed in effetti, a parte ancora il parallelismo, risultano sterili dal punto di vista deduttivo. Tale inattivita
¢ appunto segnalata gia al livello linguistico tramite la posizione interna dell’operatore che caratterizza
tali configurazioni.

Insomma, non troviamo scritto 1 AB {om €07l TH TA «A & uguale a B», ma {on éotiv 11 AB T
I'A «¢ uguale A a B». Tre sono i motivi per cui cid non accade in futte le occorrenze. Il primo, ovvio, ¢
che la lingua matematica greca ¢ quella naturale, e non un linguaggio simbolico in cui alcune
espressioni siano ben formate ed altre no. Ma proprio per questo, una distribuzione in cui certe
occorrenze siano preponderanti richiede di essere spiegata in termini di adesione ad una pratica
avvertita come canonica. Il secondo motivo ¢ legato alla posizione dell’espressione relazionale
all’interno della proposizione matematica. L’operatore ¢ sistematicamente posto in posizione esterna
nel corso dell’inferenza, cio¢ all’interno della dimostrazione, ma cid pud non accadere in enunciato o
in esposizione. Si pud quindi osservare una soluzione di continuita, un passaggio in cui ’operatore
viene riportato in posizione interna. Cid avviene quando si avvicini la conclusione della
dimostrazione, e pill precisamente quando si formi per la prima volta I’espressione linguistica che poi

costituira la conclusione. L’attrazione del polo formulare della conclusione (cioe dell’enunciato) & pil

136 Come in altri casi, si tratta di una struttura corrente in prosa greca ordinaria; la sua significativita nello stile matematico
deriva dalla frequenza statistica predominante.
137 La prima specializzata a relazioni di ortogonalita nel piano, la terza nello spazio.
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forte dell’attrazione del polo formulare della relazione. In questo dualismo gioca il fatto che i termini

delle relazioni negli enunciati non ricevono lettere denotative, ed un’espressione con l’operatore

esterno puo rendere lo stato di cose matematico difficile da ricostruire: I’operatore interno serve anche

N

a separare i differenti termini della relazione. La distribuzione delle occorrenze ¢ messa bene in

evidenza in I1.8 (EE I, 78.15-81.2; in grassetto i numeri dei passaggi con operatore interno, in corsivo

quelli con operatore esterno), che ci permettera di spiegare un terzo motivo pil oltre:

éav evBela ypappn Tunod, s €Tuvxev, TO TeTpdkls VWO TAS OAns kal €vos TOV
TuNpdTov TepLtexdpevor dpBoydrior peta Tod dmo ToD AoLmod TUAWLATOS TETpAyWrou

1  {oov éoTl T) dmé Te ThHS 6Ans kal Tob elpnpévov TuRLaTos ws Amo WLds dvaypadévTt
TETPAYOVQ.

9 ~ ’ e ’ e v \ A ~ /7 14 \ 7’
€evBela ydp Tis N AB TeTunobo, 0s €Tuxev, katd To I' onpelor: AMéyon OTL TO TETPAKLS

2 WO TOv AB, BT mepLexdpevor dpBoydviov petda Tod dmo Ths AT TeTpaydrov loov €oTl

T® dmo Ths AB, BI" 0s dm0 pids dvaypadévTt TeTpaydvy.
€xBePAiobo yap ém evbelas [T AB elbela] 1 BA, kai kelcbow TH I'B {on 1 BA, kal
avayeypdddo amd THs AA TeTpdywvor TO AEZA, kal katayeypdddo Sitmhody TO oxfua.
4  Emel obv {on éoTiv 1) TB T§ BA,
5 dMa 1 pev I'B 1f HK éoTw {om,
6 1 6¢ BA i KN,
7  kal 1 HK dpa 7 KN éoTtw {om.
8 8ua Td avTa 8 kal 1 ITP 1§ PO éoTw {om.
9  «kal émel {on éoTlv 1) BI' T1) BA,
10 % 8¢ HK T KN,
11 {oov dpa éoTl kal 10 pév TK 19 KA,
12 76 8¢ HP T4 PN.
13 a\\a 70 TK 1@ PN éotw {oov: mapaminpdpaTa yap Tod 'O Tapalknioypdppov:
14  «xal 76 KA dpa 79 HP {oov éoTiv:

15 Ta téooapa dpa Ta AK, TK, HP, PN {ca d\\joits éoTiv.

16 Ta Téoocapa dpa TeTpamhdoid éoTL Tod TK.

17  wd\wv, émel lon éoTiv 1) TB TH BA,

18 dA\a M pev BA 1§ BK, TovtéoTL TH TH {on,

19 7 8¢ I'B T HK, TovtéoTu T HII, éoTwv {om,

20 «kal M TH dpa Tf HII {on éoTiv.

21  «kal émel {on éoTiv 1) pev TH T HII,

22 %8¢ TIP ) PO,

23 {oov éoTl kal 7O pev AH 7§ MII,

24 10 6¢ TIA T PZ.

25  d\a 10 MIT 76 TIA éoTw {oov' TapaminpdpaTta yap 1o MA mapalinloypdppov:
26 «al 10 AH dpa 16 PZ {cov éoTiv:

27 Ta Téooapa dpa Ta AH, MII, ITA, PZ {ca dA\lots éaTiv:

28 Ta Téooapa dpa Tob AH €oTL TeTpaTidoia.

29  &8eixOn 8¢ kal Ta Téooapa Ta I'K, KA, HP, PN 700 I'K TeTpamAdoia:

30 Ta dpa OkTd, & Teptéxel Tov ETY yvdpova, TeTpamidold éoTL Tob AK.

31 «kal émel 1O AK 70 0o TOV AB, BA éoTLv-
32 1{om yap 1 BK 7 BA-

33 710 dpa TeTpdkis UTO TOV AB, BA TeTpamAdoLéy éoTL Tod AK.

aRb

aRb

aRb

Rab
abR
abR
abR
abR
Rab
Rab
Rab
Rab
abR
abR
abR
aRb
Rab
abR
abR
abR
Rab
Rab
Rab
Rab
abR
abR
abR
abR
abR
aRb
abR
Rab
aRb
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34  &8eixOn 8¢ Tob AK TeTpamidoios kal 6 ETY yvdpov: aRb
35 70 dpa TeTpdkis IO TOV AB, BA {oov éoTl T) ZTY yrdpovt. aRb
36 KooV mpookeiobn TO ZO, § éoTwv {oov TG amo THS AT TeTpaydvy: aRb

. T0 dpa TeTpdkis VWO TOV AB, BA mepiexdpevor Oploydrior peTtd Tod amo AT R
a
TeTpaydvov Loov éoTl T) ETY yrdpovt kal T ZO.

38  dM\a 6 ZTY yvdpov kal 70 Z0O Slov €Tl TO AEZA TeTpdywvov, § €oTv 4mo Ths AA- aRb
39 70 dpa TeTpdkis VIO TOV AB, BA petd Tod dmo AT {oov éoTl TG dTO AA TeTpaydvy: aRb
40 1om 8¢ 1 BA T1) BT Rab

70 dpa TeTpdkis VWO TOV AB, BI mepiexdpevov Oploydrior petd Tod amo AT
41 TeTpaydrov toov éoTl TO dTO TAS AA, ToutéoTL TG dmO Ths AB kal BT ¢s amd pids  aRb
avaypadévTL TETPAYGVY.
2N\ b 9 ~ A ~ e v \ 7’ e \ ~ 14 \ 4 \ ~
¢av dpa evBeta ypapun TUNOR, os €Tvxevr, TO TeTpdkls VMO Ths OAns kal €vos TOV
0 TuNpdTov TepLtexdpevor dpBoydrior peta Tod dmo ToD AoLmod TUAWLATOS TETpAyWrou
{oov éotl T) A Te ThHS SAns kal Tod elpnpévov TuRuaTos ws Amd pLds dvaypadévtL  aRb

‘ o y -
TeTpayove: émep €SeL detéal.

Alcune osservazioni su questo testo. Primo, passaggi come 6 non hanno I’operatore relazionale, ma
sono correlati in modo stretto ad altri che lo hanno: occorre suppore che 1’operatore sia costruito amo
kool e si trovi quindi nella stessa posizione che occupa nelle frasi circostanti. Lo stesso
ragionamento vale per i passaggi 10, 12, 22, 24. Secondo, il passaggio 16 fa eccezione (il che non
costituirebbe un problema in linguaggi non formalizzati, come abbiamo visto sopra). Esso & perd
ripreso, dopo lo iato in 17-28, “in buona forma” in 29, dove ¢ una coassunzione, mentre in 16 ¢ la
conclusione di un argomento parziale, che gia in nuce prefigura la struttura del risultato da ottenere. In
effetti da 30 inizia la sequenza di espressioni con operatore interno, fatte salve quelle in 31-32 e 40, in
cui I’operatore esterno ¢ spiegato dal loro carattere di coassunzioni.

Di portata maggiore sono le considerazioni da fare a proposito del passaggio 3. L’operatore {on &
interno, ma il motivo € che si tratta di una citazione istanziata della costruzione in 1.2 e non
dell’espressione di una relazione. L’ordinamento dei termini ¢ quindi forzatamente identico a quello
nell’enunciato di 1.2, anche se la forma verbale ¢ anteposta, come ¢ la norma nelle costruzioni. La
necessita di adeguarsi ad una formulazione canonica per la costruzione interferisce con la regola, che
in questo caso le & subordinata, di collocazione dell’operatore relazionale all’esterno della coppia di
termini. Per chiarire meglio il fenomeno, vediamo in parallelo I’enunciato di 1.2 e la forma normale
della sua applicazione (EE I, 8.11-12; si ricordi che ketabat funge da passivo di T{fnL):

TpOS TG 800évTL onueiw TH Sobelon elbeiq lony elbelav 6éabat. keloBw TH AB {on 1 BI.

Il riferimento al punto (sottolineato) ¢ sistematicamente omesso, in quanto risulta evidente
dall’assegnazione delle lettere (I’estremo dove applicare il segmento uguale ¢ quello in comune alle
due rette). All’attrazione dell’espressione keioBw T AB {om 1 BT, derivata dalla formulazione
costruttiva primaria, va attribuita anche la posizione interna dell’operatore relazionale nel caso delle
“inversioni” tra dativo e nominativo in asserti non costruttivi del tipo T AB {on éoTlv 1 T'A, alcuni
esempi dei quali leggiamo in I1.10 (EE 11, 85.10-86.7):

Td dpa amwo Tov El, TA TeTpdyova SimAdoid éoTtt Tod 1 quadrati su EI', TA sono quindi doppi del

amo Ths TA TeTpaydvov. Tols 8¢ dmo Tov EI', TA {ocov quadrato su I'A. E uguale a quelli su EI", TA &

N

o1l 70 dmo Ths EA- 70 dpa amd Ths EA TeTpdywvov quello su EA: il quadrato su EA & quindi doppio

M
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Sumhdoéy éott Tod amd Ths ALl TeTpaydvov. mdiw,
émel {om éotiv 1 ZH T EZ, {ocov éoTl kal TO0 dmod THis
ZH 19 dmod Ths ZE- Td dpa dwd Tév HZ, ZE dimhdoLd

¢ott 7o dmod Ths EZ. Tols 8¢ dmo Tév HZ, ZE {gov

€oTl 10 dmo TAs EH' 10 dpa dmd ThHs EH SumAdoiév

¢oTL Tob dmo ThHs EZ. {om & 1} EZ T T'A" 10 dpa d4mod
THs TA.

€deixOn 8¢ kal 1O dmod ThHs EA dumhdolov Tod dmod THis

THs EH TeTpdyowvov SimAdoiéy éoTt Tod Ao

AT Ta dpa dmod TGv AE, EH TeTpdywva SimhdoLd éoTl

del quadrato su AI'. Di nuovo, poiché ZH ¢&
uguale a EZ, anche quello su ZH ¢ uguale a
quello su ZE: quelli su HZ, ZE sono quindi
doppi di quello su EZ. E uguale a quelli su HZ,

ZE ¢ quello su EH: quello su EH ¢ quindi

doppio di quello su EZ. E EZ ¢ uguale a T'A: il
quadrato su EH ¢ quindi doppio di quello suT'A.
E fu anche dimostrato quello su EA doppio di
quello su AT': i quadrati su AE, EH sono quindi

TOv amo Tov AT, TA TeTpaydvov. Tols 8¢ amo Tov AE,
EH Ths AH
TeTpdyowvov: 70 dpa dmd ThHs AH SumAdoléy éoTi TOV
amo Tev AT, TA.

doppi dei quadrati su AI', TA. E uguale ai

TeTpaydrots {oov éoTl TO d4mo quadrati su AE, EH ¢ il quadrato su AH: quello

su AH ¢ quindi doppio di quelli su AT",T'A.

Il fenomeno stesso delle inversioni ¢ spiegato dalla necessita di aderire alla disposizione dei termini
richiesta dalla pratica delle inferenze per transitivita, di cui ci occuperemo piu oltre. Si noti che, come
accadeva in I1.8 all’operatore TeTpam\dolos «quadruplo», in I1.10 StmAdoilos «doppio» & posto tra i
termini in quanto 1’espressione di cui fa parte ¢ gia una versione ridotta dell’enunciato.

Per converso, dobbiamo attenderci che una relazione sia formulata in maniera invariante quando
derivi dall’enunciato di una definizione o di una proposizione, o meglio, dalla forma istanziata
canonica che tale enunciato assume. La formazione di una siffatta espressione canonica ammette due
tipologie differenti.

1) La prima si riscontra, come nell’esempio appena visto, quando 1’espressione canonica derivi da
un problema di costruzione. In questo caso possono occorrere variazioni quanto alla formulazione
primaria (ovviamente passaggio da imperativo a indicativo nel verbo, ma anche soppressione o
aggiunta di parti dell’enunciato, spostamenti di termini o dell’operatore); quello che ne risulta & pero
una forma fissa. Esempio rappresentativo ¢ 1’evoluzione che porta alla relazione «... essere in <linea»
retta con... ». Seguiamone la traiettoria dalla formulazione generale in I.post.2 alla prima
appplicazione in una costruzione in [.2, alla prima formulazione come asserto istanziato nella
determinazione di .14 (EE1,4.16-17,8.18-19,22.15-16):
kal Temepaopévny evbelav katd TO cuvvexes ém  E di prolungare senza soluzione di continuitd una retta
evBelas éxPalelv limitata in inea> retta
éxBepAiobucar ém evBelas Tals AA, AB evBelal
at AE, BZ

My &TL ém’ ebelas ol TH B 1 BA.

Siano prolungate in <linea> retta con AA, AB rette AE,
BZ

Dico che BA ¢ in inea> retta con I'B

Nel postulato non compare il nome del prolungamento, mentre nelle applicazioni sono eliminati in
quanto inutili le determinazioni sul carattere limitato della retta e sulla contiguita del segmento da
prolungare con il suo prolungamento, sostituite dall’evidenza derivante dall’assegnazione delle lettere:
le due lettere denotanti indicano che la retta da prolungare ¢ limitata, la lettera in comune con il
prolungamento indica la contiguita. L’oggetto della dichiarativa nel postulato ¢ trasformato in
complemento del determinativo «in <linea> retta» del verbo ékBd\\eLv «prolungare», volto al passivo.
Occorre un soggetto, e viene introdotto con questo ruolo il prolungamento. Le modifiche lasciano
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liberta di disporre i termini nel modo che leggiamo; la forma della costruzione istanziata primaria in
1.2 induce naturalmente quella dell’asserto che formula la relazione in 1.14.

Le due occorrenze di operatore interno nell’esposizione locale della reductio della stessa 1.14 (una
delle quali una supposizione) sono spiegabili con la necessita contingente di enfatizzare la retta da
prolungare, su cui verte la reductio, ponendola in vicinanza della forma verbale (EE I, 22.17-18).

el yap pv €otu i) BI ém elbeias 1 BA, éoTw T Se infatti BA non ¢ in <linea> retta con BT, sia BE in
I'B ém’ evbelas 1 BE. inea> retta con I'B.

Occorre pero insistere ancora sul fatto che le regolarita nella pratica sono identificate su base
statistica, e che pertanto non ¢ necessario giustificare tutte le divergenze dalla convenzione
maggioritaria. Altro esempio interessante nella stessa prospettiva ¢ quello della traiettoria della
relazione «... essere parallela a... », dove assistiamo alla differenziazione tra 1’espressione della
costruzione in 1.32, rigidamente formulare in quanto aderisce all’enunciato di 1.31, e quella della
relazione nella determinazione di 1.27, derivata tramite una trasformazione canonica dalla forma
primaria reciproca (cio¢ con il pronome dAAn\os) nell’enunciato della stessa proposizione. Leggiamo
nell’ordine i quattro passaggi rilevanti in 1.31, 32, 27 determinazione ed enunciato (EE I, 43.11-12,

44.17-18,39.3,38.21-23):

Sta Tob 800évTtos omuelov TH Sobelon elbelq
TapdAAnAov €0Belay ypapupuny dyayetv.

Ax0w yap Sta Tod T omuelov TH AB elBelq
TapdAnios 1 TE.

éav els &lo evBelas evBela épmimTovoa Tas
évallaé yovias {oas dAAjAats o), TapdAAniot

goovTal aMlats ai evdelat.

Myw §TL mapdIAn\ds éoTwv 1) AB 71 TA.

Condurre per un punto dato parallela ad una retta data
una linea retta.

In effetti, sia condotta per il punto I" parallela alla retta
AB <una retta> I'E.

Qualora una retta che incide su due rette faccia gli

angoli alterni uguali tra loro, le rette saranno parallele

tra loro.
Dico che AB ¢ parallela a T’A.

2) Nella seconda tipologia il passaggio alla forma canonica della relazione deriva in maniera diretta
da un principio, come ad esempio le definizioni di parti e di multiplo in VII.def.3 e 5 (EE II, 103.5-6 ¢
8-9):
pépos €oTiv dplBpos dptbpod 6 éldocwr Tod  Parte di un numero & un numero, il minore del maggiore,
peilovos, 6Tav kaTtapeTpf Tov pellova. quando misuri completamente il maggiore.
moMamhdolos 8¢ 0 pellwv Tod éldooovos, E multiplo, il maggiore del minore, quando sia misurato
§Tav kaTapeTpiitalr vmo Tob éNdooovos. completamente dal minore.

Il termine da definire assume posizione incipitaria ed ¢ privo di articolo, come ¢ la norma: di
conseguenza, I’operatore relazionale «parte» o «multiplo» ¢ posto all’esterno della coppia di termini in
relazione (notare le due coppie parallele e rigidamente separate dptBpos dptBpod 6 €Ndoowy ToD
pellovos). La forma cosi stabilita diventa, per il solito meccanismo di adesione stretta al formato
dell’occorrenza primaria, direttamente quella standard; non sono necessarie le trasformazioni

intermedie che occorrono nella tiplogia precedente.

Solo per espressioni derivate da costruzioni o enunciati dichiarativi si pud dunque postulare
I’esistenza di un’unica formulazione canonica, su cui eventualmente si innestino le fluttuazioni nella
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posizione dell’operatore relazionale. Quando cid non accada'®, e questo & ovviamente il caso
dell’uguaglianza, sono ammesse formulazioni differenti (¢ il terzo motivo accennato prima della
lettura di 11.8), quale quella che troviamo nei passaggi paralleli 15 e 27 in I1.8: A, B {oa d\\1\ots
€oT{v «A e B sono uguali tra loro». Si tratta di un fenomeno di attrazione da parte della formulazione
primaria, introdotta in I.nc.1, della transitivita dell’uguaglianza: i due passaggi sono in effetti
conclusioni di inferenze di questo genere. Cid giustifica la presenza del pronome reciproco: la
formulazione A, B {oa €oTi(v sarebbe perd stata sufficiente in una presunta definizione di
«uguaglianza», sulla falsariga, ad esempio, delle definizioni di parallelismo e commensurabilita, dove
il pronome reciproco & assente. All’esterno di questa fattispecie, si tratta di una formulazione
nettamente minoritaria, spesso impiegata negli enunciati e nei principi (e quindi nelle loro citazioni),
dove raramente gli oggetti sono nominati singolarmente, oppure, come anche in II.8, in quanto
I’uguaglianza ¢ stabilita tra 4 termini, mentre «... ¢ uguale a...» & un predicato a 2 posti.

Si noti infine, e questo verra utile tra breve quando parleremo delle due forme che assume la
relazione di equimultiplicita, che la formulazione con il pronome reciproco rende esplicita la
simmetria della relazione di uguaglianza, ma non la sua immediata adattabilita come premessa di una
inferenza per transitivita (sebbene in I1.8 ne sia la conclusione canonica!); ed infatti i due passaggi 15
e 27 originano inferenze piuttosto banali ad una sola premessa. Formulazioni equivalenti pil
“innocenti” dal punto di vista logico trovano applicazione quando la “stessa” relazione sia impiegata
in contesti differenti, che di norma spostano I’enfasi su aspetti complementari della connessione
intercorrente tra i termini. Tipizzano questo fenomeno le relazioni binarie equivalenti 6 A Tov B
peTpel «A misura B» e 0 A ToD B pépos €oTiv «A ¢ parte di B» (I’equivalenza & gia stabilita in
VIL.def.3 letta sopra) e quelle quaternarie, analoghe, todkis 6 A Tov B peTpel kat 0 T TOov A «A
misura B e I’ <misura> A un ugual <xnumero> di volte» € 6 A To0 B 170 avTo pépos éotiv, émep 0 T
Tol A «A di B ¢ la stessa parte che I' di A».

Alcune delle relazioni incluse nella tabella all’inizio di questa sezione sono una inversa dell’altra, ad
esempio quelle (sia binarie che quaternarie) legate alle nozioni di parte e multiplo. Come abbiamo
appena visto, in VII.def.3 e 5 cid ¢ messo in evidenza gia al livello di definizione dalle dialettiche
«maggiore» / «minore» nella denominazione dei termini e attivo / passivo nella diatesi del verbo. Si
noti perod che alle due forme della relazione quaternaria di equimultiplicita non corrispondono due
forme omologhe per I’equipartizione, che pure ¢ la sua “inversa” naturale. Per quanto anche
quest’ultima ammetta due formulazioni, esse sono linguisticamente disomogenee, come ricaviamo
dalla tabella qui sotto. Solo le due nella prima riga sono linguisticamente omologhe, non le altre due: il
motivo ¢ che non ¢ disponibile come termine tecnico derivato il plurale di «parte», in quanto tale
plurale ha un significato indipendente, come vedremo nella sez. 2.6:

equimultiplicita equipartizione
lodkis éoTl molamhdolov 7O A Tod B kal 10 I' lodkis 0 A TOv B peTpel kai 6 T’ Tov A
TO0U A

¢oTL Ta A, T 7OV B, A lodkis TolamidoLa 6 A 10D B 10 a1 pépos éotiv, 6mep 0 T Tod A

L’operatore relazionale della seconda forma per 1’equipartizione separa la quaterna di termini (quanto
alla prima forma, 1’operatore relazionale & costituito dall’avverbio todkis: va quindi considerato
esterno alla quaterna). Piu in generale, in certe relazioni quaternarie 1’operatore ammette una posizione

interna ai termini anche in formulazioni rigidamente canoniche; per questo ho insistito sul fatto che il

%8 In caso di varianti il criterio fondamentale di identificazione si applica all’esistenza di almeno una forma per cui esso
valga, ma di solito ci0 accade per tutte le forme.
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criterio fondamentale di identificazione di una relazione vada ristretto a quella binarie. Il campione di
relazioni quaternarie “eccentriche” non ¢ perd molto elevato, e una discussione puntuale permette di
chiarire il fenomeno. La formulazione con operatore interno della relazione «A rispetto a B ha rapporto
raddoppiato / triplicato che C rispetto a D» ¢ forzata da quella primaria in V.def.9-10, di cui leggiamo
la prima (EE 11, 2.10-12):

Stav 8¢ Tpla peyédn dvdloyov 1, 7O mpdTov mpds E quando siano tre grandezze in proporzione, la

TO TplTov Sumhaciova \oyov €xew AéyeTar fimep prima rispetto alla terza & detta avere rapporto

mpOS TO deVTEPOV. raddoppiato che rispetto alla seconda.

Il fatto ¢ che per rapporti raddoppiati non esiste una formulazione compatta, composta di puri termini,
come quella canonica della proporzionalita “semplice” «come A rispetto a B, cosi C rispetto a D». La
definizione appena letta, confrontata con la forma “eccentrica” per 1’equipartizione, ci mette sulla
buona strada per tentare una spiegazione. Entrambe le formulazioni “nominano” esplicitamente la
relazione binaria di base, che sia «rapporto» oppure «essere parte di» — lo stesso vale per le espressioni
contenenti «avere lo stesso rapporto che», «avere rapporto maggiore che», in cui I’operatore &
regolarmente posto a dividere una coppia di termini dall’altra: in questa maniera procedono a
“smontare” nelle sue componenti binarie la struttura quaternaria della relazione, che quindi evapora in
quanto tale. Il fenomeno ¢ ancora piu accentuato se ci rivolgiamo ad una formulazione correlativa con
subordinata relativa, prefigurata nella seconda forma per I’equipartizione e che trova impiego nel
corso delle dimostrazioni. Essa fa esplodere la relazione quaternaria mettendone in evidenza la
struttura composta in binarie. Una correlativa analoga esiste per gli equimultipli; le vediamo insieme
al lavoro in VILS (EE 11, 112.3-7):

ooamhaciwv  dpa éotiv 6 BI  Tto0 A, Quante volte multiplo & quindi BT di A, tante volte

ToocavTamhaciov éoTl kal cvapddtepos 6 BI', EZ multiplo & anche BI', EZ, 'uno con I’altro, di A, A,

ovvapdoTépov Tod A, A. O dpa pépos €oTlv 6 A T'uno con laltro. Che parte & quindi A di BT, la
Tob BI', 70 alTt0 pépos €oTl kal ouvapdpdTepos O stessa parte & anche A, A, I’'uno con Ialtro, di BT,

A, A ovvapdoTépov Tob BT, EZ. EZ, ’uno con I’altro.

Nessuna delle due ¢ una relazione quaternaria: si tratta piuttosto di una constatazione esplicita di
identita delle binarie componenti (ognuna delle quali presenta regolarmente 1’operatore esterno,
beninteso). Allo stesso modo, non sono relazioni le costruzioni di equimultipli in ei\jdp6w cosi
frequenti nel libro V, ed infatti I’operatore ¢ posto all’interno della quaterna di termini, come vediamo
sull’esempio di uno stralcio da V.3 (EE 1I, 6.13-20), che comprende anche due relazioni in buona
forma:

[...] kal €lMjdbo Tov A, T lodkis molam doia Ta EZ, HO- [...] e siano presi di A, I' equimultipli EZ,

Myow &1L lodkis €oTl ToAamAdoLov 70 EZ 1o B kal 70 HO®  HO: dico che & equimultiplo EZ di B e HO

TOU A. diA.
émel yap todkis éoTl molamAdoior 76 EZ 10D A kal 70 In effetti, poiché & equimultiplo EZ di A e
HO 700 T, [...] HOdiT,[...]

1.5.1.4. Interazioni tra relazioni e macchina deduttiva: transitivita, simmetria, stabilita
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Il ruolo cruciale degli aspetti lessicografici non si ferma a quanto descritto nella sezione precedente.
Essi intervengono anche al livello delle trasformazioni cui sono sottoposte le relazioni. Ve ne sono
quattro tipologie principali:

1) Inferenze per transitivita, di gran lunga le pili comuni; caso particolare sono le sostituzioni di
termini con altri pitt 0 meno complessi, a volte introdotte da TOUTEéTTL «Cio&».

2) Inferenze per simmetria, molto ridotte in numero e concentrate nel libro V.

3) Operazioni di composizione tra relazioni.

4) Operazioni che modificano i termini pur lasciando sussistere la relazione tra i risultati:
esempio ne sono le trasformazioni di rapporti in teoria delle proporzioni (V.def.12-18):
alternando, invertendo, componendo, dividendo, convertendo, «tramite uguale» e «tramite
uguale in proporzione perturbata».

Tipologie 1) e 2)

Alcune della relazioni elencate nel prospetto iniziale sono assunte o dimostrate transitive negli
Elementi: uguaglianza in I.nc.1, parallelismo in prop. 1.30 (rette nello stesso piano) e XI.9 (rette non
nello stesso piano), equimultiplicita in V.3 (solo una delle possibili forme di transitivita; si tratta pil
propriamente di una regola di composizione), identita di rapporto (cio¢ proporzionalita) in V.11,
similitudine di figure rettilinee in VI.21 (ma [Dautenticita della proposizione ¢ dubbia),
commensurabilita in X.12. Nei Data ¢ dimostrata la transitivita delle relazioni «avere rapporto dato»
(8) e «essere maggiore che in rapporto per una <grandezza> data» (19). Eccettuata 1’ultima, che ¢ una
relazione asimmetrica, gli enunciati di transitivita hanno tutti esattamente la stessa forma; prendiamo
come esempio il parallelismo in 1.30 (EE 1,42.17-18):

at TH avthi elbelq TapdA\nlot kal dAfAais elol Le parallele alla stessa retta sono anche parallele

TapdAATAOL. tra loro.
Le esposizioni corrispondenti sono formulate come segue (EE I, 42.19-20):

¢oto ékaTépa TOV AB, TA Tf) EZ mapdAAnlos: Myw Sia una e I’altra delle AB, T'A parallela a EZ: dico
67L kal 1} AB T TA éoTL TapdAAnhos. che anche AB ¢ parallela a TA.

I soli esempio in cui tutti i passaggi in un’inferenza per transitivita siano resi espliciti si trovano non a
caso in I.1-2: ’inferenza istanziata ¢ espressa in modo tale da preservare la formulazione di base non
istanziata. Leggiamo 1.1 (EE'I, 8.1-4):

{on éoTlv 1) BT 71} BA. BT & uguale a BA. Rab
€deixOn 8¢ kal ) TA 7H AB {on; E fu anche dimostrata T'A uguale a AB: cbR

éxatépa dpa TOv TA, IT'B ) AB éoTiv {on. unae Daltra delle TA,T'B & quindi uguale a AB. (¢ Aa)bR

E gli uguali allo stesso sono anche uguali tra

Ta 8¢ T6 avTd {oa kal dA\jlots éoTiv {oa- nc 1
loro:
kal 1 TA dpa 7§ I'B éoTlv {om. anche T'A & quindi uguale a T'B. caR

I primi due asserti sono della forma Rab; cbR; la conclusione finale ha la forma caR. Lo schema
inferenziale risultante “Rab; Rcb: quindi caR” ha il termine comune nella stessa posizione e lo

N

chiameremo “parallelo”; la disposizione non & “chiastica”, cio¢ con il termine comune in posizioni
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adiacenti come in “aRb; bRc: quindi aRc”, in accordo con la pratica moderna. Le disposizioni possibili
dei termini nelle assunzioni sono ovviamente quattro:

abR; bcR: quindi acR ) o o . o
Lo disposizione chiastica dei termini

baR; cbR: quindi acR

abR; cbR: quindi acR ) o ) L
Lo disposizione parallela dei termini

baR; bcR: quindi acR

L’analisi statistica che vado ad esporre nei punti a) — d) seguenti conferma che quello “parallelo” &

lo schema canonico™’

. La pratica piu corrente nelle inferenze per transitivita pone il termine comune
in prima posizione in entrambe le premesse: “Rab; Rac: quindi Rcb” (la conclusione ¢ data nella forma
Rbc, cioe con termini non invertiti, con frequenza minore); solo in una minoranza di casi tale schema ¢
rimpiazzato da quello in cui il termine comune si trova in seconda posizione in entrambe le premesse.
Come gia visto, I’operatore relazionale R ¢ sempre posto all’esterno della coppia di termini e la sua
espressione verbale ¢ esattamente la stessa sia nelle premesse che nella conclusione; ¢ pill spesso

anteposto che posposto, ma la differenza non sembra essere significativa.

a) Transitivita dell’uguaglianza. 1 risultati per la transitivita dell’uguaglianza sono esposti nel
prospetto qui sotto'*. Nella prima riga troviamo i numeri d’ordine dei libro degli Elementi, nella
seconda le occorrenze delle disposizioni parallela/chiastica. Ad esempio, la prima colonna significa
che nel libro I la transitivitd dell’uguaglianza ¢ formulata 8 volte secondo lo schema parallelo, 5
secondo quello chiastico. Nell’ultima colonna si trovano le occorrenze per le dimostrazioni alternative.
Il totale per gli Elementi ¢ 76/35. Va notato che tra le disposizioni chiastiche troviamo anche
(pochissimi) esempi dello schema “b = a; ¢ = b: quindi a = ¢”, altrettanto eccentrico nel rappresentare
un’inferenza per transitivita in rapporto alla formulazione attuale.

1 II 111 IV \ VI Vil vl  IX X XI XII  XIO  alt. tot.

8/5 52 12/1 6/4  0/1 3/7 6/0  0/0 8/3 4/2 1/2 2/2  13/3  8/3  76/35

b) Transitivita del parallelismo. La transitivita del parallelismo ¢ applicata una manciata di volte.
Disposizioni parallele si trovano in XI.10, 13 e in XII.17, cosi come in Data 28. La sola disposizione
chiastica ¢ in IV.7.

¢) Transitivita dell’equimultiplicita. E da aspettarsi che le nozioni legate alla teoria delle
proporzioni, dato il loro carattere particolarmente astratto, rivelino un grado di rigidita formulare
maggiore che non le nozioni tipiche di altri libri degli Elementi. Consideriamo in primo luogo la

141

relazione di equimultiplicita™ . Come per tutte le relazioni a quattro posti, si tratta di due relazioni a

due posti annidate: la relazione «A ¢ multiplo di B» tra A e B e quella di uguaglianza tra i multipli. Due
grandezze A, C sono equimultipli di altre due B, D se e solo se A = nB e C = nD per lo stesso intero #,
dove occorre intendere nB come 1’addizione ripetuta di B a se stesso secondo le unita in n, con n > 1:

19 T campioni per similitudine e commensurabilita sono troppo ristretti per produrre dati significativi. Limitarsi alle altre
relazioni ¢ pill che sufficiente. Ho applicato altrove questi risultati a mostrare che la transitivita non pud “spiegare” i
sillogismi perfetti aristotelici (Acerbi 2009b).

0 Ho escluso ovunque inferenze per transitivita a pit livelli, in cui I’annidamento delle relazioni, e la conseguente omissione
di termini, impedisce di determinare lo schema usato.

! La logica molto peculiare della relazione complementare «A di B & la stessa parte che C di D» sara analizzata nella sez.
2.6.
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scriverd, in forma simbolica, (A, C) = n(B, D). La nozione non ¢ definita, probabilmente perché lo ¢
quella di molamAdolov «multiplo», e d’altra parte 1’avverbio lodkis nella locuzione {odkis
Tolamhdotor «equimultiplo» va preso in un significato coincidente con quello corrente.
L’equimultiplicita ad » fissato & transitiva, ma di questo fatto non viene mai offerta dimostrazione'¥, il
che ¢ ragionevole, dato che si tratta di una conseguenza immediata della transitivita dell’uguaglianza.
La nozione ¢ invero studiata nel libro V: la serie di risultati proposta in V.1-6 ¢ una piccola teoria
indipendente della nozione di «equimultiplo»: mentre le proposizioni V.1, 2, 4 sono usate in maniera
cruciale nella teoria delle proporzioni, V.3 ¢ applicata solo nella dimostrazione di V.4, e V.5, 6 non
trovano impiego nel libro V e quindi neanche negli Elementi. E perd immediato indicare proposizioni
di teoria delle proporzioni che, in un senso ben preciso oltre che per specifiche identita di
formulazione (con asterisco nel prospetto), corrispondono a quelle del gruppo V.1-6:

teoria degli equimultipli 1 2 3 4% 5% 6
teoria delle proporzioni 12 18 22 15% 19*% 17

Contrariamente a quanto accade nel libro VII, nessuna delle proposizioni della prima riga ¢ usata per
dimostrare, neanche parzialmente, le proposizioni corrispondenti. E possibile perd mostrare che esiste
una dualita in senso forte tra le due relazioni a 4 posti alla base del libro V, cioe quella di
equimultiplicita e quella di proporzionalita, e che questo puo fornire un motivo, strutturale anche se
storicamente non corroborabile, per la presenza di proposizioni come V.5-6. L’idea ¢ la seguente.
L’equimultiplicita consiste in due relazioni a due posti annidate, «A ¢ multiplo di B» e la relazione di
uguaglianza tra i multipli; la proporzionalita consiste anch’essa in due relazioni a due posti annidate,
«rapporto di A rispetto a B» e la relazione di identita tra i rapporti. La prima oggettualizza la seconda e
ne ¢ caso particolare per rapporti numerici di tipo multiplo: A ¢ multiplo di B secondo m se e solo se il
rapporto di A rispetto a B & m'*.

Un parallelismo analogo, che puo erroneamente indurre a credere che la teoria generale si sia
determinata storicamente come sviluppo di quella numerica (una fallacia interpretativa che ha radici
gia nella concezione pitagorica e poi neoplatonica della primarietda dell’aritmetica rispetto alla
geometria), si evidenzia nelle serie di teoremi corrispondenti all’interno del libro V: le operazioni che
nella prima serie agiscono sulla coppia di multipli, nella seconda si trasferiscono ai termini omologhi
in una proporzione, quelle che nella prima operano sulla coppia multiplo-sottomultiplo, nella seconda
lo fanno sui termini di un singolo rapporto. Nella def. 5, invece, le due relazioni sono per cosi dire
intrecciate come trama e ordito: i rapporti sono stabiliti tra antecedenti e conseguenti, gli equimultipli
viaggiano separatamente sui termini omologhi, antecedente con antecedente e conseguente con
conseguente.

La condizione di equimultiplicita ¢ formulata tramite due espressioni: diciamo che «¢ equimultiplo
A di B e C di D» ¢ in forma I, mentre «sono equimultipli A, C di B, D» ¢ in forma II. In forma I la

2 Ciog, in simboli, se (A, C) = n(B, D) e (A, E) = n(B, F), allora (E, C) = n(F, D). In V.3 si dimostra come comporre
relazioni di equimultiplicita a termini fissati e multipli differenti. Si tratta di una forma di transitivita differente da quella qui
considerata (e ce ne occuperemo tra breve), ma il mero fatto che una forma di transitivita sia in gioco impone che il suo
enunciato sia in forma I.

3 Per questo motivo la definizione di proporzionalitd numerica in EI. VII.def.21 finisce sostanzialmente per identificarle:
«numeri in proporzione sono quando il primo del secondo e il terzo del quarto siano equimultipli o la stessa parte o siano le
stesse parti», anche se occorre stare attenti che 1’identificazione ha luogo tramite la relazione «essere la stessa parte», inversa
di quella di equimultiplicita. Una volta adottata questa definizione, la teoria delle proporzioni numerica risulta
particolarmente semplice.
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struttura della formulazione ¢ quindi RwnB.,B><mD.D>. Nella forma II, invece, la struttura &
SamB,mD><B,D>, dove R e S simbolizzano le espressioni verbali delle relazioni in questione'*.

)

lodkis éoTl ToMamAdolov TO A Tod B & equimultiplo' A di B e C di

forma I R«mB ,B><mD D>
kal 70 T 100 A D B D
éott Ta A, T T0v B, A lodkis ) o )

forma II , sono equimultipli A, C di B, D mB.,mD><B.,D>S
ToANATAdOLA

La forma II non pud essere la conclusione canonica di un’inferenza per transitivita
dell’equimultiplicita ad m fissato, dal momento che le quattro grandezze non sono in ordine opportuno
per permettere sostituzioni di blocchi linguistici; cido accade invece nella forma I. D’altro canto la
simmetria dell’equimultiplicita ¢ manifesta nelle espressioni in forma II a causa del passaggio al
plurale; questa & probabilmente la ragione per cui entrambe le forme trovano impiego. Solo la forma I
puo quindi figurare in uno schema di transitivita per membri paralleli: e in effetti, dove viene
impiegata la transitivita dell’equimultiplicita — cio¢ in V.5 (bis), 6, 8, 17 (bis), cui vanno aggiunte
VIL.S e 7 (bis) — si trova applicata solo la forma I, e in tutte le occorrenze la disposizione dei termini ¢
parallela.

La forma II ¢ invece esclusiva di tre contesti: (i) le «costruzioni» che precedono una dimostrazione;
(if) all’interno di una dimostrazione, ogni volta che viene applicata la condizione di proporzionalita
della def. 5; (iii) alla fine di una dimostrazione, quando un’asserzione di equimultiplicita assunta come
valida oppure dimostrata viene ripresa. In nessuno di questi tre contesti, che sono legati alla def. 5 e
danno origine a quasi tutte le occorrenze, troviamo catene deduttive per transitivita
dell’equimultiplicita: si vedano le proposizioni V.4-5, 8 e 17; la proposizione V.6 ha la forma I nella
dimostrazione, la forma II altrove. Riassumendo, in tutto il libro V otteniamo: le proposizioni 11-13,
22-23 hanno solo la forma II; le proposizioni 2, 5 e 15 solo la forma I; le proposizioni 3, 4, 6-8, 16-17
entrambe. Gli altri teoremi non usano gli equimultipli. Nella proposizione V.16 la sola occorrenza in
forma I si trova all’interno di una citazione di V.15, nella cui esposizione troviamo la forma I. Gli altri
riferimenti a V.15 (nelle proposizioni V.16 e 23) hanno la forma II, in accordo con I'uso «locale» delle
proposizioni ospiti.

d) Transitivita della proporzionalita. La transitivita della proporzionalita ¢ applicata ripetutamente,
sia nel libro V che altrove; la ripartizione delle occorrenze tra schema parallelo e chiastico ¢ 36/10. Un
teorema analogo a V.11 non viene dimostrato in teoria dei numeri, ma la transitivita della
proporzionalita ¢ applicata ripetutamente nei libri aritmetici. L’aderenza allo schema parallelo ¢ in
questo caso quasi completa; la ripartizione delle occorrenze ¢ 28/2. Il seguente prospetto riassume la
situazione:

I I m Iv vV VI vl vlliI IX X XI XII XII ¢tor.
0/0 0/0 0/0 0/0 50 14/2 5/0 23/2 0/0 43 1/1 12/4 0/0 64/12

Anche la condizione di proporzionalita formulata nel definiens della def. 5 era concepita come una

146

relazione per cui vale la transitivita™. Consideriamo prima le applicazioni della condizione: la

144 Nel caso della forma I, il simbolo « , > denota a sua volta una relazione, cio¢ «essere multiplo di»; nel caso della forma II,
lo stesso simbolo denota semplicemente una coppia ordinata. Ho anche rimpiazzato A con mB and C con mD, nella speranza
di rendere la cosa pi chiara.

5 La costruzione paratattica con il predicato al singolare & tipica della lingua greca.

146 Nella sua formulazione “nuda”, cio¢ facendo astrazione dal fatto che identifica una relazione denominabile con il singolo
termine «proporzione» e scrivibile in forma compatta «come A rispetto a B, cosi C rispetto a D» ma opaca quanto alla
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transitivita ¢ impiegata dove ci si deve aspettare, cio¢ nella dimostrazione di V.11 (anche se questo
passaggio non era reso esplicito nelle prime versioni, come vedremo sotto). La simmetria della

condizione di proporzionalita ¢ usata nella dimostrazione di V.13, dove la disuguaglianza data nella
147

N

condizione ¢ verificata in ordine invertito "', ed ¢ comunque garantita dalla forma della def. 5.
Insomma, sia I’equimultiplicita che la condizione di proporzionalitd venivano concepite come cio che
oggi chiamiamo relazioni di equivalenza, dal momento che sia simmetria che transitivita di entrambe

venivano date per acquisite e in effetti usate'*®

. Resta da vedere se il definiens stesso della def. 5 fosse
concepito oppure no come una relazione di equivalenza. Per questo ¢ necessario analizzare in dettaglio

la sua formulazione, in particolare i connettori logici impiegati. Differisco il problema alla sez. 2.8.

Dal momento che siamo interessati solo alla disposizione dei termini e poiché tutti gli enunciati non
istanziati delle regole di transitivita hanno la medesima formulazione, siamo autorizzati a sommare i
dati dei punti a) — d): il totale aggregato ¢ 152/48.

Il dato statistico piu rilevante ¢ dunque che la disposizione chiastica ¢ adottata in una stretta
minoranza di casi. Chiaramente, siamo ben lontani dal trovare zero occorrenze per essa, e da libro a
libro degli Elementi si registrano fluttuazioni, ma tutto cid ¢ comprensibile una volta che si ricordi che
i testi matematici greci non facevano ricorso ad alcun simbolismo. Tuttavia, i dati indicano
chiaramente che lo schema parallelo ¢ quello canonico: la ripartizione delle occorrenze tra i due
schemi, proprio perché & straordinariamente improbabile come fluttuazione statistica'*’, & significativa,
e richiede un’interpretazione in termini di una pratica indirizzata da un criterio applicato
intenzionalmente. Il criterio non puo che essere quello di adottare una disposizione dei termini
avvertita come pil in linea con le formulazioni non istanziate (si riveda in quest’ottica il testo di I.1
letto sopra).

Tutte le relazioni matematiche considerate finora sono anche simmetriche, cioe aRb se e solo se
bRa. L’osservazione merita una digressione. Quando la relazione non ¢ simmetrica, la disposizione
chiastica € necessaria in uno schema di transitivita, se si vuole mantenere la stessa relazione in
entrambe le premesse. Ad esempio, scriviamo sempre “a > b; b > ¢: quindi a > ¢” (disposizione
chiastica dei termini e la stessa relazione sia nelle premesse che nella conclusione), e non “a > b; ¢ <
b: quindi a > ¢” (disposizione parallela dei termini ma relazioni differenti nelle premesse), che ¢
corretto ma apparirebbe per lo meno eccentrico. Ma collocare simmetria e transitivita di una relazione
sullo stesso piano ¢ un punto di vista tipicamente moderno, dato che entrambe le proprieta entrano
nella definizione di relazione di equivalenza, una nozione centrale nella logica delle relazioni. Non ¢
detto che gli antichi avessero una concezione cosi connessa delle varie proprieta di cui pud godere una
relazione, e non c’¢ alcuna cogenza a formulare la transitivita con una disposizione chiastica fino a che
i problemi creati dalle relazioni asimmetriche non siano chiari. Anzi, proprio il contrario sembra aver
luogo. In effetti, negli Elementi troviamo un certo numero (basso) di inferenze per transitivita della
relazione «maggiore di». Bene, lo schema chiastico “a > b; b > ¢: quindi a > ¢” ¢ attestato in X.44,
XI.21 (e nella dimostrazione alternativa di quest’ultima; non si tratta di un’occorrenza indipendente in
quanto la parte rilevante della dimostrazione ¢ ripetuta identica). Lo schema per membri paralleli “a >
b; a < c: quindi ¢ > b” si trova invece in .21 (bis), X1.23 (la conclusione ¢ b < c) e nelle dimostrazioni

corrispondenza dell’espressione con la parte operativa della definizione (si confronti con la definizione di «tri-angolo equi-
latero»).

“T EE I, 21.23-26. Questa peculiarita ¢ stata considerata una fallacia logica (Mueller 1981, 149, nota 13). Il fenomeno non si
mostra in G, proprio in quanto Gerardo impiega sempre nelle applicazioni la stessa formulazione della definizione.

¥ La riflessivita & una conseguenza di considerazioni metamatematiche e ben difficilmente possiamo pretendre di trovarne
tracce nei testi matematici antichi.

¥ La probabilita che la partizione effettiva sia il risultato di una distribuzione casuale del termine comune & minore di 1 su
107.
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alternative di X.1 e XII.17"°. Una caratteristica di quest’ultimo schema lo rende ancora pil
interessante. In entrambe le occorrenze in 1.21, 1’assunzione che ho indicato con a < ¢ non contiene nel
testo il segno “minore”, ma il “maggiore” accompagnato da un’inversione dei termini! Si noti, come
osservato sopra, che l'inversione nella coassunzione comporta lo spostamento dell’operatore
relazionale in posizione interna (EE I, 30.5-10, e cfr. I’inferenza successiva alle righe 14-17):

at TE, EB dpa T6v TA, AB peilovés elow. d\a TE, EB sono quindi maggiori di T'A, AB. Ma
Tov BE, EI' pelloves ¢&deixbnoav at BA, AT maggiori di BE, ET" furono dimostrati BA, AT": BA,
TOMG dpa al BA, AT Tov BA, AT peilovés elowv. AT sono quindi di molto maggiori di BA, AT.

In XI.23 I’'inferenza mira ad ottenere una minorazione, come € evidente dal contesto, e 1’assunzione
“invertita” ¢ quindi quella principale, fatto che si attaglia perfettamente alla catena di inferenze per
maggiorazione da cui ¢ ottenuta. Se ne deve decisamente concludere che neanche per una relazione
non simmetrica ’adesione ad una disposizione chiastica fosse percepita come una caratteristica
rilevante di un’inferenza per transitivita. Al contrario, la conformita all’ordine lessicografico canonico
dei termini (cioe quello impiegato per relazioni simmetriche) va considerato un criterio regolativo pil
forte del mantenimento della stessa relazione nel corso dell’inferenza.

I commentatori aristotelici non furono disposti a vedere connessioni fra transitivita e forma
sillogistica, anche se ’ovvieta di certe inferenze per transitivita e la loro applicazione corrente e
sistematica in argomenti matematici rendeva necessario discuterle, se non altro perché erano
rappresentanti emblematici della classe degli argomenti «che concludono immetodicamente». Gli
stessi commentatori non sembrano aver posto particolare attenzione all’ordinamento dei termini.
Alessandro scrive la sua inferenze per transitivita dell’uguaglianza nello schema “c = b; a = ¢: quindi a
= b” (in APr., 344.14-15)"". Lo stesso esempio si trova in Galeno, Inst. Log. XV1.6"* dopo una
citazione dell’enunciato generale di transitivita dell’uguaglianza nella forma che troviamo in El. I.nc.1
(ma attenzione che il testo necessita di un’integrazione!), egli fa riferimento all’inferenza di base in El.
I.1, formulata introducendo ordinali alla maniera stoica (si veda la sez. 2.9):

TO mpATOY TE kal TO SeUTepov <T( TpiTw {oov>, Sia il primo che il secondo < uguale al terzos, cosi il

€xatépw avTov Loov dv eln olTw TO TpdTOV. primo sarebbe uguale a uno e all’altro di essi.

Un argomento che conclude immetodicamente addotto meno di frequente ha «avere gli stessi genitori»
come relazione transitiva. Nello stesso campione di autori considerati per la transitivita

1%0'Si aggiunga a queste occorrenze uno schema del tipo “a > b; a = ¢: quindi ¢ > b in XIIL.8.

13! Per un elenco delle occorrenze delle inferenze per transitivita dell’uguaglianza nella letteratura esegetica antica si veda
Barnes 1990, 68-71. Gli schemi seguiti da alcuni commentatori aristotelici sono i seguenti: Alessandro, in Top., 14.21-22: a =
b; b = c: a = ¢ (la seconda clausola ¢ nella forma ¢ = b nel ms. Par. gr. 1874 e nell’ Aldina); [Ammonio], in APr.,70.11-12: a
=b; b =c: a = c; Filopono, in APr.,36.10-11 e 321.10-11, e [Temistio], in APr., 121.23-24: a = b; ¢ = b: a = c. Le fonti non
rendono del tutto chiaro se le inferenze per transitivita dell’uguaglianza fossero classificate tra gli argomenti che concludono
immetodicamente. Un’occhiata a queste testimonianze rende immediatamente chiaro (cosa che d’altronde era da attendersi)
che le esposizioni degli argomenti che concludono immetodicamente non sono indipendenti 1’'una dall’altra, sia nella scelta
degli esempi che nella maniera di affrontare i problemi sollevati da questo genere di inferenze. Darei quasi per certo che
(come spesso accade) Alessandro sia stata la fonte ultimativa di tutti quelli che lo seguono: Filopono lo cita esplicitamente
come tale a in APr., 321.8. Resta tuttavia il fatto che una particolaritd come 1’ordinamento dei termini negli esempi fosse
lasciato all’estro del singolo commentatore.

152 A Inst. log. 1, Galeno offre due volte un argomento per transitivita dell’'uguaglianza applicato a tre uomini chiamati Teone,
Dione e Filone. Il passaggio & corrotto, ma gli schemi saranno stati con ogni probabilita “a = b; ¢ = b: a = ¢” nella prima
occorrenza ¢ “b = a; b = c¢: a = ¢” nella seconda. Anche qui si trova citato I’enunciato generale di transitivita
dell’uguaglianza.
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dell’uguaglianza, troviamo I’argomento formulato tre volte nello schema “aRb; bRc: quindi aRc” e
una volta nello schema “aRb; cRb: quindi aRc”">.

Argomenti di simmetria sono impiegati in esposizioni peripatatiche della teoria aristotelica del
sillogismo. Un interessante argomento mostra che le premesse universali negative convertono
simpliciter sulla base della simmetria manifesta della relazione espressa dal verbo dmolelyvvpat
«sono disgiunto». La dimostrazione ¢ attribuita ad Eudemo e Teofrasto da Alessandro (in APr., 31.4-9
e 34.13-15) e, prendendo da Alessandro e in maniera meno perspicua come al solito, da Filopono (in
APr.,48.11-18). Leggiamo la versione di Alessandro (si noti I’uso del perfetto):

TN 8¢ 8etéw ovTws mololvTal: kelobw TO A kaTtd
A ~ 9 \ 7’ 9 /7 ~
Unodevos ToU B el kaTa pndevods, amélevkTal TOoU
B 10 A kal kexdpioTat: TO 8¢ dmelevypévov
b /7 9 /7 \ \ b4 \
amelevypévou amélevkTdl® kat To B dpa mavTos
b ’ ~ b \ ~ \ \
amélevkTar ToU A €L O6€ TOUTO, KATA HUNOEVOS

avTod.

Fanno la dimostrazione cosi: sia posto che A «si
predichi> di nessun B; se di nessuno, A da B ¢
disgiunto e separato; ma cio che ¢ disgiunto &
disgiunto da cio da cui ¢ disgiunto: anche B ¢ quindi
disgiunto da ogni A; e se questo, <si predica> di

nessuno di esso.

Merita menzionare altri due accenni antichi alla simmetria di relazioni in contesti tecnici. Il primo ¢ in
Proclo, iE, 373.5-23 (commento a 1.30 — transitivita del parallelismo), dove egli osserva che «il
geometra era solito dimostrare, negli argomenti riguardanti le relazioni (év Tols mepl TGV oxéoewy
\oyols), I'identita che pervade tutti gli enti che hanno la stessa relazione rispetto allo stesso» ed
afferma che non tutte le relazioni sono transitive, ma basta che siano simmetriche per risultarlo (!).
Proclo usa per «essere simmetriche» dvTioTpédovol cuveVipws «convertano sinonimicamente» e
adduce come esempi uguaglianza, similitudine e identita ed infine la TapdAAn\os Béats «posizione
parallela» — gli stessi esempi di Metaph. A 15 nello stesso ordine — argomentando infine che «il
parallelismo ¢ infatti una similitudine di posizione, se cosi si puo dire». Il secondo ¢ in Cleomede,
Cael. 1.1.24 (1.1.228-232 Todd), dove sull’esempio degli abitanti degli antipodi ¢ fatto cenno alla
distinzione tra le oxéoels «relazioni» che dvTioTpédovot «convertono» e quelle che non lo fanno.

Tipologie 3) e 4).

Un’attenzione particolari meritano le inferenze appartenenti alla tipologia 4), cio¢ le operazioni di
composizione di relazioni. Esempi particolarmente interessanti provengono dal V libro degli Elementi.
Iniziamo da V.3, dove si dimostra come comporre relazioni di equimultiplicita con multipli differenti.
Si tratta di una specie di transitivita, come ¢ suggerito dal fatto che 1’enunciato sia in forma I; si noti la
locuzione «tramite uguale» (EE II, 6.7-11)"*:

&av mpdTov Sevtépov todkis § moMamidotor kai  Qualora primo di secondo sia equimultiplo e terzo

TplTov TeTdpTou, AndOf 8¢ lodkis TolamAdola Tod  di quarto, e siano presi equimultipli sia del primo

Te TpbTou KAl TpiTou, kal 8L loov TOV AndbévTov che del terzo, tramite uguale anche <«dei multipli>

€xdTepov €kaTépov lodkis €oTat ToANATAdoLoV TO  presi rispettivamente sard equimultiplo questo del

pev Tod SeuTépou TO 8¢ TOU TETApTOU. secondo e quello del quarto.

S | primi tre in Alessandro, in APr., 344.32-34 e 345.6-7, e [Temistio], in APr., 122.3-4, il quarto in Filopono, in APr.,
321.22-24 (la seconda e la quarta occorrenza sono schemi del sillogismo non valido in cui «essere fratelli» sostituisce «avere
gli stessi genitori»).

1% Per 1’uso degli ordinali si veda la sez. 2.8. Nel primo asserto ’operatore relazionale & posto all’interno e lo & anche
nell’esposizione (lo stesso vale anche per V.2), ma nel corso della dimostrazione & posto regolarmente all’esterno, salvo nella
citazione istanziata di V.2.
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In simboli e con le convenzioni adottate sopra: se (A, C) = n(B, D) e (E, F) = m(A, C), allora (E, F) =
k(B, D) — si noti che il teorema non asserisce che k = nm. La transitivita opera dunque sulla seconda
delle due relazioni annidate (uguaglianza dei multipli): il suo sussistere non & ovvio e merita pertanto
una dimostrazione.

La proposizione corrispondente in teoria delle proporzioni ¢ V.22, che stabilisce la validita della
trasformazione «tramite uguale»; traduco 1’esposizione perché pil trasparente (EE 11, 32.17-21):
€0t 6Tocaody peyébn Ta A, B, I kal d\\a alTtols Siano quante si voglia grandezze A, B, I' e altre
{oa 10 mAfBos Ta A, E, Z, clvdvo hapPBavépeva év  uguali ad esse in molteplicita A, E, Z, nello stesso
TO adTh Aoyw, s pev 10 A mpos TO B, oUTws TO A rapporto prese due a due, come A rispetto a B, cosi
mpos 7O E, &5 8¢ 1O B mpos 70 T, o0Tws TO E mpds A rispetto a E, e come B rispetto a T, cosi E rispetto
TO Z* Myw &1L kal 8L {oov év 7§ adTd Moyw €oTal. a Z: dico che anche tramite uguale saranno nello

stesso rapporto.

In simboli: se A:B::C:D e B:E::D:F, allora A:E::C:F; a questo teorema si riconduce I’esempio di
Galeno in Inst. log. XVI.1-3 e 9. Si tratta dunque dell’operazione di composizione di rapporti. Una
menzione speciale merita I’impiego della locuzione 6u” {cov «tramite uguale» qui e specialmente in
V.3 e nella coppia di proposizioni V.20-21. Leggiamo I’enunciato di V.20 (EE 1I, 30.2-5):

v N tpla peyédn kal d\ka advTols {oa TO Qualora siano tre grandezze e altre uguali ad esse in
mAf0os, olrduo Aappavdépeva kal év 7@ alT@® molteplicitd, <e> anche nello stesso rapporto prese due a
\oyw, 8L {gou 8¢ TO mpdTOr Tob TpiTou Lellov due, e tramite uguale la prima sia maggiore della terza,
N, kal 10 TéTapTov Tod €kTou pellov €oTal, anche la quarta sara maggiore della sesta, e qualora sia
kdv {oov, toov, kav ENaTTov, ENATTOV. uguale, sara uguale, e qualora minore, minore.

e confrontiamolo con V.def.17 (EE 11, 3.12-17):

. ¥ ’ ) \ 7 P ~ \
OL” {oou AOyos €0TL TAELOVOV OVTOV HLEYEODY Kal

d\\wv  avtols  {owv TO mAjBos  olvduo
appavopévor kal év T@ adTh Aoyw, dTav | oS
¢v TOls TpwTols peyébeol TO mpdTOV TPOS TO
EoxaTtov, oUTws év Tols SeuTépols peyébeot TO

- o "y R -
TPOTOV TPOS TO €oxaTov: 1 dA\ws' ANPLs TOV

drxpov kad’ VmeEalpeciy TOV péowv.

Rapporto tramite uguale ¢, essendo pill grandezze e
altre uguali ad esse in molteplicita, e nello stesso
rapporto prese due a due, quando sia, come nelle prime
grandezze la prima rispetto all’ultima, cosi nelle
seconde grandezze la prima rispetto all’ultima; o in
altro modo: il prendere gli estremi previa rimozione dei

medi.

La definizione & stata maltrattata dalla tradizione manoscritta: ce ne sono due e la prima contiene
sostanzialmente 1’enunciato del teorema V.22 (cosi come V.def.18 contiene quello di V.23)"°. Un
confronto con la tradizione arabo-latina rappresentata da Gerardo da Cremona (Busard 1984, c.
118.38-43; si veda anche Anaritius, 168.3-7 Curtze)

proportio que equalitas nominatur est proportio quarundam extremitatum ad alias cum fuerint quantitates plures
duabus, et fuerint cum eis alie quantitates secundum earum numerationem in proportione una, et remote fuerint

equaliter que sunt in medio.

15 Sui problemi di queste definizioni si vedano Aujac 1986, Federspiel 2006a e 2006b.
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unita alla preziosa testimonianza, immediatamente seguente questo testo, in cui Gerardo attribuisce a
Thabit ibn Qurra I’affermazione di aver rinvenuto «in alia scriptura» una definizione sostanzialmente
identica alla prima in V.def.17"°, permette di restituire una definizione di rapporto «tramite uguale»
presumibilmente vicina a quella originale e sicuramente non fallace:

8 {oov Noyos éoTl mheldvov GvTov peyebdr kal Rapporto tramite uguale &, essendo pill grandezze e
d\\ov  avtols  {owv TO mARBos olvduo altre uguali ad esse in molteplicitd, e nello stesso
apBavopévor kal év T adTd Adyw, Mjlts TOV rapporto prese due a due, il prendere gli estremi previa

7 . € ’ ~ ’ . . . .
dkpov kab’ vreEalpeay TOV péowv. rimozione dei medi.

L’operazione «tramite uguale» sui rapporti consiste quindi semplicemente nella rimozione di uno o
pitt medi. Se proprio vogliamo espandere la locuzione brachilogica 5u° {ocou «tramite uguale»,
proporrei dunque 8. {oov Gpou «grazie a un termine uguale» (il medio comune “rimosso” della
definizione) invece di 8U" {oov StaoTripaTos «a intervalli uguali», che introduce una fastidiosa
ambiguita con il significato ampiamente attestato di StdoTnua come «rapporto»"’. Per quanto gli
interpreti abbiano sollevato perplessita, I’espressione ¢ matematicamente congrua con V.3 e V.20-21,
dove semplicemente segnala il fatto che i medi in comune siano omessi; cio rende meno problematica
la posizione della locuzione nell’antecedente dell’enunciato di V.20-21, quando conformita con gli
altri enunciati in cui essa compare suggerirebbe una posizione nel conseguente come piul appropriata.
Sia come sia, I’aver fornito questa operazione di una denominazione specifica conferma che la
disposizione chiastica (cioe¢ con il medio in comune: nel caso dei rapporti non esistono alternative
possibili a questa posizione) non fosse quella canonica nel caso di inferenze percepite come analoghe
a quella per transitivita.

La tipologia 3) & perd importante in quanto permette di introdurre la principale forma di interazione
tra una relazione e la struttura deduttiva: la stabilita della prima sotto opportune manipolazioni, cio¢
schemi inferenziali non astratti ancorati agli oggetti in gioco. La composizione in V.22 pud anche
essere vista come una caso particolare della ricerca di operazioni che garantiscano una forma di
stabilita dell’identita di rapporto; a questa categoria generale appartengono anche le altre operazioni

158

sui rapporti rubricate sotto la tipologia 4)~°. Lo stesso vale per la composizione di relazioni di

equimultiplicita. Di questo si occupa la piccola teoria sviluppata in V.1-6. Ecco nell’ordine il
“contenuto matematico” di queste proposizioni espresso in forma simbolica'’:

1) se(A,C,...)=nB,D,...)...allora(A,A+C+..)=n(B,B+D+..);
2) se(A,C)=n(B,D)e (E,F)=m(B,D),allora(A+E,C + F) =k(B, D),
3) se(A,C)=n(B,D)e (E,F)=m(A, C),allora (E, F) = k(B, D);

4) se A:B:C:D allora, per ogni coppia di multipli n ed m, nA:mB::nC:mD'®,
5) se(A,C)=n(B,D)con C,D minoridi A, B, allora (A-C, A) = n(B-D, B);

156 £ un esempio del fenomeno di dimostrazioni e definizioni alternative del testo greco degli Elementi dovute collazione di
varianti isolate.

157 Si veda ad esempio I’intera Sectio canonis euclidea e Porfirio, in Harm., 91.4-95.23.

1% La stabilita sotto convertendo e invertendo ¢& stabilita come ovvia nei porismi, quasi sicuramente inautentici, a V.19 e a
V.7.

1% Una volta che Iinteresse verta sulla stabilita della relazione in oggetto, & del tutto superfluo specificare, ad esempio, che k
=n+minV.2oche k=nmin V.3 o che k=n—min V.6 (si ricordi che un’unita non ¢ un numero e quindi il cason —m =1
va trattato a parte). Si noti che le prime e le ultime due si corrispondono nello scambio di somma e sottrazione.

10 Qui entra per la prima volta la def. 5. E pratica ormai corrente scrivere A:B::C:D e non A:B = C:D in quanto un rapporto &
invariabilmente detto «lo stesso» di un altro, e non «uguale» a questo.
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6) se (A,C)=n(B,D)e (E,F)=m(B,D)con E, F minori di A, C, allora A~-E =Be C-F =D
oppure (A-E, C—F) = k(B, D);

e le proposizioni corrispondenti di teoria delle proporzioni, in cui ¢ questione della stabilita
dell’identitda di rapporto sotto (le denominazioni potranno utilmente essere applicate anche alle
operazioni corrispondenti per gli equimultipli):

i) somma di antecedenti e conseguenti: se A:B::C:D::E:F..., allora (A + C + E...):(B+ D +
F...)::A:B (V.12);

ii) componendo: se A:B::C:D, allora (A + B):B::(C + D):D (V.18);

iii) tramite uguale: se A:B::C:D e B:E::D:F, allora A:E::C:F (V 22);

iv) passaggio ad equimultipli: A:B::nA:nB, con n multipli qualsiasi (V.15);

v) sottrazione di antecedenti da antecedenti e di conseguenti da conseguenti: se A:B::C:D, allora
(A-C):(B-D)::A:B (V.19);

vi) dividendo: se A:B::C:D, allora (A-B):B::(C-D):D (V.17);

a cui vanno aggiunti i risultati di stabilita dell’identita di rapporti sotto

vii) transitivita: se A:B::C:D e C:D::E:F, allora A:B::E:F (V.11);

viii) transitivita “mista”: se A:B::C:D e C:D > E:F, allora A:B > E:F (V.13);

ix) alternando: se A:B::C:D, allora A:C::B:D (V.16);

x) convertendo e invertendo: stabilite come ovvie nei porismi, quasi sicuramente inautentici, a
V.19ea V.7

xi) tramite uguale in proporzione perturbata: se A:B::D:F e B:E::C:D, allora A:E::C:F (V.23)"";

xii) somma degli antecedenti in proporzioni differenti con conseguenti uguali: se A:B::C:D e
E:B::F:D, allora (A + E):B::(C + F):D (V .24);

e le “interazioni” fra (dis)uguaglianze tra termini e identita di rapporto:

xiii) A:B::C:Be B:A::B:Cseesolose A=C (V.7,9);

Xiv)A:B> C:Be B:A<B:Cseesolose A>C (V.8,10);

xv) se A:B::C:D e A> C, allora B> D, e lo stesso per = ¢ < (V.14);

xvi)tramite uguale: se A:B::C:D e B:E::D:F e A> E, allora C > F, e lo stesso per = e < (V.20);

xvii)tramite uguale in proporzione perturbata: se A:B::D:F e B:E::C:D,e A> E, alloraC > F,e lo
stesso per =e < (V.21).

La teoria del libro V consiste dunque quasi integralmente (ho elencato 24 proposizioni su 25) nella
verifica della stabilita dell’identita di rapporto sotto opportune operazioni. La maniera di
dimostrazione & sempre la stessa, e comporta un’applicazione di V.def.5 nei due versi'®*: una relazione
di proporzionalita ¢ sempre assunta tra le ipotesi, ed ¢ sufficiente che le trasformazioni degli
equimultipli indotte da quelle richieste per i rapporti non introducano vincoli ulteriori sulla scelta

iniziale di multipli perché la loro genericita si preservi anche alla fine, quando la definizione 5 ¢

1! Si noti che in V.22-23 i termini sono disposti in maniera da ottenere la stessa proporzione finale.

12 Nei casi in cui cid non avviene, le assunzioni specifiche di V.7 banalizzano la richiesta di genericita e rendono immediata
la verifica della definizione, V.15 non usa gli equimultipli per verificare la def. 5. V.8 e V.13 fanno storia a sé, in quanto vi si
trova applicata la definizione 7.
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applicata di nuovo in verso opposto a quello iniziale. Che non vengano introdotti ulteriori vincoli &
dimostrato appunto nelle cruciali proposizioni V.1-2 e 4, con 'unica eccezione della transitivita
dell’equimultiplicita, non dimostrata e per cui I’assenza di vincoli ¢ da considerarsi evidente.

Piu in generale, le quattro tipologie di trasformazioni di relazioni 1) — 4) elencate sopra sono sempre
inserite in teoremi che dimostrano risultati di stabilita: questi ultimi appaiono dunque essere il centro
motore dell’indagine antica sulle proprieta delle relazioni. Che si tratti di una prospettiva interpretativa
adeguata riceve conferma da una panoramica del contenuto di altri principi e teoremi che coinvolgono
relazioni'®’:

1) Risultati concernenti 1’'uguaglianza inclusi tra le nozioni comuni premesse al libro I: stabilita
sotto somma e sottrazione di grandezze uguali (2-3), analogamente per raddoppiamento e
dimezzamento delle grandezze in gioco (5-6). Queste sono precedute dalla stabilita della “relazione”
di disuguaglianza sotto somma di grandezze uguali (4)'**. Si ricordino gli esempi di Galeno in Inst.
log. XV1.4 e 7-8 letti all’inizio di questa sezione.

2) La teoria delle proporzioni esposta nel libro VII ¢ indipendente da quella del libro V, e non ha
neanche 1’ambizione di ridimostrare in ambito numerico tutti i risultati validi per le grandezze (il che
sarebbe stato compito semplice). Nella tabella seguente troviamo le proposizioni corrispondenti:

\Y 1 5 19 12 16 22
vil 56 7-8 11 12 13 14

L’elaborazione ¢ dunque parziale, mirante a dimostrare i risultati strettamente necessari al prosieguo
della trattazione. Come in V.1-6, il segmento iniziale (VII.4-10) studia la nozione di «parte»/«parti»
indipendententemente dalla teoria delle proporzioni cui verra immediatamente applicata. In VII.4 ¢
dimostrato che tra ogni coppia opportunamente ordinata di numeri differenti vige la relazione «essere
parte» oppure «essere parti». Seguono tre coppie, VIL.5-6, 7-8, 9-10, che servono a stabilire per
numeri che sono uno «parte» (rispettivamente «parti») di un altro la relazione da cui discendera, in
accordo con la definizione, la corrispondente proposizione di teoria delle proporzioni: nell’ordine
somma di antecedenti e conseguenti, sottrazione di antecedenti da antecedenti e di conseguenti da
conseguenti, alternando, che ovviamente non ha un analogo nella corrispondente “teoria degli
equimultipli”. Le tre proposizioni corrispondenti alle coppie non sono date nello stesso ordine di
queste, che sarebbe stato 12-11-13. VII.14 dimostra la proprieta «tramite uguale». Nella 15, a rigore
solo una conseguenza della teoria, ¢ dimostrazioneta valida una forma particolare di alternando (uno
dei termini € un’unitd) applicata alla relazione a 4 posti «misurare le stesse volte».

3) Risultati di teoria della primalita in VII.23-30. La primalita relativa ¢ stabile sotto: passaggio ad
un divisore di uno dei primi (23), al prodotto tra due numeri primi relativi ad un terzo (24) e tra coppie
di primi relativi (26), al quadrato di uno dei primi (25), ai quadrati o cubi di entrambi (27), alla somma
(28). Inoltre, un numero primo & primo relativamente a ogni numero che non misura (29), e se un
primo misura il prodotto di due numeri, allora misura almeno uno dei due fattori (30).

4) Stabilita della relazione di commensurabilita sotto identita di rapporto (X.11) e sotto somma (15);
stabilita della relazione di incommensurabilita per passaggio a grandezze commensurabili (13) e sotto
somma (16); stabilita della relazione «potere di pill per il quadrato su una retta commensurabile con se
stessa» per passaggio a grandezze nello stesso rapporto (14); stabilita delle linee mediali e dei domini

16 Possiamo anche aggiungere la stabilita dell’operazione di sezione in rapporto estremo e medio sotto I’addizione del
segmento maggiore (XIIL.5).
'8 Poco conta che le ultime tre siano quasi sicuramente spurie; cid conferma anzi la rilevanza delle considerazioni di stabilita.
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mediali sotto commensurabilita (23 e porisma); stabilita sotto commensurabilita delle 6 irrazionali
ottenute per somma (66-70) e delle 6 ottenute per sottrazione (103-107). In generale, la classificazione
delle linee irrazionali nel libro X puo essere compresa al meglio se vista nella prospettiva di ricercare
classi minimali di rette stabili sotto due operazioni: la formazione di domini rettangolari compresi tra
rette e I’applicazione parabolica di un dominio su una retta.

5) Nei Data. Stabilita del predicato «dato» sotto composizione o sottrazione di grandezze date (3-4).
Stabilita della relazione «avere rapporto dato» sotto dividendo (5) e componendo (6). Transitivita della
relazione «avere rapporto dato» (8), e sua estensione al caso di molteplicita uguali di grandezze in
rapporto dato (9). Se due grandezze sono sommate alla stessa, e le somme sono date, le grandezze
sono uguali oppure differiscono per una grandezza data (12).

6) Ancora nei Data, proposizioni 10-11 e 13-21: analisi dettagliata della relazione «grandezza
maggiore che in rapporto di una grandezza per una data» (= A); stabilita della relazione sotto le
operazioni di comporre e scomporre (10-11); sue connessioni con la relazione «avere rapporto dato»
(= B): transitivita nella combinazione delle due (13). Se a grandezze in rapporto dato si sommano (14)
o si sottraggono (15) grandezze date, le grandezze risultanti sono nella relazione A o nella B; se invece
da una si sottrae e all’altra si somma sussiste solo la relazione A (16). Se due grandezze sono nella
relazione A rispetto alla stessa grandezza, sono tra loro nella relazione A o nella B (17). Se la stessa
grandezza ¢ nella relazione A rispetto a due grandezze, queste sono tra loro nella relazione A o nella B
(18). Transitivita della relazione A (19). Da due grandezze date sono sottratte (20) o sommate (21)
grandezze in rapporto dato: quelle risultanti sono tra loro nella relazione A o nella B.

1.5.1.5. Problemi testuali

Le considerazioni precedenti permettono di risolvere problemi testuali altrimenti inattaccabili (si veda
anche Acerbi 2003). Nella proposizione V.8 si trova il passaggio seguente (EE 11, 14.2-7):

)

kal émel lodkis €oTl ToAamAdotov 10 ZH Tod AE kal 10 E poiché & equimultiplo ZH di AE e HO di

HO Tob EB, lodkis dpa éoTl moAkam\dotov 70 ZH Tod AE  EB, & quindi equimultiplo ZH di AE e ZO di
kal 70 ZO Tobd AB. lodkis 8¢ €oTL moMamAdoiov 70 ZH AB. Ed & equimultiplo ZH di AEe K diT: &

Tod AE kal 70 K 100 I lodkis dpa éoTl molamAdolor 70  quindi equimultiplo ZO di ABe K diT. ZO,
Z0 700 AB kal 10 K 7100 I'. T ZO, K dpa 10v AB, ' K di AB,T sono quindi equimultipli.

lodkis éoTl ToAamAdoLd.

N

Come abbiamo visto, le due frasi sottolineate hanno lo stesso significato: la seconda ¢ solo una
riformulazione della prima. La prima frase, mancante in AG, ¢ la conclusione naturale della deduzione
immediatamente precedente, che ricorre alla transitivita dell’equimultiplicita. La seconda frase &
presente in AG ed ¢ la formula canonica all’interno di verifiche della def. 5 ¢ soddisfatta. In questo
caso, pero0, la verifica ¢ rimandata ad una parte successiva della dimostrazione, dove la seconda frase ¢
ripetuta identica (EE 11, 14.18-19). Lo stesso fenomeno di «riformulazione + ripetizione» ha luogo in
V.17 (EE 11, 26.12-14; la ripresa ¢ a 26.20), e anche qui AG saltano la prima frase ma conservano la
seconda. Si tratta di un’omissione significativa: anche se AG non sono strettamente legati alla pratica
di ripetere identiche le varie espressioni formulari, dato che traducono ogni frase come se fosse in
prima occorrenza, la differenza tra le due formulazioni dell’equimultiplicita & di solito mantenuta'®. E

1% In G sono quasi sempre rese secondo gli schemi «a ita est multiplex quantitatis ¢ sicut b est multiplex quantitatis d» e «a e
b sunt eque multiplicia quantitatum ¢ e d». Le variazioni nella traduzione della stessa espressione suggeriscono di dare peso
solo a dati testuali quali I’assenza di una frase altrimenti presente in PT.
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implausibile che la frase mancante sia stata omessa per errore di copia sia in V.8 che in V.17;
oltretutto, le frasi permutano i termini in modo da rendere improbabile un lapsus oculi.

Per affrontare questo problema testuale si osservi in primo luogo che la norma negli Elementi ¢
quella di ripetere alla lettera una frase, quando la sua prima asserzione come conclusione di un
argomento e il suo primo utilizzo come premessa di uno successivo siano distanziati da una catena di

1% Nel nostro caso lo iato & piuttosto lungo, e 1’occorrenza come premessa ricorre nel

inferenze
contesto di una verifica della condizione della def. 5; come abbiamo visto nella sottosezione
precedente, cio richiede I’impiego della forma II. Ne consegue che anche l’occorrenza come
conclusione, di cui quella come premessa ¢ la ripresa, dovesse avere la forma II, come in effetti
leggiamo in AG e nella riformulazione in PT. D’altra parte, solo la forma I puo essere la conclusione
canonica di un’inferenza per transitivita. E chiaro che le due forme hanno lo stesso significato ed & una
questione di intelligenza matematica di grado zero evitare ripetizioni come quella che troviamo in V.5
e 17. Vero, a meno che la valenza simbolica del linguaggio formulare non abbia fatto percepire
I’assenza della conclusione canonica in forma I di un’inferenza per transitivita come una lacuna nella
dimostrazione. Questo fatto da solo giustifica una sua interpolazione posteriore nel ramo greco della
tradizione. Questa ricostruzione mi sembra preferibile all’assunzione di due interventi editoriali
semplificativi in V.8 e 17 occorsi nella tradizione arabo-latina.

La convenzione lessicografica per la transitivita della relazione di proporzionalita & rispettata con
coerenza notevole, come abbiamo visto. Proprio la prop. V.11, in cui la transitivita della
proporzionalita ¢ dimostrata, sembra pero costituire un’eccezione. L’enunciato, «I «rapporti che sono>
gli stessi dello stesso rapporto sono gli stessi anche tra loro», ¢ infatti istanziato dalla seguente
disposizione chiastica: «A:B::I":A, ma I':A::E:Z; dico che A:B::E:Z»'". Ma il testo arabo della
famiglia A, con I’eccezione di un solo manoscritto, presenta la disposizione canonica; quest’ultima ¢
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di gran lunga preferita quando V.11 sia applicata ™. Probabilmente la disposizione in PT ¢ una

modifica posteriore, indotta dalla pratica di introdurre le lettere di un’instanziazione in ordine
alfabetico.

Il riscontro di AG chiariscono i motivi di una fallacia nella dimostrazione di V.17. La proposizione
dimostra che A:B::C:D implica (A-B):B::(C=D):D nel modo seguente. Dopo una serie di
manipolazioni preliminari di equimultipli, viene affermato che da A:B::C:D consegue mA > nB — mC
> nD, mA = nB — mC=nD, mA < nB — mC < nD per ogni coppia di interi m e n, in accordo con la
def. 5. In particolare, per le manipolazioni immediatamente precedenti, tutto cio resta vero ponendo
n+m al posto di n. Ne risulta che mA > (n + m)B — mC > (n + m)D, etc. Il caso mA > (n + m)B viene
poi preso a parte e si inferisce m(A — B) > nB per sottrazione; rammentandosi di mA > (n + m)B — mC
> (n + m)D se ne conclude mC > (n + m)D e di qui, ancora per sottrazione, m(C — D) > nD. Di
conseguenza, per interi arbitrari m e n, m(A — B) > nB — m(C — D) > nD. 1l testo continua con

' Una variatio ammessa consiste nel passaggio da presente a imperfetto nei tempi dei verbi. Nel libro V cid accade in V.11,
17,23 (una volta ciascuna). Solo la prima occorrenza non ¢ registrata in AG, che sono privi di tutta la frase.

17 Un’esposizione del tipo «A:B:T:A, ma E:Z:T:A; dico che A:B::E:Z» sarebbe pill in linea con la formulazione
dell’enunciato. Per il testo arabo si veda Engroff 1980, 213.

' Tn V.16 (bis), 18, 23 (bis); V1.3, 5, 6, 18, 19, 20 (bis), 22 (bis), 23 (bis), 24,25, 26; X.27,28, 68, 113; X1.17; X11.2,4, 5,9
(bis), 11, 12 (ter), 14, 18 (bis). In V1.7, 19; X.31, 32, 112; X1.33; XII1.2, 4, 5, 11 troviamo invece disposizioni chiastiche.
Queste ultime seguono spesso manipolazioni di rapporti tramite invertendo o alternando. In generale, AG confermano queste
lezioni (c’¢ un irrilevante errore di copista — o un errore di stampa — in VI.7, dove troviamo la disposizione canonica),
eccettuati i casi in cui gli argomenti per transitivita sono troppo compressi: si vedano ad esempio entrambe le occorrenze
V.16 e la seconda in V.23: solo la conclusione dell’argomento ¢ attestata. Tengo fuori dal conto le occorrenze annidate in
V.23; V1.1, 2 (bis), 14 (bis), 15 (bis), 20; X.25, 93, 98, 99, 100; X1.31, 33 (bis), 34 (bis), 37 (bis); XII.1, 4, 11, 15 (bis). Si
osservi che nessun teorema analogo a V.11 viene dimostrato per proporzioni numeriche, anche se la transitivita della
proporzionalitd ¢ impiegata a piu riprese nei libri aritmetici. La disposizione canonica & rispettata quasi ovunque, cio¢ in
VIIL.14, 17, 19 (bis), 34; VIIL.2 (quater), 4, 5 (bis), 8 (bis), 9, 10 (quinquies), 11, 12 (bis), 18 (bis), 19 (ter). Le sole eccezioni
sono in VIII.20, 21.
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dimostrazioni potenziali dei due casi restanti. E chiaro che la deduzione corretta richiederebbe che la
prima inferenza per sottrazione andasse nell’altra direzione. Si osservi che I’implicazione associata a
quest’inferenza ¢ ovviamente invertibile, ma cio non toglie che il testo, separando i casi, faccia appello
ad un’implicazione e sia quindi errato. Ecco la traduzione di Gerardo del passaggio chiave, quello cioe
corrispondente a EE I, 26.22-27.7 (Busard 1984, cc. 129.59-130.4 — AB si accordano con G. La
traduzione di Adelardo ¢ ancora pil compressa, dal momento che non menziona neanche gli
equimultipli):

[...] ergo quantitates hk et [n aut simul addunt super quantitates ts et mgq, aut simul minuunt ab eis, aut
simul equantur eis. quod si abstulero tk et mn, que sunt communes, remanebunt quantitates At et Im aut

simul addentes super quantitates ks et ng aut simul equabuntur eis, aut simul minuent ab eis.

I passaggi esplicitati negli Elementi sono sottintesi, e ’inferenza abbraccia simultaneamente i tre casi:
e in questo caso cio che risulta corrisponde a un’equivalenza logica. Per questo motivo il testo di G ¢
corretto logicamente, contrariamente a quello greco. Interpolazione nella tradizione greca o
abbreviazione in quella arabo-latina?

Le divergenze tra A e G non aiutano; offro un argomento del tutto congetturale basato sulla
convenzione lessicografica canonica per la transitivita. Si supponga che un editore voglia rendere
espliciti i passaggi impliciti in G: dovra dividere la condizione di proporzionalita in tre casi. In questo
modo, pero, il carattere di equivalenza logica della condizione va perso. Se perd cid non viene
avvertito, risulta naturale applicare la convenzione lessicografica canonica, dal momento che ¢&
esattamente in gioco la trasmissione per transitivita di una certa «relazione». In questa maniera
svanisce pero la correlazione tra la direzione dell’implicazione e quella della disuguaglianza. Come
risultato, 1’editore pone «<HK eccede ®=» in prima posizione sia nell’inferenza che nel condizionale,
come nel testo greco: «<HK ecceda pertanto ©Z, e sottratto ©K comune anche HO® eccede quindi K=.
Ma se HK eccedeva ©Z, anche AN eccedeva MII: anche AN eccede quindi MII, e sottratto MN
comune anche AM eccede NII: cosi che se HO eccede KZ, anche AM eccede NII» (EE II, 26.24-
27.5). Una volta rispettata la convenzione lessicografica canonica, la macchina della transitivita si
mette in moto e produce la relazione (qui implicazione) tra «<H® eccede KE» e «<AM eccede NII».

Un fenomeno analogo si registra in V.11, dove si dimostra la transitivita di «essere nello stesso
rapporto». Vi troviamo un’applicazione simultanea delle proprieta di simmetria e transitivita della
condizione di proporzionalita, ma in una formulazione che ha suscitato qualche perplessita (Vitrac
1990-2001 II, nota 52 a 91). In effetti, come conseguenza di quanto assunto nell’enunciato, troviamo
nel corso della dimostrazione due condizioni di proporzionalita distinte: primo, se H > A allora © >
M, etc.; secondo, se © > M allora K > N, etc. (Le grandezze in gioco H, A, ©, M, K, N sono multipli
opportuni delle grandezze di base in proporzione.) Viene poi ripresa la prima condizione di
proporzionalita — le implicazioni sono pero prese in ordine inverso, se © > M allora H > A, etc. — e
combinata con la seconda in modo da dare se H > A allora K > N, etc. Contrariamente a quanto
avviene in V.17, il passaggio ¢ corretto, in quanto la condizione di proporzionalita presa come un tutto
¢ un’equivalenza logica e quindi gode della proprieta di simmetria. Non ¢ perd questo il punto: il
punto ¢ che solo dopo I'inversione la prima condizione pud essere combinata con la seconda in
accordo con la convenzione lessicografica canonica per la transitivita. Il passaggio contenente
I’inversione ¢ assente sia in AG che in AB. Non & improbabile che sia stato introdotto in un secondo
momento, da un editore ansioso di vedere rispettata la convenzione lessicografica canonica.
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1.5.2. Marcatori metamatematici: dimostrazioni potenziali, analogiche, richiami all’evidenza ed
interni, ottativo, forme verbali personali

Una piccola galassia di espressioni linguistiche permette di accorciare certe sequenze dimostrative,
quando queste siano particolarmente evidenti o riproducano passaggi gia svolti per esteso.
Distinguiamo tre categorie:

1) Richiami all’evidenza, introdotti normalmente da 8fjlov «chiaro» e le sue varianti Smladn
«chiaramente» € Sn\ovGTL «& chiaro che», oppure da davepdr «manifesto».

2) Dimostrazioni analogiche, introdotte da dia Ta avTa 81 (8€) «(proprio) per gli stessi <motivi>».

3) Dimostrazioni potenziali, introdotte da richiami alla simiglianza della deduzione: la forma pil
frequente & opolws 81 Se{€opev «del tutto similmente dimostreremo» seguita da una dichiarativa.

Ecco un’analisi dettagliata delle tre fattispecie.
1) I richiami all’evidenza, d’altronde molto infrequenti, sono a priori sospette interpolazioni, e

un’analisi che non ¢ il caso di fare qui mostra che si tratta in effetti di materiale spurio. Nel complesso
degli Elementi si rintracciano le seguenti occorrenze di 8fjAov e suoi derivati:

dnlov II1.25,X.9/10,44, 111, altV1.6, altX .23, 38
dnhady| II1.25 (bis), X .4, 10, X1.3, X11.4/5, 17, XII1.15, altX .18, 23
dnhovdTL 1V.8, V1.7, X 47

Giova ricordare che un autore come Archimede presenta 222 richiami all’evidenza contenenti la radice

Sn\— (se ne rintracciano soltanto 7 in Apollonio), e 87 con davepéy'®

. Negli Elementi i richiami
all’evidenza non rimandano mai a proprieta della figura.

Il predicato utilizzato nei porismi, non dimostrati ma dichiarati evidenti sulla base di quanto appena
dimostrato, & invariabilmente davepdv «manifesto». Il porisma & di solito introdotto da ék 81 ToUvTOU
davepov 6TL «da questo & pertanto manifesto che», anche se si hanno eccezioni (si noti che tra i
porismi ¢’¢ del materiale sicuramente spurio): varianti stilistiche in IV.5, IX.11 (kal davepdv 6Tt «ed
¢ manifesto che»), X.9 (kal davepov €k TOV dedelypévov €oTal 6TL «e sard manifesto da quanto
dimostrato che») e X.114 (kal yéyovev nuiv kal Sta TovTou davepov GTL «e ci risulta anche per
questo essere manifesto che» — particolarmente aberrante con l’intrusione della prima persona),
dimostrazione potenziale nel primo porisma a VI20 (ooaiTos 8¢ kal éml TGV [Opolwv]
TeTpamletpov SetxOnoeTar 6TL «allo stesso modo sarda stato dimostrato anche per i quadrilateri
[simili], che») o niente del tutto nel secondo porisma a VI.20 (che perd termina con GoTe Kal
kabolov davepov GTL «cosi che & anche manifesto in generale che») e in XII.17. Raccolgo in una
tabella le occorrenze, libro per libro nel testo principale degli Elementi, di davepév all’esterno di
porismi: il predicato funziona palesemente da marcatore stilistico per i libri aritmetici e per il libro X.

III 31,35
VII 2
VIII 6,9,15,21
IX 3,13,15,32-34

' Ma & ancora pitl importante notare che buona parte dei richiami all’evidenza in Archimede serve a introdurre la
conclusione di una dimostrazione o un’asserto dimostrato: sono quindi un tratto stilistico.
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X 3,4,13 (bis), 16/17, 18,28/29,42,44,54,57-59, 115
XI 20,22,34
XII 3,17

Inusuale la formulazione in VIII.6 (EE 11, 159.20-23):
&TL pev otv ol A, B, T, A, E éEfis dM\fhovs ob Che dunque A, B, T, A, E non si misurano di séguito
peTpodoLy, davepdr: 00de ydp 6 A TOV B peTpet.  traloro, & manifesto: neanche A misura infatti B.

che ritroviamo in IX.32-34 e, con il richiamo all’evidenza sostituito da 8é8eilkTal «& stato
dimostrato», in IX.9 (bis).

2) e 3) Le dimostrazioni analogiche sono introdotte da 8ta Td avTa 81 (8€) «(proprio) per gli stessi
anotivi>»'"’; la forma & molto frequente (150 occorrenze nel complesso degli Elementi). Di norma ha
portata limitata, introducendo una singola inferenza virtualmente identica a quella precedente. Portata
maggiore hanno le dimostrazioni potenziali, introdotte da richiami alla simiglianza della deduzione: la
forma piu frequente (86 occorrenze nel complesso degli Elementi) & opolos 81 Seiopev «del tutto
similmente dimostreremo» seguita da una dichiarativa. Le varianti attestate rimpiazzano la particella
&M con &€ (irrilevante dal punto di vista statistico) o pongono il verbo al futuro passivo (19

occorrenze)'’!, oppure si limitano al solo avverbio (8 occorrenze)'’

. La differenza nella portata dei due
tipi di dimostrazioni abbreviate si coglie ad esempio confrontando la dimostrazione analogica in II1.21
(EE1,124.7-13)

kal émel 1) pev vmd BZA yovia mpos 7O kévtpe éoTiv, 1 E poiché I’angolo BZA & sul centro, e BAA
8¢ VMo BAA mpos Th mepidepeiq, kal €xovol THv avTny  sulla circonferenza, e hanno base lo stesso arco
BI'A, I’angolo BZA & quindi doppio di BAA.
Proprio per gli stessi <motivi> BZA ¢ doppio

anche di BEA.

mepltdépetarv Bdoww v BTA, 1 dpa vmd BZA yovia

Sumhacior éoTl Ths Um0 BAA. SLd Td avTd 61 M U

BZA xal Tfis Um0 BEA éoTL Sumhaciov.

con dimostrazioni potenziali come quella in V.6 (EE II, 10.26-11.13); si noti che la dimostrazione
dispiegata si conclude, del tutto inusualmente, con 1’asserzione di un condizionale, introdotta da doTe:

€oTw yap mpdéTepor 7O HB T4 E {oov. Myw 6TL kal
70 OA 1§ Z {oov éoTiv.

keloBw yap TG Z {oov 1O TK. émel lodkis
molaTAdotor 70 AH Tod E kal 10 T'O® Tod Z, {oov
8¢ 76 pév HB 16 E, 76 8¢ KI' 7 Z, lodkis dpa éoTl
moAlamTAdotor TO AB 10D E kal 70 KO Tod Z. lodkis
8¢ vmdketTal modamhdotov 7O AB Tod E kal 76 TA
Tob Z- lodkis dpa éoTl TolamAdoior TO KO Tod Z
kal 70 TA Tod Z. émel obv ékdTepov TGV KO, TA Tod
Z iodkis éoTl molamhdolov, {oov dpa éoTti TO KO

T® TA. kowdv adnpricdo 76 T'O- hotmov dpa 10 KI

In effetti, sia in primo luogo HB uguale a E. Dico
che anche OA ¢ uguale a Z.

In effetti, uguale a Z sia posto I'K. Poiché &
equimultiplo AHdi EeI'© di Z, e HB ¢ uguale a
E,KTI' a Z, ¢ quindi equimultiplo AB di E e KO di
Z. Ed ¢ stato supposto equimultiplo AB di E e TA
di Z: ¢ quindi equimultiplo K® di Z e TA di Z.
Poiché dunque uno e 1’altro dei KO, T'A di Z ¢
equimultiplo, KO ¢& quindi uguale a T'A. Sia
sottratto I'© comune: KI restante ¢ quindi uguale a
OA restante. Ma Z ¢ uguale a KI': anche OA ¢

' Una sola occorrenza della forma del tutto eccentrica Std TadTd Tolvuv «per gli stessi <motivi> invero», in 121 (EE 1,
30.14). La particella To{vuv ricorre 2 volte in Apollonio (Con.1.41 e 52), ma 9 volte in Autolico € 17 in Archimede (di cui 1
in Sph. cyl.1,7 in Con. sph., 6 in Spir., 1 in Aequil. 1,1 in Ar., 1 in Fluit. ).

" In1.15,27,111.37,1V .3, 12 (bis), 13 (bis), 14, 15 (bis), 1X.19, X.1, 31, X1.18, XI1.5-6, XII1.16-17.

2 In T11.25,1V.15-16, X.13/14, 21/22, 68, X114, X1L.4alt.
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owd T OA {oov éoTiv. a\\a 70 Z 7@ KT éoTw quindi uguale a Z. Cosi che se HB & uguale a E,

{oov: kal 70 OA dpa T¢ Z {oov éoTiv. GoTe el TO HB  anche OA sara uguale a Z.

7® E {oov éoTiv, kal 70 OA {ocov &oTat T Z. Del tutto similmente dimostreremo che, anche

opoiws 81 deiEopev 6Ti, kdv moAamhdoiov  TO HB  qualora sia multiplo HB di E, tante volte multiplo

sara anche OA di Z.

T00 E, TocavTamidoiov éoTatl kal 10 OA Tod Z.

A volte la dimostrazione potenziale ¢ indotta da peculiarita dell’enunciato, come in 1.17 (EE 1, 26.2-6
e 13-16), dove ¢ esplicitamente richiesto di esaurire tutta la combinatoria:

TavTos TpLy@vov at 8o yoviar 8o OpBdv  Due angoli sostituiti in ogni modo di ogni triangolo

9 7’ ’ 9 ’ 7’ . . . .
€NAOOOVES €LOoL TAVTY) LETANAPLPAVOREVAL. sono minori di due retti.
ToU ABI

’ e 7 7’ 7 9 ~ 9 7’ /7 9
TPLYOVOU al dVo yovial 80o opBdy EAATTOVES €LOL

€0t Tplyovov TO ABI Myo OTL Sia un triangolo ABT: dico che due angoli sostituiti
in ogni modo del triangolo ABI" sono minori di due
retti.

ABTI', BI'A sono quindi minori di due retti. Del tutto

TAdvTn LeTarapBavépevat.
at dpa vmd ABI, BI'A 800 dpbav éldooovés elowy.

opotws 8n detéopev 7L kal al vmo BAT, AT'B 800 similmente dimostreremo che anche BAT', ATB sono

0pBGY éldooovés elol kal €Tt al Umo TAB, ABT. minori di due retti, e ancora TAB, ABT.

Spesso, anche se non sempre, la dimostrazione non dispiegata verte su un numero infinito di casi del
tutto indistinguibili da quello assunto come paradigmatico; un’ipotetica dimostrazione addizionale
prevederebbe semplicemente di considerare un altro oggetto matematico dello stesso tipo di quello
paradigmatico. Tali dimostrazioni possono essere viziate da fallacie. Un vero errore logico, seppure
abbastanza sottile, & costituito dall’uso pleonastico di AV «eccetto» all’interno di un particolare
argomento che segue dimostrazioni per assurdo: ne troviamo 9 occorrenze negli Elementi, in 1.14, 39-
40, 111.1, 9 aliter, 18-19, XI1.3, 19. Le due occorrenze di mArjv in IX.13, pur in contesto non dissimile,

non danno luogo a problemi. Vediamo quest’argomento al lavoro alla fine della proposizione III.18

(EE1,120.22-121.16); tralascio la conclusione generale, in questo caso attestata:

éav kikhov éddmtnTal Tis €VBela, 4mo 8¢ Tob
kKévTpou €m THY adny émlevxdf Tis €vdela, T
émlevxbeloa KdOeTOS EoTal émi el
epamTopévmy.

kUKk\ov yap Tod ABI épamTtéobu Tis evbela 1 AE
kata 10 I onpelov, kal eiMjdbo TO kévTpov Tob
ABT" kikhov 10 Z, kal 4md T0oD Z ém 70 T
émelelxdo N ZI'" Myo 8TL 1) ZT kdbeTds éoTwv émi
v AE.

el yap un, fxbw dmo Tod Z ém v AE kdBeTos 1
ZH. "Emel ovv 1) vmd ZHT yovia 6p81 éoTiv, dEela
dpa éoTiv N} Umo ZIH- ¥1mo 8¢ v peilova yoviav
N peilowv mAevpa vmoTeivel: pellwv dpa N ZI' ThHs
ZH- {om &¢ N ZI' T ZB- peilov dpa kal 1 ZB Ths
ZH 1 THs pellovos:

b 7 9 b e ’ 7’ b 9 \ A
adlvatov. ovk dpa N ZH kdBeTos €0Tv €mL THv

5y 2 o 5 \
ENATTWV oTep €0TLY

AE. 6polws 8n Selfoper 8TL 008’ dA\N TLS WAV

Qualora una certa retta sia tangente a un cerchio, e dal
centro alla tangenza sia congiunta una certa retta, la
retta> congiunta sara perpendicolare a quella
tangente.

In effetti, una certa retta AE sia tangente a un cerchio
ABT secondo il punto I, e sia preso il centro Z del
cerchio ABI', e da Z fino a I sia congiunta ZI": dico

che ZT" & perpendicolare a AE.

Se infatti no, sia condotta da Z perpendicolare a AE
<una retta> ZH. Poiché dunque I’angolo ZHI ¢ retto,
ZT'H ¢ quindi acuto; e sotto I’angolo maggiore si
tende il lato maggiore: ZI" ¢ quindi maggiore di ZH;
e ZI" ¢ uguale a ZB: ZB ¢ quindi maggiore di ZH, la
minore della maggiore; il che ¢ impossibile. Non si da
quindi il caso che ZH sia perpendicolare a AE. Del

tutto similmente dimostreremo che neanche una certa

Ths ZI'" N ZT dpa kdBeTds éoTv émi Trv AE.

altra eccetto ZI': ZI'" € quindi perpendicolare a AE.




DIMOSTRAZIONE 105

La fallacie sono due, sovrapposte. In primo luogo, ZH ¢ differente da ZI', ed ¢ una retta qualunque
condotta da Z su AE, a parte il vincolo che I' non coincida con H: dimostrare che ZH non ¢
perpendicolare a AE esclude automaticamente ogni caso possibile eccetto ZI", ed ¢ ridondante e fallace
esplicitare questo fatto per mezzo di una dimostrazione potenziale. In secondo luogo, la supposizione
dell’assurdo (cioé I’antecedente ellittico €l yap prj) nega che ZI' sia perpendicolare. Giunti ad
un’impossibilita ¢ questa supposizione che risulta negata, non il sussistere di un’altra retta
perpendicolare, che ne ¢ solo una conseguenza. Il passaggio finale dovrebbe quindi essere formulato:
ovk dpa 1 ZI' o0 kdbeTds éoTv éml TNV AE: kdBeTos dpa «non si da quindi il caso che ZT" non
sia perpendicolare a AE: quindi & perpendicolare», e la dimostrazione terminare qui. L’unica
deduzione corretta ¢ quella di XI.19, dove la dimostrazione potenziale non compare, e il passaggio

finale della dimostrazione per assurdo ¢ il seguente (EE IV, 27.23-28.2):

otk dpa TG UVmokelpwévy émmédy dmod Tod A Non si dara quindi il caso che dal punto A sia eretta <una
7’ b ’ \ 9 \ \ ~ . . . . .
onpelov avacTadioeTar mpos opbas mAny THS retta> ad <angoli> retti con il piano soggiacente eccetto la

AB kowfls Toufis TOv AB, BT émmédov. sezione comune AB dei piani AB, BTI".

E lecito sospettare che anche XI.3 non contenesse originariamente la dimostrazione potenziale: questa
manca, cosi come il richiamo a I.nc.9, da tutta la tradizione indiretta. Per le altre 7 proposizioni non
abbiamo appigli testuali: AG si conformano al testo greco, anche nel caso corretto di XI.19.
Interessante ¢ la dimostrazione alternativa a III.9, qualificata come tale e inserita dopo quella
“principale” in tutta la tradizione greca e nella traduzione greco-latina. Si tratta di una variante tarda
che ¢ entrata per contaminazione nel testo greco attuale. In effetti, una parte minoritaria, tra cui A,
della tradizione indiretta ha solo la dimostrazione principale, mentre quasi tutti i manoscritti arabi e di
consguenza G le hanno entrambe. Thabit, come attestano alcuni manoscritti arabi e G, dichiara di aver
trovato la dimostrazione alternativa collazionando altri manoscritti greci, ma non ¢ chiaro se quella
fosse Ii I’'unica dimostrazione. Sia come sia, non abbiamo ragione di supporre che la fallacia legata a
«eccetto» sia dovuta a una rielaborazione maldestra. Tra gli altri geometri greci, Archimede non ne fa
mai uso, presso Apollonio la troviamo in Con. 11.7,28-29, 35, [11.47 (nelle ultime due la dimostrazione
potenziale ¢ omessa ma 1’uso di «eccetto» ¢ comunque scorretto), presso Pappo in Coll. VII.143;
Teodosio in Sph. 1.2 e 5 (analoghi per la sfera dei teoremi in El. III) e 11.16, Autolico in De sphaera
mota 2-3, 12. Evidentemente la deduzione era ritenuta impeccabile.

Possiamo cercare di razionalizzare il tutto osservando che le dimostrazioni per assurdo che danno
origine alla clausola in «eccetto» vertono sull’unicitd di un oggetto geometrico, per altri versi
rappresentante generico di una classe di enti ben definita'”: una retta in quanto parallela a un’altra in
1.39 e 40, una retta in quanto in linea retta con un’altra in I.14, rette in quanto perpendicolari
opportune in III.18 e XI.19, un punto in quanto centro di un cerchio in III.1 e 19 e II1.9 aliter, la
sezione comune di due piani in quanto linea retta in XI.3. Sono gli unici teoremi negli Elementi ad
avere questa caratteristica, che ritroviamo anche negli altri esempi dal corpus antico citati sopra. Una
congetura sensata ¢ che il formato fallace in «eccetto» sia stato formato per analogia con le
dimostrazioni per assurdo «canoniche» basate su una tricotomia: in esse due dei casi sono esclusi, e a
volte il secondo lo ¢ tramite una dimostrazione potenziale, una volta che essa risulterebbe identica a
quella per il primo caso (si veda ad esempio V.18). In dimostrazioni come quella di III.18

173 Analoghe dimostrazioni di unicita come quelle in I11.7, 8, 16, IX.13, 36 e X.42-47 e 79-84 sono condotte, correttamente,
in altro modo, in quanto pongono direttamente come risultato da dimostrare il fatto che nessun altro ente geometrico oltre
quello specificato verifichi la condizione richiesta.
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occorrerebbe procedere a esaminare (potenzialmente) un’infinita di casi. L’impraticabilita di
esprimere la condizione immediatamente conseguente alla supposizione dell’assurdo in forma di
disgiunzione infinita comporta che nel corso della dimostrazione venga analizzato un caso soltanto,
rappresentativo di quelli da eliminare. L’esigenza di ricordare che la dimostrazione rientra nel formato
canonico, anche se come fattispecie limite, viene segnalata rinforzando la dimostrazione potenziale,
introdotta dalla stessa espressione che per i casi finiti, con la chiosa in «eccetto». Piu in generale, come
abbiamo visto nella sez. 1.3, I'unicita di un oggetto matematico non era tematizzata in quanto tale
nella matematica greca, ed i problemi che derivano da questa pratica erano affrontati volta per volta
con una varieta di tecniche che risultano ai nostri occhi sicuramente disomogenee e non sempre le pill
efficaci — fino a rasentare 1’errore, come nel caso appena studiato.
Elenco di séguito altri marcatori metamatematici.

a) Il modo ottativo ¢ impiegato come residuo marginalissimo (spicca la sua frequenza nella
redazione B dell’Ottica euclidea), in particolare in una clausola canonica, che segnala una divisione in
casi all’interno di problemi, la cui prima occorrenza negli Elementi ¢ in 11.14 (EE 1,91.11-18):

T SoBévTL  elbuypdupw {oov  TeTpdywvov Costruire un quadrato uguale ad una <figura

ovoTroacfat.

€oTw TO 808¢v €VBUypappor TO A Sel &1 TH A
eVBuypdppe toov TeTpdywvov cuoTrhoachat.
ouwveoTdTe  yap T A evBuypdpupw  {oov
TapanAéypappor 6pdoydriov TO BA- €l pév obv

{on éotiv ©1 BE 1A EA, yeyovos dv ein 10

rettilinea data.

Sia una «<figura> rettilinea data A: si deve pertanto
costruire un quadrato uguale alla <figura> rettilinea A.
In effetti, sia costruito un parallelogrammo rettangolo
BA uguale alla «figura> rettilinea A; se dunque BE ¢

uguale a EA, si troverebbe ad essere quanto

9 /7 /7 \ ~ 9 7’ v
eMLTaxBEV. ovvéaTaTal yap TG A evBuypdpupw toov

TeTpdywvov TO BA.

prescritto. Risulta infatti costruito un quadrato BA

uguale alla <figura> rettilinea A.

Le altre occorrenze di un periodo ipotetico siffatto si trovano in IV.1, VI.28, VIL.31 (bis), 32, XI.11'"*.
Le due proposizioni del libro VII non sono problemi, e presentano particolarita stilistiche marcate, tra
le quali una formulazione estremamente peculiare per una procedura ricorsiva caratterizzata dalla
presenza del termine ém{okeils «investigazione» e che ritroviamo identica, molto significativamente,
in dimostrazioni per esaustione nella redazione b del libro XII (si veda pil oltre)'”. Leggiamo il testo
di VIL.31 (EE 11, 138.12-17); I’argomento & per assurdo'"®:

\ 9 \ ~ 7’ 9 e A ”n b4 \
Kal €l pev mp@dTos €Ty 0 T, yeyovos av €in 1o
9 7 9 \ 7 /7 2 \
emLTAXOEV. €l 6e oUVBeTOS, LETPNOEL TLS AVTOV

dplBpds. ToralTns 81 ywopévns émokédens

E se I" ¢ primo, si troverebbe ad essere quanto prescritto.
Se invece ¢ composto, lo misurera un certo numero.

Avvenuta pertanto tale investigazione sard preso un certo

MddhoeTal Tis mpdTos dplBuds, Os peTpfoel
qov Tpod €avtod, Os kal TOV A peTprioel>. el
vap o A\ndOfoeTal, peTpioovct TOV A dpLOpov

b4 b /7 ol 34 e /7 9 ’
dmeilpot dptbpol, wv €Tepos €TEpov €NdOTWLY

numero primo che misurera «quello prima di se stesso,
che misurera anche A>. Se infatti non sara preso,
illimitati numeri, dei quali uno ¢ minore dell’altro,

misureranno il numero A; il che ¢ impossibile in numeri.

'™ Una sola occorrenza in frase analoga in Archimede, Sph. cyl. 1.5. Troviamo perd riferimento al problema assegnato come
ém{Taypa «prescrizione» in Sph. cyl. 1.2 (bis), 3,4 e in Con. sph., proemio.

175 In X119 (bis), 10-11, EE IV, 221.17-18, 222.10-11, 223.16, 227.11-12. A queste si aggiungano le occorrenze del verbo
émokémTeohal «investigare» in enunciato ed esposizione di IX.18-19.

'8 Tnserisco nel testo I’integrazione dei mss. teonini, che & necessaria per la compiutezza dell’argomento. La bonta della
variante ¢ confermata dalla tradizione indiretta: si vedano Busard 1983, 217.509-510 e Busard 1984, c. 182.17-20. Cfr. anche
le perplessita di Heiberg riguardo al testo di P in EE 11, 138.15 in app.
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y s aey o -
€oTly: Omep €0Tly adlrvaTov €v apLbpols.

I manoscritti teonini, pitt sensibili alla distinzione tra problema e teorema, modificano in VII.31-32
I’apodosi del periodo ipotetico in 8filov dv €in TO {nTolevor «quanto cercato sarebbe chiaro». A
questa formula particolare vanno aggiunte le clausole isolate el TUxoL «se capita» in X.72,
sicuramente spuria (si veda la sez. 2.1.2), e le occorrenze di e€in in X.def4 e XI.34, quest’ultima
all’interno di una spiegazione posposta sicuramente interpolata'”’.

b) Forme verbali in prima persona sono estremamente rare, anche se non sospette a priori di

autenticita'’®

. Uniche eccezioni cospicue le formule stereotipate Méyw 6Tt «dico che», che introduce la
determinazione, e opolws 87 Se{foper «del tutto similmente dimostreremo» che introduce una
dimostrazione potenziale (per la prima si veda la sez. 1.0).

Limitandomi al testo principale degli Elementi e dei Data, elenco le occorrenze di prima persona
plurale, quale che sia il verbo, ripartendole per tipo di terminazione (con asterisco * le occorrenze di

Sel€opev «dimostreremo» al di fuori di espressioni del tipo opolws 61/(8¢) delEopev):

—wpeba 1I1.25
—apeba Data def.1-2'"°
—ovpeba X.62
—QLEV X .28/2911, 32/33, 44
—UpLEV XI1.10 (bis)

IV.15por, 16 (bis), VI.20porll, IX .34 (bis), X.28/2911, X1.1, 23/24,26 (bis), XIL.2 (ter), 3, 4, 10
ToHey (sexties), 11 (bis), 16, 17 (ter), XIII.11, 13, 15, 16 (quater), 17
Coper IV.15por (bis), 16por (bis), V.8, V1.22/23* 1X .34 (bis), X.10,41/42*, X1.23/24*, X11.2, 10 (bis), 11,

12*,12, 16, XIII.18%*

A prima vista, le forme in prima persona servono da marcatore stilistico per i libri stereometrici, anche
perché molte delle altre si trovano in materiale aggiuntivo e vanno quindi ritenute quasi sicuramente
spurie. In realta tale fenomeno ¢ generalizzato: contenute in porzioni di testo da ritenersi inautentiche
sono anche le occorrenze in II1.25, V.8 (casi addizionali molto probabilmente spuri), X.44'%° X1.1, 26
(bis), XI1.2 (ter), 3, 10 (sexties), 11 (spiegazioni posposte introdotte da émetdrjmep), XI1.4 (aggiunta

181

finale che offre una generalizzazione non richiesta nell’enunciato)™® . A queste si aggiungano tutte le

osservazioni metamatematiche interpolate nel corpo di una proposizione, come ad esempio épdfopev
vdp «<lo> abbiamo infatti imparato» in X.10, opolws 81 Tols mpoTépols émhoylovpeda «del tutto
similmente a prima argomenteremo» in X.62, per quanto la liberta stilistica che a volte si concede
I’estensore del libro X possa consigliare prudenza, ws éumpoofev €deikvuper «come dimostravamo
in precedenza» in XII.10 (EE 111, 18.6, 108.22, IV, 106.7 e 107.23 rispettivamente). Ad uno stesso
interpolatore attribuirei le sette occorrenze nel libro XIII di émileténper «congiungiamo», tutte
nell’antecedente di condizionali: per due di esse (quella in XIII.11 e la seconda in XIII.16) la forma

7 EE 111, 124.10, 2.3, IV, 60.9 rispettivamente. Occorrenze di ottativo in Apollonio in Con. 1.7, 11.46 (qui stesso periodo
ipotetico che in El. I1.14) e II1.4, in AGE 1, 26.25, 266.18, 324.23. Il modo ¢ piu frequente in Archimede, ad esempio in Sph.
cyl.132,A001, 118.2,1.34,126.10, Con. sph. 32,444 16, Aequil . 11.4-5, AOO 11, 176.11 e 180.2, Ar. 232.18, 234.20, 244 .5-
6,256.31, Quadr.5,2709,6,272.24, 14,286.21 ¢ 288.18, 15,292.19, 16, 298.9, Fluit. 11.2, 350.3.

178 Per 1a loro alta frequenza in Diofanto si veda Acerbi 2011b, introduzione, sez. 7.

' Uniche forme in prima persona nei Data.

%0 Osservazione iniziale del tutto inutile, contenente in pill un richiamo all’evidenza e il quasi-hapax ka8’ UméBeciy «per
supposizione» (I’altro si trova in X.47), da parte dello stesso redattore del lemma X.41/42 e dell’inizio di X.42.

BLEET, 1292, 11, 15.22 (mepaivopev v dmédelEly «concludiamo la dimostrazione»), I1I, 71.7,1V, 4.20, 44.9-10, 81 .4 ¢
14-15,88.1,105.11, 106.12-14, 107.24, 108.1, 110.11, 91.17-18 rispettivamente.
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verbale di secondo ordine ouvdyeTat «si conclude» & presente nel conseguente dello stesso
condizionale'*, due sono all’interno di spiegazioni posposte introdotte da émeldrimep (XIII.13 e la
prima in XIII.16), il passo costruttivo di una quinta ¢ giustificato da una spiegazione posposta del tipo
Sta TNy opoldTnTa «per la similitudine di» (la terza in XIII.16); le restanti due (XIII.15 e la quarta in
XIII.16) vanno condannate ugualmente, in quanto hanno la stessa forma di quelle che contengono altri
marcatori di inautenticita ed esplicitano gli stessi tipi di passaggi'®.

Restano casi dubbi ma non sicuramente inautentici, come 1’occorrenza in IV.16 (EE 1, 178.17-18),
costruzione dalla redazione particolarmente libera, quelle in XII.16-17"** ¢ XII1.17-18 (EE IV, 178.7 ¢
184.7), e le quattro in I1X.34, probabilmente la proposizione “meno istanziata” degli Elementi, il cui

testo molto peculiare merita leggere per intero (EE II, 222.2-17):

5\

aTo

o/

nupLovy

pufiTe  TOV dvddos
3 7 v

N piTe &xn
Teploody, dpTidkis Te dpTids éoTL kal dpTidkis

éav  dplpos

dumhaotalopévov TOV
,
TEPLOTOS.

dplOpos yap O A pfiTe TOV 4dmd  Suvddos
Sumhacialopévor €oTo piTe TOV TuLovy ExETw

, S S , y
TepLoobér: Myw 6T 0 A dpTidkis Té €oTwv dpTLoS
kal dpTidkis TepLoods.

1% \ 3 € b 7 9 \ b4 7
6TL pev ovv 6 A dpTidkis €oTly dpTLos, davepdy:
\ \ 4 9 b4 7’ 7 A 1’4
TOV yap fuloww ok €xel mepltoodr. Myow 81 4T
\ 9 7’ 7’ 9 b \ \
kal dpTidkis meploocds éoTv. €av yap TOV A
, , N s ooy N
Tépvoper dixa kal TOv fjpltovw adTol Sixa kal
KATAVTNOOUEY €lS TLva

TodTO del ToLOUEY,

b \ 7’ @ /7 A \
aplbuov meploocdy, Os petphoer TOV A kaTd
dpTiov dplBudr. el yap o, katavTioouer eis
A Suddos

Sumhacialopévor: dTep oty UTOKELTAL. GoTE O A

dvdda, kal é€oTat O TOV 4o

Qualora un numero non sia ottenuto  per
raddoppiamento a partire da una diade né abbia la
meta dispari, ¢ sia pari volte pari che pari volte dispari.
In effetti, un numero A non sia ottenuto per
raddoppiamento a partire da una diade né abbia la
meta dispari: dico che A ¢ sia pari volte pari che pari
volte dispari.

Che dunque A ¢& pari volte pari, ¢ manifesto — non ha
infatti la meta dispari —. Dico ora che ¢ anche pari
volte dispari. In effetti, qualora sechiamo A a meta e la
metd di questa a metd e facciamo questo in
successione, perverremo a un certo numero dispari,
che misurera A secondo un numero pari. Se infatti no,
perverremo a una diade, e A sara ottenuto per
raddoppiamento a partire da una diade; il che non ¢
stato supposto. Cosi che A ¢ pari volte dispari. E fu

anche dimostrato pari volte pari. A ¢ quindi sia pari

apTidkits  meploods  éoTwv. é8elxOn 8¢ kal volte pari che pari volte dispari: il che si doveva

b 7’ b4 e b4 9 A b 7’ .
dpTLdKLS dpTLoS. 0 A dpd dpTLAKLS Te€ dpTids  dimostrare.

€oTL Kal dpTLdkLs meploods: Smep €deL delkat.

Questo testo permette di introdurre le occorrenze piu interessanti. Si tratta della formulazione canonica
non istanziata del passaggio iterativo nella procedura per esaustione, contenente la forma verbale
kaTalelfopev «faremo restare fuori» e caratterizzata da forme participiali personali peculiari.
Leggiamo la prima occorrenza in XII1.10 (EE 1V, 106.21-27):

Tépvovtes 81 Tas UToleitmopévas mepidepeias Secando pertanto gli archi restati indietro a metd e
8ixa kal émlevyvivTtes elBelas kal dvioTdvTes congiungendo rette e erigendo su ciascuno dei

2 s ¢ ’ ~ ’ ’ 1) ) A ~
€d’ €exkdoTou TGOV TpLyovwy TplopaTta LooUdt] TG

triangoli prismi isoipsi al cilindro e facendo questo in

kKUAVSpw kal ToDTo del mololvtes kaTalelbopéy successione faremo restare fuori certi segmenti del

182 I a forma ricorre ancora in V.25, in una parte della dimostrazione che ¢ sicuramente stata rielaborata, e in X.28/291I.

83 Le sette sono nell’ordine a EE 1V, 155.8,171.8,162.3,170.23, 171.24,167.21, 172 4.

' La prima occorrenza in XII.17, all’interno di una spiegazione posposta introdotta da émeldmep e contenente lo hapax
émvonfowpey, ¢ sicuramente spuria (EE IV, 127.8). La seconda nella stessa proposizione (forma vorjcwpev) si trova
all’interno di un passaggio riscritto, che nella redazione b (= XI1.16) ha la forma personale é€opev (EE IV, 130.7 e 236.10),
e dove la rielaborazione ha diminuito il numero di forme personali da 3 ad 2.
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Twa dmoTpipata  Tod  kuvhvdpou, G €oTar cilindro, che saranno minori dell’eccesso con cui il
E\dTTova Ths Umepoxfis, 1 Umepéxel O kUMvdpos cilindro eccede il triplo del cono.

ToU TpLmAaciov Tob KOVov.

La formula si ritrova, adattata alle esigenze della proposizione ospite, ancora in XII.2, 10-12, 16'%,
Solo I'ultima occorrenza ¢ confermata redazione b del testo greco (EE 1V, 232.34-233.2: forma
verbale kaTa\fiojev «prenderemo»), che per converso ha la clausola in XIL.5 (EE 1V, 217.12-15:
forma verbale \opev «prenderemo»), laddove la redazione principale ha una formula abbreviata
volta al passivo (EE IV, 93.9-13: forma verbale A\eldbB0oL «siano restate»). A sostituire la lunga
formula non istanziata, che dobbiamo ritenere risultato di un intervento normalizzatore, troviamo nella
redazione b il semplice costrutto al genitivo assoluto TotadTns 81 ywopévns del €mokéPens
«risultando pertanto in successione tale investigazione» che abbiamo visto intervenire anche in VII.31
letta sopra'™®.

I participi congiunti con il soggetto operante sono caratteristici della formula appena letta: 21 delle
26 occorrenze nel testo principale degli Elementi si rintracciano nelle 6 ricorrenze elencate sopra (i
quattro participi sono gli stessi, nello stesso ordine, in XII.10 (bis), 11, 12). In conformita con quanto
appena rilevato, la redazione b mantiene solo le due occorrenze in XII.16, e ne aggiunge una in XIL.5.
Delle altre, quelle in IV.16 e V.8 ricorrono negli argomenti menzionati sopra in cui gia sono impiegate
forme verbali in prima persona. A queste aggiungiamo le occorrenze spurie in IX.13 (EE II, 203.10;
dewkvivTes mdAww  «dimostrando di nuovo» all’interno di una dimostrazione potenziale
canonicamente introdotta da opolos 81 Selfopev) e in un passaggio di XII.12, dove due participi
separano de{Eopev dal canonicamente congiunto opolws 81 (EE IV, 117.19-22, e si confronti con b
XII.10, ivi, 225.13). Com’¢ da attendersi, nessun participio congiunto con il soggetto operante &
presente nei Data.

1.5.3. Argomenti posposti

Le spiegazioni posposte, di lunghezza variabile dal sintagma breve alla proposizione completa, si
caratterizzano per quattro particolarita:

1) Interrompono I’ordine deduttivo “naturale”, che dobbiamo presumere essere sempre quello “in
avanti”.

2) Sono segnalate dalla presenza di particelle causali spesso dotate di rafforzativi (molto rara ¢ in
effetti la forma semplice émel «poiché», per cui si veda la sez. 2.4): éme{mep «poiché... proprio»,
€meLd1| «poiché appunto», émeld1mep «poiché appunto... proprio», da clausole formulari come Sta
T «per il fatto di» con infinito, oppure, nella forma pitt comune (poco pitt di 200 volte), da un
semplice ydp «infatti» esplicativo.

3) Sono spesso costituite da citazioni non istanziate di enunciati di teoremi, e quindi introducono un
surplus di generalita, dovuto alla mancata istanziazione, che ¢ fuori luogo all’interno di una
dimostrazione.

4) Le spiegazioni offerte sono molto spesso banali e utili a soccorrere solo un lettore particolarmente
distratto o poco dotato.

8 FEIV,81.21-82.1,108.22-109.1, 111.1-5, 115.6-12, 126.4-6 rispettivamente.
% In b XI1.2, 9 (bis), 10, 11, in EE 1V, 213.1, 221.17-18, 222.10-11, 223.16, 227.11-12. Nella prima il sostantivo &
Siaipeois «divisione» e manca I’avverbio.
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Tutte queste potenzialita banalizzatrici sono attualizzate nell’esempio seguente di doppia spiegazione

posposta, tratto da IV.15 (EE I, 175.17-21). Ci viene spiegato perché gli angoli di un triangolo

equilatero sono uguali (un teorema in effetti assente dagli Elementi):

b /7 b4 9 \ \ 7’ \ e ~
LoomAevpov dpa eoTl ToO EHA Tplywvov: kal at Tpets
dpa adtod yoviar ai Uvmo EHA, HAE, AEH {cal

ks

/7 9 ’ b /7 ~ 9 ~ ’
aA\MAaLs eloly, eTeLdNTEP TOV LOOOKEAGBY TPLYWVWV

e \ ~ ’ ’ v b /7 9 7 ’
at mpos TN Pdoer yoviar loar alAnlais eloiv: kat
9

elow al Tpels Tod TpLydrov ywvialr Svoiv dpbais

{oat.

Il triangolo EHA ¢& quindi equilatero: anche i suoi
tre angoli EHA, HAE, AEH sono quindi uguali tra
loro — poiché appunto gli angoli sulla base dei
triangoli isosceli sono proprio uguali tra loro; e i tre

angoli del triangolo sono uguali a due retti.

A volte all’interno di una spiegazione posposta se ne trova un’altra, di specie differente, come in XII.8

(EE1V,100.26-101.5),

s 8¢ T0O BHMA oTepeov mpos 10 EOIIO oTepedy,
oUTws 11 ABTH mupapls mpos THv AEZO mupapida,
émeldimep 1 mupapls €kTov pépos €oTl  TOD
oTepeod Sta TO kal TO mplopa Tpiov Ov TOD
0TePeOD TaAPAMNAeTLTESOV TpLTAdOLOY €lval TS

TUPAPLBOS.

E come il solido BHMA rispetto al solido E®IIO,
cosl la piramide ABI'H rispetto alla piramide AEZ©
— poiché appunto la piramide & proprio sesta parte del

solido per il fatto di essere anche il prisma, che ¢

meta del solido parallelepipedo, triplo della piramide.

oppure un’intera deduzione dal condizionale annidato, con un fastidioso effetto di accumulo dei

connettori, una sintassi alquanto aberrante e la ripetizione finale del passaggio da spiegare, come in

XI1.2 (EE IV, 81.1-8):

TO 81 éyyeypappévov TeTpdyovov pelldév éoTiv i
70 Tfjutov 100 EZHO «kikhov, émeldfmep éav Sia
Tov E, Z, H, O onpelov ébamtopéras [evBelas]
Tob kikhov dydyopev, Tod TepLypadopévouv Tepl
TOV kUK oV TeTpaydrou Huiov €oTt 70 EZHO
TeTpdywvov, Tob 8¢ TeplypadérTos TeETPAyOYOU
kUk\os® GoTe TO0 EZHO

b V4 b \ e
ENATTOVY €0TLV O

Il quadrato che risulta inscritto ¢ pertanto maggiore
che la metd del cerchio EZH®, — poiché appunto,
qualora per i punti E, Z, H, © conduciamo [rette]
tangenti al cerchio, proprio meta del quadrato
circoscritto intorno al cerchio ¢ il quadrato EZHO, e

minore del quadrato circoscritto ¢ il cerchio: cosi che

il quadrato che risulta inscritto EZHO® ¢ maggiore
della meta del cerchio EZHO.

éyyeypappévor TeTpdywvor pelldvy  éoTi  TOD

Nuioews Tod EZHO kik\ov.

Queste caratteristiche fanno sospettare che un corpus originale probabilmente alquanto ristretto di
argomenti posposti si sia arricchito con I’instancabile lavoro di chiosa che accompagno 1’uso dei testi
matematici. E anzi probabile che molte spiegazioni posposte che troviamo nel testo principale vi siano
finite, per un fenomeno ben noto, semplicemente per un mal riposto scrupolo compilativo di un
qualche copista, che riteneva opportuno integrare nel testo gli scoli che leggeva nel margine. Un
confronto con la tradizione indiretta conferma il sospetto, e suggerisce ad esempio che tutte le
esplicative introdotte da forme intensive di «poiché» siano delle interpolazioni: delle 38 occorrenze di
€meLdnmep «poiché appunto... proprio» nel testo principale degli Elementi non ce n’¢ una che sia
attestata nelle traduzioni arabe: ne troviamo in III.16por, IV.3, 15, V.8 (bis), 12, V1.28, X 9por, 23por,
28/291, 73, X1.1, 8, 26, 33, XI1.2 (bis), 3, Tpor, 8, 10 (ter), 11-12, 17 (quater), 18, XII1.8, 13 (ter), 16,
17 (bis), 18, due occorrenze ulteriori si rintracciano nelle dimostrazioni alternative, ed altre furono
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relegate da Heiberg in apparato; se ne aggiunga una in Data 49, e le due occorrenze di émelmep
«poiché...proprio» in VI.19por e XI.33por.

1.5.4. Citazioni di enunciati, istanziate e non

Abbiamo visto nella sez. 1.0.5 che le citazioni, istanziate e non, di enunciati precedenti innervano tutta
la struttura deduttiva di un trattato come gli Elementi. Abbiamo in particolare mostrato che tutte le
costruzioni si rifanno a formulazioni prototipiche che ricalcano I’enunciato dei problemi o dei
postulati in cui la costruzione in oggetto & proposta per la prima volta. Riporto in questa sezione alcuni
esempi di citazioni di enunciati di teoremi, ordinati secondo il grado di aderenza del richiamo al testo
originario e la quantita di lettere introdotte. Inizio da una citazione letterale non istanziata palesemente
spuria, il cui intento didattico ¢ reso chiaro dal rimando libresco incipitario: la troviamo in XII.2 (EE
IV, 82.1-6) — teorema citato X.1:

€8elxOn yap év 74 TpdTw BewpuaTtt Tod SekdTou

Fu infatti dimostrato nel primo teorema del decimo

7 14 7 ~ b ’ 9 /7 LAY
BLBAlov OTL SV0 peyeBOY aviowy eKKeELPEVWY, €AV
b \ ~ ’ b ~ ~ " \ 4
amo 1ol petlovos adaipebi) petlov n TO NpLov
kal ToD kataletmopérov petlov | 7O fHuLov, kal

- s on . , , o
TOUTO del ylyvnTal, AetdOnoeTtal TL pLéyebos, O
Tob ékketpérov éldooovos

€0TAL €\NAoOOV

peyédous.

libro che, fissate due grandezze disuguali, qualora dalla
maggiore sia sottratta <una grandezza> maggiore che la
meta, e dal resto una maggiore che la meta, e questo
avvenga in successione, sara restata una certa
grandezza che sara minore della minore grandezza

fissata.

La prima citazione dell’enunciato di I.4 in 1.5 mantiene quasi tutte le unita linguistiche dell’originale,
con le varianti dell’omessa menzione dei lati e della formulazione piu compatta del richiamo
all’angolo in comune. E in particolare interessante il primissimo asserto, un paracondizionale ibrido
con conseguente introdotto da &n: la particella sottolinea il carattere inferenziale del passaggio,
d’altronde una constatazione del tutto ovvia, che serve a formulare le uguaglianze a disposizione in
maniera conforme alla formulazione dell’enunciato citato (cfr. sez. 2.4). Si notino anche il lungo tratto
di testo privo di lettere e la doppia occorrenze della clausola ékaTépa €kaTépa, su cui ritorneremo
nella sez.2.10 (EE I, 12.19-13.2):

&mel ovv {om éoTiv 7 pév AZ 9 AH 1) 8¢ AB Tf AT,
0o 81 at ZA, AT &uol Tals HA, AB {oar eiolv

¢katépa ékatépa’ kal yoviav kownv meptéxovol TNV

Poiché dunque AZ ¢ uguale a AH e AB a AT", due
aette>s ZA, A sono pertanto rispettivamente

uguali a due HA, AB; e comprendono un angolo

um0 ZAH- Bdois dpa 1y ZI' Bdoel T HB {on éotiv, comune ZAH: ZI' come base ¢ quindi uguale a

kal T0 AZI Tplyovov 7§ AHB Tpiydve {oov €oTai, HB come base, e il triangolo AZT sard uguale al

kal al Aoumal yoviar Tals lowmals ywviais {car  triangolo AHB, e i restanti angoli, sotto cui si

Eoovtal éxatépa €katépa, VP’ ds ai {oar mAevpal tendono i lati uguali, saranno rispettivamente
uguali ai restanti angoli, ATZ a ABH, e AZI" a

AHB.

vmoTelvovoLy, 1} pév vmo ATZ Tf vmd ABH, 1) 8¢ 1o
AZT T 0md AHB.

Di fattura analoga la prima citazione di 1.8 in 1.9. Sebbene questo richiamo possa apparire meno
letterale del precedente, cio ¢ dovuto soltanto alle formulazioni differenti dei due enunciati primari; in
realta sono stati sottoposti alle stesse trasformazioni linguistiche — si noti la persistenza della clausola
ekaTépa €xatépa (EET,17.14-19):
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émel yap tom éoTlv 1 AA 7§ AE, kown) 8¢ 1 AZ, In effetti, poiché AA & uguale a AE, e AZ comune,
80o 61 al AA, AZ Svol Tals EA, AZ {cat elolv due «aette> AA, AZ sono pertanto rispettivamente
€xatépa ékaTépq. kal Bdots N AZ Bdoel TH EZ {on  uguali a due EA, AZ. E AZ come base & uguale a EZ

¢otiv: yovia dpa 7 Um0 AAZ yovig T Um0 EAZ come base: un angolo AAZ & quindi uguale a un

{on éotiv. angolo EAZ.
Una delle citazioni pitt compatte dell’enunciato di 1.4 si trova in XI1.4 (EE IV, 7.10-15):

kal émel 80o al AE, EA Svol Tals T'E, EB {oal elol  E poiché due <rette> AE, EA sono uguali a due T'E,
kal yovias loas mepiéxovowy, Bdots dpa 1) AA EB e comprendono angoli uguali, AA come base &
Bdoel 7§ I'B {on éotiv, kal 70 AEA Tplyovov T¢ quindi uguale a B come base, e il triangolo AEA

T'EB TpLydve toov €oTal: doTe kal yovia 1) UWO sard uguale al triangolo TEB: cosi che anche un

AAE yovig T§ 0mo EBT {om [éoTiv]. angolo AAE [&] uguale a un angolo EBT.
Una bella citazione letterale ma completamente istanziata & quella di V.2 in V.3 (EE I, 7.3-9):

émel ovv mpdTov TO EK Sevtépou Tod B lodkis éoTtl Poiché dunque primo EK di secondo B &
molamAdatov kal TpiTor TO HA TeTdpTou ToD A, €0t 8¢  equimultiplo e terzo HA di quarto A, ed &
kal mépmTov TO KZ Sevtépov TobD B lodkis anche quinto KZ di secondo B equimultiplo e
ToAaTAdoLOV Kkal €kTor TO AO® TeTdpTou Tol A, kal sesto A® di quarto A, anche primo e quinto
ouvTebev dpa TpdTOV KAl mépTTOV TO BEZ 8evTépov ToU B composto EZ di secondo B & quindi
todkis €oTl molamidotov kal TpiTov kal éktor TO HO equimultiplo e terzo e sesto HO di quarto A.

, -
TETAPTOU TOV A.

Data la brevita degli enunciati originari, tutte le operazioni di manipolazioni di rapporti vanno
considerate citazioni. Il grado di letteralita pud variare da quello pienamente dispiegato che leggiamo
nella prima citazione di V.17 in V.18 (EE 11, 28.3-6):

kal €mel éoTw ws TO AB mpds TO BE, oUTws 70 E poiché & come AB rispetto a BE, cosi T'A rispetto a
TI'A wpos T0 AH, ovykel{peva peyédn dvdloyév AH, sono grandezze composte in proporzione: cosi che

ot doTe kal StatpedévTta dvdroyov €oTat. anche divise saranno in proporzione.

al formato canonico per questo genere di richiami, che mantiene soltanto il dativum judicantis
SLe dvTL «dividendo» a segnalare il tipo di operazione effettuata, come in X.14 (EE III, 23.16-20):

éoTwv dpa s Ta 4md Tév E, B mpos To dmo Ths E quindi come quelli su E, B, rispetto a quello su B,
B, oUtws Ta dmd Tdv A, Z mpos TO dmo THs A:  cosi quelli su A, Z rispetto a quello su A: dividendo

SLeAGvTL dpa éoTv ws TO amd This E mpos 10 dmo  quindi & come quello su E rispetto a quello su B, cosi

Tfis B, o0Tws TO dm0 Ths Z mpos T amo TAS A. quello su Z rispetto a quello su A.

Propongo infine il caso interessante di un enunciato in cui 1’aoristo passivo nell’antecedente del
condizionale originario ¢ volto al perfetto nel paracondizionale del richiamo. Leggiamo II.5 citata in
I11.35:

¢mel olv elBela 1) AT TéTunTtat eis pév {oa katd Poiché dunque una retta AD risulta secata in

70 H, els 8¢ dvica kata 10 E, 70 dpa Umo TGv AE, <segmenti> uguali secondo H, in disuguali secondo E,
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EI' mepiexSpevor Opboydviov peta Tod dmd Ths il rettangolo compreso da AE, EI" pill il quadrato su

EH TeTpaydvov {oov éoTl T dmo Ths HI. EH & quindi uguale a quello su HT.
Poche righe dopo, troviamo uno degli innumerevoli richiami a 1.47, dalla forma ipercompressa (EE I,
145.21-25 e 146.2-3):

a\\a Tols pev amd Tév EH, HZ {oov éoTl 70 amd TAs Ma uguale a quelli su EH, HZ & quello su ZE.
ZE.

1.5.5. Assunzioni e coassunzioni

Un argomento dimostrativo completo inizia di norma con un paracondizionale e termina con una
conclusione, segnalata dalla presenza di dpa «quindi». Si tratta di una serie pil 0 meno lunga di
assunzioni, coassunzioni e conclusioni incatenate, di modo che una conclusione costituisce la
premessa principale dell’inferenza successiva. Se escludiamo |’antecedente del paracondizionale
iniziale, nuova materia deduttiva ¢ quindi convogliata unicamente dalle coassunzioni. In matematica
non ci sono in effetti argomenti che potremmo considerare «ad una premessa»: la conclusione &
sempre tratta in virtil di un’assunzione primaria e di un risultato precedente che la affianca (si veda le
sez. 1.5.1.1). Pud accadere (e succede spesso) che il richiamo al risultato precedente sia omesso. Dove
manchino riferimenti espliciti, istanziati o no, occorre dunque sempre sottintendere il riferimento al
teorema utilizzato perché il passo deduttivo sia da considerarsi autorizzato. La conclusione di una
inferenza entimematica di questo genere & introdotta di preferenza da GoTe «cosi che», anche se non
sono scarsi gli esempi di due dpa consecutivi (si veda la sez. 2.11).

La grande maggioranza delle coassunzioni ¢ introdotta da un 8¢ coordinativo, ma non ¢ la sola
particella usata. Questo & uno dei ruoli specifici della congiunzione dA\d «ma»; che perd viene
impiegata in una stretta minoranza di casi. Forme peculiari di coassunzione sono anche le
dimostrazioni analogiche o potenziali, oppure certe costruzioni minimali come quelle introdotte da
adnpiobu «sia sottratto» o da Tpooke{oBw «sia sommato», e accade non di rado che il richiamo
interno ad un risultato gia stabilito sia segnalato dalla presenza di UTékeLTaL «& stato supposto»,
€8eixOn «fu dimostrato» o altre forme analoghe. Per vedere una parte di queste tipologie all’opera ci
rivolgiamo ancora a I11.35 (EE I, 145.25-146.14) — le coassunzioni sono sottolineate:

7O dpa UmO TOv AE, EI’ peta TOV dmod 1OV HE, HZ

{oov éoTl Tols amo Tov T'H, HZ. d\\d Tols pév 4dmd

70v EH, HZ {oov éoTl 76 dmd TAs ZE, Tols 8¢ 4md

Quello da AE, ET pit quelli su EH, HZ sono
quindi uguali a quelli su TH, HZ. Ma uguale a
quelli su EH, HZ ¢ quello su ZE, uguale a quelli su

Tov TH, HZ {oov éoTi 70 dmd Tfs ZI* 76 dpa vmod

TOv AE, EI peta Tob dmo Tfs ZE {ocov éoTl T dmd

Ths ZT. {on 8¢ 1| ZI' T ZB- 76 dpa vmd TGv AE, EI

peta Tod amo Ths EZ {oov éoTl TG dmd This ZB. dua

Ta avTd 81 kal 70 vmo 1OV AE, EB petd TOoD 4md

I'H, HZ ¢& quello su ZI': quello da AE, EI" piu
quello su ZE ¢ quindi uguale a quello su ZI'. E ZI"

¢ uguale a ZB: quello da AE, ET piu quello su EZ
¢ quindi uguale a quello su ZB. Proprio per gli
stessi <motivi> anche quello da AE, EB piu quello

Tfs ZE {oov éoTl T dmo ThHs ZB. &deixfn 8¢ kal 16

su ZE ¢ uguale a quello su ZB. E fu anche

o 1OV AE, ET petd 1o dmd TAs ZE loov T 4md

dimostrato quello da AE, EI" piu quello su ZE

Tfs ZB' 10 dpa vmo TOv AE, EI petda Tod dmo THs
ZE {oov éoTi T) Um0 TGOV AE, EB petd Tod dmd TS

ZE. xowov dénpniobe 10 dmd Ths ZE- Aowtmwov dpa TO

o TOv AE, BT meprexdpevor opboydvior {oov ol

uguale a quello su ZB: quello da AE, ET piu quello

su ZE ¢ quindi uguale a quello da AE, EB piu
quello su ZE. Sia sottratto quello su ZE comune: il

rettangolo compreso da AE, ET" restante ¢ quindi
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T® VMO TOV AE, EB mepLexopévy dpboyovie. uguale al rettangolo compreso da AE, EB.

Si noti che il richiamo interno introdotto da é8e{x0n si riferisce ad una conclusione raggiunta giusto
due righe prima. Vediamo in maggiore dettaglio quale sia I'impiego di aA\d. Nel testo principale degli
Elementi se ne contano 400 occorrenze, con la distribuzione seguente:

I II III v vV vl vl vl IX X XI XII XII tot.

# proposiz. 48 14 37 16 25 33 39 27 36 115 39 18 18 465
% # segni 7,6 33 6.9 34 49 76 5] 5 5,1 26,1 9 83 6.9 100
aa\d 28 20 29 10 11 47 8 19 32 102 37 39 18 400

Dato che la particella non occorre in un solo contesto, si deve fare attenzione a considerare la sua
presenza un marcatore stilistico, per quanto lo sia sicuramente in negativo per il libro VII e per quanto
in buona parte dei libri la sua frequenza sia approssimativamente proporzionale al numero di segni e
quindi alla densita deduttiva.

Il contesto di gran lunga predominante in cui ricorre d\\a & appunto quello dell’introduzione di
coassunzioni; in una piccola parte dei casi la particella & rinforzata da prv «a dire il vero» (35
occorrenze nel complesso degli Elementi, in 1.4, VL.8, 20, VIIL.19 (bis), 24, 30, VIIL.5, 19 (bis), IX.3,
12 (quater), 13 (ter), 15, 18 (bis), 19, 36, X.6, 41/42, X1.4, XI1.6, b2 (bis), 10-11, XII1.4, 10, 17,
X1l.4alt, 2 nei Data), assumendo cosi la forma che sembra preferita nella tradizione dialettica stoica.
Coassunzioni negative possono essere introdotte da 008¢ pnv «né a dire il vero» (in 1.19, 25, 11116,
V.10 (bis), XII1.18). Unica occorrenza di v non a rinforzare un’altra particella in X.51. In funzione
del contesto, dA\d pud essere accompagnato da ka{ con valore avverbiale (49 occorrenze nel
complesso degli Elementi, 18 nei Data). Nella grande maggioranza dei casi, per0, lo si trova
direttamente seguito da un opportuno articolo, oppure nell’espressione dA\’ ws (71 occorrenze nel
testo principale), quando introduca relazioni di proporzionalita. L unica eccezione corposa a queste
due ultime tipologie & costituita dall’espressione dA\” el duvaTéy «ma se possibile» (si veda la sez.
2.2.1 per dettagli); le altre eccezioni sono coassunzioni in cui la particella coordinativa ¢ seguita da un
verbo («essere» in X1.34 (bis), XI1.15, XIIL.7, mapal\dooelv «discostarsi» in 1.8, Téuvelv «secare»
in IV.13, 80vacBar «potere» nello spurio X.9por dove troviamo poco prima dA\’ am\@s «ma in
assoluto») oppure da sintagmi sparsi quali cvvapdéTep— in V.8, X.17-18, pellova kad vmdbeaiy
«maggiore per supposizione» in X.44, 47. Unico sostantivo mupapis «piramide» in XII.3.
Interessanti, infine, le due coassunzioni strettamente parallele in V.11 e 17, formulate d\\a el
UTepelxe «ma se eccedeva» e contenenti quindi alcune tra le rare occorrenze di imperfetto (ad
esempio, forme di imperfetto del verbo «essere» occorrono solo in 1. 19 (bis), 25 (bis), 111.37, V.17,
VIII.2, XI1.2 (bis), tutte ovviamente all’interno di coassunzioni, le ultime due introdotte da dA\d).

Anche il secondo ruolo di dA\d & in realtd coassuntivo in senso ampio: si tratta dell’espressione
aA\a &Y «ma ora», da cui sono introdotti i casi ulteriori in una dimostrazione dalla struttura
complessa, vuoi che la necessita di pit dimostrazioni sia indotta da un’enunciato composito, come in
1.26, vuoi che una divisione in casi si sia resa necessaria dopo 1’esposizione, allo scopo di tener conto
di configurazioni geometriche differenti. Nel testo principale degli Elementi si registrano 42
occorrenze di d\\a 87 (3 nei Data, in 10-11, 44), ripartite nel modo seguente tra le due tipologie
appena menzionate (trascuro I’occorrenza in X.18/19; con asterisco le forme d\\a 87 md\w):

1.26%,111.3, 14, VI1.2-3, 7%, 14-17, 22, VIIIL.15, 17,1X .9-10, X.9 (bis), 11, 15-17,

enunciato complesso
X1.37,X11.9, 15, XIIL.7
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configurazioni differenti II1.33 (bis), 36,1V.5 (bis), V.8, I1X.18 (bis), 19% (ter), 20, X.71 (ter), 72, XII.15

Veniamo ora ad analizzare le coassunzioni in forma di rimandi interni. Per quanto riguarda quelle
che contengono forme di UTokeToBaL «essere supposto», ripropongo qui il prospetto gia visto nella
sez. 1.2. Vi sono elencate le parti di una proposizione cui sono effettuati richiami di questo tipo,
affermativi o negativi, all’interno di dimostrazioni dirette e indirette. Se una proposizione & divisa in
casi o ha un enunciato multiplo, tutti i richiami alle esposizioni parziali sono rubricati nella voce
«esposizione principale». L’esposizione locale ¢ quella che recede una dimostrazione indiretta, ed
introduce nuovi enti rispetto all’esposizione principale. Con asterisco sono segnalate le occorrenze
all’interno di dimostrazioni dirette; la doppia barra // precede materiale aggiuntivo.

1.26,29,48%, V.5%, 6%, 18, 19%, VI.3*, 5%, 6 (bis)*, 7 (ter), 22*, VIL.2, 7%, 20, 33,

esposizione principale IX.10 (bis), 14, 30, 34, X 9por, 9/10, 21*,37*,38*,41/42,47,X1.5, 16, 23 (bis),

34 (bis), 35*, X11.4/5*, X1I1.2/3, 7*(bis) // X.13, 39
esposizione locale 1X.12,13, 18, 20, 36, X.16 (bis)
costruzione IV.10*,1X.20, X.33*, X1.23, 23* (bis), 26*, X.54*, 55%*
supposizioni dell’assurdo X.A42, XI1.12 /1 X .28/2911 (bis)
(spurie)

Nella pratica canonica il verbo UTokelofal «supporre» rimanda dunque senza eccezioni ad una
assunzione fatta in esposizione o nel corso di una costruzione.

Gli asserti introdotti da forme di Setkvival «dimostrare» rinviano a risultati gia stabiliti nel corso
della stessa dimostrazione o, meno frequentemente, in proposizioni precedenti. La forma di gran lunga
preferita & é5e{x0n «fu dimostrato». Vediamo nei prospetti seguenti la distribuzione delle occorrenze,
ripartite per forma verbale, particella o termine che accompagna la coassunzione, “raggio d’azione”
del riferimento (interno se niente segue tra parentesi, altrimenti vi ¢ indicata la proposizione cui ¢ fatta
allusione). Prima le forme meno frequenti:

8¢€ (kal) aM\d TAALY altre clausole

delkvivTes IX.13

&delkvuper XI1.10 (XI1.2)

Edelapev X.44 (X.41/42)

&delxOnoav 1.13,15,X.55,67 1.21

6L impossibile altre clausole
VI.1,33,1X.9 (8, bis, verbo posposto), 18 (16),  bXIL.2,5,10-11  X.111, XIIL.17 (XI.38),

8édeLkTat 19 (17), X.9/10 (VII1.26), 18/19 (9por), X1.25, Data 5

XII.13, b XI1.3 (X1.39), 12

Alcune clausole sono interpolazioni ovvie, quali s €pmpoofev édelkvuper «come dimostravamo in
precedenza» in XII.10 e ws émdve é8e{fapev «come dimostrammo sopra» in X.44, oppure
I’espressione participiale SetkvivTes Td\v «dimostrando di nuovo» in IX.13. Nel secondo prospetto,
notiamo la forma 8é8elkTar + participio in X.111, émep adlvator 8€édeikTar «il che & stato
dimostrato impossibile» in b XII.2, 5, 10-11, To0To yap 8€édetkTaL €v TO TapaTe eVTw BewpipaTt
ToD €vdekdTou BLPAlov «questo & infatti stato dimostrato nel penultimo teorema dell’undicesimo
libro» in XII1.17, ws 8é8etkTat «come & stato dimostrato» in Data 5.



116 LA MACCHINA DEDUTTIVA

Vediamo ora il prospetto relativo alla forma pid frequente, cioé é8e{x6n; con asterisco occorrenze
di é8eixOn d¢ 6TL «e fu dimostrato che»; la riga intitolata «assurdo» contiene espressioni del tipo di
quelle appena rubricate come «impossibile»; «parac.» riporta occorrenze in paracondizionali:

1.1,2,5 (bis), 7, 19%,25%, 30, 32-34, 46, 11.4, 8 (bis), 10, [11.4-6, 10, 12, 13* (bis), 35,1V .6-7, 11-
12,15, V.10% (bis), 19, 23, V1.3, 10, 18, 20por (bis), 32, VILS, VIIL5, 9-10, 18, IX.8, 34, X.5-6,

O€ (kal) e polr*, 33, 53, X115, 17, 20, 2324, XIT2%, 5%, 10%-11%, 12* (bis). 17-18%, XIIL1. 2 (bis). 6.7

(bis), 9-10, 14 (bis), 15-17, bXIL2*, 5%, 9% 10 (bis), 10*, 11%, 17*, Data 42
41U II1.16 (verbo posposto), X.28/291
dd 121,115, 25, 1V.15, VL8, 24, 28, VIL10, VIIL19, XI.31, XI1.3, XII1 3-4, 8-9, 13
altro 11.32, VI.7,19, VIIL19, X 36, X 44, 91-92, 107, XL4 (bis), 18,20, 35, X112, 5,7, 18, XIIL11
parac. 1.5,1V.12, V.19, VL1, 4,23-24, X 9por, 93 (ter), 94-95, 96 (ter), X4 (bis), XIL.12, XIIL16, 18
assurdo 18,1V 4,8, 13, X.84, XI2, XI1.2, 5, 11-12, 18

Ovviamente, le ultime due righe non registrano coassunzioni. La dizione «altro» corrisponde alle
clausole seguenti: proposizione relativa in I11.32, X.44, XI.20, introdotta da un semplice kal con verbo
posposto in VI.7 (€8eix0n + participio), 1X.36, XI.4 (bis), 18, 35, da un semplice 8¢ con verbo
posposto in X.92, XII.7 (bis), XIII.11. Sono spurie le occorrenze in frasi di schietto taglio
metamatematico in VI.19 (émeimep €8elxOn ws «poiché fu proprio dimostrato che»), VIII.19 (0s €v
TQ TpO ToUTOU BewprjpaTt €delxOn «come fu dimostrato nel teorema prima di questo»), X.91 (os
€v Tols €pumpoobev €delxOn «come fu dimostrato in quelli in precedenza»), 107 (ws é8e{x6n «come
fu dimostrato»), XII1.2 (édeix0n yap év T) mpdTw BewpfpaTtt Tob SekdTouv BLBAov «fu infatti
dimostrato nel primo teorema del decimo libro»), XIL5, 18 (0s €épmpooBer é8eixbn «come fu
dimostrato in precedenza»). Non solo queste andranno sospettate, peraltro: data la pratica corrente di
sottintendere il verbo «essere», un €é8e(xOn pud sempre essere inserito senza mutare in niente la
sintassi della frase, fatto che lo rende adatto ad interpolazioni puntuali. Forme del participio
mpodedelypévos ««quanto> dimostrato prima» fungono da ovvio marcatore stilistico per il libro X (in
X.55, 56, 59, 62, 63, 65; forma semplice dedelypévos in X.9, 58, mpodédetkTal in XIII.17);
altrettanto concentrate sono le occorrenze delle forme del participio TpoeLpnévos «predetto», che si
rintracciano in I1.3 (bis), X.19, 20, 77, 82-83, 84 (bis), X1.36 (ter), XI11.16, 17 (bis), 18; in I1.3 e X1.36
il participio ¢ presente nell’enunciato e questo spiega anche le altre occorrenze. I participio
TPOKe{[LEVOS «proposto» & confinato ancora al libro X (39, 40, 41 (bis), 47, 76-78, 83 (bis), 110, pit 3
occorrenze nelle dimostrazioni alternative), con 1’esclusiva funzione metamatematica di scorciare le
esposizioni, come vediamo sull’esempio di X.39 (EE 111, 64.13-19):

2N\ 7/ 9 ~ ’ 9 7 ~
€av 800 evBetal SUVApEL ATVILPETPOL CUVTEDBROL
molodoal TO pév cuykelpevor ék TOV AT alTOV
’ ¢ 7 \ s € 5 A~ ’ ¢
TeTpaydvor pmTér, TO 8 UM avTov péoov, N

6\ evBela dhoyds éoTiy, kakeiobw 8¢ pellwv.

\ 9 ~
Yap evbelat
AB, BI'
mpokeipeva: Myo 6T dhoyds éoTwv 1y AT

ovykeloBwoav Vo duvdpet

dovppeTpol  al

moloboaL  Ta

Qualora due rette incommensurabili in potenza che fanno

il «dominio> composto dai quadrati su di esse

esprimibile, quello «compreso> da esse mediale siano
composte, la retta totale ¢ irrazionale, e sia chiamata
maggiore.

In effetti, siano composte due rette incommensurabili in

potenza AB, BT che fanno quanto proposto: dico che AT’

¢ irrazionale.

Altre frasi metamatematiche contenenti verbi con prefisso mpo— sono in X.4por (T0 mopLopa

mpoxwpnoeL «il porisma ha luogo») X.41/42 (SelEopev Mdn TpoekBéevol A\ppdTLoV TOLOUTOV
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«dimostreremo esponendo prima tale lemmino»), e le forme aberranti di chiusa della dimostrazione in
X.53/54 (@ mpoékerTo det€ar «le quali cose era stato proposto dimostrare») e XI.23por (6mep
TPpoékeLTo ToLfoat «il che era stato proposto fare»). Interne al linguaggio oggetto sono invece le
scarse occorrenze di forme del participio mpoTefels «prefissato», legate alla formulazione peculiare
del teorema di illimitatezza della classe dei numeri primi IX.20 (fer) e, naturalmente, a contesti di
teoria delle linee irrazionali in cui venga «prefissata» un’esprimibile, come in X.def.3 (bis), def4,
X.10 (ter).

Profezie su dimostrazioni da compiere fanno le altre forme di Seikvivat, escludendo quelle che
occorrono nelle clausole introduttive canoniche di dimostrazioni potenziali:

SelkvuTal X.def.3
delEopev VI1.22/23,41/42, X1.23/24, X11.12, XIII.18
delxnoeTal 1.16,47,1V.12, 14, VI1.20porl, X.32, 64, X1II.13
delxboovTal X .44

Le frasi contenenti SetxBnfoeTal «sara stato dimostrato» sono in buona parte clausole canoniche con
un sintagma inserito immediatamente dopo 6polws (81) incipitario: genitivo assoluto in I.16 € 47, TG
TpO ToUTOU «a quello prima di questo» in IV.14, md\wv «di nuovo» in X.32, ydp «infatti» in X.64.
Restano le occorrenze aberranti in IV.12 (Sia Td avTa 81 SeuxdrjoeTar: dimostrazione analogica,
non potenziale!), VI.20porl (ooaiTws 8¢ kal [...]; 'avverbio dcalTws «allo stesso modo» ricorre in
dimostrazioni potenziali alquanto dubbie anche in V.8, 20porl, X.23por, XII.15; in V.15 (bis), 16, 23,
VI.1 la sua presenza ¢ invece indotta dall’enunciato di V.15, dove ha un significato matematico ben
preciso), XIII.13 (os €&fis SetxbmoeTal). In X.44 incontriamo 1’unica occorrenza di dimostrazione
analogica introdotta da kaTd Td avTa 81 «secondo gli stessi <motivi>».



