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Le programme de Kac

sur les limites de champ moyen

S. Mischler

2 avril 2012

Dans ces notes nous exposons quelques résultats mathématiques classiques et
nouveaux concernant les “limites de champ moyen” en théorie cinétique des gaz
établis dans [17, 16, 15, 10]. Rappelons qu’établir une “limite de champ moyen”
consiste à obtenir un modèle sur la densité statistique de particules en partant d’une
famille de modèles décrivant un système composé de N particules et en passant à
la limite lorsque N tend vers l’infini.

1 Quelques résultats classiques

Nous présentons succinctement plusieurs résultats classiques dont nous discute-
rons et que généraliserons dans la suite de ces notes.

1.1 EDO et équation de Vlasov

Commençons par le modèle le plus simple. Dans E = R
d, on considère un

système de N particules identiques en interaction déterministe dont la position
X = (x1, ..., xN ) ∈ EN dans l’espace des phases évolue selon le système d’équations

(1.1) ẋi = Ai(X), xi(0) = données, 1 ≤ i ≤ N.

On suppose que le terme d’interaction Ai s’écrit sous la forme

(1.2) Ai(X) =
1

N

∑

j 6=i

a(xj − xi) =
1

N

N
∑

j=1

a(xj − xi) = (a ⋆ µN
X)(xi) =: A(xi, µ

N
X),

où a : E → E est régulier, a(0) = 0, et où on a introduit la mesure empirique µN
X

associée à la configuration X grâce à la relation

µN
X :=

1

N

N
∑

i=1

δxN
i (t)(dx) ∈ P(E), l’espace des probabilités sur E.

1



Au niveau statistique, le système de particules est décrit par une densité f =
f(t, x) ∈ P(E), dont la dynamique est régie par l’équation de Vlasov

(1.3) ∂tf = QV (f) := −divx(A(x, f) f).

Introduisons la distance de Monge-Kantorovich-Wasserstein (MKW) entre deux me-
sures F,G ∈ P(Eℓ) définie par

Wp(F,G) := inf
π∈Π(F,G)

(
∫

Eℓ×Eℓ

[dEℓ(X, Y )]p π(dX, dY )

)1/p

, p ∈ [1,∞).

Ici, dEℓ désigne la distance (correctement normalisée) de Eℓ définie par

∀X, Y ∈ Eℓ dEℓ(X, Y ) :=
1

ℓ

ℓ
∑

i=1

dE(xi, yi),

dE désigne la distance sur E définie par dE(x, y) = |x− y| ∧ 1 ∀x, y ∈ E, où | · | est
la norme euclidienne, et Π(F,G) est l’ensemble des plans de transfert de F sur G

Π(F,G) := {π ∈ P(Eℓ ×Eℓ); π(A× Eℓ) = F (A), π(Eℓ ×A) = G(A) ∀A}.

Le lien entre le système (1.1) et (1.3) est donné par le résultat suivant.

Théorème 1.1 (Dobrushin) Pour tout f0 ∈ P(E) et XN
0 ∈ EN , la solution

XN(t) de (1.1) issue de XN
0 et la solution f(t) de (1.3) issue de f0 satisfont

(1.4) sup
[0,T ]

W1(µ
N
XN (t), f(t)) ≤ eT LW1(µ

N
XN

0

, f0),

pour une constante L = L(a) et où W1 désigne la distance MKW dans P(E).

Ce résultat est démontré dans [6] et est une version “quantitative” des résultats
antérieurs [18, 2]. Nous renvoyons à [9] pour un (le seul !) résultat établissant la limite
de champ moyen pour le modèle de Vlasov dans le cas d’un champ de vecteurs a
singulier.

Afin de préparer la discussion que nous engagerons par la suite, il est utile de
mentionner comment s’interprète ce résultat si on considère initialement une densité
aléatoire de particules FN

0 ∈ Psym(EN) et que chaque particule évolue suivant la dy-
namique déterministe (1.1). Dans ce cas, la densité de particules FN(t) ∈ Psym(EN)
à l’instant t ≥ 0 du système de N particules est obtenue en transportant FN

0 le long
du flot TN

t défini par TN
t (X0) = Xt, où (Xt) est la solution de (1.1) issue de X0.

Plus précisément, FN(t) := TN
t ♯F

N
0 définie par

∀ϕ ∈ Cb(E
N ) 〈TN

t ♯F
N
0 , ϕ〉 :=

∫

EN

ϕ(TN
t (X0))F

N
0 (dX0),
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où ici et dans la suite Cb(E) désigne l’espace des fonctions continues et bornées sur
un espace métrique E. Maintenant, à FN ∈ Psym(EN) on associe F̂N ∈ P(P(E)),
la loi de la variable aléatoire µX lorsque X est une variable aléatoire de loi FN , par
la relation

∀Φ ∈ Cb(P(E)) 〈F̂N ,Φ〉 =

∫

EN

Φ(µN
X)FN(dX),

et on définit la distance de MKW dans P(P(E)) associée à une distance D sur P(E)
de la même manière que précédemment : pour α, β ∈ P(P(E)) on pose

WD(α, β) := inf
π∈Π(α,β)

∫

P(E)×P(E)

D(ρ, η) π(dρ, dη),

où encore une fois Π(α, β) désigne l’ensemble des plans de transports entre α et β.
En remarquant que Π(F̂N , δf) = {F̂N ⊗ δf} et en intégrant l’inégalité (1.4), il vient

(1.5) sup
[0,T ]

D0(F
N(t); f(t)) ≤ eL t D0(F

N
0 ; f0),

où on a défini D0(G; g) := WW1
(Ĝ, δg) pour tout G ∈ P(EN), g ∈ P(E).

1.2 EDS et équation de McKean-Vlasov

On considère dans ce paragraphe le modèle précédent auquel on ajoute un bruit
brownien. Plus précisément, toujours dans E = R

d, on considère un système de
particules identiques en interaction dont la dynamique est régie par l’EDS

(1.6) dxi = Ai(X) dt+ dBit, xi(0) = données, 1 ≤ i ≤ N,

où Ai(X) = A(xi, µ
N
X) est définie par (1.2) et Bit est une famille de N mouvements

browniens indépendants définie dans un espace de probabilité (Ω,A,P).
On introduit la dynamique sur la densité statistique f(t) ∈ P(E) qui est dans

ce cas régie par l’équation de McKean-Vlasov

(1.7) ∂tf = QMV (f) := −div(A(x, f) f) +
1

2
∆f, f(0) = f0 donnée.

On introduit enfin une dynamique auxiliaire définie par

(1.8) dyi = A(yi, f) dt+ dBit, yi(0) = données, 1 ≤ i ≤ N,

où f est la solution de (1.7) associée à f0 et les Bit sont les mêmes mouvements
browniens que dans (1.6).

Théorème 1.2 (Sznitman) Soient FN
0 ∈ Psym(EN ) et XN

0 ∈ EN une variable
aléatoire de loi FN

0 , soient f0 ∈ P(E) et Y N
0 ∈ EN une variable aléatoire de loi
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f⊗N
0 . La solution XN(t) de (1.6) issue de XN

0 et la solution Y N(t) de (1.8) issue de
Y N

0 et associée à f0 satisfont

(1.9) sup
[0,T ]

E

( 1

N

N
∑

i=1

|xi(t) − yi(t)|
)

≤ CT

(

E

( 1

N

N
∑

i=1

|xi(0) − yi(0)|
)

+
1√
N

)

pour une constante CT , et où E désigne l’espérance associée à P.

En particulier, en prenant dans (1.9) l’infimum par rapport à tous les couplages
possibles (XN

0 , Y
N
0 ) on obtient

(1.10) sup
[0,T ]

DN(FN(t); f(t)) ≤ CT

(

DN(FN
0 ; f0) +

1√
N

)

,

où on a posé DN(G; g) := W1(G, g
⊗N) pour tout G ∈ P(EN), g ∈ P(E).

Le théorème 1.2 est démontré dans [22]. On renvoie aux travaux de F. Malrieu
et aux articles qui y sont cités pour des résultats récents concernant ce modèle de
McKean-Vlasov.

1.3 Système de Boltzmann-Kac et équation de Boltzmann

On s’intéresse maintenant au modèle de Kac qui apparâıt dans un article fameux
[12] datant 1956 dans lequel la problématique des “limites de champ moyen” est
introduite pour la première fois ainsi que le concept de “propagation du chaos”. On
considère un système de particules qui interagissent par “sauts collisionnels binaires”
sensé être une caricature d’une vraie dynamique déterministe collisionnelle. Plus
précisément, on considère un système de N particules identiques dont la vitesse
V = (v1, ..., vN) ∈ EN , dans l’espace des phases, évolue selon la règle heuristique
suivante :

- pour tout couple (i′, j′) ∈ {1, ..., N}2 on tire un temps alétaoire de collision
Ti′,j′ selon une loi exponentielle de paramètre B(|vi′ − vj′|) et on sélectionne (i, j)
le couple de vitesses avant collision correspondant au temps minimal Ti,j ≤ Ti′,j′

∀ i′, j′ ;
- on tire au hasard un “angle” de collision σ ∈ S

d−1 suivant la loi b(cos θ),
cos θ = σ · (vi − vj)/|vi − vj |, et on définit les vitesses après collision (v′i, v

′
j) par

(1.11) v′i =
vi + vj

2
+

|vj − vi|
2

σ, v′j =
vi + vj

2
− |vj − vi|

2
σ.

- après cette collision, la nouvelle vitesse est V ′
ij := (v1, ..., v

′
i, ..., v

′
j , ..., vN).

En répétant ce procédé (et en changeant d’échelle de temps), on construit un
processus de Markov dont la loi FN

t est régie par l’équation de Kolmogorov

(1.12) ∂t〈Ft, ϕ〉 = 〈FN
t ,Λ

Nϕ〉 ∀ϕ ∈ Cb(E
N)
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où le générateur ΛN est donné par

(1.13) ΛN =
1

N

N
∑

i,j=1

ΛN
ij (ΛN

ijϕ)(V ) =

∫

Sd−1

B(vi − vj , σ) [ϕ′
ij − ϕ] dσ,

avec ϕ = ϕ(V ), ϕ′
ij = ϕ(V ′

ij), B(vi − vj , σ) = B(|vi − vj |) b(cos θ). On supposera ici
que B correspond à l’une des trois sections efficaces suivantes :

- (MG) molécules maxwelliennes avec cut-off de Grad : B = 1, b = 1 ;
- (M) molécules maxwelliennes sans cut-off : B = 1, b /∈ L1 ;
- (SD) sphères dures : B(z) = |z|, b = 1.

D’autre part, on introduit la dynamique sur la densité statistique f(t) ∈ P(E)
qui est régie par l’équation de Boltzmann (homogène en espace)

(1.14) ∂tf = QB(f) :=

∫

Rd

∫

Sd−1

B(v − v∗, σ) (f ′ f ′
∗ − f f∗) dσdv∗,

f(0) = f0 donnée, où v′ et v′∗ sont définis grâce à (1.11) à partir de v, v∗ et σ.

Définition 1.3 Etant donnée une probabilité G ∈ Psym(EN ) on définit sa j-ième
marginale Gj ∈ Psym(Ej), 1 ≤ j ≤ N , en posant Gj(A) := G(A× EN−j) pour tout
borélien A de Ej. On dit qu’une suite (FN) de Psym(EN ) est f -Kac chaotique (ou
simplement f -chaotique), f ∈ P(E), si pour tout j ≥ 1 fixé, on a

FN
j ⇀ f⊗j faiblement dans P(Ej).

Le lien entre ces deux dynamiques est donné par le résultat “de propagation du
chaos” :

Théorème 1.4 (Kac, McKean, Graham et Méléard) On suppose (MG). Soit
FN

0 ∈ Psym(EN) et FN(t) la solution de (1.12)-(1.13) issue de FN
0 . Soit f0 ∈ P(E)

et f(t) la solution de (1.14) issue de f0.
(1) Si FN

0 est f0-chaotique, alors FN
t est f(t)-chaotique.

(2) Plus précisément, si FN
0 = f⊗N

0 , alors pour tout 1 ≤ ℓ ≤ N

sup
t∈[0,T ]

Dℓ(F
N(t); f(t)) ≤ Cℓ,T

N
,

où on a posé Dℓ(G; g) := W1(Gℓ, g
⊗ℓ) pour tout G ∈ P(EN), g ∈ P(E).

Le résultat (1) est dû à Kac [12] pour le modèle appelé “caricature de Kac” et à
McKean [13] pour le modèle (MG). Le résultat (2) est établi explicitement dans
Graham et Méléard [7], voir également [14]. A chaque fois les preuves reposent sur
une description précise/explicite des suites de collisions à l’aide d’une représentation
“en arbre” (fomule de Wild dans [12, 13], arbres aléatoires dans [13]) et sont donc
spécifiques au modèle (MG) . Sans utiliser de formulation explicite Grünbaum [8]
redémontre (1) et Peyre [20] obtient une variante de (2).
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Une première question posée par Kac est celle de savoir si son résultat peut
s’étendre à un modèle plus “physique” que celui qu’il considère. Une réponse affir-
mative est donnée par Sznitman dans [21] qui démontre par une méthode de mar-
tingale non linéaire (que nous ne présenterons pas ici) le point (1) du Théorème 1.4
pour le modèle (SD).

La deuxième question largement discutée dans [12], et qui était peut-être la
motivation initiale de Kac, est celle d’obtenir le “théorème H” de Boltzmann pour
les solutions de l’équation (1.14) non linéaire à partir de familles de fonctionelles de
Liapounov pour l’équation (1.12)-(1.13) en grande dimension mais linéaire, et mieux,
d’obtenir le temps de relaxation de l’équation (1.14) à partir d’un possible temps de
relaxation uniforme en N pour (1.12)-(1.13). Afin d’accomplir ce programme, Kac
propose d’étudier la famille des trous spectraux dans L2 associée à (1.12)-(1.13).
Dans cette direction citons le résultat suivant.

Théorème 1.5 On suppose (MG) et on note σN la mesure uniforme sur la sphère
SN de EN centrée et de rayon

√
N . Il existe δ > 0 tel que pour tout N ≥ 1

∆N := inf{ − 〈h,ΛNh〉L2 , 〈h, 1〉L2 = 0, ‖h‖2
L2} ≥ δ > 0,

où 〈·, ·〉L2 et ‖ · ‖L2 correspondent au produit scalaire et à la norme de L2(SN ; dσN).
En particulier, pour tout FN

0 = h0 σN ∈ Psym(EN), h0 ∈ L2, la solution FN de
(1.12)-(1.13), s’écrit FN = h(t) σN et

(1.15) ‖hN(t) − 1‖L2 ≤ e−δ t ‖hN
0 − 1‖L2.

Le Théorème 1.5 a été établi par Janvresse pour le modèle de Kac et par Carlen,
Carvalho, Loss [4] pour le modèle (MG). Il se trouve que le théorème 1.5 ne donne
pas de réponse au deuxième problème posé par Kac. En effet, pour une suite FN

0 =
hN

0 σN qui est f0-chaotique , on a “naturellement” ‖hN
0 − 1‖L2 ≥ AN , avec A > 1,

de sorte qu’il faudra attendre un temps proportionnel à N avant que la borne (1.15)
implique une convergence vers l’équilibre.

Plus récemment, la question du trou spectral associé à l’entropie (qui est une
fonctionnelle mieux adaptée à une limite N → ∞) a été étudiée. En définissant

∆′
N := inf{ − 〈(logG)/N,ΛNG〉/H(G)}, H(G) :=

1

N

∫

EN

G logG,

il est démontré que ∆′
N ≥ 1/N dans [25] et lim sup ∆′

N = 0 dans [3]. La borne
inférieure n’étant pas uniforme en N , ces résultats ne permettent pas de répondre à
la deuxième question de Kac.

1.4 Limite de champ moyen par hiérarchie BBGKY

La hiérarchie BBGKY a été utilisée avec succès par Lanford en 1974 pour
démontrer la “limite de Boltzmann-Grad” (qui n’est pas une limite de champ moyen
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à proprement parler) et obtenir ainsi l’équation de Boltzmann non homogène en
espace comme limite d’une dynamique portant sur N particules lorsque N → ∞.
Il n’est pas question ici de présenter le résultat de Lanford. Nous allons plutôt
illustrer cette approche à partir de nos trois modèles présentés ci-dessus. En pre-
mier lieu, il convient de remarquer que si on s’intéresse à la densité de parti-
cules F (t) ∈ Psym(EN) alors son évolution est régie par l’équation de Liouville-
Kolmogorov

(1.16) ∂tF
N = ΩNFN ,

où ΩN = (ΛN)∗ = ΛN pour le modèle de Boltzmann-Kac et

ΩNF =
∑

i=1,...,N

divxi
(Ai(X)F ) +

ν

2

∑

i=1,...,N

∆xi

avec ν = 0 pour le modèle de Vlasov et ν = 1 pour le modèle de McKean-Vlasov.
En deuxième lieu, pour chacun de ces modèles, il existe un opérateur ΩN

j+1 de
P(Ej+1) dans P(Ej) tel que lorsqu’on intègre l’équation (1.16) par rapport aux
N − j dernières variables, on obtient la famille d’équations

(1.17) ∂tF
N
j = (ΩNFN)j = ΩN

j+1 F
N
j+1 ∀ 1 ≤ j ≤ N.

Le fait que (ΩNFN)j s’écrive comme une fonction de FN
j+1 provient de ce que les

interactions entres particules sont (au plus) binaires.
La preuve de la limite de champ moyen en passant par la hiérarchie BBGKY se

fait selon les trois étapes suivantes :

Etape 1. Compacité/Convergence. On montre que FN
1 est bornée dans Pk(E), k > 0,

assez grand de sorte que d’une part pour tout j ≥ 1 fixé on a FN
j ⇀ πj faible-

ment dans Psym(Ej). On montre que “ΩN
j → Ω∞

j ”, pour un certain opérateur Ω∞
j

de P(Ej+1) dans P(Ej), de sorte que de plus ΩN
j+1 F

N
j+1 ⇀ Ω∞

j+1 πj+1 faiblement
dans P(Ej+1). En passant à la limite dans (1.17) on obtient que la suite (πj)j≥1

de Psym(Ej) est compatible (au sens où la j-ième marginale de πj+1 est πj) et est
solution de la hiérarchie d’équations (BBGKY)

(1.18) ∂tπℓ = Ω∞
j+1 πℓ+1.

Etape 2. Consistence. On remarque que si f(t) est solution de l’équation non linéaire
“de champ moyen” alors π̄j(t) = f(t)⊗j est solution de (1.18), ce qui résulte de la
“consistance” de l’opérateur Ω∞ vis-à-vis de l’opérateur non linéaire Q.

Etape 3. Unicité. On démontre qu’il y a unicité de la solution (1.18), c’est l’étape
difficile de la méthode.

En combinant ces trois étapes, on obtient que si FN
j (0) ⇀ f⊗j

0 lorsque N → ∞
pour tout j ≥ 1, alors FN

j (t) ⇀ f(t)⊗j lorsque N → ∞ pour tout j ≥ 1.

Des théorèmes d’unicité pour la hérarchie BBGKY ont été obtenus par Pulvi-
renti, Spohn et Wick dans le début des années 1980 pour le modèle de Vlasov et
par Arkeryd, Caprino, Ianiro [1] pour le modèle de Boltzmann (SD). En particulier,
ce dernier résultat donne une preuve alternative à la preuve de Sznitman [21] de la
limite de champ moyen du système de Boltzmann-Kac (SD).
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1.5 Le théorème de Hewitt et Savage

Le théorème de Hewitt et Savage est historiquement important, il fait le lien
entre les familles compatibles de mesures symétriques et les mesures de mélange.

Théorème 1.6 ([11]). Soit (πj)j≥1 une suite de P(Ej). Il y a équivalence entre

- (πj)j≥1 est symétrique et compatible ;

- il existe π̂ ∈ P(P(E)) telle que πj =

∫

P(E)

ρ⊗j π̂(dρ) ∀ j ≥ 1.

Dans le domaine des limites de champ moyen les applications du Théorème 1.6
sont multiples. Il permet de traiter des situations dans lesquelles il peut y avoir
“mélange” (il n’y a pas “chaos”), ou pour lesquelles on ne sait pas l’exclure a priori, ce
qui est le cas lorsqu’on étudie des limites de mesures de Gibbs en physique statistique
à l’équilibre. Le Théorème 1.6 est également utilisé dans les preuves classiques de
comparaison des convergences suivantes pour une suite (FN) de P(EN), (FN

1 ) bornée
dans Pk(E), k > 1, et f ∈ Pk(E) :

FN
1 ⇀ f faiblement lorsque N → ∞;(1.19)

H(f) ≤ lim infH(FN);(1.20)

(FN) est f − chaotique;(1.21)

W1(F
N
2 , f

⊗2) → 0 lorsque N → ∞;(1.22)

W1(F
N
k , f

⊗k) → 0 lorsque N → ∞ ∀ k ≥ 1;(1.23)

F̂N ⇀ δf faiblement dans P(P(E)) lorsque N → ∞;(1.24)

W1(F
N , f⊗N) → 0 lorsque N → ∞;(1.25)

FN
1 ⇀ f et H(FN) → H(f) lorsque N → ∞.(1.26)

Il est connu que les convergences (1.21), (1.22), (1.23) et (1.24) sont équivalentes
entre elles, qu’elles sont impliquées par (1.25) ou (1.26), et qu’elles entrâınent (1.19)
et (1.20).

1.6 Discussion

Dans la suite de ces notes nous allons aborder les questions suivantes et donner
quelques éléments de réponses.

1. Peut-on comparer de manière plus précise les différentes convergences (1.21)–
(1.26) ? Peut-on comparer de manière quantitative les convergences équivalentes
(1.21)–(1.24) ? Nous traitons ces questions dans le paragraphe 2 dans lequel nous
présentons un résultat de comparaison des mesures du chaos qui entrâıne en parti-
culier l’équivalence des convergences (1.21)–(1.25), à noter que l’implication “(1.21)
implique (1.25)” est nouvelle. Nous comparons également le chaos au sens de Kac
avec des notions plus fortes et plus récentes de chaos.
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2. Peut-on avoir le même type d’inégalité (1.5) et (1.10) pour le modèle de
Boltzmann-Kac ? Peut-on traiter par la même méthode les trois modèles, et donc des
combinaisons de processus de dérive, diffusion et sauts ? Peut-on généraliser ces esti-
mations quantifiées au cas d’un modèle “physique” (Maxwell sans cut-off et sphères
dures), ce qui est la première question de Kac ? Nous répondrons positivement à ces
trois questions dans le paragraphe 3.

3. Peut-on avoir une estimation uniforme en temps et peut-on répondre à la
deuxième question de Kac concernant un temps de relaxation vers l’équilibre uni-
forme en N ? Egalement au paragraphe 3, nous donnerons une réponse positive à
ces deux questions avec toutefois des taux sûrement moins bons que ceux que l’on
pourrait espérer.

4. Peut-on comparer la méthode de la hiérarchie BBGKY avec les méthodes
quantitatives de limite de champ moyen ? Dans le paragraphe 4, nous expliquerons
pourquoi la méthode introduite au paragraphe 3 est d’une certaine manière une
“version quantitative” de la méthode de la hiérarchie BBGKY.

2 Les mesures du chaos

Dans ce paragraphe, pour simplifier la présentation, on prend E = R
d muni de

la distance dE(x, y) := |x − y| ∧ 1. Pour f ∈ P(E), k ∈ (0,∞), on note Mk(f) le
moment d’ordre k de f . Notre premier résultat est une comparaison “quantifiée”
des différentes mesures du chaos au sens de Kac.

Théorème 2.1 Il existe γ, α ∈ (0, 1) tels que pour tout i, j ∈ {0, 2, ..., N} et tout
GN ∈ Psym(EN), GN

1 ∈ P2(E), f ∈ P2(E) on a

Di(G
N ; f) ≤ C

(

Dj(G
N ; f)α +

1

Nγ

)

,

avec C := C(M2(G
N
1 ),M2(f)).

Preuve du Théorème 2.1 : nous en donnons juste les grandes lignes.

Etape 1. On a pour tout 1 ≤ j ≤ k ≤ N

W1(Gj , f
⊗j) ≤ 2W1(Gk, f

⊗k).

Pour voir cela, il suffit d’introduire la division euclidienne k = α j+r, 0 ≤ r ≤ j−1,
d’écrire Ek = Ej × ...× Ej × Er et de revenir à la définition des distances W1.

Etape 2. Il existe deux constantes C > 0, α ∈ (0, 1) telles que

(2.1) W1(Ĝ, δf) ≤ C
(

W1(G2, f ⊗ f) +
1

N

)α

.
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Pour la preuve de (2.1) on introduit la notation πN
P
G := Ĝ. On commence par écrire

l’identité

W‖·‖2

H−s
(πN

P
G, δf) = (1 − 1

N
)

∫

E

[

G̃2 − |Ĝ1|2
] dξ

〈ξ〉2s

+

∫

E

[|Ĝ1|2 − Ĝ1 f̌ − Ǧ1 f̂ + |f |2] dξ

〈ξ〉2s
+

1

N

∫

E

1 − |Ĝ1|2
〈ξ〉2s

dξ,

où ici (et ici seulement !) on note ĥ(ξ) :=
∫

E
e−i v·ξ h(dv), ȟ(ξ) :=

∫

E
ei v·ξ h(dv) et

H̃(ξ) =
∫

E2 e
i (v−w)·ξ H(dv, dw) pour h ∈ P(E) et H ∈ P(E2). Ainsi, pour s >

d/2 + 1/2, de sorte que ‖f − g‖H−s ≤ CW1(f, g), on a

(2.2) W‖·‖2

H−s
(πN

P
G, δf) ≤ Cs,d

(

W1(G2, G1 ⊗G1) + ‖G1 − f‖2
H−s +

1

N

)

.

De la borne d’interpolation W1(f, g) ≤ Ck ‖f − g‖2α
H−s, α ∈ (0, 1/2), et de l’inégalité

de Jensen dans P(E)×P(E), on déduit que W1(π
N
P
G, δf) ≤ [W‖·‖2

H−s
(πN

P
G, δf )]

α ce

qui permet de conclure.

Etape 3. On montre que

(2.3) W †
1 (G,F ) ≤ W1(Ĝ, δf) + Ωf (N)

où on définit F := f⊗N , Ωf (N) := WW1
(F̂ , δf ) et

W †
1 (G,F ) := inf

π∈Π(G,F )

∫

EN×EN

W1(µ
N
X , µ

N
Y ) π(dX, dY ).

En effet, puisque Π(Ĝ, δf ) = {Ĝ⊗ δf} et F ⊗G ∈ Π(F,G), on a

W1(Ĝ, δf ) =

∫

P(E)

W1(ρ, f) Ĝ(dρ) =

∫

EN×EN

W1(µ
N
Y , f)F (dX)G(dY )

≥
∫

EN×EN

[W1(µ
N
Y , µ

N
X) −W1(µ

N
X , f)]F (dX)G(dY )

≥ inf
π∈Π(F,G)

∫

EN×EN

W1(µ
N
Y , µ

N
X) π(dX, dY ) −

∫

EN

W1(µ
N
X , f)F (dX)

= W †
1 (F,G) −W1(δf , F̂ ).

Etape 4. Pour terminer, on montre (et c’est le point crucial)

(2.4) ∀F,G ∈ Psym(EN) W1(F,G) = W †
1 (F,G).

On montre seulement W1(F,G) ≤ W †
1 (F,G) puisque l’inégalité inverse découle tri-

vialement de l’inégalité W1(µ
N
X , µ

N
Y ) ≤ dEN (X, Y ). Par un argument de densité, que

nous ne détaillerons pas, on peut se ramener au cas où E est un ensemble fini de

10



sorte que les mesures F,G et les plans de transport π ∈ Π(F,G) peuvent être com-
pris comme des fonctions EN → [0, 1] et EN × EN → [0, 1] respectivement. On
considère π ∈ Π(F,G) telle que

∫

EN×EN

W1(µ
N
X , µ

N
Y ) π(dX, dY ) = W †

1 (F,G),

et comme la fonction (X, Y ) 7→ W1(µ
N
X , µ

N
Y ) est invariante par permutation des

coordonnées de X et Y , on peut supposer que π ∈ Psym(E2N) au sens où π(X ′, Y ′) =
π(X, Y ) si X ′ ∼ X et Y ′ ∼ Y où on a défini la relation d’équivalence ∼ par Z ∼ Z ′

pour Z,Z ′ ∈ EN s’il existe σ ∈ SN tel que Z ′ = Zσ = (zσ(1), ..., zσ(N)). Le problème
est résolu si on montre comment définir π∗ ∈ Π(F,G) telle que

(2.5)

∫

EN×EN

dEN (X, Y ) π∗(dX, dY ) =

∫

EN×EN

W1(µ
N
X , µ

N
Y ) π(dX, dY ).

On désigne par X ⊂ EN (resp. Y ⊂ EN) les classes d’équivalence (pour la relation
∼) et par X (resp. Y ) l’ensemble de ces classes (où EN est considéré comme étant
respectivement l’espace de la première marginale et de la deuxième marginale). A
cause des hypothèses de symétrie, les fonctions F et G sont constantes sur chaque
classe et la fonction π est constante sur chaque paire de classes. Plus précisément,
pour tout X ∈ X , Y ∈ Y et pour tout X ∈ X , Y ∈ Y

F (X) = F (X )/♯X , G(Y ) = F (Y)/♯Y, π(X, Y ) = π(X × Y)/(♯X ♯Y),

où dans les termes de droite de ces trois égalités F , G et π sont considérées comme
des fonctions d’ensemble et ♯ désigne un cardinal. On en déduit les relations de
compatibilité suivantes : pour toutes classes X ,Y et tout X ∈ X , Y ∈ Y

(2.6) F (X) =
∑

Y ′∈Y ,Y ′∈Y ′

π(X, Y ′) =
∑

Y ′∈Y

π(X × Y ′)

♯X , G(Y ) =
∑

X ′∈X

π(X ′ × Y)

♯Y

Pour une paire de classes (X ,Y), on définit le réel positif δXY := W1(µ
N
X , µ

N
Y ) pour

un couple (et donc tout couple) (X, Y ) ∈ (X ,Y). Ensuite, pour une paire de classes
(X ,Y), pour X ∈ X et Y ∈ Y , on définit les ensembles de couples optimaux

CX ,Y := {(X ′, Y ′) ∈ X × Y ; dEN (X ′, Y ′) = δXY},

CX,Y := {Y ′ ∈ Y ; (X, Y ′) ∈ CX ,Y} et CX ,Y := {X ′ ∈ X ; (X ′, Y ) ∈ CX ,Y}.
Il est facile de montrer que pour toutes classes (X ,Y), on a

(2.7) ∀X,X ′ ∈ X ♯CX,Y = ♯CX′,Y , ∀Y, Y ′ ∈ Y ♯CX ,Y = ♯CX ,Y ′,

et que pour tout X ∈ X , Y ∈ Y , on a

(2.8) ♯CX,Y ♯X = ♯CX ,Y = ♯CX ,Y ♯Y .

11



On est maintenant en mesure de définir la probabilité π∗ ∈ P(EN ×EN ). On pose

π∗(X, Y ) =
π(X × Y)

♯CX ,Y

si (X, Y ) ∈ CX ,Y ,

π∗(X, Y ) = 0 si (X, Y ) /∈
⋃

X∈X ,Y∈Y

CX ,Y .

On vérifie alors que π∗ ∈ Π(F,G) puisque si X ∈ EN et X est la classe de X, on a
grâce à (2.8) et (2.6)

π∗(X × EN) =
∑

Y ′∈Y ,Y ′∈Y ′

π∗(X, Y ′) =
∑

Y ′∈Y

∑

Y ′∈CX,Y′

π(X × Y ′)

CX ,Y ′

=
∑

Y ′∈Y

♯CX,Y ′

π(X × Y ′)

♯CX,Y ′ ♯X = F (X),

et de la même manière ∀Y ∈ EN π∗(EN × Y ) = G(Y ). Enfin, on calcule
∑

X∈EN , Y ∈EN

dEN (X, Y ) π∗(X, Y ) =
∑

X∈X ,Y∈Y

∑

X∈X , Y ∈Y

dEN (X, Y ) π∗(X, Y )

=
∑

X∈X ,Y∈Y

∑

(X,Y )∈CX ,Y

δX ,Y
π(X × Y)

CX ,Y

=
∑

X∈X ,Y∈Y

δX ,Y π(X × Y)

=
∑

X∈X ,Y∈Y

∑

X∈X , Y ∈Y

W1(µ
N
X , µ

N
Y ) π(X, Y )

=
∑

X∈EN , Y ∈EN

W1(µ
N
X , µ

N
Y ) π(X, Y ),

ce qui est précisément (2.5). ⊓⊔
Un corollaire du Théorème 2.1 est le résultat suivant qui permet de relier le

chaos au sens de Kac, le “chaos entropique” étudié dans [3] et le “chaos au sens de
l’infomation de Fisher” que nous introduisons ici. On définit l’information de Fisher
d’une probabilité régulière F ∈ Psym(EN), F1 ∈ Pk(E), k > 0, par

I(F ) :=
1

N

∫

EN

|∇F |2
F

.

Théorème 2.2 Soit (FN) une suite de Psym(EN ) telle que Mk(F
N
1 ) est bornée avec

k > 2 et FN
1 ⇀ f faiblement dans P(E).

Dans cette série d’assertions, chacune implique la suivante.
(i) (FN) est f -Fisher chaotique, au sens où I(FN) → I(f), I(f) <∞ ;
(ii) I(FN) est bornée et (FN) est f -Kac chaotique ;
(iii) (FN) est f -entropie chaotique, au sens où H(FN) → H(f), H(f) <∞ ;
(iv) (FN) est f -Kac chaotique.
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Idée de la preuve. Le point le plus délicat est d’établir H(f) ≥ lim supH(FN) afin
de montrer que (ii) implique (iii). Pour faire cela, on écrit l’inégalité HWI de [19]

H(FN |γ⊗N) :=
1

N

∫

EN

FN log
FN

γ⊗N
≤ H(f⊗N |γ⊗N) +W2(F

N , f⊗N)
√

I(FN |γ⊗N),

on utilise le fait que l’information relative de Fisher

I(FN |γ⊗N) =
1

N

∫

EN

∣

∣

∣

∣

∇ log
FN

γ⊗N

∣

∣

∣

∣

2

γ⊗N = I(FN) +

∫

E

(

2
∆γ

γ
+

|∇γ|2
γ2

)

FN
1

est bornée, et enfin que W2(F
N , f⊗N) → 0 grâce au Théorème 2.1. ⊓⊔

3 Quantification du chaos et relaxation uniforme

en N

Commençons par une première estimation de propagation du chaos.

Théorème 3.1 Soit FN
0 ∈ Psym(EN) et FN(t) la solution de l’équation (1.16) as-

sociée au modèle de Vlasov, McKean-Vlasov ou Boltzmann-Kac. Soit f0 ∈ P(E)
et f(t) la solution de l’équation de champ moyen associée à (1.3), (1.7) ou (1.14).
Alors pour tout 1 ≤ j ≤ N/2, on a

(3.1) sup
t∈[0,T )

‖FN
j (t) − f(t)⊗j‖F ′

j
≤ Cj,T

Na
+ Θj,T

(

WW1
(F̂N

0 , δf0
)
)

,

avec
– T <∞ pour les modèles de Vlasov, McKean-Vlasov et Boltzmann-Kac (M),
– T ∈ (0,∞] pour le modèle de Boltzmann-Kac (MG) et (SD),
– f0 et FN

01 possèdent “suffisamment” de moments bornés, et éventuellement FN
0

satisfait à des contraintes de support,
– Fj est un espace de fonctions régulières de Ej, typiquement Fj ⊂W 1,∞(Ej),
– la constante a ∈ (0, 1] dépend du modèle considéré, ainsi que la constante CT,j

et la fonction Θj,T qui satisfait Θj,T (s) → 0 lorsque s→ 0.
En particulier, si FN

0 est f0-chaotique alors FN(t) est f(t)-chaotique, et cela de
manière quantifiée. De plus, si FN

0 est f0-entropie chaotique alors FN(t) est f(t)-
entropie chaotique.

Soulignons que grâce aux estimations présentées dans la section 2, on peut
déduire de la forme précise du Théorème 3.1 (voir [17, 16]) que pour tout temps
T < ∞ et toute “mesure du chaos” D = D0, D2, ... DN , il existe une fonction
ΘT ∈ C(R+,R+), ΘT (0) = 0, telle que

(3.2) sup
t∈[0,T ]

D(FN(t); f(t)) ≤ ΘT

(

1

N
+ D(FN

0 ; f0)

)

.
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Dans certain cas, on peut prendre ΘT (s) = CT s
α, α ∈ (0, 1). On étend ainsi les

estimations (1.5) et (1.10) au cas des modèles de Boltzmann-Kac et au cas de modèles
mixtes de dérive, diffusion et sauts, et on prouve en particulier un résultat quantifié
de propagation du chaos pour les modèles “physiques” (SD) et (M). On répond
ainsi bien à la question 2 formulée dans le paragarphe 1.6. Soulignons toutefois que
l’estimation (3.2) obtenue grâce au Théorème 3.1 est moins précise que (1.5) et
(1.10).

Nous n’allons pas présenter la preuve du Théorème 3.1 en détail mais seulement
quelques idées clés que nous illustrons sur le modèle de Boltzmann-Kac (MG).
Cette preuve est en partie inspirée de la preuve de Grünbaum [8], mais elle est aussi
beaucoup plus précise et générale. Elle repose sur un argument de dualité. Pour
ϕ ∈ Fj on décompose le terme à estimer en trois morceaux de la manière suivante :

〈

FN
t − f⊗N

t , ϕ⊗ 1⊗N−j
〉

=

=
〈

FN
t , ϕ⊗ 1⊗N−j −Rϕ(µN

V )
〉

(= T1)

+
〈

FN
t , Rϕ(µN

V )
〉

−
〈

FN
0 , Rϕ(SNL

t µN
V )
〉

(= T2)

+
〈

FN
0 , Rϕ(SNL

t µN
V )
〉

−
〈

f⊗j
t , ϕ

〉

(= T3)

où Rϕ est le “polynôme” sur P(E) défini par la relation

Rϕ(ρ) =

∫

Ej

ϕρ(dv1) ... ρ(dvj)

et SNL
t est le semi-groupe non linéaire défini sur P(E) et associé à l’équation de

champ moyen par g0 7→ SNL
t g0 := gt, gt solution de l’équation issue de g0.

Le terme T1 est facilement borné en C/N grâce à un argument combinatoire
classique déjà présent dans [8]. Pour le terme T3, on écrit un argument similaire à
celui qui nous a permis de passer de (1.4) à (1.5), à savoir

|T3| =
∣

∣

〈

FN
0 , Rϕ(SNL

t µN
V ) −Rϕ(SNL

t f0)
〉
∣

∣

≤ [Rϕ]C0,1
W1

〈

FN
0 ,W2(S

NL
t µN

V , S
NL
t f0)

〉

≤ j ‖∇ϕ‖L∞(Ej)CT

〈

FN
0 ,W2(µ

N
V , f0)

〉

≤ j ‖∇ϕ‖L∞(E)CT WW2
(F̂N

0 , δf0
),(3.3)

où pour une distance D sur P(E), W1 ≤ D, on définit

[Rϕ]C0,1
D

:= sup
D(ρ,η)≤1

|Rϕ(η) − Rϕ(ρ)| ≤ j ‖∇ϕ‖L∞

et où on utilise que le flot non linéaire satisfait d’après [?]

(A5) W2(ft, gt) ≤ W2(f0, g0) ∀ f0, g0 ∈ P(E).

Enfin, on a une borne sur (3.3) grâce au Théorème 2.1.
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La borne du terme T2 est le point clé. On commence par écrire l’identité

T2 =
〈

FN
0 , T

N
t (Rϕ ◦ µN

V ) − (T∞
t Rϕ)(µN

V )
〉

=
〈

FN
0 , (T

N
t πN − πNT

∞
t )Rϕ

〉

=

〈

FN
0 ,

∫ T

0

TN
t−s (ΛNπN − πNΛ∞)T∞

s dsRϕ

〉

=

∫ T

0

〈

FN
t−s, (Λ

NπN − πNΛ∞) (T∞
s Rϕ)

〉

ds

dans laquelle on a
– TN

t = semi-groupe dual (agissant sur Cb(E
N)) de FN

0 7→ FN
t ;

– T∞
t = semi-groupe “pushforward” (agissant sur Cb(P(E))) du semi-groupe

non linéaire SNL
t défini par (T∞Φ)(ρ) := Φ(SNL

t ρ) ;
– πN = projection C(P(E)) → C(EN) défini par (πNΦ)(V ) = Φ(µN

V ) ;
– ΛN est le générateur de TN

t et Λ∞ celui de T∞
t .

Or il est possible de montrer que
(A1) FN

t possède autant de moments bornés que l’on souhaite (autant que FN
0 ) ;

(A2) Λ∞Φ(ρ) = 〈Q(ρ), DΦ(ρ)〉 pour tout Φ ∈ C1,a(P(E),R) ;
(A3) (ΛNπNΦ)(V ) = 〈Q(µN

V ), DΦ(µN
V )〉 + O([Φ]C1,a/N) ∀Φ ∈ C1,a(P(E),R) ;

(A4) SNL
t ∈ C1,a(P(E);P(E)), et plus précisément

(3.4) ∀T
∫ T

0

[SNL
t ]C1,a dt ≤ C.

La notion de calcul différentiel sur l’ensemble des probabilités que nous utilisons
ici est la suivante. Pour G̃1, G̃2 deux ensembles (égaux à R ou à un sous-ensemble
de P(E)), G1,G2 deux espaces vectoriels normés tels que G̃i − G̃i ⊂ Gi, on écrit
Φ ∈ C1,a(G̃1, G̃2), α ∈ (0, 1], si pour tout f ∈ G̃1 il existe une application linéaire
continue DΦ(f) : G1 → G2 et pour tout f, g ∈ G̃1 on a pour une constante [Φ]C1,a ,

‖Φ(g) − Φ(f) − 〈DΦ(f), f − g〉‖G2
≤ [Φ]C1,a ‖g − f‖1+a

G2
.

Dans (A2)–(A4) il convient donc de préciser à chaque fois la norme considérée
(il s’agit ici de normes du type |T |s := supξ∈Rd |T̂ (ξ)|/|ξ|s pour T ∈ S ′(Rd) une

distribution et T̂ sa transformée de Fourier) et en fait de restreindre l’ensemble de
probabilités considéré (changer P(E) par un sous-ensemble de probabilités ayant des
moments prescrits et/ou bornés). On n’en dira pas plus ici, sinon que grâce à (A4)
on montre que T∞

t Rϕ ∈ C1,a et satisfait une estimation du type (3.4), et qu’alors,
de cette estimation combinée à (A1)–(A3), on déduit que le terme |T2| est borné
par C/Nα, et cela uniformément en T .

Enfin, il nous est possible de répondre à la deuxième question de Kac formulée
plus haut.

Théorème 3.2 Soit f0 ∈ P(E), par exemple régulière, et FN
0 = [f⊗N

0 ]SN
la mesure

de probabilité obtenue en “conditionnant à la sphère SN la mesure produit f⊗N
0 ”.
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Soit enfin FN(t) la solution du système de Boltzmann-Kac (1.12)-(1.13). Il existe
une fonction ε1(t) telle que ε1(t) → 0 et

(3.5) sup
N
W1

(

FN(t), σN
)

≤ ε1(t)−→
t→∞

0,

On considère maintenant le modèle (MG), et lui seulement. On suppose de plus
que I(f0) < ∞ et on note FN = hN(t) σN avec hN(t) ∈ L1(SN). Alors il existe une
fonction ε2(t) telle que ε2(t) → 0 et

(3.6) sup
N

1

N

∫

SN

hN(t) log h(t) dσN ≤ ε2(t)−→
t→∞

0.

Dans le cas du modèle (MG), on peut prendre εi(t) = Ci t
−ai, avec ai ∈ (0, 1) plutôt

proche de 0 que de 1 !

Dans le cas du modèle (MG), l’idée de la preuve est la suivante. D’une part, grâce
à (1.15) on obtient

(3.7) W1(F
N(t), σN) ≤ C ‖hN(t) − 1‖L2(SN ) ≤ AN e−δ t,

ce qui donne une première borne pertinente pour des temps grands par rapport au
nombre de particules. De plus, en combinant le théorème 3.1 de quantification du
chaos (qui est uniforme en temps) et le retour exponentiel vers la gaussienne de la
solution f(t) de l’équation de Boltzmann (1.12) issue de f0 établi dans [5], on obtient
aisément pour αi ∈ (0, 1), Ci > 0

(3.8) ∀N ≥ 4, ∀ t ≥ 0 W1(F
N(t), σN)1/α1 ≤ C1

Nα2

+ C2 e
−λ t.

La convergence (3.5) s’en déduit en choisissant (3.7) si N ≤ ε t et (3.8) si N ≥ ε t.
La convergence (3.6) se déduit de (3.5), de l’inégalité de type HWI [26, Theorem
30.22]

H(FN |σN) ≤ I(FN |σN)
√

W2(FN , σN)

et d’une borne uniforme en t ≥ 0 et N ≥ 1 de I(FN |σN) que l’on obtient en adaptant
un argument de [24].

4 Retour sur la hiérarchie BBGKY

Nous prétendons que le Théorème 3.1 peut être vu comme une version quantifiée
de la méthode reposant sur la hiérarchie BBGKY. En effet, des hypothèses très
sembables aux hypothèses (A1)–(A5) rencontrées dans la preuve du Théorème 3.1
(en fait, légèrement plus faibles) permettent d’obtenir un théorème de proagation
du chaos sans taux en suivant la démarche décrite dans la section 1.4. Encore une
fois nous nous restreignons au modèle de Boltzmann (MG), mais ce que nous allons
exposer se généralise sans difficulté aux trois modèles introduits dans la section 1.
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Avec les notations de la section 1.4, on introduit la suite d’opérateurs adjoints
ΛN

j := (ΩN
j+1)

∗ : Cb(E
j) → Cb(E

j+1) et l’opérateur Q∗ : Cb(E) → Cb(E
2) à l’aide

des relations

〈F,ΛN
j ϕ〉 := 〈ΩN

j+1F, ϕ〉, 〈ρ⊗ ρ,Q∗(ψ)〉 := 〈Q(ρ), ϕ〉,

pour toute probabilité F ∈ P(Ej+1), ρ ∈ P(E) et toute fonction ϕ ∈ Cb(E
j),

ψ ∈ Cb(E). On suppose que pour tout ϕ = ϕ1 ⊗ ...⊗ ϕj, ϕi ∈ Cb(E),

(A3′) ΛN
j ϕ→ Λ∞

j ϕ :=

j
∑

i=1

Q∗(ϕi)
∏

k 6=i

ϕk

Un premier résultat immédiat est le suivant.

Proposition 4.1 Sous les hypothèses (A1) et (A3′), pour toute suite (FN) de so-
lutions au système (1.16) il existe une sous-suite, encore notée (FN), et une suite
(πj) telle que πj ∈ C([0,∞);P(Ej) − w),

∀ j ≥ 1 FN
j (t) → πj(t) faiblement dans P(Ej) lorsque N → ∞,

(πj(t)) est une suite compatible de mesures de probabilité et (πj) est solution de la
hiérarchie (1.18) avec Ω∞

j+1 = (Λ∞
j )∗.

Il est important (et immédiat) de noter que si f(t) est une solution de l’équation
(1.14) alors πj := (f(t)⊗j) est solution de (1.18). Notons également que l’hypothèse
(A3′) est très semblable à l’hypothèse (A3), mais plus faible puisque la convergence
demandée ici correspond à une convergence sur les “fonctions polynômes” de P(E).
Le lien entre Λ∞

j et Λ∞ provient de la relation RΛ∞
j (ΠC

j Φ)(ρ) → (Λ∞Φ)(ρ) lorsque

j → ∞ pour tout Φ ∈ C1,a(P(E); R), ρ ∈ P(E), et où on a défini ΠC
j : Cb(P(E)) →

Cb(E
j) par (ΠC

j Φ)(X) = Φ(µj
X) ∀X ∈ Ej .

En s’inspirant de la preuve du résultat de Arkeryd, Caprino, Ianiro [1], nous
sommes capables de montrer le théorème d’unicité suivant.

Théorème 4.2 (Unicité pour la hiérarchie BBGKY) Supposons (A2) et (A4)
vérifiées. Pour toute donnée initiale π̂0 ∈ P(P(E)) il y a équivalence entre

• π̂(t) ∈ P(P(E)) est défini à l’aide de (πℓ(t))ℓ≥1 grâce au Théorème 1.6 de
Hewitt-Savage, où (πℓ(t))ℓ≥1 est solution de (1.18) pour la donnée initiale (π0,ℓ)ℓ,
qui est elle-même associée à π̂0 grâce au Théorème 1.6 (appliqué en sens inverse).

• π̂(t) ∈ P(P(E)) est solution de l’équation posée dans P(P(E))

(4.1) ∂tπ̂ = Ω∞π̂, π̂(0) = π̂0,

où Ω∞ = (Λ∞)∗ et Λ∞ est défini dans l’énoncé de l’hypothèse (A2).

• π̂(t) = π̄(t), avec π̄(t) défini par

〈π̄(t),Φ〉 := 〈π̂0, T
∞
t Φ〉, ∀Φ ∈ Cb(P(E)).
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En particulier, lorsque π̂0 = δf0
, f0 ∈ P(E), soit donc π0,ℓ = f⊗ℓ

0 , la solution de
(4.1) est π̂t = δft

, et donc la solution de (1.18) est πℓ(t) = f(t)⊗ℓ, où encore une
fois f(t) désigne la soluton de (1.14).

On combinant ces deux résultats on en déduit :

Corollaire 4.3 On fait les hypothèses (A1), (A2), (A3′), (A4). On considère
FN

0 ∈ Psym(EN) et FN(t) la solution du système (1.16). On considère f0 ∈ P(E)
et f(t) la solution de l’équation (1.14). Si FN

0 est f0-chaotique, alors FN(t) est
f(t)-chaotique.
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