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1 Introduction

Dans de nombreuses applications, I’étude des phénoménes physiques im-
plique le couplage de plusieurs sous-processus qui évoluent simultanément dans
le temps mais avec des échelles de temps trés différentes ; ils présentent égale-
ment de fortes hétérogénéités spatiales, voire des structures trés localisées. Tel
est le cas, par exemple, des fronts de réaction qui se propagent dans des milieux
homogeénes. Ils présentent différents temps caractéristiques allant des échelles
chimiques les plus rapides situées dans des fronts trés localisés en espace, aux
échelles les plus lentes dans les zones chimiquement peu actives et finalement,
aux échelles associées a la vitesse de propagation du front qui se trouvent étre
relativement lentes. Ces fronts possédent le méme caractére multi-échelle en
espace avec des épaisseurs de la zone active chimiquement particuliérement pe-
tites par rapport aux domaines d’étude nécessaires pour bien décrire ce type
de probléme. Le nombre élevé de variables et de paramétres qui résultent de la
modélisation détaillée de ces phénoménes, ou tout simplement d’une discréti-
sation garantissant une résolution adéquate des diverses structures spatiales,
se traduit par une trés forte consommation de ressources informatiques pour
mener & bien les simulations numériques correspondantes. Une autre difficulté,
qu’il faut prendre en compte, concerne la raideur associée a ce type de probléme,
que ce soit via le terme source chimique qui présente en général un large spectre
d’échelles de temps caractéristiques ou encore via la présence de fort gradients
trés localisés associés aux fronts de réaction.

Une facon de faire face a ces difficultés est de profiter de la puissance de cal-
cul des moyens informatiques actuels, en exploitant des architectures paralléles
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et massivement paralléles (voir par exemple [7, 48]). Un point de vue différent
consiste a développer des techniques de modélisation ou des formulations al-
ternatives qui permettraient d’approcher de fagon la plus précise possible la
dynamique compléte du probléme en visant surtout des cotits de calcul moins
importants en réduisant la raideur des systémes étudiés. C’est le cas par exemple
des méthodes de réduction des schémas réactionnels [40, 45], des échelles rapides
associées au systéme dynamique du probléme [41, 37], ou des techniques d’épais-
sissement de fronts de réaction [9], qui permettent de résoudre de maniére effi-
cace un modéle approché des mécanismes multi-échelles en temps et en espace.
Une autre voie, complémentaire aux deux précédentes, se focalise sur la concep-
tion de schémas numériques robustes, basés sur des estimations théoriques et
efficaces dans la pratique, pour résoudre globalement la raideur et la complexité
associées aux équations générales, tout en limitant et en optimisant les besoins
informatiques en termes de temps de calcul et d’espace mémoire requis. Ce tra-
vail de thése s’inscrit plutét dans ce dernier axe pour la simulation numérique
des phénomeénes complexes multi-échelles.

Dans ce contexte général, la recherche scientifique actuelle fait des efforts
considérables de développement & l'interface des différentes branches, mathé-
matiques appliquées, informatique scientifique, calcul scientifique intensif, mod-
élisation physique détaillée, pour mener des simulations numériques de plus en
plus détaillées et précises, voire prédictives, sur des applications physiques con-
crétes. Cependant, en grande partie a cause de la haute complexité et les cotits de
calculs élevés des simulations dans des configurations réalistes, la validation des
résultats numériques se fait soit via une confrontation avec des données expéri-
mentales sur des quantités moyennées ' ou des paramétres physiques théoriques,
soit via ’analyse et ’étude détaillées de cas numériques simplifiés, souvent mono-
dimensionnels, dans un cadre plus académique. Le cadre de ce travail repose sur
un nouveau paradigme de stratégies numériques, qui compléte et étend cette
approche pluri-disciplinaire, par I'introduction de nouveaux outils théoriques et
numériques qui permettraient d’évaluer la précision des méthodes numériques.
Le controle des erreurs introduites par les schémas numeériques d’intégration
temporelle devient donc ’objectif final, ou ’on vise & estimer dans la pratique
et de facon quantitative la qualité des résultats numériques, indépendamment
de la complexité, de la taille ou de la dimension des modéles.

Nous abordons dans cette thése le développement d’une nouvelle génération
de méthodes numériques pour la résolution des EDP évolutives qui modélisent
des phénoménes multi-échelles en temps et en espace issus de divers domaines
applicatifs [20]. En conséquence, il s’agit de développer des méthodes qui garan-
tissent la précision des résultats via I’adaptation temps-espace, en présence de
forte raideur en s’appuyant sur des outils théoriques solides, tout en permettant
une implémentation efficace. Méme si nous étendons ces idées & des systémes
plus généraux par la suite, ce travail se focalise dans un premier temps sur les
systémes de réaction-diffusion raides. La base de la stratégie numérique s’appuie
sur une décomposition d’opérateur spécifique, dont le pas de temps est choisi de

1. Les détails de la dynamique étant soit hors de portée des mesures expérimentales ou les
comparaisons détaillées menant & de trés fortes difficultés, on privilégie souvent une compara-
ison de quantités et fluctuations moyennes. Un axe de recherche dans lequel se situe ce travail
est aussi le projet MUSE (PI. M. Massot) du RTRA DIGITEO qui propose quelques éléments
de réponse pour mener a bien ce type de comparaisons quantitatives de la dynamique détaillée
des phénomeénes en lien avec le Laboratoire de Mathématiques d’Orsay et le LIMSI.



maniére & respecter un niveau de précision donné par la physique du probléme,
et pour laquelle chaque sous-pas utilise un intégrateur temporel d’ordre élevé
dédié. Ce schéma numérique est ensuite couplé a une approche de multirésolu-
tion spatiale adaptative, introduite dans [8], permettant une représentation de la
solution sur un maillage dynamique adapté. L’ensemble de cette stratégie a con-
duit au développement du code de simulation générique 1D /2D /3D académique
MBARETE 2, de maniére & valider les développements théoriques et numériques
dans le contexte de configurations pratiques raides issues de plusieurs domaines
d’application.

L’efficacité algorithmique de la méthode est démontrée par la simulation
d’ondes de réaction raides dans le domaine de la dynamique chimique non-
linéaire [26] et dans celui de I'ingénierie biomédicale pour la simulation des acci-
dents vasculaires cérébraux [25, 27]. Pour étendre 'approche & des applications
plus complexes et plus fortement instationnaires, nous introduisons pour la pre-
miére fois une technique de séparation d’opérateur avec pas de temps adaptatif
qui permet d’atteindre une précision donnée et garantie malgré la raideur des
EDP [14]. La méthode de résolution adaptative en temps et en espace qui en ré-
sulte, étendue au cas convectif, permet une description consistante de problémes
impliquant une trés large palette d’échelles de temps et d’espace et des scénar-
ios physiques trés différents, que ce soit la propagation des décharges répétitives
pulsées nanoseconde dans le domaine des plasmas [21] ou bien 'allumage et la
propagation de flammes dans celui de la combustion [23, 24]. L’objectif de la
thése est I’obtention d’un solveur numérique qui permet la résolution des EDP
raides avec controle de la précision du calcul en se basant sur des outils d’analyse
numérique rigoureux, et en utilisant des moyens de calculs standards dans un
premier temps avant de passer vers des architectures de calcul de plus grande
taille.

Ces travaux ont aussi motivé de nouvelles études, quelques unes achevées
et d’autres en cours de finalisation, tant dans le domaine de 'ingénerie, ou par
exemple lalgorithme introduit dans [21] a servi de base numérique pour étudier
des configurations physiques complexes des décharges plasma [4], que dans le
domaine mathématique comme ’analyse numérique des techniques de sépara-
tion d’opérateur pour caractériser les erreurs locales d’approximation dans des
configurations non-linéaires [13] ou encore la capacité d’approcher correctement
la vitesse de propagation de fronts d’onde [15]. Dans ce qui suit, on présente
d’abord et de fagon succincte quelques détails sur les éléments clés de la stratégie
numeérique proposée. Puis, quelques illustrations numériques seront proposées,
choisies parmi les applications étudiées en détail dans le manuscrit de thése [20].

2 Construction de la stratégie numérique

On introduit dans cette partie quelques éléments pour expliquer les différents
ingrédients de la méthode adaptative en temps et en espace. On présente la
stratégie numérique qui se base sur une méthode de séparation d’opérateur

2. La base structurelle de la partie multirésolution du code MBARETE provient du code
MR CHORUS (Déclaration d’Invention DI 03760-01), développé par Christian Tenaud au
LIMSI pour la résolution des équations de Navier-Stokes compressibles. Voir dans [55] pour
plus de détails sur cette implémentation, basée sur des structures d’arbre gradué et tableaux
de pointeurs en FORTRAN 90/95. La majorité des algorithmes du code MBARETE sont
détaillés dans [20].



avec des schémas d’intégration d’ordre élevé dédiés, I’adaptation dynamique du
pas de temps d’intégration ainsi que ’adaptation du maillage & travers une
décomposition en base d’ondelettes du type multirésolution.

2.1 Intégration temporelle des EDP raides

On considére pour la suite et & titre d’illustration une équation du type
réaction-diffusion mono-dimensionnelle :

Ou — 0%u = f(u), xeR,t>0,} a
1

U($,O) = UO(:C)a HAS Ra

pour laquelle on suppose que la fonction f contient des échelles temporelles
rapides et que la solution de (1) présente également de fort gradients spatiaux.
On suppose donc que I’équation (1) est raide et qu’elle modélise des fronts de
réaction multi-échelles en temps et en espace. Bien que l'intégration numérique
par une méthode explicite permette une implémentation & la fois simple pour
des problémes potentiellement trés complexes et facile a coupler & d’autres tech-
niques numériques ou de calcul paralléle, elle implique aussi de sévéres restric-
tions de stabilité pour des problémes raides et donc un gros effort de calcul &
cause des pas d’intégration fortement limités [30]. D’un autre coté, des méth-
odes implicites dédiées permettent en général de lever cette contrainte mais leur
implémentation se limitent souvent & des problémes de petite taille du fait de
leurs besoins en terme d’espace mémoire importants. Leur efficacité est cepen-
dant assurée a condition de développer des solveurs appropriés pour les systémes
non-linéaires [19], ce qui n’est pas une tache simple en ce qui concerne les mod-
éles complexes pour lesquels la convergence des méthodes itératives est trés lente
et pas toujours garantie.

Une famille de méthodes appelées schémas IMEX (Implicite-Explicite), a
été développée afin d’exploiter les avantages de chacune des approches précé-
dentes avec des gains d’efficacité considérables [32, 10, 3, 2, 57]. Ces techniques
considérent 'utilisation des discrétisations temporelles implicite et explicite re-
spectivement pour les termes ou variables raides et non raides du systéme orig-
inal. Néanmoins, la construction de ces méthodes hybrides impose des études
théoriques rigoureuses pour établir les conditions globales de stabilité et d’or-
dre du schéma IMEX qui en résulte [28, 34, 6]. Ces conditions induisent des
contraintes assez techniques qui limitent 1’'utilisation des schémas d’ordre élevé
pour des problémes complexes. D’autre part, la stabilité de ces méthodes reste
limitée par l'intégration explicite de la partie non raide, en général des termes
de transport, de la diffusion ou de la convection. Cette limitation génére des pas
d’intégration trés restrictifs pour des discrétisations spatiales trés fines, souvent
nécessaires pour une résolution correcte des fronts 3.

3. Un schéma IMEX trés performant est donné par celui d’ordre 1 congu dans [57] pour
des systémes de réaction-diffusion, pour lequel on considére un solveur RKC [49], basé sur des
schémas de Runge-Kutta explicites stabilisés avec des domaines de stabilité étendus le long
de l’axe réel négatif, pour la résolution explicite de la diffusion. La réaction est résolue point
par point avec un schéma de type Euler implicite emboité dans les étages RKC.



2.2 Séparation d’opérateur

Une autre fagcon de profiter de la combinaison intelligente de schémas dif-
férents et de réduire les cotts de calcul & travers un choix adéquat de méth-
odes numériques, consiste a utiliser une technique de séparation d’opérateur ou
splitting [52, 42], aussi appelée méthode a pas fractionnaires [53, 54, 59]. Pour
Péquation (1), la séparation d’opérateur considére la résolution indépendante
des sous-problémes suivants :

v —02v=0, zeR t>0,
(2)

v(z,0) = vo(z), =€R,
et

w = f(w), rER,t>0,
} (3)

w(z,0) = wo(z), zeR.

En notant par X* et Y respectivement les semi-flots associés aux équations (2)
et (3), les approximations de Lie, de premier ordre, de la solution exacte notée
Ttug de I’équation (1) sont données par

ﬁlAtUQ = XAtYAtUQ, £2AtuO = YAtXAtuO, (4)
et celles de Strang [52], de deuxiéme ordre, par
SlAtuo _ XAt/2YAtXAt/2’LLO, SQAtUO — YAt/QXAtYAt/QUO, (5)

ou At correspond au pas de splitting, c’est & dire au temps pendant lequel les
solutions des sous-problémes (2) et (3) évoluent de facon indépendante .

A la différence des méthodes IMEX, il n’existe aucune interaction entre les
résolutions de (2) et (3), et la stabilité des approximations (4) et (5) est garantie
a condition que les méthodes, implicites ou explicites, choisies pour approcher
Xt et Y restent stables. La capacité d’utiliser des schémas de nature compléte-
ment différente pour chaque sous-probléme est un atout majeur, qui permet un
grand choix de solveurs et une simplicité d’implémentation de la méthode; ces
caractéristiques sont trés appréciées pour traiter des modéles complexes (voir par
exemple [35, 12, 44]). En particulier, comme dans de nombreuses applications,
la résolution des termes chimiques du type (3) implique des calculs trés lourds,
principalement & cause de la raideur des équations. Une méthode de séparation
d’opérateur permet 'utilisation de schémas implicites dédiés pour 'intégration
des termes sources, en tenant compte du fait que, pour des fonctions indépen-
dantes des cordonnées spatiales, on résout en chaque point de discrétisation
un probléme de taille réduit donné par un systéme indépendant d’équations
différentielles ordinaires. Par contre, la séparation d’opérateur implique un dé-
couplage clair et net des divers phénoménes physiques du probléme, entre la
réaction et la diffusion dans le cas de I’équation (1), et une telle approximation
introduit naturellement ce qu’on connait dans la littérature comme les erreurs
de splitting.

4. On peut construire des schémas de splitting d’ordre plus élevé, mais ils impliquent néces-
sairement des coefficients complexes ou négatifs pour la composition des différents opérateurs
[29], pas toujours appropriés pour les problémes raides et surtout plus difficiles & implémenter
dans la pratique.



Méme s’il existe des configurations physiques pour lesquelles on réussit a
éviter des erreurs de splitting, comme démontré dans [38] pour des équations
du type réaction-diffusion-convection, dans la majorité des cas pratiques on es-
saie de limiter ces erreurs en prenant des pas de splitting suffisamment petits, de
I’ordre des échelles chimiques ou numériques les plus rapides, de fagon a garantir
a priori une résolution correcte de la dynamique du probléme physique couplé.
Rappelons qu’en général un des intéréts principaux a faire du splitting vient du
fait que les termes chimiques sont résolus par une méthode implicite, les pas
de splitting sont donc souvent directement liés aux conditions de stabilité des
méthodes explicites [35, 12, 44|, mais la stabilité ne garantit pas nécessairement
une résolution correcte du probléme & une précision donnée. La définition de
critéres clairs et généraux pour le choix du pas de splitting reste ainsi un prob-
léme ouvert dans la littérature et représente un point clé pour 'amélioration de
la performance numérique des méthodes de séparation d’opérateur, notamment
vis & vis de la précision numérique des approximations.

2.2.1 Analyse numérique des erreurs de splitting

Bien que l'analyse numérique des méthodes de séparation d’opérateur du
type (4) et (5) permette d’établir 'ordre d’approximation de ces schémas par
rapport a la solution exacte du probléme complet couplé (1), cette analyse clas-
sique, basée principalement sur des développements asymptotiques (voir par
exemple [29] pour les EDO et [33] pour les EDP), ne reste valable que pour des
pas de splitting suffisamment petits et n’est donc pas suffisante pour expliquer
la dégénérescence des ordres d’approximation obtenue pour des configurations
raides [58, 51, 46]. Une étude mathématique complémentaire caractérisant ces
erreurs de splitting dans des régimes non-asymptotiques, c’est & dire pour des
pas de splitting relativement grands, constitue un point clé de recherche car I'u-
tilisation des pas de splitting de taille réduite limite énormément ’efficacité de
ces schémas notamment pour des problémes raides qui présentent des échelles
rapides de trés courte durée, qui doivent étre prises en compte et résolues cor-
rectement, mais qui souvent n’interviennent pas directement dans la dynamique
globale du phénoméne. Quelques études théoriques ont été récemment présentées
dans ce contexte pour des EDO non-linéaires [36] et des systémes de réaction-
diffusion linéaires [50] et finalement non-linéaires [17], ce qui permet d’évaluer et
mieux expliquer 'influence des non-linéarités au sein du probléme. Dans toutes
ces études on caractérise les erreurs de splitting de Lie et de Strang pour des
pas de splitting plus grands que les échelles temporelles les plus rapides, et on
montre une meilleure performance des schémas qui finissent par ’opérateur qui
présente les échelles les plus rapides dans le systéme de départ ; en particulier,
dans [50] et [17], il s’agit de I'opérateur associé a la réaction.

D’autres études complémentaires ont été aussi menées, basées cette fois sur
une représentation exacte des erreurs locales de splitting introduite dans [18], oi
I’évolution temporelle de I'erreur est explicitement décrite sans avoir recours a
une développement asymptotique. L’influence des forts gradients spatiaux dans
la solution d’'une équation de réaction-diffusion a été ainsi évaluée & travers
un systéme d’EDO qui provient de la discrétisation d’un systéme linéaire de
réaction-diffusion dans [16], ou en dimension infinie dans [22] pour une équa-
tion de réaction-diffusion linearisée®. D’aprés ces études, on obtient des estima-

5. Dans larticle [22], qui n’est pas détaillée dans cette synthése, on présente une étude



tions alternatives de ’erreur de splitting, qui sont générales et qui permettent
en méme temps une évaluation précise des bornes trouvées. Par exemple, on
a étudié dans [22] une équation du type (1) avec un terme source linéaire :
f(w) = V(x)u, qui provient de la linéarisation du systéme de départ autour du
profil de la solution, dans ce cas particulier, de type onde. On a donc démontré
respectivement dans les lemmes 2.5 et 2.6 dans [22] que, pour un schéma de Lie,
£, dans (4), on obtient ces représentations équivalentes de 1’erreur S :

At? 203

780~ £l < (S 102V I + 25510 VIE ) ol

+AL0:V || oo [|0ti0]| L2, (6)
et
8
3v2e

ce qui est cohérent avec les résultats précédents présentés dans [16] pour le cas
discrétisé de (1) avec le méme type de terme source linéaire.

Ces estimations permettent d’expliquer la réduction d’ordre obtenue pour
des solutions avec forts gradients : pour des pas de splitting suffisamment pe-
tits, la borne (6) décrit le comportement classique du schéma de Lie a 'ordre
1; pour des pas progressivement plus grands et des forts gradients, ||Oyuo||r2
devient grand et c’est la borne (7) qui permet de caractériser ’erreur locale et en
particulier la réduction d’ordre qu’on retrouve dans les calculs numériques pour
ce type de configuration. Cependant deux conclusions importantes peuvent étre
mises en valeur & partir de ces études, illustrées par exemple par les estimations
(6) et (7) : d’abord, malgré la perte d’ordre constatée pour ces problémes raides,
on démontre aussi que les erreurs locales restent bornées méme pour des pas de
splitting relativement grands (ceci est valable aussi pour les cas multi-échelle
temporelle décrits dans [17]) ; puis, la réduction d’ordre implique aussi que ’er-
reur croit avec un taux réduit au fur et & mesure qu’on augmente le pas de
splitting, et donc dés qu’on s’éloigne de la zone asymptotique, on obtient des
erreurs plus faibles que celles qu’on aurait obtenues avec l'ordre original. Cette
derniére caractéristique est encore renforcée par le fait qu’on identifie aussi une
réduction du coefficient associé & ’erreur locale : une constante proportionnelle
a ||Ozugl|r2 & Vordre 2 dans (6), plus grande que celle proportionnelle & ||u]| 2
a ordre 1.5 dans (7), pour des fronts d’onde localisés en espace comme ceux
qui nous intéressent.

Des conclusions similaires peuvent étre faites & partir des résultats pour les
schémas de Strang dans [16] et [22], et peuvent étre aussi étendues pour les
schémas de Lie et de Strang dans le cadre des équations de réaction-diffusion
avec un terme source complétement non-linéaire [13].

A#?
T30 = L uol| - < ( A0,V || oo + 2||(’3§V||oo) lluollzz, — (7)

2.2.2 Construction d’un schéma de splitting dédié

Avec cette base théorique qui permet d’étendre la caractérisation des sché-
mas de séparation d’opérateur aux problémes raides pour une large plage de

théorique et numérique de la combinaison des méthodes de séparation d’opérateur et 1’algo-
rithme “pararéel” [39] pour des configurations raides.
6. L’étude du cas Lo est incluse dans [20] et donne des résultats similaires.



pas de splitting, on a introduit dans [26] une nouvelle fagon de construire ce
type de solveurs pour des systémes de réaction-diffusion. En tenant compte
du fait que, dans plusieurs phénoménes physiques, les temps caractéristiques
associés aux divers processus ne sont pas nécessairement du méme ordre, et
que la dynamique globale peut aussi évoluer & une échelle temporelle compléte-
ment différente, I’idée principale consiste & découpler complétement la résolution
du probléme, non seulement au niveau des solveurs utilisés pour chaque sous-
probléme, mais aussi en termes de pas d’intégration de chaque sous-partie et
du pas de splitting. L’analyse numérique montre que les erreurs d’approxima-
tion des méthodes de séparation d’opérateur sont reliées au pas de splitting
dans tous les cas, asymptotiques comme non-asymptotiques, & condition que les
sous-problémes soient résolus de maniére exacte. On choisit donc des méthodes
dédiées d’ordre élevé, de préférence au moins 3, mono-pas et avec adaptation au-
tomatique du pas de temps & précision prés pour intégrer chaque sous-probléme.
De cette facon, on garantit des erreurs d’intégration négligeables par rapport
aux erreurs de splitting, celles-ci dépendantes du pas de splitting, lequel est
choisi librement vis & vis des contraintes de stabilité ou de précision associées
aux termes chimiques raides ou de la taille de la grille de discrétisation spatiale,
mais en fonction de la précision désirée pour décrire la dynamique globale du
phénomeéne multi-échelle.

Pour les problémes de réaction-diffusion, on a choisi dans [26] pour la ré-
solution de la réaction une méthode de Runge-Kutta d’ordre 5, mono-pas et
implicite avec des propriétés de A- et L-stabilités telle que Radaub [30]; et le
solveur ROCK4 [1], basé sur une méthode de type Runge-Kutta-Chebyshev,
comme RKC [49], avec des domaines de stabilité étendus le long de l’axe réel
négatif, pour la résolution explicite de la diffusion. Les deux solveurs adaptent
leurs pas d’intégration selon les tolérances nNradaus €t MrRocka fixées au préal-
able par 'utilisateur. Finalement et d’aprés [17], on utilise le schéma de Strang
S, dans (5) pour les problémes considérés avec un terme source trés raide.
D’autres solveurs pour les sous-problémes peuvent aussi étre utilisés selon les
meémes principes, lesquels s’appliquent également & d’autres types de probléme,
en cherchant toujours des erreurs d’intégration faibles par rapport a ’erreur
de splitting. Chacun des solveurs doit résoudre tout le spectre d’échelles tem-
porelles associées a chaque sous-probléme de fagon indépendante en garantissant
la stabilité et la précision des calculs. Le pas de splitting mesure ainsi le degré
de découplage physique du probléme pour une précision donnée, sachant que
plus ce découplage devient grand et plus lefficacité de la méthode augmente.
D’ou I'importance d’ajuster correctement ce paramétre.

2.2.3 Adaptation dynamique du pas de splitting

Pour des problémes de propagation de fronts & vitesse relativement con-
stante le pas de splitting peut aussi étre fixe, car le temps caractéristique global
du probléme est intrinséquement lié & la vitesse de ’onde ; ceci a été démontré
numériquement par exemple dans [25] et [26]. Dans la littérature, les configu-
rations les plus classiques considérent soit un pas de splitting qui suit 1’échelle
la plus rapide, par exemple chimique, de diffusion ou convective, si toutes les
intégrations se font explicitement ; soit un pas de splitting qui varie selon la
stabilité des schémas explicites et qui n’est donc pas capable de prédire les
variations physiques du phénoméne global, sauf celles directement associées a



Iintégration explicite, qui provient d’ailleurs du phénoméne le moins raide. La
question qui se pose est de savoir si 'on peut adapter de facon efficace, ce qui
exclue la premiére possibilité précédente, le pas de splitting aux temps carac-
téristiques du phénomeéne, pour une vaste quantité de problémes instationnaires
avec des fortes variations temporelles et différents scénarios physiques.

Pour faire face & ce type de probléme et en considérant une méthode de
splitting pour laquelle ’erreur d’intégration temporelle est pilotée par le pas de
splitting comme introduite précédemment dans [26], on a proposé dans [14] une
méthode adaptative de séparation d’opérateur basée sur l'introduction d’une
deuxiéme méthode de splitting emboitée dans le schéma classique de Strang Ss.
On définit donc le schéma de Strang décalé comme

SBtyy = Y (I/2-0)At x Aty (1/248) Aty ®)
d’ordre local 2 et avec 0 compris entre (—1/2,0) et (0,1/2), lequel peut étre vu

comme une perturbation du schéma classique Ss, noté S dans ce qui suit pour
simplifier ’écriture. On a alors démontré dans le théoréme 3.2 de [14] que

TAt’U,O — S(gAtuO = TAtuO — SAtUQ +SAtU0 — S(gAt’LL(), (9)

O(At?) O(5AL2)

et en particulier
S8y — SPtug = SAE f" (1) (Bpu0)” + O(SAL). (10)
En calculant pour chaque At les solutions
Sy, YAL/2 X Aty At/2,,
( SBty, ) - ( Y (1/2-8)At X Aty (1/2+6)Aty, > ’ (11)
ou le premier demi-pas est commun aux deux schémas et les pas successifs sont
calculés simultanément en doublant le nombre de variables, on peut estimer

Perreur locale de 'intégration (10) et le nouveau pas de splitting A% pour
une tolérance 7 choisie, par

new __ n
Ay — At\/HSmuo Sl (12)

Le choix de (8) assure un comportement similaire des deux schémas vis a vis de
la réduction potentielle de I’ordre. La solution S®**uq obtenue est ainsi acceptée
si l’estimateur HSAtUO fSaAtuOH est plus petit que la tolérance 7, et rejetée dans
le cas contraire jusqu’au moment ot ’on obtient des solutions avec une précision
7. Le pas de splitting est mis & jour aprés chaque évaluation de (12), de méme
pour le temps d’intégration ¢, mais seulement si la derniére solution S“tu(t)
est acceptée. Finalement, le choix correct du paramétre §, comme détaillé dans
[14], permet de garantir que ’estimateur d’erreur (10) est toujours valable méme
pour des régimes non-asymptotiques.

2.3 Adaptation dynamique du maillage : multirésolution

Dans toutes les études théoriques précédentes on a toujours fait ’analyse des
erreurs directement en dimension infinie, ou bien on a négligé I'impact des er-
reurs de discrétisation spatiale sur les erreurs d’approximation numérique, ce qui



se passerait par exemple si on discrétise les équations d’une maniére suffisam-
ment fine. D’un point de vue plutot physique, une résolution fine des structures
spatiales associées aux fronts permettraient une reproduction numérique fiable
ainsi que des comparaisons qualitatives avec l’expérience, quelque fois méme
quantitatives. Dans tous les cas, on a intérét & avoir des représentations spa-
tiales suffisamment fines de facon & résoudre les différentes échelles spatiales
du phénomeéne ; ceci implique cependant des simulations numériques de grande
taille et par conséquence trés cotiteuses. Une facon souvent performante de ré-
duire la taille et les cotts du calcul, pour des problémes qui présentent des
fronts localisés, consiste a raffiner le maillage en fonction de la résolution reg-
uise localement dans le domaine de calcul. Méme s’il y a plusieurs techniques
d’adaptation de maillage dans la littérature et elles sont largement utilisées dans
des applications scientifiques et méme industrielles, seules quelques unes ont la
capacité d’évoluer dynamiquement.

Une des techniques d’adaptation dynamique de maillage, connue sous le nom
de multirésolution, est basée sur la décomposition en base d’ondelettes de fonc-
tions discrétisées. Cette approche a été d’abord partiellement introduite dans
[31] pour des problémes de conservation, et ensuite étendue dans [8] avec la base
théorique correspondante. Dans [26], on a donc couplé a la technique de split-
ting détaillée briévement dans le §2.2.2, une approche de multirésolution, basée
sur [8], de fagon a résoudre pour la premiére fois des EDP raides en utilisant un
algorithme de multirésolution. Tous les détails sur les aspects théoriques et pra-
tiques de la multirésolution peuvent étre trouvés dans [43]. On a considéré dans
notre implémentation une discrétisation de type volumes finis en cordonnées
cartésiennes ; on considére ainsi un ensemble de grilles dyadiques emboitées, ou
la taille de la grille la plus fine est limitée par le niveau de résolution nécessaire
ou tout simplement par I’espace mémoire dont on dispose. Une décomposition du
type multirésolution permet de représenter une fonction discrétisée sur la grille
la plus fine dans une base d’ondelettes définie sur ’ensemble de grilles dont les
coefficients associées a chaque cellule deviennent des estimateurs locaux de la
régularité spatiale de la fonction. En définissant un parameétre de seuillage ¢,
on élimine toutes les cellules de régularité locale élevée et on comprime ainsi la
représentation spatiale de la fonction discrétisée en fonction de la valeur choisie
de €.

En particulier pour la solution U(t) du probléme semi-discrétisé correspon-
dante a (1), et 'approximation multirésolution UMR(¢) obtenue avec le méme
intégrateur temporel mais en adaptant dynamiquement le maillage, on obtient
que

|U() — UMR(@)]|,, < Ce, (13)

pour une constante C, positive et bornée. Cette borne a été démontré dans [§],
mais pour la résolution d’une équation scalaire hyperbolique; elle a été cepen-
dant considérée et prouvée dans la pratique pour des problémes paraboliques
par exemple dans [47, 5]. Le paramétre ¢ permet ainsi de régler le niveau de
compression de la représentation spatiale avec une précision donnée par rapport
a celle correspondant & la résolution spatiale la plus fine; cette capacité de con-
troler les erreurs d’approximation introduites par la compression des représen-
tations spatiales tout en préservant la structure des équations de départ ainsi
que le caractére conservatif constitue le plus grand avantage des méthodes de
multirésolution. Comme l'intégration temporelle s’effectue sur un maillage fixe,
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le cadre théorique considéré dans [14] reste valable dans la pratique et on note
par Ugpit(¢) la solution du systéme semi-discrétisé correspondante & (1) avec
le schéma de splitting adaptatif; en considérant l’adaptation temporelle donnée
par (12) et (13), on peut voir que les erreurs d’approximation de splitting et
celles provenant de la multirésolution peuvent étre retrouvées dans la solution
Ui,\f)fi{t (), qui considére simultanément ’adaptation en temps et en espace :
1U() = USR] 2 < [[UE) = s (®)] 2 + || Uspise(6) = UE O] 2 (14)

split split

O(n) O(e)

Un choix raisonnable de ces parameétres considére une tolérance de multiréso-
lution € plus petite que celle de I'intégration numérique 7, de fagon & garantir que
I’évolution temporelle du phénoméne, y compris les diverses structures spatiales
multi-échelles, restent toujours bien représentées en espace. Dans la pratique des
tolérances données par la méme valeur permettent d’obtenir des solutions suff-
isamment précises avec un cott de calcul légérement inférieur, comme démontré
par exemple dans [21], en tenant compte des critéres conservatifs de raffinement
considérés pour cette implémentation de la multirésolution [26].

3 Illustration numeérique

A titre d’illustration, on va considérer dans cette partie quelques aspects
d’une étude d’auto-allumage des milieux réactifs, dont le modéle provient de
[56], présentée dans [24]. La figure 1 montre la configuration physique : on
considére deux milieux gazeux, confinés dans un domaine quadrangulaire et
initialement de surfaces égales séparées par une ligne droite. Dans le demi-plan
supérieur, on a du fuel frais & une température initial Tr ¢ de 300K, et de
loxygéne chaud dans la partie inférieure & une température T o de 1000 K. Le
probléme est modélisé par un systéme de réaction-diffusion-convection & deux
variables ou le champs de vitesse, donné par un tourbillon variable en temps
et en espace, est calculé analytiquement et imposée pendant la résolution de
la convection. On utilise les solveurs mentionnés dans le §2.2.2 pour les sous-
problémes de réaction et diffusion, et le schéma OSMP3 [11], d’ordre 3, pour le
pas de convection effectué au milieu selon le schéma de Strang So.

A Dinstant initial, on introduit le tourbillon centré au point (0,0), qui ac-
célére ainsi le mélange des gaz; un front de flamme commence & se mettre en
place une fois qu’une certaine température est atteinte localement et que le
mélange réactif s’allume, comme on voit dans la figure 1 & travers 1’évolution
temporelle de la température. Pour cette configuration de paramétres physiques,
la dynamique de l'allumage de la flamme de diffusion correspond d’abord & un
allumage dans les bras du tourbillon puis, dans un deuxiéme temps, en son coeur,
avec des temps d’allumage différents impossibles & déterminer au préalable. Ce
caractére multi-échelle temporelle, trés localisé en espace, rend la description
numérique du probléme extrémement délicate principalement du fait de ’ap-
parition soudaine de mécanismes physiques différents, nécessitant une résolution
spatiale trés fine pour les capturer correctement. Ce probléme constitue ainsi un
trés bon exemple de phénoméne multi-échelle en temps et en espace pour lequel
des méthodes numériques avec une capacité d’adaptation spatio-temporelle sont
non seulement efficaces mais indispensables.
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FIGURE 1 — Evolution de la température T 4 t = 5 x 107° (gauche), 1074
(centre), et 1,5 x 10~% (droite). Température initial du fuel frais : Ty o = 300K,
et celle de 'oxygene chaud : To o = 1000 K. Bas : maillage adapté avec e = 1073
et une résolution équivalente & 10242 points au niveau le plus fin j = 10.
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FIGURE 2 — Adaptation en temps et en espace donnée par ’évolution des pas
de splitting avec = 1072 (gauche), et la compression des données pour ¢ égal
41072 et 1073 (droite).

Dans la figure 2, on voit comment le pas de splitting augmente progressive-
ment depuis une valeur initiale fixée & 10~® pour garantir la prise en compte
des variations rapides du tourbillon, jusqu’a ’ordre de 10~° pendant la phase de
mélange. Des rejets successifs sont constatées autour du moment de ’allumage
massif du front de flamme, qui fait descendre le pas de splitting jusqu’a 'ordre
de 10~7. Puis, une fois que le front de flamme est complétement développé, le
pas de splitting recommence 4 augmenter jusqu’a un ordre légérement inférieur a
celui correspondant au mélange initial, ce qui indique une dynamique temporelle
différente entre les états initial et final. Ce comportement du pas de splitting
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dépend du niveau de précision demandé. Dans le cas illustré, la tolérance n a
été fixée 4 1073, D’un autre coté, la compression de données est définie comme
le pourcentage de cellules qui ont été éliminées par rapport a la grille la plus
fine, 10242 pour cette configuration. Il y a clairement une dépendance vis & vis
de la tolérance ¢ choisie et, comme le taux de remaillage est fixé par le pas de
splitting, on voit que cela permet de mettre a jour rapidement le raffinement
nécessaire pour représenter le front, dont I’épaisseur augmente considérablement
aprés allumage (voir la figure 1).

[ n=10%-e=10° |
P

0
Q
8
»n
Q
E Ay 0,0[K]
= Ay, 800 ——
ol N 900 1
10° | Arg e 1 1000 -wwremeees
i‘nz 1100 ~m
10° 2 108 2000 -+
0 02 04 06 08 1 12 14 0 02 04 06 08 1 12 14
#1074 #1074

FIGURE 3 — Gauche : évolution du pas de splitting At, des sous-pas réactifs
Atgry et Atgo, de diffusion Atpy et Atps, et convectifs Ate. Droite : évolution
du pas de splitting At pour différentes températures initiales de I'oxygéne T o
et température du fuel T o de 300 K. Tolérances 7 et ¢ égales a 1073,

Pour cette configuration, les divers sous-pas utilisés par chaque solveur sont
représentés dans la figure 3. L’avantage de découpler la gestion du temps d’inté-
gration est considérable compte tenu de la différence importante entre les divers
pas requis par les sous-problémes et les pas de splitting nécessaires pour attein-
dre la tolérance donnée ; cette différence sera encore accentuée par des schémas
d’ordre inférieur & ceux considérés ici. Les pas réactifs illustrés correspondent &
ceux dans le front, dans les autres régions les pas locaux augmentent rapidement
jusqu’a At/2 dans les zones suffisamment éloignées du front. Cette simulation
numérique prend & peu prés 9 minutes en temps de calcul par rapport aux 208
minutes avec la multirésolution mais avec un pas de splitting de 107 corre-
spondant & l'ordre de la contrainte la plus sévére pour cette configuration de
solveurs : le pas convectif nécessaire pour garantir la stabilité. La résolution
a grille uniforme de 10242 et pas de splitting constant prend quant & elle 675
minutes.

Finalement, la figure 3 montre aussi différentes configurations physiques pour
la température initiale de I’'oxygéne et les pas de splitting qui en résultent avec le
méme solveur adaptatif en temps et en espace et les mémes tolérances ; on y voit
en particulier les différents comportements du pas de temps adaptatif en fonction
du moment de I’allumage, ce qui illustre bien le lien qui existe entre les vraies
échelles physiques du probléme et celles capturées par le schéma pour la précision
donnée. En particulier ce pas de splitting permet de découpler correctement les
systéme de départ en fonction du comportement physique du probléme et en
aucun cas en fonction de la stabilité ou de la précision de 'intégration des sous-
pas.
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4 Conclusions principales

Pour un probléme semi-discrétisé dont la discrétisation spatiale est fixée par
le caractére multi-échelle du probléme ou bien limitée par les ressources infor-
matiques dont on dispose, la combinaison de ces méthodes adaptatives en temps
et en espace permet de réduire les cotits de calcul tout en respectant un certain
niveau de précision des représentations spatio-temporelles. La conception de la
stratégie numérique, basée sur des principes théoriques et pratiques solides, per-
met de généraliser 'approche & diverses applications ayant un caractére multi-
échelle important en temps et en espace, y compris & des scénarios physiques
complétement différents. La complexité algorithmique est substantiellement ré-
duite puisqu’on a & définir seulement deux paramétres pour mener les calculs :
la valeur de seuillage € de la multirésolution qui pondére la compression de
données et les erreurs d’approximation associées aux représentations spatiales
comprimées ; et la tolérance de précision de la séparation d’opérateur 7 qui lim-
ite dynamiquement le degré de découplage physique du phénoméne pour un
certain niveau de précision de 'intégration numérique. Cette évaluation de la
qualité des résultats numériques se fait ainsi simultanément avec la résolution
du probléme et de facon indépendante de la dimension ou complexité du modéle
d’étude.

De cette fagon, ce travail propose une nouvelle génération de méthodes
numériques adaptatives qui permet d’obtenir, y compris pour des configura-
tions 3D, des estimations de précision temps/espace sur un niveau de grille la
plus fine fixé pour une vaste gamme de modéles physiques multi-échelles en
temps et en espace. Grace A ces outils, nous sommes parvenus & mener & bien
des simulations numériques pour différentes applications allant des ondes chim-
iques non-linéaires et des accidents vasculaires cérébraux, aux études de flamme
laminaires de premélange et de diffusion, ainsi qu’aux décharges plasma du type
streamer. Les outils développés ont ainsi permis des avances spécifiques dans
ces domaines d’application comme détaillées dans [4], [24] et [27].
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