
HAL Id: hal-00723378
https://hal.science/hal-00723378

Submitted on 9 Aug 2012

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Méthodes numériques adaptatives pour la simulation de
la dynamique de fronts de réaction multi-échelles en

temps et en espace
Max Duarte

To cite this version:
Max Duarte. Méthodes numériques adaptatives pour la simulation de la dynamique de fronts de
réaction multi-échelles en temps et en espace. Matapli, 2012, 98, pp.99-117. �hal-00723378�

https://hal.science/hal-00723378
https://hal.archives-ouvertes.fr


▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ♣♦✉r ❧❛

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❢r♦♥ts ❞❡

ré❛❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ∗
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❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✐♠✲
♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ é✈♦❧✉❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡ t❡♠♣s ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s très ❞✐✛ér❡♥t❡s ❀ ✐❧s ♣rés❡♥t❡♥t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❢♦rt❡s ❤étér♦❣é♥é✐tés s♣❛t✐❛❧❡s✱ ✈♦✐r❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s très ❧♦❝❛❧✐sé❡s✳ ❚❡❧
❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ❢r♦♥ts ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ♠✐❧✐❡✉①
❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ■❧s ♣rés❡♥t❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s
❝❤✐♠✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s s✐t✉é❡s ❞❛♥s ❞❡s ❢r♦♥ts très ❧♦❝❛❧✐sés ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ❛✉①
é❝❤❡❧❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ❧❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❝❤✐♠✐q✉❡♠❡♥t ♣❡✉ ❛❝t✐✈❡s ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱
❛✉① é❝❤❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❢r♦♥t q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t êtr❡
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡♥t❡s✳ ❈❡s ❢r♦♥ts ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❡♥
❡s♣❛❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ ❝❤✐♠✐q✉❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣❡✲
t✐t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬ét✉❞❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❜✐❡♥ ❞é❝r✐r❡ ❝❡ t②♣❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s✱ ♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝rét✐✲
s❛t✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ ❞❡s ❞✐✈❡rs❡s str✉❝t✉r❡s s♣❛t✐❛❧❡s✱
s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ très ❢♦rt❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r
♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐✣❝✉❧té✱
q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱
q✉❡ ❝❡ s♦✐t ✈✐❛ ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ ❧❛r❣❡ s♣❡❝tr❡
❞✬é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✈✐❛ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦rt ❣r❛❞✐❡♥ts
très ❧♦❝❛❧✐sés ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❢r♦♥ts ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✳

❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❡st ❞❡ ♣r♦✜t❡r ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❞❡s ♠♦②❡♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧s✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s

∗❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été s♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✾ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✶ à ❧✬➱❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ P❛r✐s✱ ❡t ❛ été ♣ré♣❛ré❡ ❛✉
▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❊♥❡r❣ét✐q✉❡ ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❡t ▼❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ✭❊▼✷❈✮✱ ❯P❘ ❈◆❘❙
✷✽✽✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦✉rs❡ ❇❉■ ❝♦✜♥❛♥❝é❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥st✐t✉ts ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❞❡ s❝✐❡♥❝❡s ❞❡
❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r ❞✉ ❈◆❘❙✿ ■◆❙▼■ ❡t ■◆❙■❙✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ♦♥t été ♠❡♥és s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞❡ ▼❛r❝ ▼❛ss♦t ✭▲❛❜✳ ❊▼✷❈✱ ❊❈P✮ ❡t ❝♦✲❡♥❝❛❞rés ♣❛r ❙té♣❤❛♥❡ ❉❡s❝♦♠❜❡s ✭▲❛❜✳ ❏✳✲❆✳
❉✐❡✉❞♦♥♥é✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ◆✐❝❡ ❙♦♣❤✐❛✲❆♥t✐♣♦❧✐s✮ ❡t ❋ré❞ér✐q✉❡ ▲❛✉r❡♥t ✭▲❛❜✳ ❊▼✷❈✱ ❊❈P✮✱ ❡♥
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❚❤✐❡rr② ❉✉♠♦♥t ❡t ❱✐♦❧❛✐♥❡ ▲♦✉✈❡t ✭■♥st✐t✉t ❈❛♠✐❧❧❡ ❏♦r❞❛♥✱ ❯♥✐✈❡rs✐té
❞❡ ▲②♦♥✮ ❡t ❈❤r✐st✐❛♥ ❚❡♥❛✉❞ ✭▲■▼❙■✱ ❖rs❛②✮✳

†▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❏✳✲❆✳ ❉✐❡✉❞♦♥♥é ✲ ❯▼❘ ❈◆❘❙ ✼✸✺✶✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ◆✐❝❡ ❙♦♣❤✐❛✲❆♥t✐♣♦❧✐s✳
♠❛①✳❞✉❛rt❡❅✉♥✐❝❡✳❢r✱ ♠❛①✐♠✉s♣②❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
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❡t ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✼✱ ✹✽❪✮✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✐✛ér❡♥t
❝♦♥s✐st❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈❡s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✈✐s❛♥t s✉rt♦✉t ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦✐♥s
✐♠♣♦rt❛♥ts ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡s s②stè♠❡s ét✉❞✐és✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s s❝❤é♠❛s ré❛❝t✐♦♥♥❡❧s ❬✹✵✱ ✹✺❪✱ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s r❛♣✐❞❡s
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❬✹✶✱ ✸✼❪✱ ♦✉ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬é♣❛✐s✲
s✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❢r♦♥ts ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❬✾❪✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣✲
❝❛❝❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ✈♦✐❡✱ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛✉① ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣✲
t✐♦♥ ❞❡ s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s r♦❜✉st❡s✱ ❜❛sés s✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t
❡✣❝❛❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s✱ t♦✉t ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❡t ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❡s ❜❡s♦✐♥s
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s✳ ❈❡ tr❛✲
✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ♣❧✉tôt ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛①❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❢❛✐t ❞❡s ❡✛♦rts
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜r❛♥❝❤❡s✱ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ❝❛❧❝✉❧ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✐♥t❡♥s✐❢✱ ♠♦❞✲
é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞ét❛✐❧❧é❡✱ ♣♦✉r ♠❡♥❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥
♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❡t ♣ré❝✐s❡s✱ ✈♦✐r❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡s✱ s✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❝♦♥✲
❝rèt❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❧❡s ❝♦ûts ❞❡
❝❛❧❝✉❧s é❧❡✈és ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ré❛❧✐st❡s✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s❡ ❢❛✐t s♦✐t ✈✐❛ ✉♥❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛❧❡s s✉r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♠♦②❡♥♥é❡s ✶ ♦✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s t❤é♦r✐q✉❡s✱
s♦✐t ✈✐❛ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❡ ❝❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✐♠♣❧✐✜és✱ s♦✉✈❡♥t ♠♦♥♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ r❡♣♦s❡ s✉r
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ét❡♥❞ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉r✐✲❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡✱ ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t
♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✜♥❛❧✱ ♦ù ❧✬♦♥ ✈✐s❡ à ❡st✐♠❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡
❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳

◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❊❉P é✈♦❧✉t✐✈❡s q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡♥t
❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✐ss✉s ❞❡ ❞✐✈❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐❢s ❬✷✵❪✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❣❛r❛♥✲
t✐ss❡♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✈✐❛ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲❡s♣❛❝❡✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
❢♦rt❡ r❛✐❞❡✉r ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s s♦❧✐❞❡s✱ t♦✉t ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t
✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❝❡s ✐❞é❡s à ❞❡s s②stè♠❡s
♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s s✉r ❧❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ r❛✐❞❡s✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✬❛♣♣✉✐❡
s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡

✶✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ét❛♥t s♦✐t ❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦✉ ❧❡s
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞ét❛✐❧❧é❡s ♠❡♥❛♥t à ❞❡ très ❢♦rt❡s ❞✐✣❝✉❧tés✱ ♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✲
✐s♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐tés ❡t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♠♦②❡♥♥❡s✳ ❯♥ ❛①❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ s✐t✉❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧
❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ♣r♦❥❡t ▼❯❙❊ ✭P■✳ ▼✳ ▼❛ss♦t✮ ❞✉ ❘❚❘❆ ❉■●■❚❊❖ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉r ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞ét❛✐❧❧é❡
❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✬❖rs❛② ❡t ❧❡ ▲■▼❙■✳

✷



♠❛♥✐èr❡ à r❡s♣❡❝t❡r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱
❡t ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲♣❛s ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ✐♥té❣r❛t❡✉r t❡♠♣♦r❡❧ ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é
❞é❞✐é✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝♦✉♣❧é à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉✲
t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✽❪✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛❞❛♣té✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❛ ❝♦♥✲
❞✉✐t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ✶❉✴✷❉✴✸❉ ❛❝❛❞é♠✐q✉❡
▼❇❆❘❊❚❊ ✷✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s r❛✐❞❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

▲✬❡✣❝❛❝✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞é♠♦♥tré❡ ♣❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ r❛✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡ ❬✷✻❪ ❡t ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❜✐♦♠é❞✐❝❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝❝✐✲
❞❡♥ts ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❝éré❜r❛✉① ❬✷✺✱ ✷✼❪✳ P♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ à ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ♣❧✉s ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❢♦✐s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❛✈❡❝ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❛❞❛♣t❛t✐❢
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡t ❣❛r❛♥t✐❡ ♠❛❧❣ré ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡s
❊❉P ❬✶✹❪✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ q✉✐ ❡♥ ré✲
s✉❧t❡✱ ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛s ❝♦♥✈❡❝t✐❢✱ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ très ❧❛r❣❡ ♣❛❧❡tt❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❞❡s s❝é♥❛r✲
✐♦s ♣❤②s✐q✉❡s très ❞✐✛ér❡♥ts✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❝❤❛r❣❡s ré♣ét✐t✐✈❡s
♣✉❧sé❡s ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♣❧❛s♠❛s ❬✷✶❪ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧✬❛❧❧✉♠❛❣❡ ❡t ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✢❛♠♠❡s ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❬✷✸✱ ✷✹❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛
t❤ès❡ ❡st ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❊❉P
r❛✐❞❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡
♥✉♠ér✐q✉❡ r✐❣♦✉r❡✉①✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s st❛♥❞❛r❞s ❞❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ✈❡rs ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
t❛✐❧❧❡✳

❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❛✉ss✐ ♠♦t✐✈é ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ét✉❞❡s✱ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❛❝❤❡✈é❡s
❡t ❞✬❛✉tr❡s ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ✜♥❛❧✐s❛t✐♦♥✱ t❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥❡r✐❡✱ ♦ù ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✷✶❪ ❛ s❡r✈✐ ❞❡ ❜❛s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r
❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡s ❞é❝❤❛r❣❡s ♣❧❛s♠❛ ❬✹❪✱ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ sé♣❛r❛✲
t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❧♦❝❛❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❬✶✸❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❢r♦♥ts ❞✬♦♥❞❡ ❬✶✺❪✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡
❞✬❛❜♦r❞ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉❝❝✐♥❝t❡ q✉❡❧q✉❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝❧és ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡✳ P✉✐s✱ q✉❡❧q✉❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s❡r♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s✱
❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❡ t❤ès❡ ❬✷✵❪✳

✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❛
str❛té❣✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r

✷✳ ▲❛ ❜❛s❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ▼❇❆❘❊❚❊ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❝♦❞❡
▼❘ ❈❍❖❘❯❙ ✭❉é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞✬■♥✈❡♥t✐♦♥ ❉■ ✵✸✼✻✵✲✵✶✮✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❈❤r✐st✐❛♥ ❚❡♥❛✉❞ ❛✉
▲■▼❙■ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✳ ❱♦✐r ❞❛♥s ❬✺✺❪ ♣♦✉r
♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬❛r❜r❡ ❣r❛❞✉é ❡t t❛❜❧❡❛✉①
❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❡♥ ❋❖❘❚❘❆◆ ✾✵✴✾✺✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✉ ❝♦❞❡ ▼❇❆❘❊❚❊ s♦♥t
❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❬✷✵❪✳

✸



❛✈❡❝ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é ❞é❞✐és✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à tr❛✈❡rs ✉♥❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞✉ t②♣❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳✶ ■♥té❣r❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ❊❉P r❛✐❞❡s

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❡t à t✐tr❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡
ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦♥♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿

∂tu− ∂2
xu = f(u), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,

}

✭✶✮

♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s
r❛♣✐❞❡s ❡t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✮ ♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦rt ❣r❛❞✐❡♥ts s♣❛t✐❛✉①✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❡st r❛✐❞❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❞❡s ❢r♦♥ts ❞❡
ré❛❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣❡r♠❡tt❡ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t très ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❢❛❝✐❧❡ à ❝♦✉♣❧❡r à ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❞❡ sé✈èr❡s r❡str✐❝✲
t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❛✐❞❡s ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ❣r♦s ❡✛♦rt ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ à
❝❛✉s❡ ❞❡s ♣❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐♠✐tés ❬✸✵❪✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❞❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞é❞✐é❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❡✈❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛✐s ❧❡✉r
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡♥t s♦✉✈❡♥t à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡
❧❡✉rs ❜❡s♦✐♥s ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ▲❡✉r ❡✣❝❛❝✐té ❡st ❝❡♣❡♥✲
❞❛♥t ❛ss✉ré❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❛♣♣r♦♣r✐és ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❬✶✾❪✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ tâ❝❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♠♦❞✲
è❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❡st très ❧❡♥t❡
❡t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❣❛r❛♥t✐❡✳

❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣❡❧é❡s s❝❤é♠❛s ■▼❊❳ ✭■♠♣❧✐❝✐t❡✲❊①♣❧✐❝✐t❡✮✱ ❛
été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✜♥ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❣❛✐♥s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s ❬✸✷✱ ✶✵✱ ✸✱ ✷✱ ✺✼❪✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❡①♣❧✐❝✐t❡ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❛✐❞❡s ❡t ♥♦♥ r❛✐❞❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s ✐♠♣♦s❡ ❞❡s ét✉❞❡s
t❤é♦r✐q✉❡s r✐❣♦✉r❡✉s❡s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡t ❞✬♦r✲
❞r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ■▼❊❳ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ❬✷✽✱ ✸✹✱ ✻❪✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ss❡③ t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ ❧✐♠✐t❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é
♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡st❡
❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ r❛✐❞❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s t❡r♠❡s
❞❡ tr❛♥s♣♦rt✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❣é♥èr❡ ❞❡s ♣❛s
❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ très r❡str✐❝t✐❢s ♣♦✉r ❞❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s très ✜♥❡s✱ s♦✉✈❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡s ❢r♦♥ts ✸✳

✸✳ ❯♥ s❝❤é♠❛ ■▼❊❳ très ♣❡r❢♦r♠❛♥t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❝❡❧✉✐ ❞✬♦r❞r❡ 1 ❝♦♥ç✉ ❞❛♥s ❬✺✼❪ ♣♦✉r
❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❘❑❈ ❬✹✾❪✱ ❜❛sé s✉r ❞❡s
s❝❤é♠❛s ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡s st❛❜✐❧✐sés ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ét❡♥❞✉s ❧❡ ❧♦♥❣
❞❡ ❧✬❛①❡ ré❡❧ ♥é❣❛t✐❢✱ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ❡st rés♦❧✉❡ ♣♦✐♥t
♣❛r ♣♦✐♥t ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❊✉❧❡r ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡♠❜♦îté ❞❛♥s ❧❡s ét❛❣❡s ❘❑❈✳

✹



✷✳✷ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦✜t❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts ❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝❤♦✐① ❛❞éq✉❛t ❞❡ ♠ét❤✲
♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ♦✉
s♣❧✐tt✐♥❣ ❬✺✷✱ ✹✷❪✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ ♠ét❤♦❞❡ à ♣❛s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❬✺✸✱ ✺✹✱ ✺✾❪✳ P♦✉r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✱ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

∂tv − ∂2
xv = 0, x ∈ R, t > 0,

v(x, 0) = v0(x), x ∈ R,

}

✭✷✮

❡t
∂tw = f(w), x ∈ R, t > 0,

w(x, 0) = w0(x), x ∈ R.

}

✭✸✮

❊♥ ♥♦t❛♥t ♣❛r Xt ❡t Y t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s s❡♠✐✲✢♦ts ❛ss♦❝✐és ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✮
❡t ✭✸✮✱ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ▲✐❡✱ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ♥♦té❡
T tu0 ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

L∆t
1 u0 = X∆tY ∆tu0, L∆t

2 u0 = Y ∆tX∆tu0, ✭✹✮

❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❙tr❛♥❣ ❬✺✷❪✱ ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡✱ ♣❛r

S∆t
1 u0 = X∆t/2Y ∆tX∆t/2u0, S∆t

2 u0 = Y ∆t/2X∆tY ∆t/2u0, ✭✺✮

♦ù ∆t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❛✉ t❡♠♣s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡q✉❡❧ ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ✭✷✮ ❡t ✭✸✮ é✈♦❧✉❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ✹✳

➚ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ■▼❊❳✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s
rés♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✷✮ ❡t ✭✸✮✱ ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭✹✮ ❡t ✭✺✮ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡
à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ♦✉ ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r
Xt ❡t Y t r❡st❡♥t st❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡✲
♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥ ❛t♦✉t ♠❛❥❡✉r✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥
❣r❛♥❞ ❝❤♦✐① ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ❡t ✉♥❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❀ ❝❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t très ❛♣♣ré❝✐é❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❬✸✺✱ ✶✷✱ ✹✹❪✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❝❤✐♠✐q✉❡s ❞✉ t②♣❡ ✭✸✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s très ❧♦✉r❞s✱
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
❞✬♦♣ér❛t❡✉r ♣❡r♠❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❝❤é♠❛s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞é❞✐és ♣♦✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
❞❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s ❞❡s ❝♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐❛❧❡s✱ ♦♥ rés♦✉t ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ré❞✉✐t ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❞é✲
❝♦✉♣❧❛❣❡ ❝❧❛✐r ❡t ♥❡t ❞❡s ❞✐✈❡rs ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡♥tr❡ ❧❛
ré❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✱ ❡t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✐♥tr♦❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡ q✉✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs
❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳

✹✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✱ ♠❛✐s ✐❧s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ♦✉ ♥é❣❛t✐❢s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛t❡✉rs
❬✷✾❪✱ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❛♣♣r♦♣r✐és ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❛✐❞❡s ❡t s✉rt♦✉t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r
❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳

✺



▼ê♠❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ré✉ss✐t à
é✈✐t❡r ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣✱ ❝♦♠♠❡ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✸✽❪ ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✉ t②♣❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✲❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s ♦♥ ❡s✲
s❛✐❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❝❡s ❡rr❡✉rs ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡s ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐ts✱ ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❝❤✐♠✐q✉❡s ♦✉ ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❣❛r❛♥t✐r
❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❝♦✉♣❧é✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ ❞❡s ✐♥térêts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① à ❢❛✐r❡ ❞✉ s♣❧✐tt✐♥❣ ✈✐❡♥t ❞✉
❢❛✐t q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❝❤✐♠✐q✉❡s s♦♥t rés♦❧✉s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❡s ♣❛s
❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ s♦♥t ❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐és ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❬✸✺✱ ✶✷✱ ✹✹❪✱ ♠❛✐s ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
❝r✐tèr❡s ❝❧❛✐rs ❡t ❣é♥ér❛✉① ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ r❡st❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ♦✉✈❡rt ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❝❧é ♣♦✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

✷✳✷✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣

❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✉
t②♣❡ ✭✹✮ ❡t ✭✺✮ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s❝❤é♠❛s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❝♦✉♣❧é ✭✶✮✱ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡✱ ❜❛sé❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✾❪ ♣♦✉r ❧❡s ❊❉❖ ❡t ❬✸✸❪ ♣♦✉r ❧❡s ❊❉P✮✱ ♥❡ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s
♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐ts ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r
❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞❡s ♦r❞r❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
r❛✐❞❡s ❬✺✽✱ ✺✶✱ ✹✻❪✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❝❡s
❡rr❡✉rs ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞❛♥s ❞❡s ré❣✐♠❡s ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s
♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞s✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝❛r ❧✬✉✲
t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ré❞✉✐t❡ ❧✐♠✐t❡ é♥♦r♠é♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡
❝❡s s❝❤é♠❛s ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❛✐❞❡s q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s
r❛♣✐❞❡s ❞❡ très ❝♦✉rt❡ ❞✉ré❡✱ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡t rés♦❧✉❡s ❝♦r✲
r❡❝t❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s q✉✐ s♦✉✈❡♥t ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s ♦♥t été ré❝❡♠♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s
❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦✉r ❞❡s ❊❉❖ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❬✸✻❪ ❡t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❬✺✵❪ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❬✶✼❪✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❡t
♠✐❡✉① ❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❛♥s t♦✉t❡s
❝❡s ét✉❞❡s ♦♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞❡ ▲✐❡ ❡t ❞❡ ❙tr❛♥❣ ♣♦✉r ❞❡s
♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s q✉❡ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❧❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s✱ ❡t ♦♥
♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s q✉✐ ✜♥✐ss❡♥t ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✐
♣rés❡♥t❡ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❧❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❞❛♥s ❬✺✵❪ ❡t ❬✶✼❪✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✳

❉✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♦♥t été ❛✉ss✐ ♠❡♥é❡s✱ ❜❛sé❡s ❝❡tt❡ ❢♦✐s s✉r
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✶✽❪✱ ♦ù
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡ s❛♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à
✉♥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❢♦rts ❣r❛❞✐❡♥ts s♣❛t✐❛✉① ❞❛♥s
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛ été ❛✐♥s✐ é✈❛❧✉é❡ à tr❛✈❡rs
✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❊❉❖ q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❬✶✻❪✱ ♦✉ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬✷✷❪ ♣♦✉r ✉♥❡ éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❧✐♥❡❛r✐sé❡ ✺✳ ❉✬❛♣rès ❝❡s ét✉❞❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛✲

✺✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✷❪✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❝❡tt❡ s②♥t❤ès❡✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ét✉❞❡

✻



t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣✱ q✉✐ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡s ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s tr♦✉✈é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥
❛ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✷✷❪ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ✭✶✮ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿
f(u) = V (x)u✱ q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❛✉t♦✉r ❞✉
♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡ t②♣❡ ♦♥❞❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❧❡♠♠❡s 2.5 ❡t 2.6 ❞❛♥s ❬✷✷❪ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ▲✐❡✱
L1 ❞❛♥s ✭✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ✻ ✿

∥
∥T∆tu0 − L∆t

1 u0

∥
∥
L2

≤
(
∆t2

2
‖∂2

xV ‖∞ +
2∆t3

3
‖∂xV ‖2∞

)

‖u0‖L2

+∆t2‖∂xV ‖∞‖∂xu0‖L2 , ✭✻✮

❡t

∥
∥T∆tu0 − L∆t

1 u0

∥
∥
L2

≤
(

8

3
√
2e

∆t1.5‖∂xV ‖∞ +
∆t2

2
‖∂2

xV ‖∞
)

‖u0‖L2 , ✭✼✮

❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬✶✻❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
❞✐s❝rét✐sé ❞❡ ✭✶✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❢♦rts ❣r❛❞✐❡♥ts ✿ ♣♦✉r ❞❡s ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡✲
t✐ts✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✭✻✮ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ▲✐❡ à ❧✬♦r❞r❡
1 ❀ ♣♦✉r ❞❡s ♣❛s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ❡t ❞❡s ❢♦rts ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ‖∂xu0‖L2

❞❡✈✐❡♥t ❣r❛♥❞ ❡t ❝✬❡st ❧❛ ❜♦r♥❡ ✭✼✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ q✉✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r
❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
♠✐s❡s ❡♥ ✈❛❧❡✉r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ét✉❞❡s✱ ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
✭✻✮ ❡t ✭✼✮ ✿ ❞✬❛❜♦r❞✱ ♠❛❧❣ré ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬♦r❞r❡ ❝♦♥st❛té❡ ♣♦✉r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❛✐❞❡s✱
♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❧♦❝❛❧❡s r❡st❡♥t ❜♦r♥é❡s ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣❛s ❞❡
s♣❧✐tt✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞s ✭❝❡❝✐ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❬✶✼❪✮ ❀ ♣✉✐s✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬❡r✲
r❡✉r ❝r♦ît ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ré❞✉✐t ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡
s♣❧✐tt✐♥❣✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞ès q✉✬♦♥ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s
❡rr❡✉rs ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉✬♦♥ ❛✉r❛✐t ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ r❡♥❢♦r❝é❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧✬❡rr❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ✿ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡
à ‖∂xu0‖L2 à ❧✬♦r❞r❡ 2 ❞❛♥s ✭✻✮✱ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ‖u0‖L2

à ❧✬♦r❞r❡ 1.5 ❞❛♥s ✭✼✮✱ ♣♦✉r ❞❡s ❢r♦♥ts ❞✬♦♥❞❡ ❧♦❝❛❧✐sés ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡✉①
q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳

❉❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s
s❝❤é♠❛s ❞❡ ❙tr❛♥❣ ❞❛♥s ❬✶✻❪ ❡t ❬✷✷❪✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✉ss✐ ét❡♥❞✉❡s ♣♦✉r ❧❡s
s❝❤é♠❛s ❞❡ ▲✐❡ ❡t ❞❡ ❙tr❛♥❣ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥
❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❬✶✸❪✳

✷✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞é❞✐é

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ t❤é♦r✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s❝❤é✲
♠❛s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s r❛✐❞❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡

t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❡t ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✏♣❛r❛ré❡❧✑ ❬✸✾❪ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s r❛✐❞❡s✳

✻✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛s L2 ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❬✷✵❪ ❡t ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

✼



♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣✱ ♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✷✻❪ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡
t②♣❡ ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡
❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❧❡s t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❛ss♦❝✐és ❛✉① ❞✐✈❡rs ♣r♦❝❡ss✉s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡✱ ❡t
q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ é✈♦❧✉❡r à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡✲
♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❧✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝♦✉♣❧❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲
♣r♦❜❧è♠❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❡t
❞✉ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r s♦♥t r❡❧✐é❡s ❛✉ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣
❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s
s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s s♦✐❡♥t rés♦❧✉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞♦♥❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞é❞✐é❡s ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é✱ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ♠♦✐♥s 3✱ ♠♦♥♦✲♣❛s ❡t ❛✈❡❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉✲
t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s à ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣rès ♣♦✉r ✐♥té❣r❡r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡✳
❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ❣❛r❛♥t✐t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣✱ ❧❡q✉❡❧ ❡st
❝❤♦✐s✐ ❧✐❜r❡♠❡♥t ✈✐s à ✈✐s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♦✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s
❛✉① t❡r♠❡s ❝❤✐♠✐q✉❡s r❛✐❞❡s ♦✉ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱
♠❛✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞és✐ré❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉
♣❤é♥♦♠è♥❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✳

P♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❬✷✻❪ ♣♦✉r ❧❛ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❞✬♦r❞r❡ 5✱ ♠♦♥♦✲♣❛s ❡t
✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ A✲ ❡t L✲st❛❜✐❧✐tés t❡❧❧❡ q✉❡ ❘❛❞❛✉✺ ❬✸✵❪ ❀ ❡t ❧❡
s♦❧✈❡✉r ❘❖❈❑✹ ❬✶❪✱ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✲❈❤❡❜②s❤❡✈✱
❝♦♠♠❡ ❘❑❈ ❬✹✾❪✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ét❡♥❞✉s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ ré❡❧
♥é❣❛t✐❢✱ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① s♦❧✈❡✉rs ❛❞❛♣t❡♥t
❧❡✉rs ♣❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❡s t♦❧ér❛♥❝❡s ηRadau5 ❡t ηROCK4 ✜①é❡s ❛✉ ♣ré❛❧✲
❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❡t ❞✬❛♣rès ❬✶✼❪✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❙tr❛♥❣
S2 ❞❛♥s ✭✺✮ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥s✐❞érés ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ très r❛✐❞❡✳
❉✬❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ✉t✐❧✐sés s❡❧♦♥ ❧❡s
♠ê♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s✱ ❧❡sq✉❡❧s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱
❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❞♦✐t rés♦✉❞r❡ t♦✉t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡s t❡♠✲
♣♦r❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t
❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ▲❡ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♠❡s✉r❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ❞❡❣ré
❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡
♣❧✉s ❝❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡✈✐❡♥t ❣r❛♥❞ ❡t ♣❧✉s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳
❉✬♦ù ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬❛❥✉st❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✳

✷✳✷✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣

P♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❢r♦♥ts à ✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥✲
st❛♥t❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✜①❡✱ ❝❛r ❧❡ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❀ ❝❡❝✐ ❛ été ❞é♠♦♥tré
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✷✺❪ ❡t ❬✷✻❪✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t s♦✐t ✉♥ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ q✉✐ s✉✐t ❧✬é❝❤❡❧❧❡
❧❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❤✐♠✐q✉❡✱ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦✉ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡✱ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s
✐♥té❣r❛t✐♦♥s s❡ ❢♦♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❀ s♦✐t ✉♥ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ q✉✐ ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ❧❛
st❛❜✐❧✐té ❞❡s s❝❤é♠❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡t q✉✐ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❣❧♦❜❛❧✱ s❛✉❢ ❝❡❧❧❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s à
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❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❧❡ ♠♦✐♥s r❛✐❞❡✳ ▲❛
q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❞❛♣t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡✱ ❝❡ q✉✐
❡①❝❧✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛✉① t❡♠♣s ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛st❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s
❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s ♣❤②s✐q✉❡s✳

P♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
s♣❧✐tt✐♥❣ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡st ♣✐❧♦té❡ ♣❛r ❧❡ ♣❛s ❞❡
s♣❧✐tt✐♥❣ ❝♦♠♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❬✷✻❪✱ ♦♥ ❛ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✶✹❪ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❡♠❜♦îté❡ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❙tr❛♥❣ S2✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❙tr❛♥❣ ❞é❝❛❧é ❝♦♠♠❡

S∆t
δ u0 = Y (1/2−δ)∆tX∆tY (1/2+δ)∆tu0, ✭✽✮

❞✬♦r❞r❡ ❧♦❝❛❧ 2 ❡t ❛✈❡❝ δ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ (−1/2, 0) ❡t (0, 1/2)✱ ❧❡q✉❡❧ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❝❧❛ss✐q✉❡ S2✱ ♥♦té S ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♣♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 3.2 ❞❡ ❬✶✹❪ q✉❡

T∆tu0 − S∆t
δ u0 = T∆tu0 − S∆tu0

︸ ︷︷ ︸

O(∆t3)

+S∆tu0 − S∆t
δ u0

︸ ︷︷ ︸

O(δ∆t2)

, ✭✾✮

❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

S∆tu0 − S∆t
δ u0 = δ∆t2f ′′(u0) (∂xu0)

2
+O(δ∆t3). ✭✶✵✮

❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ∆t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
(

S∆tu0

S∆t
δ u0

)

=

(
Y ∆t/2X∆tY ∆t/2u0

Y (1/2−δ)∆tX∆tY (1/2+δ)∆tu0

)

, ✭✶✶✮

♦ù ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❡♠✐✲♣❛s ❡st ❝♦♠♠✉♥ ❛✉① ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ❡t ❧❡s ♣❛s s✉❝❝❡ss✐❢s s♦♥t
❝❛❧❝✉❧és s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡♥ ❞♦✉❜❧❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡st✐♠❡r
❧✬❡rr❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✭✶✵✮ ❡t ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ∆tnew ♣♦✉r
✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡ η ❝❤♦✐s✐❡✱ ♣❛r

∆tnew = ∆t

√
η

∥
∥S∆tu0 − S∆t

δ u0

∥
∥
. ✭✶✷✮

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ✭✽✮ ❛ss✉r❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❡s ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ✈✐s à ✈✐s ❞❡
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ S∆tu0 ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❛❝❝❡♣té❡
s✐ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r

∥
∥S∆tu0−S∆t

δ u0

∥
∥ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❧❛ t♦❧ér❛♥❝❡ η✱ ❡t r❡❥❡té❡ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
η✳ ▲❡ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❡st ♠✐s à ❥♦✉r ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✷✮✱ ❞❡ ♠ê♠❡
♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ t✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ S∆tu(t)
❡st ❛❝❝❡♣té❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❝♦rr❡❝t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ δ✱ ❝♦♠♠❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s
❬✶✹❪✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ✭✶✵✮ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧❛❜❧❡ ♠ê♠❡
♣♦✉r ❞❡s ré❣✐♠❡s ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✳

✷✳✸ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥

❉❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ❢❛✐t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s
❡rr❡✉rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ♦♥ ❛ ♥é❣❧✐❣é ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❡r✲
r❡✉rs ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐

✾



s❡ ♣❛ss❡r❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ♦♥ ❞✐s❝rét✐s❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉✣s❛♠✲
♠❡♥t ✜♥❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❧✉tôt ♣❤②s✐q✉❡✱ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✜♥❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s
s♣❛t✐❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❢r♦♥ts ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ✉♥❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✜❛❜❧❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ q✉❡❧q✉❡ ❢♦✐s ♠ê♠❡
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ✐♥térêt à ❛✈♦✐r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♣❛✲
t✐❛❧❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ✜♥❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s s♣❛t✐❛❧❡s
❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❀ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡
t❛✐❧❧❡ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ très ❝♦ût❡✉s❡s✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ s♦✉✈❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❞❡ ré✲
❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❡s ❝♦ûts ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s
❢r♦♥ts ❧♦❝❛❧✐sés✱ ❝♦♥s✐st❡ à r❛✣♥❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ r❡q✲
✉✐s❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▼ê♠❡ s✬✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t ♠ê♠❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✱ s❡✉❧❡s q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ♦♥t ❧❛
❝❛♣❛❝✐té ❞✬é✈♦❧✉❡r ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t✳

❯♥❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠
❞❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❞✐s❝rét✐sé❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s
❬✸✶❪ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❬✽❪ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛s❡
t❤é♦r✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❬✷✻❪✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❝♦✉♣❧é à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s♣❧✐t✲
t✐♥❣ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ➓✷✳✷✳✷✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❜❛sé❡
s✉r ❬✽❪✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à rés♦✉❞r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❡s ❊❉P r❛✐❞❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❚♦✉s ❧❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♣r❛✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❬✹✸❪✳ ❖♥ ❛ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s
♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❡♥ ❝♦r❞♦♥♥é❡s
❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❀ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r✐❧❧❡s ❞②❛❞✐q✉❡s ❡♠❜♦îté❡s✱ ♦ù
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ✜♥❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡
♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡✳ ❯♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉
t②♣❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé❡ s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡
❧❛ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r✐❧❧❡s ❞♦♥t ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❧❛
ré❣✉❧❛r✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ε✱
♦♥ é❧✐♠✐♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❧♦❝❛❧❡ é❧❡✈é❡ ❡t ♦♥ ❝♦♠♣r✐♠❡ ❛✐♥s✐ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❤♦✐s✐❡
❞❡ ε✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ U(t) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t❡ à ✭✶✮✱ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ U

MR(t) ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡
✐♥té❣r❛t❡✉r t❡♠♣♦r❡❧ ♠❛✐s ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
q✉❡

∥
∥U(t)−U

MR(t)
∥
∥
L2

≤ Cε, ✭✶✸✮

♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❜♦r♥é❡✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❛ été ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✽❪✱
♠❛✐s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❀ ❡❧❧❡ ❛ été ❝❡♣❡♥✲
❞❛♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡t ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✹✼✱ ✺❪✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ε ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ré❣❧❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ✜♥❡ ❀ ❝❡tt❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝♦♥✲
trô❧❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❛rt ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜①❡✱

✶✵



❧❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❬✶✹❪ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ♦♥ ♥♦t❡
♣❛r Usplit(t) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ✭✶✮ ❛✈❡❝
❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❀ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✭✶✷✮ ❡t ✭✶✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❡t
❝❡❧❧❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
U

MR
split(t)✱ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✿

∥
∥U(t)−U

MR
split(t)

∥
∥
L2

≤
∥
∥U(t)−Usplit(t)

∥
∥
L2

︸ ︷︷ ︸

O(η)

+
∥
∥Usplit(t)−U

MR
split(t)

∥
∥
L2

︸ ︷︷ ︸

O(ε)

. ✭✶✹✮

❯♥ ❝❤♦✐① r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞❡ ♠✉❧t✐rés♦✲
❧✉t✐♦♥ ε ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ η✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❣❛r❛♥t✐r q✉❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s str✉❝t✉r❡s s♣❛t✐❛❧❡s
♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s✱ r❡st❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❜✐❡♥ r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s
t♦❧ér❛♥❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s✉✛✲
✐s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧é❣èr❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ❞é♠♦♥tré
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✷✶❪✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t
❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❬✷✻❪✳

✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

➚ t✐tr❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡❧q✉❡s ❛s♣❡❝ts
❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✬❛✉t♦✲❛❧❧✉♠❛❣❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ré❛❝t✐❢s✱ ❞♦♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡
❬✺✻❪✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✷✹❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ✿ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① ❣❛③❡✉①✱ ❝♦♥✜♥és ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉❛❞r❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ s✉r❢❛❝❡s é❣❛❧❡s sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥
s✉♣ér✐❡✉r✱ ♦♥ ❛ ❞✉ ❢✉❡❧ ❢r❛✐s à ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧ TF,0 ❞❡ 300❑✱ ❡t ❞❡
❧✬♦①②❣è♥❡ ❝❤❛✉❞ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ TO,0 ❞❡ 1000❑✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✲❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ à ❞❡✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦ù ❧❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥ t♦✉r❜✐❧❧♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s
❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❡t ✐♠♣♦sé❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ♠❡♥t✐♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ➓✷✳✷✳✷ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡t ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❖❙▼P✸ ❬✶✶❪✱ ❞✬♦r❞r❡ 3✱ ♣♦✉r ❧❡
♣❛s ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ s❡❧♦♥ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❙tr❛♥❣ S2✳

➚ ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ t♦✉r❜✐❧❧♦♥ ❝❡♥tré ❛✉ ♣♦✐♥t (0, 0)✱ q✉✐ ❛❝✲
❝é❧èr❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ❣❛③ ❀ ✉♥ ❢r♦♥t ❞❡ ✢❛♠♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à s❡ ♠❡ttr❡ ❡♥
♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡t q✉❡ ❧❡
♠é❧❛♥❣❡ ré❛❝t✐❢ s✬❛❧❧✉♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶ à tr❛✈❡rs ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧✉♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✢❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞✬❛❜♦r❞ à ✉♥
❛❧❧✉♠❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❜r❛s ❞✉ t♦✉r❜✐❧❧♦♥ ♣✉✐s✱ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ❡♥ s♦♥ ❝÷✉r✱
❛✈❡❝ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛❧❧✉♠❛❣❡ ❞✐✛ér❡♥ts ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✳ ❈❡
❝❛r❛❝tèr❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ très ❧♦❝❛❧✐sé ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ r❡♥❞ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❞é❧✐❝❛t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣❛r✐t✐♦♥ s♦✉❞❛✐♥❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ très ✜♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛♣t✉r❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❛✐♥s✐ ✉♥
très ❜♦♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s♦♥t
♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡s ♠❛✐s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T à t = 5 × 10−5 ✭❣❛✉❝❤❡✮✱ 10−4

✭❝❡♥tr❡✮✱ ❡t 1, 5×10−4 ✭❞r♦✐t❡✮✳ ❚❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ ❢✉❡❧ ❢r❛✐s ✿ TF,0 = 300❑✱
❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦①②❣è♥❡ ❝❤❛✉❞ ✿ TO,0 = 1000❑✳ ❇❛s ✿ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ❛✈❡❝ ε = 10−3

❡t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à 10242 ♣♦✐♥ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❧❡ ♣❧✉s ✜♥ j = 10✳
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❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛s
❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛✈❡❝ η = 10−3 ✭❣❛✉❝❤❡✮✱ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ε é❣❛❧
à 10−2 ❡t 10−3 ✭❞r♦✐t❡✮✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✱ ♦♥ ✈♦✐t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛✉❣♠❡♥t❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✲
♠❡♥t ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ✜①é❡ à 10−8 ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❛♣✐❞❡s ❞✉ t♦✉r❜✐❧❧♦♥✱ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−5 ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
♠é❧❛♥❣❡✳ ❉❡s r❡❥❡ts s✉❝❝❡ss✐❢s s♦♥t ❝♦♥st❛té❡s ❛✉t♦✉r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❧✉♠❛❣❡
♠❛ss✐❢ ❞✉ ❢r♦♥t ❞❡ ✢❛♠♠❡✱ q✉✐ ❢❛✐t ❞❡s❝❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡
❞❡ 10−7✳ P✉✐s✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ✢❛♠♠❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é✱ ❧❡
♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❥✉sq✉✬à ✉♥ ♦r❞r❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à
❝❡❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❞✐✛ér❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ét❛ts ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✜♥❛❧✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣

✶✷



❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞é✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❧❧✉stré✱ ❧❛ t♦❧ér❛♥❝❡ η ❛
été ✜①é❡ à 10−3✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s q✉✐ ♦♥t été é❧✐♠✐♥é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s
✜♥❡✱ 10242 ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■❧ ② ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✈✐s à ✈✐s
❞❡ ❧❛ t♦❧ér❛♥❝❡ ε ❝❤♦✐s✐❡ ❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✜①é ♣❛r ❧❡ ♣❛s ❞❡
s♣❧✐tt✐♥❣✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❢r♦♥t✱ ❞♦♥t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t
❛♣rès ❧✬❛❧❧✉♠❛❣❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ●❛✉❝❤❡ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ∆t✱ ❞❡s s♦✉s✲♣❛s ré❛❝t✐❢s
∆tR1 ❡t ∆tR2✱ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ∆tD1 ❡t ∆tD2✱ ❡t ❝♦♥✈❡❝t✐❢s ∆tC ✳ ❉r♦✐t❡ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ∆t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❧✬♦①②❣è♥❡ TO,0

❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ ❢✉❡❧ TF,0 ❞❡ 300❑✳ ❚♦❧ér❛♥❝❡s η ❡t ε é❣❛❧❡s à 10−3✳

P♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❞✐✈❡rs s♦✉s✲♣❛s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✈❡✉r s♦♥t
r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬✐♥té✲
❣r❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✈❡rs
♣❛s r❡q✉✐s ♣❛r ❧❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❧❡s ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥✲
❞r❡ ❧❛ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❀ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s❡r❛ ❡♥❝♦r❡ ❛❝❝❡♥t✉é❡ ♣❛r ❞❡s s❝❤é♠❛s
❞✬♦r❞r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡✉① ❝♦♥s✐❞érés ✐❝✐✳ ▲❡s ♣❛s ré❛❝t✐❢s ✐❧❧✉strés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à
❝❡✉① ❞❛♥s ❧❡ ❢r♦♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ré❣✐♦♥s ❧❡s ♣❛s ❧♦❝❛✉① ❛✉❣♠❡♥t❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t
❥✉sq✉✬à ∆t/2 ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧♦✐❣♥é❡s ❞✉ ❢r♦♥t✳ ❈❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ♣r❡♥❞ à ♣❡✉ ♣rès 9 ♠✐♥✉t❡s ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① 208
♠✐♥✉t❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞❡ 10−7 ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s sé✈èr❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡
s♦❧✈❡✉rs ✿ ❧❡ ♣❛s ❝♦♥✈❡❝t✐❢ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥
à ❣r✐❧❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ 10242 ❡t ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡♥❞ q✉❛♥t à ❡❧❧❡ 675
♠✐♥✉t❡s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸ ♠♦♥tr❡ ❛✉ss✐ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ♣♦✉r
❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦①②❣è♥❡ ❡t ❧❡s ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡
♠ê♠❡ s♦❧✈❡✉r ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s t♦❧ér❛♥❝❡s ❀ ♦♥ ② ✈♦✐t
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❧✉♠❛❣❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❧✐❡♥ q✉✐ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈r❛✐❡s
é❝❤❡❧❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ❝❛♣t✉ré❡s ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞♦♥♥é❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡ ♣❛s ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s
s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❡♥
❛✉❝✉♥ ❝❛s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲
♣❛s✳

✶✸



✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s

P♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé ❞♦♥t ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ✜①é❡ ♣❛r
❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡s ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❡♥ t❡♠♣s
❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
str❛té❣✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♣r❛t✐q✉❡s s♦❧✐❞❡s✱ ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ à ❞✐✈❡rs❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ♠✉❧t✐✲
é❝❤❡❧❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s à ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ♣❤②s✐q✉❡s
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡st s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ré✲
❞✉✐t❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ à ❞é✜♥✐r s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ♠❡♥❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ✿
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ε ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♣♦♥❞èr❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s
❝♦♠♣r✐♠é❡s ❀ ❡t ❧❛ t♦❧ér❛♥❝❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r η q✉✐ ❧✐♠✲
✐t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣♦✉r ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s❡ ❢❛✐t ❛✐♥s✐ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞✬ét✉❞❡✳

❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ ② ❝♦♠♣r✐s ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥s ✸❉✱ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ t❡♠♣s✴❡s♣❛❝❡ s✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐❧❧❡ ❧❛
♣❧✉s ✜♥❡ ✜①é ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛st❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❡♥
t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ●râ❝❡ à ❝❡s ♦✉t✐❧s✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛r✈❡♥✉s à ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥
❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❧❧❛♥t ❞❡s ♦♥❞❡s ❝❤✐♠✲
✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❝éré❜r❛✉①✱ ❛✉① ét✉❞❡s ❞❡ ✢❛♠♠❡
❧❛♠✐♥❛✐r❡s ❞❡ ♣r❡♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ❞é❝❤❛r❣❡s ♣❧❛s♠❛ ❞✉ t②♣❡
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