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1 Introduction

La résolution des programmes linéaires c’est & dire des problémes de la

forme
min (cx)
zeQN
VYme{l,..,M}, anx > by

avec ay,, et ¢ des vecteurs QY et by, des scalaires, est un probléme trés étudié
dans la littérature. Ce probléme est un probléme polynomial [1]. Mais, les
meilleurs bornes polynomiales connues dépendent de la taille L nécessaire
pour écrire les données et non pas seulement de 7' = max (N, M). Dit au-
trement, il n’existe aujourd’hui aucun algorithme déterministe connu ayant
seulement besoin pour produire la solution d’un nombre d’opérations dans
Q polynomial en M et N.

Il existe cependant des méthodes dont les complexités temporelles ne
dépendent que du nombre de contraintes M et du nombre de variables N.
Par exemple, la méthode du simplexe [2], trés efficace en pratique, qui explore
I’ensemble fini des sommets de I'espace des solutions, n’est pas sensible a L.
Mais cette méthode n’est pas polynomiale [3] notamment parce que le nombre
de sommets augmente exponentiellement avec la dimension de ’espace.

La question de l'existence d’un algorithme possédant ces deux avantages
(caractére polynomial et indépendance vis a vis de L) est une question ou-
verte a ce jour, et, c’est dans ce contexte que s’inscrit cet article. Nous
proposons un algorithme dont on conjecture qu’il vérifie les propriétés sou-
haitées.

2 Etat de ’art

De nombreuses approches ont été explorées pour tenter de résoudre de fa-
¢on fortement polynomiale la programmation linéaire. Parmi ces approches,



on trouve :
— la recherche d’une régle de pivotage efficace pour le simplex [4]
— la recherche de solution pour des programmes linéaires ayant certaines
spécificités comme l'existence d’une solution binaire [5] ou un nombre
de variables par contraintes inférieur a 3 [6]

— la recherche de solution dans le cas ol le nombre de caractéres néces-

saire pour écrire les a est borné |7

— la recherche de critéres d’améliorations pour les approches de type

points intérieurs [8] dont on pourra trouver une forme de synthése
dans [9]. Parmi ces approches, certaine propose de chercher la solution
pour des formes spécifiques mais néanmoins complétes des programmes
linéaires [10]. C’est dans ce contexte que cet article se positionne.

Les approches de type points intérieurs se schématise ainsi : & partir d’un
point admissible, on cherche & se déplacer étape par étape dans I’ensemble des
points admissibles vers un point optimal. Ce type d’approche suppose d’étre
capable de trouver & chaque étape un déplacement élémentaire admissible
et de pouvoir montrer que le nombre d’étapes est borné soit par une borne
polynomiale [1]| voire par une borne fortement polynomiale. La contribution
de cet article est

— de proposer de se déplacer selon deux types de mouvements : des mou-

vements dans l'orthocentre des contraintes les plus proches du point
courant et des sauts selon ¢

— et de les appliquer au double primal-dual

3 Algorithme de la direction améliorante

3.1 Le double primal-dual

Pour tous programmes linéaires, on peut construire son double primal-
dual équivalent. Ces deux problémes sont de tailles équivalentes : si T et
T’ sont respectivement les maximums entre le nombres de contraintes et
le nombre de variable pour respectivement le probléme initial et le double
primal-dual, on a T < 4T + 8.

Les intérét du double primal-dual sont multiples. On peut notamment
remarquer

— que l'intérieur de I’ensemble des points admissible est non nul

— qu’on peut construire un de ces points trivialement

— que 'on sait que le probléme a bien un minimum

— que l'on sait que ce minimum est 0

— que de tous points x,  + puc est admissible pour u > 0

11 suffit pour le construire d’appliquer le primal-dual 2 fois. Soit

min (cz)
z€RN
VYme{l,..,M}, anx > by



un probléme primal et soit

/
max (C
e (cy)

Vm e {1,..., M}, aly <b,

le dual correspondant. Alors, & la fois le primal et le dual sont équivalents
au systéme d’inéquations suivant sur x et y :

Vme{l,..,M} anx > by
Vm e {1,...M'},al,y <b,
cr =y
Ce dernier probléme est équivalent au primal-dual
min (2)
z€RN yeRM zcR
Vme{l,.., M}, anx+ 2> by,
Vme{l,...,M'},al,y—2<b,
cx > bd + 2
z>0

Le primal-dual a un intérieur non vide dont on sait trouver un élément
simplement : pour z = 1 + max {(by,,m € {1,....,M}} et z =y = 0 on est
dans l'intérieur des points admissibles. Mais, ce probléme posséde un point
admissible z,y, z avec z = 0 seulement si le primal est faisable et borné.

Cependant, le fait de prendre & nouveau le primal-dual du premier primal-
dual fournit un programme linéaire possédant les propriétés voulues.

3.2 Calcul dans Q

Par soucis de simplification, I'algorithme présenté utilise naivement des
opérations dans R et non dans Q. Typiquement, ’entrée de I’algorithme est
constitué de vecteurs unitaires. Pour, R, cela ne restreint pas la généralité car
de tous vecteurs non nul, on peut former le vecteur unitaire correspondant
par la division par la racine de la norme. Mais ce vecteur unitaire peut ne
pas étre dans Q.

Néanmoins, cet algorithme semble pouvoir étre modifié de sorte que 1’en-
semble des tests n’utilisent que des calculs dans Q notamment en comparant
les distances au carrées plutét que les distances. Typiquement, bien que nai-
vement le calcul de la distance entre un point et un plan fasse intervenir une
racine carré, le calcul de la projection du point sur le plan ne fait par contre
intervenir que des opérations internes & Q.

3.3 Notations

Afin de décrire simplement ’algorithme proposé, introduisons les nota-
tions suivantes :



Soit D € N avec D > 1.
Soit Up = {x € RP|zz = 1}
Soit c € Up
Soit I un ensemble fini avec |I| > 1 ou |.| désigne le cardinal.
Soit a une fonction de I vers Up et b une fonction de I vers R.
On peut supposer (sec. 3.1) que Vi € I, ca (i) > 0.
Soit K ={z e RP|Vi eI, a(i)z >b(i)}

On peut supposer (sec. 3.1) que IO( #PetVre K ,cx>0et
Jz € K|ex =0
Soit K* ={z e RPIVie I, a(i)z >b(i),cx =0}
L’objectif est de déterminer un point de K*
Vee K, e(x) = rznel}n(a(z)x —b(i))

Vee K, S(z)={icIla(i)z—b(i) =e(x)}
VHCI,OH)={zeRP3aeR, VicH, a(i)z—b(i)=a}
VH CI,0(H)={zecRP|Vie H, a(i)z—b(i)=0}
VH C I, Ker (H) = {veRPVie H, a(i)v=0}

Vz € K, dans le cas ou il existe

A(z,v) =max ({p € Rlx +pv e K AVv € [0,u], S(x+vv)=S5(x)})

Ces notations sont trés similaires aux notations standards mais sont utiles
pour définir S, O, A. On prendra garde que désormais, on utilisera des pa-
renthéses et non plus des indices puisque a et b sont maintenant non plus
des familles de vecteurs mais des fonctions de domaine fini dans I’ensemble
des vecteurs.

3.4 Synopsis

L’algorithme proposé part d’'un point de l'intérieur de I’ensemble des
points admissibles (voir sec. 3.1 pour sa construction). L’algorithme fait ef-
fectuer a ce point des déplacements élémentaires. Chacun des déplacements
améliore le score courant qui est le maximum des scores des points conte-
nus dans la boule maximale centrée sur = c’est a dire c¢(x —e(z)c). Re-
marquons que le score courant ¢ (x — e (x) ¢) n’est pas ici le score du point
courant zc. Chacun des déplacements laisse le point courant dans l'intérieur
de ’ensemble des points admissibles sauf pour atteindre une solution (ce qui
correspond a cx = 0 voir 3.1).

Etant donné que l'algorithme travaille dans l'intérieur de I’ensemble des
points admissibles aucune contraintes n’est saturée (i.e. a (i) x > b(i)) avant
d’atteindre une solution. Ainsi, la notion de contraintes saturées n’est pas
pertinente ici mais est remplacée par la notion de contraintes qui sont les plus
proches du point courant. C’est a dire les contraintes de S (x). Ces contraintes
sont appelées les contraintes actives.

Deux types de déplacements sont considérés :



— des déplacements surs : des déplacements qui font croitre strictement
I’ensemble des contraintes actives (au sens de I'inclusion)
— des sauts : des déplacements selon ¢

3.5 Algorithme

[¢]
algorithme : z € K
1. si x € K* renvoyer x
2. stz —e(x)c e K* renvoyer z — e (x) ¢

3. w <« argmax ((c+v) (c +v))
veO(S(z))

4. w+ argmax ((c+v)(c+wv))
veEKer(S(z))

5. soit s un des éléments de S (z) (exécution invariante a I’élément choisi)

6. v« argmax ((a(s) —v) (a(s) —v))
veO(S(z))

7.siw#0et x+ A(z,w)w € K*, retourner x + A (z,w) w

8. siw#0
(a) retourner z « z + A (z,w)w
(b) goto 1

9. sia(s)v>cv
(a) retourner x <— x + A (z,v)v
(b) goto 1

10. siw #Oet 24\ (z,w) w € IO( et qu'un déplacement selon w augmente
le score i.e. zc —e(z) > zc+ A (2, w) we — e (A (z,w) w)

(a) retourner z «— x + A (z,w)w

(b) goto 1
1. z+z—e(z)c
12. goto 1

Remarquons que l'utilisation de A ici justifié en 7, 8.a, 9.a, 10 et 10.a :
en 7, 8.a, 10 et 10.a, le déplacement a lieu selon un vecteur ayant un produit
scalaire strictement positif avec —c¢ car sinon 0 aurait était meilleur dans
3 et 4. Or si un déplacement selon un vecteur ayant un produit scalaire
strictement positif avec —c¢ pouvait étre infini, cela signifierait que le score
du point courant pourrait étre rendu plus petit que 0, or on se place dans
le cas ol cela est impossible. Pour 9.a, 'argument est similaire mais avec le
score de  — e(x) ¢ et non de x, puisqu’un déplacement selon 7v (7 > 0)
augmente le score du point courant mais augmente e (z) et ainsi diminue le
score réel : si S () est invariant, la différence entre le score courant xz.c—e (x)
et le score aprés déplacement xc + Tve —e(x) —Ta(s)v est 7 (cv —a(s)v)



c’est & dire que le score diminue de facon proportionnelle & 7 si on se déplace
selon v ce qui permet d’amener le score sous 0, ce qui est impossible.

Remarquons aussi que 3, 4, 6 se raméne a de algébre linéaire de base : il
ne s’agit que de calcul de projection.

4 Discussion

Il n’est pas trivial de montrer que 'algorithme termine en un nombre
d’opérations fortement polynomial. Il n’est méme pas évident que la fonction
termine, ni qu’il vérifie les deux invariants : le point courant est interne et le
score croit.

Néanmoins, on conjecture ces propriétés pour les raisons suivantes.

4.1 Invariants

Il est clair que toutes les opérations 8.a, 9.a et 10.a, laisse le point courant
dans l'intérieur de I’ensemble des points admissibles et améliore strictement
le score :

— 8.a améliore a la fois le score et le score du point courant (i.e. zc—e ()

et cx puisque cx augmente et que e (z) est constant).

— 9.a diminue le score du point courant mais n’a lieu que si le score

augmente

— 10.a n’a lieu que si le score augmente.

— pour 8.a et 9.a e (z) augmente ou reste égal, donc ne peut pas devenir

0 et 10.a n’a lieu que si le point résultant reste dans l'intérieur de
I’ensemble des points admissibles

Donc la seule opération qui peut briser ces invariant est 11. Mais tout
d’abord 11 laisse le point courant dans l'intérieur de ’ensemble des points
admissibles car sinon c’est qu’il y a un plan de la forme cz > zc — e (x) dans
les contraintes qui est actuellement dans les contraintes actives et donc cela
signifie que 2 aurait du avoir lieu.

Ensuite par construction, le score augmente puisque on se déplace selon
—c.

4.2 Terminaison

Il est clair que le nombre de contraintes est une borne du nombre d’itéra-
tions de l'algorithme entre deux sauts (un saut correspondant a 'opération
11) car chaque branchement 8, 9 et 10 augmente strictement le nombre de
contraintes dans S (). Ainsi, la seule chose qui puisse faire que I’algorithme
ne termine pas est que 11 arrive une infinité de fois.

Mais il n’y a qu'un nombre fini de possibilité pour S (z) (correspondant
au nombre de sous ensembles de I'ensemble des contraintes (sans l’ensemble
vide)). Donc cela implique qu'un méme sous-ensemble réapparait deux fois au



niveau de 11. Or on conjecture que soit 8, 9 et 10 aurait alors du s’appliquer
lors de la premiére apparition de cet ensemble qui n’aurait donc pas du
atteindre 11.

Il faut voir qu’il n’y a que 2 cas possible en 11 : @w = 0 ce qui signifie
que l'orthocentre est réduit en un point. Dans ce cas il ne réapparaitra plus.
Soit w # 0 et on n’a pas fait 10. Cela signifie soit qu'un déplacement selon
w améne sur un bord soit qu’il n’augmente pas le score.

Comme le score a augmenté entre deux passages par 11 cela semble rendre
impossible le cas ot on se retrouverait dans le méme orthocentre pour lequel
on n’avait pas fait 10 car un déplacement selon w n’augmente pas le score.

Donc le seul cas problématique est celui ot un déplacement selon w
ameéne sur un bord. Typiquement si pour un = donnée, —c € S (z) mais que
x—A(z,—c)c ¢ K* ou encore que min (cz) # 0.

2€00(S(x))

Mais, on conjecture que dans ce cas soit 9 s’applique soit que le score

courant est inférieur au score du coin de lorthocentre i.e. zc — e(z) <

min  (cz) < cx
z2€00(S(z))

Si cette conjecture est vrai, il est alors clair que méme dans le cas pro-
blématique (p # 0 et z + A (z,w) w ¢ K ), un méme orthocentre ne peut
pas revenir deux fois dans 11 puisque soit 9 s’applique soit 11 empéche tout
retour en arriere.

L’intuition qui améne cette conjecture est que les cas tests 8, 9 et 10
filtrent les autres cas.

4.3 Nombre d’itérations

En supposons vrai la conjecture introduite en sec. 4.2, en 11 on ne ren-
contre que deux cas possibles (qui sont assez semblable) :
— un orthocentre réduit a 0

— un orthocentre tel que cx > min (cz) > xc —e(z) (et tel que 9
2€00(5(x))

ne s’applique pas)
Cela implique la terminaison car un orthocentre ne peut alors pas revenir
deux fois dans 11. Mais pas qu’il ne peut pas y avoir un nombre exponentiel
de sauts.

Mais, on peut se pencher sur les mécanismes qui font que  min  (cz) >
2€00(S(x))

xc — e (). On conjecture que chaque fois qu’on applique 11, une contrainte
n’apparaitra plus.

L’intuition qui améne cette conjecture est que si  min (cz) > xc —
z€00(S(x))

e (x) c’est que compte tenu des contraintes de S (z) un des plan de S (x)

n’a aucun point ayant un score inférieur & min  (cz). Autrement dit, il
2€00(S(x))

existe p € S tel que I'union des contraintes de S (z) \ {p} et de la contrainte



cz < min (cz) est équivalent a cette méme union avec p.
2€00(S(x))

5 Conclusion

Cet article s’intéresse a la programmation linéaire. On conjecture que
I’algorithme présenté résolve la programme linéaire en effectuant un nombre
d’opérations dans QQ polynomial en le nombre de contraintes et le nombre
de variables. Cet algorithme représente potentiellement une avancée ma-
jeure par rapport aux algorithmes polynomiaux actuelles ayant besoin d’un
nombre d’opérations dans Q polynomial en le nombre de contraintes et le
nombre de variables et linéaire en la taille nécessaire pour écrire le programme
linéaire.
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