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Imaginarquadratische Einbettung von Maximalordnungen

rationaler Quaternionenalgebren, und die nichtzyklischen

endlichen Untergruppen der Bianchi-Gruppen

Norbert Kramer

26. Juli 2012

Zusammenfassung

Sei F' eine rationale Quaternionenalgebra, und sei k ein imagindrquadratischer Zer-
fallungskorper von F. Erweitert man F' zur 2x2-Matrixalgebra iiber k, dann lasst
sich jede F-Maximalordnung in eine Maximalordnung dieser Erweiterung einbetten.
Wir zeigen, dass alle einbettenden Maximalordnungen isomorph zueinander sind,
und dass und wie ihr Isomorphietyp (in Relation zur 2x2-Matrixalgebra iiber der
Hauptordnung von k) nur vom Verzweigungsverhalten von F abhingt (Satz 6.2).
Damit kénnen wir ermitteln, ob die Bianchi-Gruppe iiber der Hauptordnung von k
3-Dieder-, Tetraeder- oder maximalendliche 2-Diedergruppen enthilt (Satz 7.1).
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1 Einleitung

Sei d € N quadratfrei, und sei 0 die Hauptordnung des imagindrquadratischen Zahlkor-
pers k = Q(Z\/E) Sei F' eine Q-Quaternionenalgebra mit Zerfallungskérper k. Wir un-
tersuchen die Einbettungen F' — My(k) und kléren, welche Ms(k)-Maximalordnungen
M dabei als Erweiterung einer F-Maximalordnung auftreten kénnen: Der Isomorphietyp
von M in Relation zu My (o) hdngt nur vom Verzweigungsverhalten von I ab.

Unser Hauptergebnis ist der nachstehende Satz 6.2. Darin verwenden wir die folgenden
b
Notationen: Fiir eine Stelle p von Q und a,b € Q* bezeichne <a;> das Hilbert-Symbol.
p
F
Sei <—> := 41 oder —1, je nachdem, ob F' an der Stelle p zerlegt oder verzweigt ist.
p

Sei v(F') das Produkt der endlichen Verzweigungsstellen von F', multipliziert mit —1,
falls ' an der Stelle oo verzweigt ist.

SchlieRlich sei n(9M) := Nyo(N(MM;(0)))~". Hierbei ist N(MM;(0)) die Norm des
Ideals MMz (0) und Ny (N (MMaz(0))) die Absolutnorm des o-Ideals N (MM Maz(o0)).

Satz 6.2. Seid € N quadratfrei, und sei k = @(1\/3) Sei F' eine Q-Quaternionenalgebra.
Sei § eine F-Mazimalordnung, und sei M eine Mo (k)-Mazimalordnung.
Genau dann gibt es eine Einbettung f : F — My(k) mit f(F) C M,

wenn <W> = <E> fiir alle Stellen p von Q.
p p

Bemerkung: Der Isomorphietyp von 9t in Relation zu Ms(0) wird bekanntlich durch die

Gesamtheit der Hilbertsymbole <W> charakterisiert (Lemmata 3.3 und 3.4).
p

Zum Beweis von Satz 6.2 konstruieren wir zuerst spezielle Einbettungen von F' und §
(Sétze 4.1 und 5.2). Die generelle Aussage folgt durch Vergleich mit diesen Einbettungen.

Als Anwendung von Satz 6.2 kénnen wir dann kldren, welche nichtzyklischen endlichen
Untergruppen die Bianchi-Gruppe PSLs(0) = SLa(0)/{%1} enthélt:

Satz 7.1. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(in/d) mit Hauptordnung o.

(i) PSLs(0) enthdlt genau dann eine 3-Diedergruppe Ds,
wenn p =1 (mod 3) fiir alle Primteiler p # 3 von d.

(ii) PSLo(0) enthdlt genau dann eine Tetraedergruppe T,
wenn p =1 oder p =3 (mod 8) fiir alle Primteiler p # 2 von d.

(iii) PSLo(0) enthdlt genau dann eine 2-Diedergruppe D,
aber nicht die Tetraedergruppe T mit Dy C T C PSLy(k),
wenn p =1 (mod 4) fir alle Primteiler p # 2 von d.



Es ist bekannt, welche endlichen Untergruppen die Gruppe PSLs(k) enthélt, und dass es
bis auf Isomorphie jeweils hochstens eine My (k)-Maximalordnung gibt, deren projektive
Norm-Eins-Gruppe Untergruppen vom Isomorphietyp D3, 7 oder (maximalendlich) Do
enhilt (Lemma 3.5 und [5, Sétze 20.39, 20.41, 26.12 und 26.14]).

Aber die Frage, ob die Bianchi-Gruppe PSLy(0) Untergruppen vom Isomorphietyp Ds,
T oder (maximalendlich) Dy enhélt, wurde in [5] nur fiir spezielle d beantwortet.

Unter Verwendung der Ergebnisse von [5] lassen sich nun fiir jedes d die Konjugationsklas-
senanzahlen der endlichen Untergruppen der Bianchi-Gruppe angeben (in Vorbereitung).
Rahm hat in [6] die homologische Torsion und die Farrell-Tate-Kohomologie der Bianchi-
Gruppen ermittelt und als Funktion dieser Konjugationsklassenanzahlen ausgedriickt.

Wir beweisen Satz 7.1 durch Zuriickfithrung auf Satz 6.2:

Enthédlt PSLo(k) eine Untergruppe vom Isomorphietyp D3 oder T, dann erzeugt deren
Urbild in SLy(k) tiber Q eine Quaternionenalgebra F° C Mas(k) und {iber Z eine F-
Maximalordnung §, die sich natiirlich in eine M (k)-Maximalordnung 9t einbetten lésst.
Dabher fiihrt die Frage D3 C PSLa(0) bzw. T C PSLy(0) zuriick auf die Frage nach dem
Isomorphietyp von 9, die wir als Spezialfall von Satz 6.2 beantworten kénnen.

Die vom Urbild einer Gruppe Dy C PSLy(k) erzeugte F-Ordnung ist nicht maximal.
Wir nehmen zum Beweis von 7.1.(iii) daher [5, Satz 26.12| zu Hilfe. Dort werden u. a.
die Einbettungen von Tetraeder- und 2-Diedergruppen zueinander in Beziehung gesetzt.

Ich danke Alexander D. Rahm fiir seine Ratschldge und die technische Unterstiitzung,
und Jiirgen Rohlfs fiir die kritische Durchsicht des Manuskripts und hilfreiche Vorschlége.

2 Bezeichnungen

In einer abelschen Gruppe G sei G die Untergruppe der Quadrate. In einem Ring R mit
Eins sei R* die Gruppe der multiplikativ invertierbaren Elemente. Wenn R kommutativ
ist, dann sei My(R) die R-Algebra der 2x2-Matrizen mit Koeffizienten aus R.

Fiir z € C bezeichne z — Z die komplexe Konjugation und |z| = v/2Z den Absolutbetrag.

Sei im Folgenden stets d € N quadratfrei, k = Q(Z\/E) C C imaginarquadratischer Zahl-
koérper mit Hauptordnung o und Diskriminante D. Die Einschrankung der komplexen
Konjugation auf k& stimmt mit der nichttrivialen Galois-Involution von k/Q iiberein. Be-
zeichne I die Gruppe der o-Ideale und H die Untergruppe der Hauptideale. Fiir a € I sei
Nyjo(a) € Q* die Absolutnorm beziiglich k/Q. Fiir a € k* ist dann Ny g(a0) = Nyg(a).

Sei p stets eine Stelle von Q, d.h. eine Primzahl p € N oder die unendliche Stelle p = cc.
Sei p stets eine Stelle von k, d.h. ein Primideal p C 0 oder die unendliche Stelle p = co.

Ist p € N Primzahl, dann ist k£ auf natiirliche Weise eingebettet in die halbeinfache



quadratische Erweiterung k, = Q, ®q k von Q,, mit Hauptordnung o, = Zy,o0. Die
Galois-Involution a — @ von k/Q setzt sich auf natiirliche Weise auf k,/Q, fort. Ist p
verzweigt oder trége in o mit Primteiler p, dann ist auf natiirliche Weise k, = k, und
0, = 0p. Fiir die jeweils einzige unendliche Stelle von Q bzw. k ist Qo = R bzw. ko = C.

Fiir eine Q-Quaternionenalgebra F' sei F), = Q, ®g F. Auf natiirliche Weise sei F' einge-
bettet in F},. Sei Q mit dem Zentrum von F' und Q, mit dem Zentrum von F), identifiziert.
Fiir eine Stelle p von k sei analog k C Ma(k) C Ma(k), = Ma(ky) und ky, C Ma(ky).
Betrachte p € N: Fiir einen Z-Modul § C F' ist dann §, = Z,§ die lokale Komponente.
Fiir eine endliche Stelle p von k& und einen o-Modul 9t C M»(k) ist analog 9, = 0,1

Fiir ein Element M einer Quaternionenalgebra () bezeichne M* das konjugierte Element.
N(M)=MM* und S(M) = M + M* sind dann die Norm und die Spur von M.

In @ bzw. einer Q-Maximalordnung 91 sei I'(Q) bzw. I'(") die Norm-Eins-Gruppe, und
sei PT'(Q) =T(Q)/{£1} bzw. PT'(O) = I'(M)/{£1} die projektive Norm-Eins-Gruppe.
Speziell ist dann PSLy(0) = PI'(Ma(0)) die Bianchi-Gruppe.

Ist K ein algebraischer oder p-adischer Zahlkorper, dann heifen (in dieser Reihenfolge)
M1, Myg, Moy, May € My(K) ~ {0} Matrizeseinheiten, wenn fiir alle r,s, € {1,2} gilt:
M1 Mg = MpoMog = Mg und M, Moy = MyoMig = 0. Dann ist {Myq, Mya, Moy, Mo}
eine Basis von My (K), und aMyq + BMyg+yMay + Moy mit a, B,7,0 € K hat beziiglich

der Matrizeseinheiten die Darstellung (: ?) , mit den bekannten Matrix-Rechenregeln.

Ist p # 2 Primzahl und a € Z teilerfremd zu p, dann sei <E> das Legendre-Symbol.
p

b
Fiir eine Stelle p von Q und a,b € Q* sei (a, ) das Hilbert-Symbol.
p

Fir m € N sei D,, stets eine m-Diedergruppe. T bezeichne stets eine Tetraedergruppe.
D3 und T sind isomorph zur symmetrischen Gruppe Ss bzw. alternierenden Gruppe Ajy.
Dy ist Normalteiler in 7 und isomorph zur Kleinschen Vierergruppe Vy = Z/27 x 7./ 27.

3 Grundlagen

Lemma 3.1. Sei K algebraischer oder p-adischer Zahlkdrper.

Sei Q eine K-Quaternionenalgebra.

a) Seien A, B € Q mit N(A) = N(B), S(A) = S(B) und S(A)? # 4N (A).
Dann gibt es einen Automorphismus j von @ mit j(A) = B.

b) Sei j ein Automorphismus von Q.
Dann gibt es J € Q% mit j(q) = JqJ ! fiir alle ¢ € Q.

c) Sei L ein quadratischer Erweiterungskdrper von K.
Genau dann ist L Zerfdllungskorper von Q, wenn es eine Einbettung e : L — Q) gibt.



Bewezs.

a) Falls K[A] Korper ist, siehe |2, Teil IV, § 4, Satz 3|.
Sei also K[A] kein Korper. Dann zerfallt ), lasst sich also als Matrixalgebra M (K)
darstellen, und das charakteristische Polynom von A hat in K zwei Nullstellen a # b.

Nun folgt leicht, dass es X,Y € Q* gibt mit XAX~! = YBY ! = (g 2)
Mit j(q) := Y1 XqX 'Y fiir ¢ € Q folgt die Behauptung.
b) Siehe [2, Teil IV, § 4, Satz 5].
c) Siehe [2, Teil IV, § 4, Sétze 13 und 17].
]

Lemma 3.2. Sei K ein p-adischer Zahlkorper mit Hauptordnung O, und sei w € O ein
Primelement. Seien MM und M’ zwei Mo (K)-Mazimalordnungen.

a) Dann gibt es Matrizeseinheiten in My(K), beziglich derer O und 9V
. O 9O O 7O :
die Darstellungen (D D) und <7T7"D o ) haben, mit r € Ny.

b) Sei MOW M~ C O fiir ein M € M, M & 7M.
Dann ist N(OVIN) = N(M)~1O.

Beweis.
a) Siehe [4, Seite 135, im Beweis von Satz 7.
b) Da MO M~! eine My (K)-Maximalordnung ist, gilt M9V M~! = 9.

s
Beziiglich der Matrizeseinheiten in a) sei M = m (1)> Dann ist M'9VM'~t =M

0
und N(OUM) = 77O = N(M")1O. Alsoist MM'~19t = MM M'~! ein zweiseitiges
M-Ideal. Mit [2, Teil VI, § 11, Satz 13] folgt M = 7*M'FE fiir ein s € Z und E € 9*.
Wegen M, M’ € M und M, M’ ¢ 70 ist s = 0. Also gilt N(M)~1O = N(M'")~1O.

O

Lemma 3.3. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d) mit Hauptordnung o, Ideal-
gruppe I und Hauptidealgruppe H. Seien I und M’ zwei Ms(k)-Mazimalordnungen.

a) Dann gilt stets N (9RO )N (IMMa(0))N (I My (o)) € 13,
b) Genau dann sind M und M isomorph, wenn N (M) € I@H.
Bemerkung: Lemma 3.3 ist Spezialfall eines allgemeinen Satzes, siehe etwa [5, Satz 10.9].

Beweis. Ist a € I, dann ist Ma ein zweiseitiges M-Ideal und N (Ma) = a?. Ist umgekehrt
2 ein zweiseitiges M-Ideal, dann ist A = Ma mit a € I, siehe 2, Teil VI, § 11, Satz 13].



a) A = MM My (0)(IMMo(0))~! ist ein zweiseitiges IMM-Ideal.
Nach [2, Teil VI, § 4, Satz 3 (Normenmultiplikationssatz)| gilt:
NN )N (9 Ma(0)) = N (O Ma(0)) = N(A)N (MM (0)), also
N (O )N (MM (0)) N (D Ma(0)) = N(A)N (MMs(0))? € 12).

b) Falls 9 und 9% isomorph sind, gibt es ein M € GLy(k) mit 0 = MO M1,
Dann ist MM = MO, und A = (MM) "L MM ist ein zweiseitiges M'-Ideal.
Also ist dann N (9O) = N(MOM)N ()~ € IPH.
Falls umgekehrt N (9N) € I H, gibt es ein zweiseitiges M-Ideal A mit
NQAMM') = NERONOMM') € H. Nach [3, Satz 1] gibt es ein M € GLy(k) mit
AMM' = MM . Die Rechtsordnung dieses Ideals ist 9 = M ~1ONM.

O

Lemma 3.4. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(Z\/E) mit Hauptordnung o, Idealgrup-
pe I und Hauptidealgruppe H. Sei a € 1. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) ac I®PH.

(ii) Es gibt a € k* mit Nyjg(a) = Nyjg(a).
Nyola), —d
(i13) <M> =1 fiir alle Stellen p von Q.
p

Beweis.
e (i) & (i1): Siehe [1, Kapitel 111, § 8, Sitze 6 und 7.
o (i) < (7i1): Siehe [1, Kapitel I, § 7, Satz 1 (Minkowski-Hasse)].
]
Fiir Rechenregeln zum Hilbert-Symbol siehe [1, Kapitel I, § 5, Formeln (9)-(13), Satz 7].

Lemma 3.5. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d).
Jede endliche nichttriviale Untergruppe von PSLa(k) ist vom Isomorphietyp
Z7)27, 7./3Z, D3 (3-Diedergruppe), T (Tetraedergruppe) oder Dy (2-Diedergruppe).

Beweis. Sei G C SLa(k) Urbild einer endlichen, nichttrivialen Untergruppe von PSLo (k).
Das Urbild M € G eines Elements der Ordnung m > 1 hat die Ordnung 2m. Ist ( € C
eine primitive 2m-te Einheitswurzel, dann ist S(M) = ¢ + € o N R = Z. Daher muss
m = 2 oder m = 3 sein. Geméf |7, Chapter 4.4| ist G also eine zyklische Gruppe der
Ordnung 4 oder 6, oder eine binére 3-Dieder-, Tetraeder- oder 2-Diedergruppe.

O



4 Spezielle Einbettung rationaler Quaternionenalgebren
Satz 4.1. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(Z\/E) mit Hauptordnung o und Diskri-
minante D. Sei F' eine Q-Quaternionenalgebra mit Zerfallungskorper k.

a) Es gibt t € Q*, so dass F isomorph ist zur Q-Algebra F(t) := { (% g) a,be k‘}

mit Basis {1, U= (Zga _;1/3>, V(t) = <(t) (1)> W(t) = <—t?\/8 Z?)}

t,—d
b) F und F(t) sind genau an den Stellen p von Q verzweigt, wo < : > = —1 ist.
p

¢) Man kann o.B.d.A. annehmen, dass t € 7 und quadratfrei ist,
dass t teilerfremd zu D ist, und dass t =1 (mod 4), falls 2 | d.

d) F(t)NMy(o) = { <7% 2)

Beweis. Aus U? = —d, V()2 = t und W(t) = UV(t) = =V (t)U folgt zuniichst leicht,
dass F'(t) eine Q-Quaternionenalgebra ist, falls ¢t € Q*.

a,be 0} ist eine F(t)-Ordnung mit Diskriminante t> D*Z.

a) Da k Zerfallungskorper von F' ist, kann man F in My (k) und nach Lemma 3.1.c) auch
kin F (als Q-Algebren) einbetten. Nach Lemma 3.1.a) kann man die Einbettungen

e: k= Fund f: F < Ms(k) so annehmen, dass f(e(a)) = (g g) fir a € k.

Speziell ist dann U = f(e(ivd)) € f(F).
Nach Lemma 3.1.a) kann man den Automorphismus (g g) — <8 2) von f(e(k))

zu einem Automorphismus von f(F') fortsetzen. Nach Lemma 3.1.b) gibt es also ein

T € f(F)* mit TUT-' = —U. Man rechnet leicht nach, dass T = <2 8) mit

b,c € k. Wegen bc = —N(T) € Q* gibt es t € Q* mit ¢ = tb. Sei b= a+ Bivd mit

a,f € Q. Aus (tl())g bob> = <8 2) (t% 8) = (a—pU)T € f(F) folgt V(t) € f(F).
Da U und V(t) die Q-Algebra F(t) erzeugen, ist also f(F) = F(t).

b) Ist eine Primzahl p in o zerlegt, dann ist F' unverzweigt an der Stelle p, da k Zerfal-

t,—d

- )zlfﬁrallete@x.
p

Betrachte nun den Fall, dass p verzweigt oder trage in o ist, mit Primteiler p C o.

Da N(U +W (1)) =0, ist F'(1) keine Divisionsalgebra, also speziell auch unverzweigt
an der Stelle p. Daher ist F'(t) genau dann unverzweigt an der Stelle p, wenn F(t),
und F (1), isomorph sind. Man kann einen Isomorphismus j: F(t), — F(1), dann
so wahlen, dass j(U) = U. Und man kann j zu einem Automorphismus von Ma(k;)
fortsetzen, denn eine Q,-Basis von F(t), oder F(1), ist auch k,-Basis von May(ky).

lungskorper von F' ist, und man priift leicht nach, dass <



F ist also unverzweigt an der Stelle p genau dann, wenn es J € ky[U]* gibt mit
JV(t)J~1 = j(V(t)) € F(1)p. Das ist genau dann der Fall, wenn es a,b € k' gibt mit

0 ab~! a 0\ (0 1\ (a O\ " . 1 =
(tba‘l 0 > = <0 b) <t 0> (0 b) € F(1)p, d.h. mit tha™ = ab=! oder

- t —
gleichwertig ¢t = ab~'ab—1. Das ist genau dann der Fall, wenn ’—) =1

Diese Argumentation ist auch fiir die unendliche Stelle von Q giiltig.

. 2 .. tTQa —d ta —d .
c) Es gibt r € QT, so dass tr? € Z quadratfrei ist. Wegen = fiir
p p

alle Stellen p von Q, haben F(tr?) und F(t) dieselben Verzweigungsstellen, sind also
isomorph. Man kann daher ¢ € Z und quadratfrei annehmen. (Ersetze ¢ durch tr2.)

Sei g der grofite gemeinsame Teiler von ¢ und d, und sei t = g’ und d = gd’. Wegen

d+ g% —d t,—d 2t/ (d —d

<L> =1 ist <7—> = (g (d+9), > Falls g > 1 ist, ersetze man ¢
p p b

durch den quadratfreien Anteil von #'(d’ + g). Dann ist ¢ teilerfremd zu d. Falls ¢ und

D einen gemeinsamen Teiler ¢’ > 1 haben, ist ¢ = 2 und d = 1 (mod 4), und man
ersetze t durch den quadratfreien Anteil von ¢(d + 1)/4. Dann ist ¢ teilerfremd zu D.

Falls 2 | d und t Z 1 (mod 4), ist d =2 (mod 4) und ¢t = 3 (mod 4).
In diesem Fall ersetze man schlieflich ¢ durch den quadratfreien Anteil von ¢(d + 1).

d) rechnet man leicht nach.

5 Spezielle Einbettung von Maximalordnungen

Definition 5.1. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(Z\/E) mit Hauptordnung o.
Sei F' eine Q-Quaternionenalgebra, und sei M eine My (k)-Mazimalordnung.

F
a) Fir eine Stelle p von Q sei <—> = +1 oder —1,
p

je nachdem, ob F an der Stelle p zerlegt oder verzweigt ist.

b) Sei v(F') das Produkt der endlichen Verzweigungsstellen von F,
multipliziert mit —1, falls F' an der Stelle oo verzweigt ist.

¢) Sein(9M) := Nyg(N(9MMa(0)))!.

Satz 5.2. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(Z\/E) mit Hauptordnung o und Diskri-
minante D. Seien t, F(t), U,V (t), W (t) wie in Satz 4.1.

Dann gibt es eine F(t)-Mazimalordnung §(t) und eine My(k)-Mazimalordnung I(t) mit
§(t) C M(t), so dass v(F(t))n(M(t)) = t|D|.



Beweis. Man rechnet elementar nach, dass die unten in (i) - (v) definierten Z,-Moduln
§(t)p und op-Moduln 9(t), multiplikativ abgeschlossen sind mit §(t), C (L), fiir p | p.
Man rechnet auch elementar nach, dass §(t), die Diskriminante Z, oder pQZp hat, je
nachdem, ob F(t) an der Stelle p zerlegt oder verzweigt ist. An allen endlichen Stellen p
von k hat (), die Diskriminante o,. Also sind §(t), und (), stets Maximalordnun-
gen. Da §(t), = (F(t)NMa(0)), bzw. M(t), = M>(0), an fast allen endlichen Stellen, sind
§(t) und M(¢) wohldefinierte Maximalordnungen mit §(t) C M(¢), siehe [2, Teil VI, §
11, Satz 23|. Im Folgenden kiirzen wir v(t) = v(F(t)) und n(t) = n(M(t)) ab. Wir zeigen
t|D| = v(t)n(t) lokal durch Abgleich der Vielfachheit der Primzahl p in den Termen ¢D,

b=dy _ —1, d.h.
(0. ¢]

wenn F'(t) an der Stelle co verzweigt ist. Genau dann ist auch v(t) < 0 und v(¢)n(t) < 0.

. —d

v(t), n(t). Schlieklich ist ¢t|D| < 0 genau dann, wenn ¢ < 0, also wenn <

(i) Falls p # oo und p 1 tD, ist =1

p
Sei §(t)p = (F(t) N Ma(0))p, und sei M(t), := Ma(0), fiir alle Primteiler p von p.
Es gilt p{tD und p { v(t). Aus N(OM(t)M2(0)), = oy fiir alle p | p folgt p { n(t).

t,—d _
(ii) Falls ( - > =1 und p | t, ist p zerlegt in o, po = pp.
e Falls p # 2, sei @ € N minimal mit der Eigenschaft a? = —d (mod p),
und sei p das von p und « + iv/d erzeugte Primideal.
Sei §(t), der Z,-Modul mit Basis {1,U, V (t), (aV (t) + W(t))/p}.
e Falls p=2 ist d =7 (mod 8).
Sei p das von 2 und (1 + iv/d)/2 erzeugte Primideal.
Sei §(t), der Z,-Modul mit Basis {1, (1 +U)/2,V (), (V (t) + W(t))/4}.

—1
Sei M(t), := Ma(0), und M(t)5 := (; 2 > .

G|

Es gilt p | tD, aber p? { tD und p { v(t).
N(m(t)MQ(U))p = Up U.nd N( ( ) (0) P =
Mit Ny (p) = p folgt p | n(t), aber p* { n(t).

p

t,—d
(iii) Falls < : ) =1und p | D, ist p verzweigt in o0, po = p>.
e Falls p # 2, sei 8 € N minimal mit der Eigenschaft 82 =t (mod p).
Sei §(t), der Z,-Modul mit Basis {1,U, V (t), (BU + W (t))/p},
und sei M(t), der o,-Modul mit Basis {1, U, V(t), (BU + W (t))/p}.
Es gilt p | tD, aber p? { tD und p { v(t).

1
Mit M = <5 Z\/E> rechnet man leicht nach, dass M9 (), M1 C Ms(0)y.

0
Nach Lemma 3.2.b) ist N (9%(t)M2(0)), = N(M) Lo, = (8iv/d) Lo, = p~ Lo

p—
Mit Nyg(p) = p folgt p | n(t), aber p* f n(t).



e Falls p=2und 2 | d, gilt t =1 (mod 4) (Satz 4.1.c), also t =1 (mod 8).
Sei §(t), der Z,-Modul mit Basis {1,U, (1 + V (¢))/2,(U + W (t))/4},
und sei M(t), der op-Modul mit Basis {1,U, (1 + V(t))/2,(U + W(t))/4}.
Es gilt p? | tD, aber p* 1 tD und p { v(t).

Mit M = (1 + %2\/8 1‘) gilt MOM(£), M~ C M (o),.

Nach Lemma 3.2.b) ist N (9(t)Ma(0)), = N(M)~to, = (2ivd) " o, = p~>0y,
also p3 | n(t), aber p* { n(t).
e Falls p=2und d =1 (mod 4), ist t =1 (mod 4).
Sei §(t), der Z,-Modul mit Basis {1,U, (1 + V (¢))/2,(U + W (t))/2},
und sei M(t), der op-Modul mit Basis {1,U, (1 + V(t))/2,(U + W(t))/2}.
Es gilt p? | tD, aber p3 {tD und p { v(t).
Mit M = (é ;) gilt MON(E), M~ C My(o),.

Nach Lemma 3.2.b) ist N (9(t)Ma(0)), = N(M) o, = 2710, = p~?o,,
also p? | n(t), aber p3 1 n(t).

t,—d
(iv) Falls [ = > = —1 und p | ¢, ist p trége in o, po = p.
p

Sei §(t)p = (F(t) N Ma(0))p, und sei M(t), := Ma(0),.
Es gilt p | tD und p | v(t), aber p? { tD und p? { v(t). Wie in (i) folgt p { n(t).

t,—d
(v) Falls < d > = —1und p| D, ist p verzweigt in o, po = p2.
p

e Falls p # 2, sei §(t), := (F(t) N Mz(0))p, und sei M(t), := Ma(0),.

Es gilt p | tD und p | v(t), aber p?{tD und p? { v(t). Wie in (i) folgt p { n(t).

e Falls p=2und 2| d, gilt t =1 (mod 4) (Satz 4.1.c), also t =5 (mod 8).

Sei §(t), der Z,-Modul mit Basis {1,U, (1 4+ V(t))/2,(U + W (t))/2}, und
sei M(t), der op,-Modul mit Basis {1, U/ivd, (14 V (t))/2, (U +W(t))/2iVd}.
Es gilt p? | tD und p | v(t), aber p* { tD und p? { v(t).
Mit M — (é ;) gilt MON(t), M~ C My(o),.
Nach Lemma 3.2.b) ist N (9(t)Mz(0))y, = N (M) Lo, = 2710, = p~20,,
also p? | n(t), aber p3 { n(t).

e Fallsp=2und d =1 (mod 4), ist t =3 (mod 4). Sei §(t), der Z,-Modul mit
Basis {1,U,V(t),(1 +U + V(t) + W(t))/2}, und sei M(t), der o,-Modul mit
Basis {1,(14+U)/(1+iVd), 1+ V(t)/(1 +ivVd), 1 +U + V(t) + W(t))/2}.
Es gilt p? | tD und p | v(t), aber p3 { tD und p? { v(t).

Mit M = ((1) 1 —|—1Z\/E> gilt Z\ﬂm(t)pl\f’1 C M5(0),. Nach Lemma 3.2.b) ist

N(D(t)Ma(0))p = N(M) o, = (1L +iVd) "o, = p oy,

also p | n(t), aber p? { n(t).
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6 Typisierung der einbettenden Maximalordnungen

Satz 6.1. Sei d € N quadratfrei, und sei k = @(Z\/E) mit Hauptordnung o und Dis-
kriminante D. Sei F C Msy(k) eine Q-Quaternionenalgebra, und seien §, § zwei F-
Mazimalordnungen. Seien MM, M’ zwei Ma(k)-Mazimalordnungen mit § C M, F C M.
Dann gibt es m € N, so dass N(OMMM') = m~lo.

Beweis. Die Behauptung folgt durch Zusammenfiigen der folgenden lokalen Ergebnisse.

(i) Sei p eine endliche Stelle von Q, an der F zerfillt. Nach Lemma 3.2.a) gibt es
Y/

Matrizeseinheiten in F},, beziiglich derer §, und S;, die Darstellungen (%P ZP> und
p  Hp

T
Ly v Iy haben, mit r € Ny. Fiir p | p gilt dann offenbar M, = % O
Ply Ly op Op

D' 0p
zerlegt, folgt das Ergebnis durch Zusammenfiigen fiir die beiden Primteiler von p.)

und 9, = ( o pop""). Also gilt N(IN'), = N(MMM,) = p~"op. (Ist p in o

(ii) Sei p eine endliche Verzweigungsstelle von F', und sei p { D. Dann ist p triage in o,

po = p. Es gibt r € Ny, so dass N(IMM'), = N(MM,9My,) = p~"0p =p~ "0y

(iii) Sei p Verzweigungsstelle von F mit p | D, po = p?. Sei 7 € o, Primelement. F}, ist
Divisionsalgebra mit der einzigen Maximalordnung §, = 8’;,. Wir zeigen I, = 9)?;
Wir fiihren den Beweis durch Widerspruch. Wir nehmen also an, dass 9, # S)ﬁ;.
Nach Lemma 3.2.a) gibt es dann Matrizeseinheiten in May(ky), beziiglich derer 9,
T
und 9)?; die Darstellungen <0p 0p> und < gp T 0p> haben, mit r € N.
Up Op e Up Op
e Seip # 2.

Nach Satz 4.1 gibt es t € Q*, so dass 4.1.c) gilt und F' isomorph zu F'(t) ist.

Enstsprechend zu V (t) € F(t) gibt es dann V € §, C M, N M, mit V2 = ¢.

a b .
e —a> . Wegen N (V) = —tist
t,—d

t = a®>+7bc = a® (mod 7). Daraus folgt t € kpX(Q). Aber wegen (’—) =-1
p

Wegen S(V') = 0 gibt es a,b,c € 0, mit V = <

(siehe Satz 4.1.b) ist t & Q;(Q), und da p in o verzweigt ist, auch ¢ & k:pX(Q).

e Seip=2.
F, ist eine (bis auf Isomorphie die einzige) Qo-Divisions-Quaternionenalgebra.
Daher gibt es A,B € Fy mit A> = —1, B> = —1, AB = —BA. Dann ist
C=(1-A-B-AB)/2 € Fy CMNM;. Wegen S(C) = 1 gibt es a,b,c € o

mit C = <a b . Dann ist a(1 — a) = N(C) + wbc = 1 (mod 7). Aber

mc 1—a
da notwendig a = 0 (mod 7) oder a =1 (mod 7), ist a(1 —a) =0 (mod 7).

O
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Satz 6.2. Seid € N quadratfrei, und sei k = Q(Z\/E) Sei F' eine Q-Quaternionenalgebra.
Sei § eine F-Mazimalordnung, und sei 9 eine My (k)-Mazimalordnung.
Genau dann gibt es eine Einbettung f : F < Msy(k) mit f(F) C I,

wenmn <W> = <§> fiir alle Stellen p von Q.

p

Beweis.

(1)

Sei f: F' < M>s(k) eine Einbettung mit f(§) C 9.
Nach Satz 4.1 gibt es t € Q*, so dass 4.1.c) gilt und F' isomorph zu F'(¢) ist. Nach
F — DJ, — F
Satz 5.2 und Satz 4.1.b) ist (U( Jn(()), d> = <M> = <—> fiir alle p.
b

p p
Ein Isomorphismus j : f(F) — F\(t) lasst sich zu einem Automorphismus von My (k)

fortsetzen, denn eine Q-Basis von f(F') oder F(t) ist auch k-Basis von May(k).
Mit den Lemmata 3.3.b) und 3.3.a) folgt N (M (0)) N (j(9M)Ms(0)) € IPH.
J(f(§)) ist F(t)-Maximalordnung mit j(f(§)) C j(9). Nach Satz 6.1 gibt esm € N,
so dass N(j(M)M(t)) = m~'o € I®DH. Mit Lemma 3.3.a) folgt

N (§(9M)Ms(0))N(OM(t) My (0)) € IPH, also N(MMo(0))N(M(t) My (o)) € IPH.

Mn(M(t)), —d
Mit Lemma 3.4 folgt <n( il » ®), ) = 1 fiir alle p, und also die Behauptung.
F —d F
Sei <M> = <—> fiir alle Stellen p von Q.
p p

v(F)n(M), —d

F ist genau an den Stellen p von Q verzweigt, wo = —1ist. Daher

p
haben F' und F(v(F)n(9M)) die gleichen Verzweigungsstellen, sind also isomorph,
siehe Satz 4.1.b) und |2, Teil VII, § 5, Satz §8|. Speziell ist k Zerfallungskorper von
F. Nach Satz 4.1 gibt es t € Q*, so dass 4.1.c) gilt und F isomorph zu F(t) ist.

Nach Satz 5.2 ist <”(F)”m(t))’_d> - (WT’_d> - <%> fiir alle p.

Mit den Lemmata 3.4, 3.3.31)) und 3.3.b) folgt, dass 9 und M(¢) isomorph sind.
Sei e : F' — Ms(k) eine Einbettung mit e(F) = F(t),

und sei M’ eine My (k)-Maximalordnung mit e(F) C 9. Nach Satz 6.1 gibt es
m € N, so dass N(9VIM(t)) =m0 € I® H. Mit Lemma 3.3.b) folgt, dass M’ und
M(t), also auch M’ und M isomorph sind. Ein Isomorphismus j : M’ — M lasst
sich auf natiirliche Weise zu einem Automorphismus von M (k) fortsetzen.

Sei f = joe. Dannist f : F — M (k) Einbettung mit f(F) = j(e(F)) C j(O') = M.

O
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7 Die endlichen Untergruppen der Bianchi-Gruppen

Satz 7.1. Sei d € N quadratfrei, und sei k = Q(iv/d) mit Hauptordnung o.

(i) PSLs(0) enthdlt genau dann eine 3-Diedergruppe Ds,

wenn p =1 (mod 3) fir alle Primteiler p # 3 von d.

(ii) PSLo(0) enthdlt genau dann eine Tetraedergruppe T,

wenn p =1 oder p =3 (mod 8) fiir alle Primteiler p # 2 von d.

(iii) PSLo(0) enthdlt genau dann eine 2-Diedergruppe D,

aber nicht die Tetraedergruppe T mit Dy C T C PSLo(k),
wenn p =1 (mod 4) fir alle Primteiler p # 2 von d.

Beweis. Fiir eine Q-Quaternionenalgebra F' bezeichne 7 : I'(F') — PT'(F’) die kanonische
Projektion. Und bezeichne 7 : SLy(C) — PSL2(C) ebenfalls die kanonische Projektion.

(i)

(if)

Betrachte zunéchst eine 3-Diedergruppe D3 C PSLy(C).

Dann ist 771(D3) eine binire 3-Diedergruppe. Sie wird von zwei Elementen A, B
erzeugt, mit A3 = —1 (A2 -~ A+1=0), B2=—1, BAB~! = A™! siehe |7, 4.4.7].
A, B erzeugen iiber Q eine Quaternionenalgebra F'(Ds), und iiber Z eine Ordnung
§(D3) mit Diskriminante 9Z. Also zerfillt F/(D3) an allen Stellen p # 3, 00 von Q.
Jedes M € F(Ds) ist darstellbar als M = a+ A+ yB + JAB mit «, 3,7, € Q.
Falls M # 0, ist N(M) = o®> + aB + 2+ 72 + 76 + 6 > 0. Daher ist F(D3)
Divisionsalgebra. Die Anzahl der Verzweigungsstellen von F(Ds) ist gerade (sieche
[2, Teil VII, § 5, Satz 9]) und > 0. Daher ist F(D3) genau an den Stellen 3 und oo
verzweigt, und F(Ds3) ist eine F(D3)-Maximalordnung.

Sei nun F' eine Q-Quaternionenalgebra, die genau an den Stellen 3, co verzweigt
ist. Dadurch ist der Isomorphietyp von F' eindeutig bestimmt. Also gibt es eine 3-
Diedergruppe D3 C PT(F). Sei §(D3) die von 7~ 1(D3) erzeugte F-Maximalordnung.
Offenbar gibt es genau dann eine Einbettung D3 < PSLy(0), d.h. eine Einbettung
771(D3) — SLy(0), wenn es eine Einbettung F' — Ma(k) gibt mit §(D3) — Ms(o).
Nach Satz 6.2 ist das wegen v(F') = —3 und n(Maz(0)) = 1 genau dann moglich,

wenn <_3’ _d> =1 fiir p # 3,00 und <_3’_d> = —1 fiir p = 3, .
p p

3,—d
Falls p # 3,00 und p t d, ist < ’ > = 1. Betrachte nun den Fall p | d, p # 3:
p

-3,—d -3
Fiir p # 2 ist < . ) = —) = g) = 1 genau dann, wenn p =1 (mod 3).
p p

~3,—d —3,2\ [—3,—d/2
oy () (52 ()
p

Die Gleichung fiir p = oo gilt stets, die fiir p = 3 folgt aus den anderen Gleichungen.

Betrachte zunéchst eine 2-Diedergruppe Dy C PSLy(C).
Dann ist 771(Dy) eine binire 2-Diedergruppe. Sie wird von zwei Elementen A, B
erzeugt, mit A> = —1, B> = —1, BAB~! = A~ siche [7, 4.4.7].
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(iii)

Dy ist in genau einer Tetraedergruppe 7 C PSLy(C) enthalten.

Dann ist 771(7) eine binire Tetraedergruppe. Sie wird von A, B wie oben, sowie
von einem Element C' erzeugt, mit C3 = —1, ACA™! = BC und CB = AC; und
eine elementare Rechnung zeigt, dass C' = (1 — A — B — AB)/2, siche 7, 4.4.10].
A, B, C erzeugen iiber Q eine Quaternionenalgebra F(T) = F(D3), und iiber Z eine
Ordnung F(7) mit Diskriminante 47Z. Also zerfillt F/(T) an allen Stellen p # 2, co.
Jedes M € F(T) ist darstellbar als M = a + A +vB + JAB mit «, 3,7,0 € Q.
Falls M # 0, ist N(M) = o? + 8% + 42 + §% > 0. Daher ist F(T) Divisionsalgebra.
Die Anzahl der Verzweigungsstellen von F(7) ist gerade und > 0. Daher ist F'(T)
genau an den Stellen 2 und oo verzweigt, und §(7) ist eine F'(T )-Maximalordnung.

Sei nun F' eine Q-Quaternionenalgebra, die genau an den Stellen 2, co verzweigt
ist. Dadurch ist der Isomorphietyp von F' eindeutig bestimmt. Also gibt es eine Te-
traedergruppe 7 C PT(F). Sei F(T) die von 7~ (T) erzeugte F-Maximalordnung.
Offenbar gibt es genau dann eine Einbettung 7 < PSLy(0), d.h. eine Einbettung
77 Y(T) < SLa(0), wenn es eine Einbettung F < My (k) gibt mit F(7) — Ms(o).
Nach Satz 6.2 ist das wegen v(F') = —2 und n(Mz(0)) = 1 genau dann moglich,

_9 _ _9 _
Wenn< : d>:1ﬁirp;é2,oound< : d>:—1fﬁrp:2,oo.
p p

—2,—d
Falls p # 2,00 und p t d, ist < : ) = 1. Betrachte nun den Fall p | d, p # 2:
p
—2,—d -2
= | — ) =1 genau dann, wenn p = 1 oder p =3 (mod 8).
p p

Die Gleichung fiir p = oo gilt stets, die fiir p = 2 folgt aus den anderen Gleichungen.

Wie in (ii) sei F' eine Q-Quaternionenalgebra, die genau an den Stellen 2 und
oo verzweigt ist, Sei Dy C PI'(F) eine 2-Diedergruppe, und sei 7 C PT'(F) die
Tetraedergruppe mit Dy C T .

Betrachte eine M (k)-Maximalordnung 9V, fiir die es eine Einbettung Dy < PT(9)
mit T & PT(9), d.h eine Einbettung 7= (Dg) < T'(M') mit 7= 1(T) + T (M)
gibt. In der Schreibweise der Arbeit [5] ist dies gleichwertig zu pgy (9) > 0, siehe
[5, Definitionen 15.5, 22.2, 24.2|. Nach [5, Satz 26.12] gibt es genau dann eine solche
Maximalordnung 9, wenn 2 in o verzweigt ist. Sei im Folgenden also 20 = p2.

Sei f : F < My(k) eine Einbettung. Sei 9 eine Ms(k)-Maximalordnung mit
f(@x=1(T)) C T(M), also auch f(F(T)) C M. Sei M’ eine My(k)-Maximalordnung
mit f(7~1(Dg)) C T(M'), aber f(zx~1(T)) ¢ T(M'). Nach [5, Satz 26.12] gilt:
e Wenn p = £1 (mod 8) fiir alle Primteiler p # 2 von d,
dann sind 9% und 9’ isomorph (vom gleichen Maximalordnungstyp).
e Wenn p = £3 (mod 8) fiir einen Primteiler p von d,

dann ist N(OMM)p € I H.

2,—d
Nach Lemma 3.4 ist p € I H dquivalent zu (’—) =1 fir alle p.

p
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2

Dies ist dquivalent zu <—> =1, also zu p = +1 (mod 8) fiir p # 2, p | d.
p

Daher ist stets N (99 )p € I H. Mit den Lemmata 3.3.a) und 3.4 folgt daraus,

/ —_—
dass <2n(9ﬁ)n(9ﬁ ) d) =1 fiir alle p. Wegen f(F(7)) C M gilt andererseits

p
nach Satz 6.2, dass M

=1 fiir p # 2,00 und = —1 fiir p = 2, 00.

p
Also ist Dy < PSLa(0) mit 7 & PSLy(0), oder gleichwertig dazu 9 = Mas(o)

~1,-d

genau dann moglich, wenn < =1 fir p # 2,00 und = —1 fiir p = 2, 00.

-1
Dies ist dquivalent zu (—) =1, alsozu p=1 (mod 4) fir p #2, p | d.
p
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