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MODELE EFFECTIF DE COUCHE MINCE RUGUEUSE PERIODIQUE SUR
UNE STRUCTURE SEMI-INFINIE

JEAN-BAPTISTE BELLET AND GERARD BERGINC

ArsTrACT. We study the effect of a periodic rough thin layer above a semi-infinite medium, in
a bi-dimensionnal Helmholtz context. Effective transmission conditions are formally derived using
homogenization type techniques. Then the solution to the problem of the effective medium illumi-
nated by a plane wane is computed using Fourier analysis. So is the effective Green function. The
second step is dedicated to the scattering problem from an embedded inclusion in the semi-infinite
medium that is covered by the rough layer. It is solved by the boundary element method in the
effective medium. Some numerical results are shown. To finish with, the effective model is validated
in the case of a flat layer, and the BEM code is checked with the Born approximation.

REsuME. Nous étudions l'effet d’une couche mince rugueuse périodique déposée sur une structure
semi-infinie, dans le contexte Helmholtz bi-dimensionnel. Formellement, nous obtenons des condi-
tions de transmission équivalentes a l'ordre 1, par des techniques de type homogénéisation. Suivent
alors la résolution du probléme du milieu effectif éclairé par une onde plane, et le calcul de la fonc-
tion de Green effective; le tout par analyse de Fourier. Dans un deuxiéme temps, nous considérons
le probléme de diffraction par un objet pénétrable enfoui dans la structure recouverte par la couche
rugueuse. Nous le résolvons par la méthode des éléments finis de frontiére, dans le milieu effectif.
Des résultats numériques sont présentés. Enfin, le modéle effectif est validé dans le cas d’une couche
plate, et 'approximation de Born est utilisée pour tester le code des équations intégrales.

1. INTRODUCTION

En photonique/optique, on considére des structures en couche grande devant la longueur d’onde
que nous pouvons approcher par des espaces semi-infinis. Ces structures ont des fonctionnalités
d’anti-reflet ; elles sont structurées ou contiennent des nanoparticules permettant d’augmenter leurs
propriétés. Elles sont souvent protégées par une couche mince de traitement dur. Le dépot de cette
couche est souvent complexe ; cette couche mince présente une surface qui n’est pas lisse. L’influence
de cette structuration surfacique involontaire sur la fonctionnalité de la structure doit étre examinée.
Nous rencontrons un second probléme qui est la clusterisation des nanoparticules qui forment alors
un aggrégat. Détecter la présence de ces aggrégats est nécessaire. Une détection non invasive est
particuliérement intéressante. On comprend le paralléle avec la détection de cellules malignes dans
une structure comme la peau. Dans cet article, on s’attache a la prise en compte de l'effet de la
couche de protection dans la propagation des ondes, pour un probléme modéle. Ce probléme entre
donc dans le cadre des probléme de diffraction des ondes par des structures rugueuses, sujet aux
multiples applications : optique, acoustique, radar, etc.

Au sein de différentes communautés, physique, ingénierie, ou mathématiques appliquées, de nom-
breuses méthodes de résolution analytiques et numériques ont vu le jour [7,8,13, 16,20, 22-24].
Certains auteurs se sont également intéressés a des questions d’existence et d’unicité [6,10]. Pour le
cas de couches minces périodiques, citons particulierement les méthodes asymptotiques de type ho-
mogénéisation [1,12]. L’un des objectifs de notre article est d’appliquer cette technique, de maniére
formelle, afin d’obtenir un modéle effectif de couche mince rugueuse périodique recouvrant une
structure semi-infinie, supposée anisotrope. L’anisotropie provient éventuellement d’un effet d’ho-
mogénéisation & une tres petite échelle. On obtient ainsi un probléme de type Helmholtz dans deux
demi-plans, avec & l'interface, en guise de couche, des conditions de transmission de type Leontovich.
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Ce type de modéle, original de par sa provenance, entre dans la catégorie des modéles stratifiés
infinis. Comme dans [4,14,15,18,19], ’analyse de Fourier tangentielle & l'interface constitue un bon
cadre d’étude. En effet, dans le domaine spectral, les calculs sont explicites, et le principe d’absorp-
tion limite permet de poser le probléme convenablement, en sélectionnant la solution physiquement
réalisable. Cette méthode permet le calcul de la solution du probléme de la structure effective éclairée
par une onde plane, ainsi que la fonction de Green effective. On constate alors, formellement, que
Peffet de la couche est une perturbation des coefficients de réflexion/transmission de Fresnel.

Dans un second temps, nous considérons le probléme d’un aggrégat enfoui dans la structure semi-
infinie, avec pour source d’éclairage, une onde plane dans le milieu extérieur. Formellement, la couche
protectrice est interprétée a ’aide des conditions de transmission effectives calculées au préalable. Il
s’agit donc d’un probléme de transmission dans un obstacle pénétrable, posé dans le milieu effectif,
dont on vient de préciser le calcul la fonction de Green, et 'onde qui se propagerait sans obstacle.
A partir d’une représentation intégrale simple couche [3,5,21], la méthode des éléments finis de
frontiére [17,18] est donc appropriée pour la résolution numérique. Nous en écrivons la formulation.

L’étude présentée dans cet article conduit & un code de calcul. Nous présentons donc ensuite des
résultats numériques a titre d’illustration. Dans un premier temps, pour des matériaux directement
inspirés de la physique. Dans un deuxiéme temps, pour des paramétres plus académiques, autorisant
des variations de perméabilité.

Enfin, nous présentons quelques tests de validation de ce travail. Concernant le modele effectif, le
cas d’une couche plate est intéressant car tous les calculs sont explicites. Formellement, la solution
effective coincide avec la solution exacte a l'ordre 1. Numériquement, on peut également observer
que 'erreur d’approximation est d’ordre 2. D’autre part, le code des moments est testé pour un
aggrégat de permittivité, en comparant avec I'approximation de Born.

2. MODELE EFFECTIF DE COUCHE MINCE RUGUEUSE PERIODIQUE

2.1. Modéle rugueux. Un milieu anisotrope rempli le demi-plan inférieur 2~ = {z2 < 0}. On
suppose que ce milieu est recouvert d’'une couche mince périodique .@gl = {(z1,22) : 0 < 23 <
Ef(x1/€)}, ou f > 0 est une fonction 1-périodique, et £ > 0 est paramétre désignant la période
de la couche et l'ordre de son épaisseur. Le milieu extérieur est .@gr = {x2 > {f(x1/€)}. Le tout
constitue un diélectrique homogéne dans chaque partie du domaine : I'inverse de la perméabilité et
la permittivité sont respectivement :

1 1 _ _
]l@+(a:)+ﬁﬂ@§1(x)+/l Tg-(z), 6§(x):6+Il_@gr($)+sdﬂ_@gl(x)+e Iy (z),

Aé@) = M_+ .

ou 1. est la fonction indicatrice, A~ est une matrice constante symétrique définie positive, et
pt, o ul et el e > 0 sont des constantes réelles. Quitte & effectuer une renormalisation, nous
s t

t 1

Y = {x2 = 0} de normale v = (0 1)T et ve = {(x1,&f(x1/€)),z1 € R} de normale v,, =
1 ’ T . s .

—— (- f(x 1)" au point d’abscisse x7.

e (@9 1) aup 1

Nous étudions ce milieu en régime basse fréquence : la pulsation w > 0 des ondes est supposée
vérifier w¢ petit devant 1. De fagon équivalente, nous supposerons que £ est petit devant la longueur
d’onde de chacun des milieux.

Dans cette premiére section, on supposera que le milieu est éclairé par une onde plane dans la
partie supérieure .@g du domaine : ujy(x) = eikw'm, de nombre d’onde k* = w+/etut, et d’angle
d’incidence 6 = (01, 65) avec 5 < 0 et ‘é‘ = 1. Sa longueur d’onde est AT := 27 /k™.

Le probleme considéré ici est I’é¢tude de la propagation de 'onde résultante u¢ dans le milieu :

supposerons que A~ est de la forme A~ = < ) La couche est délimitée par les interfaces

ﬂ%rAug +w?eTug =0,  dans 7,
%Aui + wzedu§ =0, dans 29,
VA Vue +w?* u=0, dans -,
[U§]|% = 0’ [81/,%“{} "YO = 0’ sur 7o,

[ue|,, =0, [@AE ug] ‘% =0, sur 7,
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ou l'on note : [u]|, = ul + — ul

; — 1 _
. respectivement [8“{14 ‘% = o 8x2u|,yo+ (t 1) Vu|%7, le

Y’
saut de u, resp. de sa dérivée conormale, & travers g ; et [u]]% = u\w — u]f, resp. |:6VA£ u” =
£ 3 Ve

ﬂ%ry- Vu\fr — %1/- Vu]y—, le saut de u, resp. de sa dérivée conormale, a travers 7.
€

Pour que le probléme (2.1) soit bien posé mathématiquement, il faut lui ajouter des conditions
de type conditions de radiation. Ces conditions, sur le comportement de la solution, sélectionnent la
solution acceptable physiquement. Ici, d’'une part, 'onde réfléchie ug — uj,. dans le milieu supérieur
.@; doit étre montante, et 'onde transmise u¢ dans le milieu inférieur 27 doit étre descendante.
D’autre part, comme dans [19], la fonction de Green risque d’avoir une composante en ondes de
surface qui se propagent le long de la couche mince. Il faudrait connaitre le comportement asymp-
totique de ces ondes pour trouver les conditions de radiation correspondantes. Cette question est
difficile et reste ouverte.

Dans la suite de cette section, nous transformons formellement 1’équation (2.1) sous une forme
effective, sans se préoccuper des conditions de radiation.

2.2. Calcul asymptotique formel.

2.2.1. Plan de travail. En suivant la démarche de [1,12]|, nous allons obtenir un développement
asymptotique formel de la forme suivante :

ue(x) = uo(z) + ugl’g(x) +£ <u1(33) + uil’g(g;)> 4. (2.2)

Les termes u; sont solution d’un probléme de Helmholtz dans le domaine sans la couche 7',

avec des conditions de saut & 'interface g entre le demi-plan inférieur 2~ et le demi-plan supérieur
9+ = {xs > 0}. La forme de ces problémes est la suivante :

ﬂ%Au +w?etu =0, dans 27,
V- -A"Vu+w? e u=0, dans 2,
%[Fo,GQ](u) : [u] _ FO, sur 7o,

1

oF 8:,32u|,ygr —(t 1) Vu|70_ = G, sur 7.
Les termes ufl’g sont des correcteurs de couche limite. Ils sont solution de problémes de Helmholtz
posés dans le domaine avec la couche, avec un second membre et des conditions de saut aux inter-
faces :

V- AVu + w25§u =5, dans 92' U .@gl ua-,

= GOa sur 7o,

HalS, Fo, Fi, Go, G1](u) (il = Fo, [a”‘*su] -
[’LLH»YE :F17 |:6VA5U:H7§ :Gl, sur ")/é'

Les correcteurs de couche limite sont définis & partir de problémes dans la bande de périodicité;
ceux-ci leur donnent la particularité de décroitre exponentiellement dans la direction normale a
I'interface 7.

Par remise a I’échelle y = 2 /¢, la bande de périodicité est (0,1) x R et les interfaces vy et ¢ ont
pour images respectives I'g et I';. Les problémes de bande en question ont la forme suivante :

V-Ay VU =F, dans (0,1) x R\TyUTYy,

[‘I’”FO =0, {aquy ‘I’} = 4o, sur Iy,
< FO

B, g0, 91](¥, ) : [\I/]\Fl =0, [@A@\IJ} L g1, sur I'y,
1

y1— ¥(y1,-), 1-périodique,

U —0,y2 > —00; W -—1,ys = +00,

ou les inconnnues sont la fonction ¥ et sa limite 1. Ici, Ay (y) = A(z) et les crochets désignent le
saut de ¥ ou de sa dérivée conormale 0, A@\Il(y) =V, ¥ (y)T Ay v, a travers les interfaces. Sous des
hypothéses techniques sur le second membre F', comprenant sa périodicité en yq, et la décroissance
exponentielle de ses coefficients de Fourier en dehors d’'un domaine suffisamment grand (0,1) x
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(=M, M), alors, sous la condition de compatibilité des sauts go et g; :

/ de+/ god0+/ gido =0,
(O,I)X(fM,M) PO I

le probléeme Z[F, go, g1](¥, 1)) posséde une unique solution (W, ) ; les convergences de ¥ en +oo et
—oo sont alors exponentielles. Ce résultat est démontré rigoureusement dans [12] lorsque le milieu
inférieur est isotrope, preuve que nous avons adaptée dans [9] pour le probléme ci-dessus.

2.2.2. Développement formel. Commencons simplement par approcher wug par ug, solution dun
probléme sans la couche : 20, 0](uy).
Cela introduit une erreur d’approximation sur les sauts des dérivées normales a travers les in-

terfaces 7o et ~¢. Pour les corriger, on introduit le premier correcteur de couche limite u81’5 tel
que :

%l 0(1)’0(5)’0(5)’<

Pour cela, on pose

1 1

Lo 000, (o )5 0] )

,U’Cl MJr

ugt(z) = ¢ <‘I’0 <%> — thollg+ ($)> Vol

ou (W, 1) est la solution de

o (- ()

En approchant ug par ug+ ug clé , on commet une erreur sur le saut & travers vy. On corrige ce saut

a l’aide du terme suivant {uq, avec uq solution d’un probléme dans le domaine sans la couche, de

type [ - Vuo| + , G1](u1). Le saut Gy sera fixé lors de la définition du terme correcteur suivant.
0

. . 1 L, . .
L’estimation de wug par ug + ug € 4 &uq donne une erreur sur les sauts des dérivées normales ainsi

que dans 'EDP. On introduit alors le second correcteur de de couche limite uj clé pour corriger a
I’ordre supérieur ces erreurs :

Al <_ (% 0) L — (% 0) Tgg — (2r 28)Tg- )v Uo(/€)0r, (Vg )
—w ( ol —€+L) u0| + ﬂ@cl +0(¢),
0(£),0(¢),
s Wolr, (/) - 0n, (Vuol )|+ (3 — ) v Vulg —€61+0(€2),
1 +2 2 T
¢ (3 — ) F@/w - (Oayuol (k= 02 )uol )
¢ (k= &) v (Wolr, — o) - 02, (Vuol,2)

ut

Y0

+e (G = ) v Vil +0(€) ] (60 ).

11 suffit pour cela de poser

¢ x T
uf = 5{ <‘1’0 <g> - ¢0119+> V| o+ <‘1’§1) (g) - wg)ﬂ%) - Oy (Vuol 1)
Oz yay ol
e ({) )y > . w3y
" ( NS 77 )\ (=R - 2 )uoh+
0
c K x
+ w2 <61 6+F> (\Ilf’) <E> _ 53)119+> uo|,ygr },
ou (\Ilgl), %1)), (\Ilgz),zp?)) et (\Ilgg),wgg)) sont solutions respectives de :

'%7[ <_ <l% 0) Byos pyn) — (% 0) Tocyo< sy — (QT 28) 92<0) Vy¥o,

1 1 1 1 1
s olg, = GV (1 = 5 ) 1 (ol — o) 0,7

Yo
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2 1 1 2 2 3 3 3
B |:07 _Gg )7 <F - M_+> f’/] (\Ilg )7 g ))7 B [_]10<y2<f(y1)7 _Gg )70} (\Ilg )ﬂbg ))'

Pour assurer l'existence et I'unicité de la solution & ces problémes, Ggl), G?) et Ggg) sont choi-

sis pour satisfaire les conditions de compatibilité de ces équations : Ggl) = —s5 fFo Yolp, do +
2 1 T (3 1 o
(ﬂ%r — %) fFl 1 \IIO\FI do, Gg) = <ﬁ — ﬁ) fo f(O 1) , Gg) = —fO f. Reste & préciser le

choix du saut G :

a® Orsar ol 2 1) g®)
+ : fwile” —e"— U ,
LT (—k+? — aﬁﬂ)uo‘ﬁ < cl) 1 vl

= (9028%2 + 901621x2 + (po)Uo’,y(—)o—,

G =GV - 04 (Vo +)

avec

%zw%ﬁ—éjff,<w+<ﬁ—fﬁﬁv>za9-
0

®1

2.3. Modéle effectif. Par décroissance exponentielle des correcteurs de couche limite ug’l’g dans le
développement (2.2), on peut approcher ug, excepté a proximité de la couche, par

Ug R UQ =+ ful. (24)

Comme cette approximation satisfait : 2[4 - Vuo\vgr ,§(cp28§12 + 0102 ., + <P0)U0’%+](UO + &uy),
on approche finalement la solution u¢ de (2.1) par U, solution d’un probléme sans la couche avec

conditions de transmission de type Leontovich & travers 'interface ~ :

;%*AU +w?etU =0, dans 27T,
V-AVU +w? U =0, dans 2,
(U] = &0 - YU+ , sur g, (2

o O, Ul = (t 1) VU| - = &(020% 2 + 9102 4, +90)U L+, sur %o

Plus généralement, dans un probléme posé dans le milieu avec la couche, on remplace, formelle-
ment, la couche par les conditions de transmission effectives que nous venons d’obtenir. Ceci est le
cas pour le probleme de la couche éclairée par une onde plane, pour le probléme d’un point source
dans le milieu inférieur (fonction de Green), mais aussi pour le probléme de diffraction par un ob-
stacle enfoui dans le milieu inférieur. Ce sont précisément ces modéles effectifs résultants que nous
étudions dans les sections suivantes.

Restent les questions d’existence et d’unicité pour le probléme effectif, et surtout la question
difficile d’équivalence du modéle effectif et du modeéle initial. Pour qu’un probléme de type (2.5) soit
bien posé, il faut lui ajouter des conditions de radiation. Si cette question est en partie résolue dans
la prochaine section & 1’aide d’un principe d’absorption limite, il n’est pas évident que les conditions
de radiation inconnues du probléme initial (2.1) soient identiques. De ce point de vue, il peut y
avoir a priori non équivalence des modeéles. En particulier, les conditions suffisantes de la section
suivante pour assurer ’existence et I'unicité de la solution effective ne sont peut-étre pas suffisantes
pour bien poser le probléme initial.

3. ANALYSE SPECTRALE DU MODELE EFFECTIF

3.1. Onde incidente plane. On considére U vérifiant le probléme effectif (2.5), avec 'onde in-
cidente plane uy.(z) = gikTow pour éclairage dans le milieu supérieur. Cette condition d’éclairage
nous incite & décomposer I'onde U sous la forme

~ +
Uz) = Uine (T) + Urenl(T), T € .@_,
utrans(x), =7 ,

ou les ondes uren €t Uirans Seront appelées respectivement onde réfléchie et onde transmise. Par
transformation de Fourier en la variable tangentielle x1, et de variable spectrale (, la version spectrale
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k+iR.
a=RY/E-3), 5= (/) P
a>0[5=0
a>0,>0 a>0,8<0 3 a<0,8>0
a=006>0 N 0,6=0 a>0.8=0 k: a=05>0
i
a<0,8>0 L a>0,<0 a>0,68>0
a>0,=0
“k—iR,

FIGURE 1. Détermination de \/k2 — (2 := VVk —( vk + ( pour k > 0.

du probléme (2.5) est un systéme d’équations différentielles ordinaires en z9 avec des conditions de
raccord :

02 .U (C,x2) + (K2 = ¢A)U(C,22) = 0, z9 >0,
02 U (C,w2) + 2it(05,U (¢, ) + (wPe™ — s¢H)U (g,xg) 0, <0,
0(¢,07) = U(¢,07) = & - (iKT(¢,07) 9,U(¢,0%) . =0,
L0,,0(6,07) — (t 1) ()KT(C07) 8,0(¢,07))"

—¢ ((cpo — Coo)U(C,0h) + igcplamﬁ(g,oﬂ) 5 = 0.

La résolution de ce systéme va faire intervenir des racines carrées & définir proprement. Posons

d=detA™, k= = w\/5, AT(() = V k+2— (2 et A(¢) = VdvVk=? — (2, ou les racines carrées

sont déterminées comme sult On pose, pour z # 0 d’argument —5 <argz < 2 , V2= |z|e2 argz,

et on pose pour k > 0, Vk2 — (2 = Vk—(Vk+ (. Cette determlnatlon (Figure 1) a été ch0151e
telle que vk2 — -2 est analytique sur C prive des branches de coupe k+iR™ et —k —iR™, et telle que

pour ( € R, 1/k2 — (2 est dans le premier quadrant. Sous ces notations, les équations différentielles
signifient que les ondes réfléchie et transmise sont de la forme :

iyet (G, w2) =o't (¢)e (72 4 g (()e N =2 gy > 0,
ftrans (G, w2) =e 7177 (07 ()72 4 g7(Qe O ) 2y <0,

Il reste ainsi a déterminer les quatre inconnues a™(¢), a~(¢), B1(¢), B7(¢), a partir des deux
conditions de raccord. Ceci est un probléme sous-déterminé et confirme que le probléme (2.5) est
mal posé si l'on ne précise pas en plus des conditions de radiation (sur le comportement des ondes
Uref] €1 utrans)-

Comme dans [18], on léve cette indétermination dans le domaine spectral a ’aide d’un principe
d’absorption limite. Ainsi, remplacons formellement dans les expressions précédemment obtenues les
nombres d’onde k™ et k™ par k" = k¥ +in et k; = k™ +in, ot n > 0 est un petit parametre. Dans ce
cas, pour ¢ € R, les racines carrées )\g (€) et Ay (¢) sont a partie imaginaire strictement positive, et
donc les composantes en e~ (O)22 et ¢iMn ()22 5ont non bornées quand z9 tend respectivement vers
400 et —oo. Physiquement, il est impossible d’avoir de telles composantes non bornées, et donc,
on les élimine par la condition B,‘f (€) = 0 et o, (¢) = 0. Le principe d’absorption limite consiste &
imposer la méme condition a la limite 7 — 0. Comme A} (¢) et ), () tendent respectivement vers
AH(¢) et A7(¢), on élimine les composantes en e (72 ef ¢A7 (22 par la condition : BT(¢) = 0
et a~(¢) = 0. Notons que ce choix revient a choisir u..q montante et wuipans descendante.
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Pour déterminer les deux derniéres inconnues, on traduit sous forme d’un systéme linéaire 2 x 2
les deux conditions de raccord :

1—ica(M) =1 ][at] ; 1 — ey (k70,)
A — i€ (At A—A [5‘} = 20— KTO) g, ieen (kb))

ot 'on a posé ¢1 (A1) = - (¢ )\‘L)T, ca(AT) = 2% + 1T — g. Le déterminant de ce systéme
s'écrit : D(¢) = Do + Dy, avec Do(AT) = A~put™ + AT et D1(AT) = —ie;(AT)A"pt —ico(AT )™
Analysons génériquement ce déterminant D(¢), de la forme D(¢, AT, A7). En multipliant par les
expressions conjuguées des racines carrées, on obtient

P(¢) = D(C, AT, AT)D(¢, =AT, A7)D(C, AT, A7) D¢, =AT, A7)

qui est un polynome dont les racines contiennent les éventuels zéros de D. Le polynome P se
décomposant sous la forme P =: P, +iP, avec P, et P> des polynémes a coefficients réels, une
condition nécessaire pour que D s’annule en un réel est que le résultant de P, et P soit nul. Or
on peut interpréter ce résultant comme un polynéme en la taille de la couche £. Ceci montre, au
moins formellement, qu’excepté peut-étre pour un nombre fini de valeurs de &, le déterminant D(()
ne posséde pas de zéros réels.

Ainsi, en excluant ces éventuelles valeurs de £, le systéme posséde une unique solution que I'on

obtient par formules de Cramer : ot = 2rR(()d(¢ — kT6:), B~ = 27T(()6(¢ — k1), oit les
coefficients R(() = —% et T(¢) = (1 —iéei(AT)R(C) + (1 — ifey(kT6y)) sont dits de
réflexion /transmission.

Enfin, on remonte & la solution par transformation de Fourier inverse :

PN - A AT
Upet(T) = R(k+91)e‘k+9”, xo >0 avec Op = (91 —92) ,
Utrans (T) = T(k:JrHAl)eiwélxlei@T“, T9 < 0, avec Op = —tkto; — )f(k‘Lél).
La solution U du probléme considéré a donc une décomposition de type Fresnel, avec des coeffi-
cients de Fresnel généralisés. L’onde réfléchie est plane. En rappelant que 1'on choisit A\~ (kT61) =

Vdy k=2 — (k:+91)2 dans le premier quadrant, ’onde transmise est plane si k2 — (k+é1)2 >0, et
elle décroit exponentiellement sinon.

Développons formellement en puissances de £ la solution U de (2.5) que nous venons de calculer,
ce qui revient & développer les coefficients de réflexion/transmission :

R(kT01) = Ro+ &R + O (€%), T(kt1) = Ry — 1+ &(Ry —ic1 (—kT0s) — icy (kT 62)),

avec R Do(ki+é1, k+92, )\_(k+é1)) Dl(k+é2)D0(—k+é2) — Do(kj+é2)D1(—k+92)
v = — - = —— Ry = — - - - .
O Do(kthy, — ko, A (k1)) Do(k+01, — k2, A= (k+01))?

Identifions, au moins formellement, avec le développement (2.4) de la solution du probléme avec
couche (2.1). Les termes d’ordre 0 conduisent & la solution ug du probléme sans couche. Les termes
perturbatifs d’ordre 1 représentent 1’effet u; de la couche rugueuse.

3.2. Fonction de Green. De maniére analogue aux calculs précédents, nous allons calculer la

fonction de Green G associée au modele effectif (2.5), pour un point source y dans le milieu inférieur
L7

}%AG(-,y) +w?eTG(,y) =0, dans 71,
V- AVG(,y) + w?eG(,y) = 6y, dans 77,
[G] = &o - VG s, sur Yo, (3:-1)

M% 3x2G’,Yar — (t 1) VG"Y(; = g(agailg + 06185112 + OCO)G"YSF’ sur -

La démarche employée est proche de [14]. Nous gardons les mémes notations que précédemment,
excepté pour les coefficients de réflexion /transmission. La traduction spectrale des équations de (3.1)
est le systéme d’équations différentielles :

02 ,G(C,wa) + (k2 = ¢ G(¢,22) = 0, z2 >0,
0?2 2G(C, ) + 2it(0, G(C, w2) + (wPe™ — sC?)G((,m) = € 186y, (ws), w2 <0,
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dont les solutions sont de la forme :
at (¢ y)e 72 4 gH (¢ y)e A (Qaz, s > 0,
G(Comayy) = €767 (@7 (G y)eN O 4 B> (¢ y)e ™ ©2) 0> 25 > g,
o5 (a7 <(Cy)e O 4 B¢ e O ) gy <,
avec des conditions de raccord en xg9 = yo :

{ G(Cly2+;y) - G(C,y2A—,y) = 0’ .
02, G(C,y2+,y) — 0, G(C =, y) = 701,

La fonction de Green G est choisie montante dans le demi-espace supérieur 27, et descendante
dans le demi-espace inférieur 2~ : 87(¢,y) = 0 et a~<(¢,y) = 0. Traduisons les conditions de
transmission de (3.1) sous forme de conditions de raccord supplémentaires :

G(¢,0%) = G(¢,07) = &uo - (ICG(C,07) amé(c,o;))T, s =0,
02, G(C,07) = (1) (iIKG(C07) 0,,G(¢,07))
= 5 <(Q00 - <2Q02)G(<’ 0+) + ICSDIaxQG(C, 0+)) ) €ro = 0’

Les quatres conditions de raccord sont équivalentes au systéme linéaire 4 x 4 suivant :

1 —itey ~1 ~1 0 o 0
AT —i€eop™ ATt A pt 0 a > 0
0 elATy2 e 1ATy2 —_e—iATy /37> = 0

0 i(—tC+A7)eN 2 it + AT )em N (¢ F AT )e N 2 B~< e i(y1(—1Cy2)

Par formules de Cramer, on résout ce systéme, puis on trouve :

. eltCv2 PeiA maty1Qeir ez x> 0,
G(Cr2,Y) = —53=  —itc(aa— (A |za—y2|— —i(A~ ATz
2\~ | e itC(z2—y2) QAT [z2—y2|-410) L Re—i(A"y2+y1()q 2} 2y <0,

ou les coefficients dits de transmission/réflexion sont : 7' = 2% et R = (1—1c;)T — 1. Cette
expression contient des pseudo-singularités provenant de 'annulation du déterminant —2iA™ (¢)D(()
du systéme : la division par A~ conduit a deux pseudo-poéles, en ( = £k~ . Notons I’absence de poles,
par notre hypothése de non annulation de D sur R. Cela implique que la fonction de Green G n’a
pas de composante de type onde de surface. Il reste a remonter & la fonction de Green G par
transformation de Fourier inverse :

G(IL' y) _ Gtrans(x,y)a To > Oa
’ Gsour(x7 y) —"_ Greﬂ(x7 y)7 xQ < O'

Le terme Ggour provient du terme source @Sour(g,wg,y) = —2)\%67”4@27'%)61()‘7'127”‘7y1<). Par
la représentation de Sommerfeld [2] :

i N2 TR Sl (S TP i
—_ V@ i@ - g B2l g s ——H(l) s L
47r/R>\—(§)e ¢ d¢ = —JHy (k™ [2=gl), 2#79,

on note que Ggour est la fonction de Green sortante d’un espace libre, dont les parameétres sont ceux
du milieu inférieur (A~ et e7) :

i - * * * I -t
Gsouwr(2,9) = _4—\/3Hél)(k |A*x — A%y|), avec A* = (0 \/E) .
Le terme de réflexion Greq (¢, 22, y) = —D\%e_itq“ —v2) Re~1 (A" v2+410) e ~1A 722 g décompose en G =

@reg+éimag. La partie @imag = Q/\%e_itq“ —¥2) 1A v24510) e —IA" 22 ¢onduit dans le domaine spatial,
par la représentation de Sommerfeld, & une fonction de Green de type image :

), avec A" = <(1) __\ja> .

Enfin, la partie Greg = —%e_itC(“_92)e_i(>‘792+yloe_i’\7”, et le terme de transmission
A i Zin- it N . " .

Girans(( 2,y) = —5—e®2Te A7 4y10eiA 22 pe possedent pas de singularité. Leurs versions
spatiales peuvent donc étre obtenues numériquement par inversion rapide de la transformée de

i

Glimae (T, Y) = HWY (k= | A%z — A*
¢(7,9) 4\/30( |A*x y
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Fourier (IFFT). A noter la décroissance exponentielle des transformées de Fourier Greg et Gtrans
pour les fréquences (| > k™ ; ceci permet de les tronquer. Précisons enfin que Iexpression obtenue
pour la fonction de Green G permet d’obtenir le calcul de son gradient VG, quitte 14 encore &
effectuer des TFFT.

Comme pour U, si ’on écrit un développement en & des coefficients de réflexion /transmission, on
peut identifier, formellement, avec les termes d’un développement de type (2.4) pour la fonction de
Green du probléme avec couche (2.1). Cela permet d’isoler formellement Veffet de la couche.

4. MODELE EFFECTIF D’AGGREGAT ENFOUI

On considére un aggrégat (ou objet) enfoui dans la partie inférieure du milieu : D C 27, de
parametres électromagnétiques ep, up > 0, et de normale unitaire extérieure v, (en z). L’ajout de
D dans le milieu périodique (2.1), se traduit formellement a ’aide du modele effectif (2.5). Il s’agit
de résoudre :

L Au+w?etu= 0 dans 27,
V (A71,,- Vo )Vu+w2(e_ﬂ@,\5+ep]lp)u =0, dans 77, i1
[u ] o - Vul, +7 sur o, (+1)

o Ougul 4 — (75 1) Vul,- = &(207 2 + 0107 5, + @o)uly,  sur o,

la source d’énergie considérée étant 'onde plane uj,.(x) = elh ™ e'x, dans le milieu supérieur 2.

Introduisons quelques notations. La solution du probléme sans objet (2.5), et la fonction de Green
associée (3.1) sont encore notées respectivement U et G. La fonction de Green associée a I'objet est

Gp(z,y) = iH(l)(w,/sp,uD |a: - y|) Les potentiels simple couche, associés au milieu de fond, et
al obJet sont Sp(z) == [, Gz, y)e(y)do(y), SDcp = [5p Gp(x,y)p(y)do(y). Enfin, posons :
Krp(x) == [opva - A V.0, y) ( )dU( ): Kpe(z faD ve - VaGp(2,y)¢(y)do(y).

Sous ces notations, la solution u de (4.1) posséde la representatlon intégrale [3,5] :

Y U+Sp dans 27U (2 \ D),
| Spw dans D,

ol le couple (p,1) € L2(0D) x L?(0D) est I'unique solution du systéme d’équations intégrales :

S -Sp el -U
[% R +IC33)] M - [—ux-A_VU} , sur OD.

KD

Pour calculer numériquement u, par la méthode des éléments finis de frontiére, on résout la formu-
lation variationnelle de ce systéme, posée pour (¢,9) € H~Y2(9D) x H='/2(dD), avec les fonctions
tests de la premiére équation dans H~1/2(9D) et celles de la deuxiéme équation dans H'/2(9D).

Pour la discrétisation, le bord D est approché par un polygone direct (zg, ..., xy), et convenons
que les indices sont & comprendre modulo N 41 (par exemple zy1 = xg). H~/2(9D) est approché
de facon conforme par espace des fonctions constantes sur chaque morceau (z;,z;41), dont une
base est l’ensemble des rk; = m]l(mwﬂ), 0 < i < N; enfin, H/2(9D) est approché de
fagon conforme par 'espace des fonctions affines sur chaque morceau (x;,x;+1), dont une base
w]l(%xm) + Mﬂ ., 0 < i < N. En décomposant les

‘xi_$i+l‘ xi—azi_1| (731—17$z) =
approximations de ¢ et ¢ dans la base des k; : ¢ & >, ®ik;, Y = Y, V;ky, le systéme linéaire a

résoudre numériquement est donc de la forme :

Wl v a6 [o) = ]

est ’ensemble des x; =

avec pour 0 <4, < N :

M= [ w@) [ s niot)io)

1
N=E[g)i = iz(&',j + 0i-1,5) +/

(i—1,4,2T441

U = ki(2)U(z)do(z), U'; = / Xi(x)vy - A~VU(z)do(zx),

(i,miy1) (Ti—1,%i,Ti41)

i(x k(e - ¢ (z,y)do(y)do(z),
)x<>/(%w S - g (2. 9)doy)do(z)
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0 1 Tiy1—T;
—1 0/ lmiti—al”

Les éléments de la matrice du systéme sont donc des intégrales, dont il reste & commenter le
calcul. On évalue les intégrales de fonctions réguliéres par une méthode de quadrature de Gauss-
Legendre & deux points. Aussi, faut-il préter attention aux singularités des intégrandes ; les termes
concernés sont : les trois diagonales j = i — 1,i,i + 1 de M|[G| et M[Gp], ainsi que les quatre
diagonales j =i —2,i — 1,4,i + 1 de NT[A~V,G] et N~ [V,Gp]. Pour ces termes, il faut intégrer
la partie singuliére de fagon exacte aprés ’avoir isolée. Pour plus de détails sur ce type de calculs,
nous renvoyons aux annexes de [18]. Enfin, précisons que M|Gp] est symétrique, ce qui réduit le
nombre de termes & calculer. (En revanche, M[G], NT[A~V,G] et N~[V,Gp] sont a priori non
symétriques.)

ot, 0.. est le symbole de Kronecker, et sur chaque (z;, zj41), Vg =

5. RESULTATS NUMERIQUES

5.1. Exemple physique. Le milieu supérieur est 'air, de parameétres électromagétiques (relatifs)
€T = u™ = 1. La sonde employée pour I'expérience, de type laser, est supposée émettre une onde
plane de longueur d’onde AT = 1.54 um, et d’angle d’incidence § = —7/3 = —1.04720. La pulsation
considérée est donc w = 27/1.54 = 4.07999 (/pm). Le milieu inférieur semi-infini est supposé
périodique, contenant des nanoparticules. La cellule élémentaire est un carré de quartz de 20 nm
de coté, contenant un disque de rutile de rayon 7.5 nm. Le quartz Si02 et le rutile Ti02 sont non
magnétiques, et ont pour indices de réfraction respectifs 1.52783 et 2.48317. Ainsi, la perméabilité

est u~ =1, donc A~ =1, et par effet d’homogénéisation, nous supposerons que la permittivité est la
moyenne des permittivités dans la cellule de périodicité : e~ = 2.48317%p+1.527832(1—p) = 4.02713,
oup= “27(']22 = 0.441786 est la proportion de rutile. La couche mince qui protége le milieu inférieur

est un diélectrique de parameétres € = 2 et ' = 1. Sa grandeur caractéristique est & = A1 /2% =
0.0962500 pm. Ici, concernant la fonction périodique f qui décrit la forme de la couche, comme les
matériaux sont non magnétiques, seule comptera sa moyenne, que nous choisissons égale a fol f=1

Pour I'obtention du modéle effectif de la couche, comme ut = u, alors on trouve facilement
(Wo,10) = (0,0), puis p1 = o = 0, et g = w?(e™ — &) [ f = —16.6463. Puis, on peut calculer la
solution du modele effectif (2.5) : voir Figure 2. Sur la Figure 3, nous avons représenté la fonction
de Green effective G(-,y) pour le point source y = (0, —3). Pour le calcul des IFFT, nous avons ici
choisi pour fenétre de fréquence |¢| < 1.1k~, discrétisée avec 2'! points équidistants.

Enfin, I'inclusion D enfouie est un aggrégat de rutile dont les paramétres sont ep = 2.48317% =
6.16613 et up = 1. Nous choisissons une étoile, paramétrée par :

2(t) = (_04> + (14 0.15cos 5t) <C°S§> . (5.1)

sin

On la discrétise en maillant uniformément 'intervalle de paramétrisation [0, 27], avec N + 2 = 202
points. Sur la Figure 4, on représente 'onde diffractée par 1’étoile S¢ dans le milieu effectif ; puis,
sur la Figure 5, on représente I'onde totale u, solution du probléme effectif (4.1) avec aggrégat. Ici,
les IFFT ont été calculées avec 2! points, sur la fenétre || < 1.1k,

5.2. Exemple académique. L’étude de cet article va au-dela du modéle physique précédent.
Nous montrons un exemple plus général, avec des variations de perméablitié, et un milieu inférieur
anisotrope. Les parameétres que ’on ne mentionne pas explicitement sont repris identiques a 1’ex-
emple précédent.
La permeéabilite de la couche est pu® = 0.8. Dans le milieu inférieur, le tenseur est A~ =
1.3 0.2

02 1
f(y1) = Lsin(3cos(2my1+1))+1, représentée sur la Figure 6. Le calcul des conditions de transmission
effectives ne peut plus se faire entiérement & la main. Nous les avons obtenues en résolvant par élé-
ments finis les problémes de bande portant sur les deux composantes de (¥, 1) : voir Figure 7. On
obtient : g = —16.6463, o1 = —2.11505-1075, oy = —0.246031, et 1o = (1.46007-10~5, —0.203175).
Sur les Figures 8 et 9, on représente respectivement la fonction de Green effective (3.1), ainsi que

la solution du probleme effectif (4.1) avec aggrégat.

. Cette fois, la forme de la couche joue un roéle dans le modéle effectif : choisissons
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FI1GURE 2. Solution U du probléme effectif pour ’exemple physique. Sont représen-

tés, de gauche & droite : parties réelle et imaginaire (en haut), module et argument
(en bas).

N

~

&

FicurE 3. Fonction de Green effective G pour I’exemple physique. Sont représentés,

de gauche & droite : parties réelle et imaginaire (en haut), module et argument (en
bas).
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FI1GURE 4. Onde diffractée par 'aggrégat S¢ dans le milieu effectif pour ’exemple
physique. Sont représentés, de gauche a droite : parties réelle et imaginaire (en haut),
module et argument (en bas).

FIGURE 5. Solution u du probléme effectif (4.1) avec aggrégat pour l'exemple
physique. Sont représentés, de gauche a droite : parties réelle et imaginaire (en haut),
module et argument (en bas).
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1.5 ‘
N
0.5 —

0 |
0 0.5 1

FIGURE 6. Représentation de la forme f de la couche, sur une période.

3 0.0015 3 0
0.001
2 2
0.05
0.0005
|
Y :
’ 0 -0.1
0 -0.0005 0
0.001 -0.15
-0.0015
-0.2
2 2+
-0.002
-3 -0.0025 -3 -0.25
0 02040608 1 0 02040608 1

FI1GURE 7. Représentation des deux composantes de W, solution d’'un probléme

dans la bande de périodicité ; résultats obtenus par éléments finis avec Freefem++,
dans (0,1) x (—3,3).

4

02
2

015
0

01
2

0.05
-4

% -4 2 0 2 4 6

F1GURE 8. Fonction de Green effective G’ pour I’exemple académique. Sont représen-

tés, de gauche a droite : parties réelle et imaginaire (en haut), module et argument
(en bas).
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N

S

b

FIGURE 9. Solution u du probléme effectif avec aggrégat pour ’exemple académique.
Sont représentés, de gauche a droite : parties réelle et imaginaire (en haut), module
et argument (en bas).

6. QUELQUES TESTS DE VALIDATION

6.1. Cas d’une couche plate : exact versus effectif. Pour une couche plate, i.e. f constante,
la solution ue du probléeme (2.1) de la structure semi-infinie recouvert d’une couche, éclairée par
une onde plane, se calcule explicitement. En effet, par des calculs analogues aux calculs spectraux
de la section 3, ou en s’inspirant de [11], on obtient u¢ sous la forme :

5 (e ikt
Uine + Rype" (272K )ik a1 ry > f,
_ el sycl .49
Ug = As (e Xz + R2361>\ 562) elk 91x1’ ff > x9 > 0,
A3e—itk+élxge—i)\_a}2eik+élx1’ 0> x9,

avec, ici, AT = AT(kT01), A~ = A~ (kT0y), A = \/w2601u01 — (k*601)? (dans le premier quadrant),

. o . . )+t
et pour coefficients (de réflexion/transmission et d’amplitude) : Rjo = %, Ro1 = —Ryo,

_ A — _ _ P Ty Ro3 Ty 2167
Ros = N FA Ty = Rig+ 1,101 = Ry +1, Tos = Roz + 1, Rig = Rig + T Roy RyzeEF

_ Tpael(=AT ey .
Ay = LR RaseTer €0 Az = ThzAs.

D’autre part, le calcul de U, solution du probléme effectif (2.5) est lui-aussi entiérement explicite.
On peut en effet vérifier que la solution (¥g,1p) du probléme de bande (2.3) a pour premiére
cl

composante \I/(l) =0 = wé et pour deuxiéme composante \11(2) = <l’f—+ — 1) (flgyss + 22l p0050),

V3 = <l’j—il — ) f- On en déduit @y = w?(et —e)f, o1 =0, et g = — (% — #%r) f, puis U par la
section 3.

A laide d’un logiciel de calcul formel, nous avons développé en puissances de ¢ le terme de
réflexion de la solution exacte wu¢ et celui de son approximation effective U. Les termes d’ordre 0
et 1 en £ coincident. De méme pour le terme de transmission. Formellement, la solution effective
coincide donc avec la solution exacte, a 'ordre 1.

Enfin, constatons numériquement ’ordre d’approximation du modeéle. Pour cela, calculons la

solution effective et la solution exacte, pour différents ordres d’épaisseur de couche : £ = é—i—r, 0<i<
. .. . . . 2 1
14. Ici, les paramétres choisis pour la simulation sont les suivants : u+ =2, ' =5, A= = <1 1>,

et =1,ed =12 ¢ =06, f(3n) = 0.8, w = 3 et § = —7/3. Pour chaque valeur de &, on
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FIGURE 10. Ondes réfléchie ueq (& gauche) et onde transmise ugrans (& droite) dans
le cas d'une couche plate. Le calcul est effectué de fagon exacte (traits pleins), et
selon le modele effectif (traits pointillés). Les ondes sont évaluées sur une portion de
la droite x9 = BAT, respectivement xo = —5AT.

FiGURE 11. Erreurs quadratiques du modeéle effectif pour une couche plate, pour
l'onde réfléchie (& gauche) et pour 'onde transmise (& droite). Le logarithme des
erreurs est tracé en fonction de l'ordre d’épaisseur de la couche.

calcule 'onde réfléchie wu,oq, respectivement ’onde transmise uirans, sur un segment de longueur

A\t portion de la droite zo = 5AT, respectivement xo = —5AT. A titre d’exemple, on a tracé ces

quantités sur la Figure 10, pour & = A*/24. Puis, nous calculons la norme 2 de I’erreur, pour I'onde

réfléchie, et 'onde transmise. Sur la Figure 11, on trace le logarithme binaire de ces erreurs, en
A

fonction de & = 2—? (ou plutot de 7). Comme on obtient des courbes & I'allure de droites de pente

—2, Pordre numeérique de 'erreur du modele effectif est 2.

6.2. Aggrégat de permittivité : méthode des moments versus approximation de Born.
Soit un aggrégat enfoui dans la structure semi-infinie. On suppose qu’il s’agit d’une inclusion de
permittivité, dont la permittivité est une petite variation de la permittivité de la structure. Ainsi,
si les parametres électromagnétiques de la structure sont A~ et €= = 1, ceux de I'aggrégat sont A~
et ep = 1+ q, avec ¢ petit devant 1. On éclaire le milieu effectif (soit, la structure recouverte de la
couche) a I'aide d’une onde plane. D’une part, 'onde diffractée par 'aggrégat Sp(z) est calculée par
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0.2 0.2 0.2 4

0.15 — — 0.15 — —
0.15 — — 2 I u

0.1 0.1
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0.1 0.01 0.02 4

0.05 — — 0.005

0.015 — — 2

0.01 — — 0

-0.05 —

-0.005 0.005
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Ficure 12. Comparaison de ’onde diffractée par ’aggrégat, calculée par la méthode
des moments (traits pleins) et par Iapproximation de Born (traits pointillés). Le
calcul est effectué dans la structure pour la premiére ligne, dans le milieu extérieur
pour la deuxiéme. Sont représentés, de la gauche vers la droite : parties réelles et
imaginaires, modules, arguments.

la méthode des moments. D’autre part, sous ces hypothéses, ’approximation de Born [3| consiste &
approcher I'onde diffractée par :

wBom () = —” /D (4)C (e, y)U(y)dy,

ou GG et U sont respectivement la fonction de Green effective, et la solution effective dans le milieu
sans aggrégat, calculées dans la section 3. Cette expression est trés pratique & implémenter : il suffit
de calculer une intégrale d’une fonction réguliére. Pour notre test, nous intégrons sur un rectangle
contenant 1’objet, & partir d’'une formule de quadrature composite. Sur chaque sous-rectangle, on
utilise une formule déduite (par produit tensoriel) de la formule de Gauss-Legendre & deux points.

On calcule I'onde diffractée par les deux méthodes, et ’on compare les résultats, sur la Figure 12.

1.3 0.2 T o -
0.2 1),8 =1,e=2¢ =1,

f(y1) = %sin(3cos(2myr + 1)) + 1, w = 4.07999, 6 = —7/3, et & = AT/2%. L'aggrégat est de
frontiere (5.1), et de parametres A~ et ep = 1 + ¢, avec ¢ = 0.04. Pour la méthode des moments,
'objet est discrétisé en 202 points, et les IFFT sont calculées avec 2! points, sur la fenétre || <
1.1k~ . Pour 'approximation de Born, I'intégrale est calculée sur le carré (—1.2,1.2) x (—5.2, —2.8)
(en étendant ¢ par 0 hors de 1'objet) ; pour la formule composite, les cotés des sous-carreaux sont de
I’ordre du dixiéme de la longueur d’onde. Le calcul est effectué sur une portion des droites x5 = —6
et xo = 1, ce qui permet d’avoir la comparaison dans la structure semi-infinie, et dans le milieu
extérieur. La comparaison est concluante quant a la validité du code des moments : les courbes sont
quasi-confondues.

Ici, les paramétres du modeéle sont : pt =1, u' = 0.8, A~ = <
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