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MODÈLE EFFECTIF DE COUCHE MINCE RUGUEUSE PÉRIODIQUE SURUNE STRUCTURE SEMI-INFINIEJEAN-BAPTISTE BELLET AND GÉRARD BERGINCAbstra
t. We study the e�e
t of a periodi
 rough thin layer above a semi-in�nite medium, ina bi-dimensionnal Helmholtz 
ontext. E�e
tive transmission 
onditions are formally derived usinghomogenization type te
hniques. Then the solution to the problem of the e�e
tive medium illumi-nated by a plane wane is 
omputed using Fourier analysis. So is the e�e
tive Green fun
tion. These
ond step is dedi
ated to the s
attering problem from an embedded in
lusion in the semi-in�nitemedium that is 
overed by the rough layer. It is solved by the boundary element method in thee�e
tive medium. Some numeri
al results are shown. To �nish with, the e�e
tive model is validatedin the 
ase of a �at layer, and the BEM 
ode is 
he
ked with the Born approximation.Résumé. Nous étudions l'e�et d'une 
ou
he min
e rugueuse périodique déposée sur une stru
turesemi-in�nie, dans le 
ontexte Helmholtz bi-dimensionnel. Formellement, nous obtenons des 
ondi-tions de transmission équivalentes à l'ordre 1, par des te
hniques de type homogénéisation. Suiventalors la résolution du problème du milieu e�e
tif é
lairé par une onde plane, et le 
al
ul de la fon
-tion de Green e�e
tive ; le tout par analyse de Fourier. Dans un deuxième temps, nous 
onsidéronsle problème de di�ra
tion par un objet pénétrable enfoui dans la stru
ture re
ouverte par la 
ou
herugueuse. Nous le résolvons par la méthode des éléments �nis de frontière, dans le milieu e�e
tif.Des résultats numériques sont présentés. En�n, le modèle e�e
tif est validé dans le 
as d'une 
ou
heplate, et l'approximation de Born est utilisée pour tester le 
ode des équations intégrales.1. Introdu
tionEn photonique/optique, on 
onsidère des stru
tures en 
ou
he grande devant la longueur d'ondeque nous pouvons appro
her par des espa
es semi-in�nis. Ces stru
tures ont des fon
tionnalitésd'anti-re�et ; elles sont stru
turées ou 
ontiennent des nanoparti
ules permettant d'augmenter leurspropriétés. Elles sont souvent protégées par une 
ou
he min
e de traitement dur. Le dép�t de 
ette
ou
he est souvent 
omplexe ; 
ette 
ou
he min
e présente une surfa
e qui n'est pas lisse. L'in�uen
ede 
ette stru
turation surfa
ique involontaire sur la fon
tionnalité de la stru
ture doit être examinée.Nous ren
ontrons un se
ond problème qui est la 
lusterisation des nanoparti
ules qui forment alorsun aggrégat. Déte
ter la présen
e de 
es aggrégats est né
essaire. Une déte
tion non invasive estparti
ulièrement intéressante. On 
omprend le parallèle ave
 la déte
tion de 
ellules malignes dansune stru
ture 
omme la peau. Dans 
et arti
le, on s'atta
he à la prise en 
ompte de l'e�et de la
ou
he de prote
tion dans la propagation des ondes, pour un problème modèle. Ce problème entredon
 dans le 
adre des problème de di�ra
tion des ondes par des stru
tures rugueuses, sujet auxmultiples appli
ations : optique, a
oustique, radar, et
.Au sein de di�érentes 
ommunautés, physique, ingénierie, ou mathématiques appliquées, de nom-breuses méthodes de résolution analytiques et numériques ont vu le jour [7, 8, 13, 16, 20, 22�24℄.Certains auteurs se sont également intéressés à des questions d'existen
e et d'uni
ité [6,10℄. Pour le
as de 
ou
hes min
es périodiques, 
itons parti
ulièrement les méthodes asymptotiques de type ho-mogénéisation [1,12℄. L'un des obje
tifs de notre arti
le est d'appliquer 
ette te
hnique, de manièreformelle, a�n d'obtenir un modèle e�e
tif de 
ou
he min
e rugueuse périodique re
ouvrant unestru
ture semi-in�nie, supposée anisotrope. L'anisotropie provient éventuellement d'un e�et d'ho-mogénéisation à une très petite é
helle. On obtient ainsi un problème de type Helmholtz dans deuxdemi-plans, ave
 à l'interfa
e, en guise de 
ou
he, des 
onditions de transmission de type Leontovi
h.Date: 16 juillet 2012: V4.0.2010 Mathemati
s Subje
t Classi�
ation. 78A25, 78M35, 78A45, 78M15.Key words and phrases. Ele
tromagneti
s, Opti
s, rough layer, asymptoti
 analysis, e�e
tive transmission 
on-ditions, s
attering, Boundary Element Method. 1



2 JEAN-BAPTISTE BELLET AND GÉRARD BERGINCCe type de modèle, original de par sa provenan
e, entre dans la 
atégorie des modèles strati�ésin�nis. Comme dans [4,14,15,18,19℄, l'analyse de Fourier tangentielle à l'interfa
e 
onstitue un bon
adre d'étude. En e�et, dans le domaine spe
tral, les 
al
uls sont expli
ites, et le prin
ipe d'absorp-tion limite permet de poser le problème 
onvenablement, en séle
tionnant la solution physiquementréalisable. Cette méthode permet le 
al
ul de la solution du problème de la stru
ture e�e
tive é
lairéepar une onde plane, ainsi que la fon
tion de Green e�e
tive. On 
onstate alors, formellement, quel'e�et de la 
ou
he est une perturbation des 
oe�
ients de ré�exion/transmission de Fresnel.Dans un se
ond temps, nous 
onsidérons le problème d'un aggrégat enfoui dans la stru
ture semi-in�nie, ave
 pour sour
e d'é
lairage, une onde plane dans le milieu extérieur. Formellement, la 
ou
heprote
tri
e est interprétée à l'aide des 
onditions de transmission e�e
tives 
al
ulées au préalable. Ils'agit don
 d'un problème de transmission dans un obsta
le pénétrable, posé dans le milieu e�e
tif,dont on vient de pré
iser le 
al
ul la fon
tion de Green, et l'onde qui se propagerait sans obsta
le.À partir d'une représentation intégrale simple 
ou
he [3, 5, 21℄, la méthode des éléments �nis defrontière [17,18℄ est don
 appropriée pour la résolution numérique. Nous en é
rivons la formulation.L'étude présentée dans 
et arti
le 
onduit à un 
ode de 
al
ul. Nous présentons don
 ensuite desrésultats numériques à titre d'illustration. Dans un premier temps, pour des matériaux dire
tementinspirés de la physique. Dans un deuxième temps, pour des paramètres plus a
adémiques, autorisantdes variations de perméabilité.En�n, nous présentons quelques tests de validation de 
e travail. Con
ernant le modèle e�e
tif, le
as d'une 
ou
he plate est intéressant 
ar tous les 
al
uls sont expli
ites. Formellement, la solutione�e
tive 
oïn
ide ave
 la solution exa
te à l'ordre 1. Numériquement, on peut également observerque l'erreur d'approximation est d'ordre 2. D'autre part, le 
ode des moments est testé pour unaggrégat de permittivité, en 
omparant ave
 l'approximation de Born.2. Modèle effe
tif de 
ou
he min
e rugueuse périodique2.1. Modèle rugueux. Un milieu anisotrope rempli le demi-plan inférieur D− = {x2 < 0}. Onsuppose que 
e milieu est re
ouvert d'une 
ou
he min
e périodique Dcl
ξ = {(x1, x2) : 0 < x2 <

ξf(x1/ξ)}, où f > 0 est une fon
tion 1-périodique, et ξ > 0 est paramètre désignant la périodede la 
ou
he et l'ordre de son épaisseur. Le milieu extérieur est D
+
ξ = {x2 > ξf(x1/ξ)}. Le tout
onstitue un diéle
trique homogène dans 
haque partie du domaine : l'inverse de la perméabilité etla permittivité sont respe
tivement :

Aξ(x) =
1

µ+
11

D
+
ξ
(x) +

1

µcl
11

Dcl
ξ
(x) +A−11D−(x), εξ(x) = ε+11

D
+
ξ
(x) + εcl11

Dcl
ξ
(x) + ε−11D−(x),où 11· est la fon
tion indi
atri
e, A− est une matri
e 
onstante symétrique dé�nie positive, et

µ+, µcl, ε+, εcl, ε− > 0 sont des 
onstantes réelles. Quitte à e�e
tuer une renormalisation, noussupposerons que A− est de la forme A− =

(

s t
t 1

). La 
ou
he est délimitée par les interfa
es
γ0 = {x2 = 0} de normale ν =

(

0 1
)T et γξ = {(x1, ξf(x1/ξ)), x1 ∈ R} de normale νx1 =

1√
1+f ′(x1/ξ)2

(

−f ′(x1/ξ) 1
)T au point d'abs
isse x1.Nous étudions 
e milieu en régime basse fréquen
e : la pulsation ω > 0 des ondes est supposéevéri�er ωξ petit devant 1. De façon équivalente, nous supposerons que ξ est petit devant la longueurd'onde de 
ha
un des milieux.Dans 
ette première se
tion, on supposera que le milieu est é
lairé par une onde plane dans lapartie supérieure D

+
ξ du domaine : uinc(x) = eik

+θ̂·x, de nombre d'onde k+ = ω
√

ε+µ+, et d'angled'in
iden
e θ̂ = (θ̂1, θ̂2) ave
 θ̂2 < 0 et ∣∣
∣
θ̂
∣

∣

∣
= 1. Sa longueur d'onde est λ+ := 2π/k+.Le problème 
onsidéré i
i est l'étude de la propagation de l'onde résultante uξ dans le milieu :



































1
µ+∆uξ + ω2ε+uξ = 0, dans D

+
ξ ,

1
µcl∆uξ + ω2εcluξ = 0, dans Dcl

ξ ,

∇ ·A−∇uξ + ω2ε−u = 0, dans D−,

[uξ]|γ0 = 0,
[

∂νAξ
uξ

]∣

∣

∣

γ0
= 0, sur γ0,

[uξ]|γξ = 0,
[

∂νAξ
uξ

]
∣

∣

∣

γξ
= 0, sur γξ, (2.1)



MODÈLE EFFECTIF DE COUCHE MINCE RUGUEUSE PÉRIODIQUE 3où l'on note : [u]|γ0 = u|γ+
0
− u|γ−

0
, respe
tivement [∂νAξ

u
]
∣

∣

∣

γ0
= 1

µ+ ∂x2u|γ+
0
−
(

t 1
)

∇u|γ−
0
, lesaut de u, resp. de sa dérivée 
onormale, à travers γ0 ; et [u]|γξ = u|γ+

ξ
− u|γ−

ξ
, resp. [∂νAξ

u
]
∣

∣

∣

γξ
=

1
µ+ ν · ∇u|γ+

ξ
− 1

µcl ν · ∇u|γ−
ξ
, le saut de u, resp. de sa dérivée 
onormale, à travers γξ.Pour que le problème (2.1) soit bien posé mathématiquement, il faut lui ajouter des 
onditionsde type 
onditions de radiation. Ces 
onditions, sur le 
omportement de la solution, séle
tionnent lasolution a

eptable physiquement. I
i, d'une part, l'onde ré�é
hie uξ −uinc dans le milieu supérieur

D
+
ξ doit être montante, et l'onde transmise uξ dans le milieu inférieur D− doit être des
endante.D'autre part, 
omme dans [19℄, la fon
tion de Green risque d'avoir une 
omposante en ondes desurfa
e qui se propagent le long de la 
ou
he min
e. Il faudrait 
onnaître le 
omportement asymp-totique de 
es ondes pour trouver les 
onditions de radiation 
orrespondantes. Cette question estdi�
ile et reste ouverte.Dans la suite de 
ette se
tion, nous transformons formellement l'équation (2.1) sous une formee�e
tive, sans se préo

uper des 
onditions de radiation.2.2. Cal
ul asymptotique formel.2.2.1. Plan de travail. En suivant la démar
he de [1, 12℄, nous allons obtenir un développementasymptotique formel de la forme suivante :

uξ(x) = u0(x) + ucl,ξ0 (x) + ξ
(

u1(x) + ucl,ξ1 (x)
)

+ · · · (2.2)Les termes ui sont solution d'un problème de Helmholtz dans le domaine sans la 
ou
he D
+
ξ ,ave
 des 
onditions de saut à l'interfa
e γ0 entre le demi-plan inférieur D− et le demi-plan supérieur

D+ = {x2 > 0}. La forme de 
es problèmes est la suivante :
H [F0, G0](u) :















1
µ+∆u+ ω2ε+u = 0, dans D+,

∇ ·A−∇u+ ω2ε−u = 0, dans D−,
[u] = F0, sur γ0,
1
µ+ ∂x2u|γ+

0
−
(

t 1
)

∇u|γ−
0
= G0, sur γ0.Les termes ucl,ξi sont des 
orre
teurs de 
ou
he limite. Ils sont solution de problèmes de Helmholtzposés dans le domaine ave
 la 
ou
he, ave
 un se
ond membre et des 
onditions de saut aux inter-fa
es :

Hcl[S,F0, F1, G0, G1](u)



















∇ · Aξ∇u+ ω2εξu = S, dans D
+
ξ ∪ Dcl

ξ ∪ D−,

[u]|γ0 = F0,
[

∂νAξ
u
]∣

∣

∣

γ0
= G0, sur γ0,

[u]|γξ = F1,
[

∂νAξ
u
]∣

∣

∣

γξ
= G1, sur γξ.Les 
orre
teurs de 
ou
he limite sont dé�nis à partir de problèmes dans la bande de périodi
ité ;
eux-
i leur donnent la parti
ularité de dé
roître exponentiellement dans la dire
tion normale àl'interfa
e γ0.Par remise à l'é
helle y = x/ξ, la bande de périodi
ité est (0, 1)×R et les interfa
es γ0 et γξ ontpour images respe
tives Γ0 et Γ1. Les problèmes de bande en question ont la forme suivante :

B[F, g0, g1](Ψ, ψ) :































∇ ·AY ∇Ψ = F, dans (0, 1) × R \ Γ0 ∪ Γ1,

[Ψ]|Γ0
= 0,

[

∂νAY
Ψ
]
∣

∣

∣

Γ0

= g0, sur Γ0,

[Ψ]|Γ1
= 0,

[

∂νAY
Ψ
]
∣

∣

∣

Γ1

= g1, sur Γ1,

y1 7−→ Ψ(y1, ·), 1-périodique,
Ψ −→ 0, y2 → −∞; Ψ −→ ψ, y2 → +∞,où les in
onnnues sont la fon
tion Ψ et sa limite ψ. I
i, AY (y) = A(x) et les 
ro
hets désignent lesaut de Ψ ou de sa dérivée 
onormale ∂νAY

Ψ(y) = ∇yΨ(y)TAY νy à travers les interfa
es. Sous deshypothèses te
hniques sur le se
ond membre F , 
omprenant sa périodi
ité en y1, et la dé
roissan
eexponentielle de ses 
oe�
ients de Fourier en dehors d'un domaine su�samment grand (0, 1) ×
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(−M,M), alors, sous la 
ondition de 
ompatibilité des sauts g0 et g1 :

∫

(0,1)×(−M,M)
Fdy +

∫

Γ0

g0dσ +

∫

Γ1

g1dσ = 0,le problème B[F, g0, g1](Ψ, ψ) possède une unique solution (Ψ, ψ) ; les 
onvergen
es de Ψ en +∞ et
−∞ sont alors exponentielles. Ce résultat est démontré rigoureusement dans [12℄ lorsque le milieuinférieur est isotrope, preuve que nous avons adaptée dans [9℄ pour le problème 
i-dessus.2.2.2. Développement formel. Commençons simplement par appro
her uξ par u0, solution d'unproblème sans la 
ou
he : H [0, 0](u0).Celà introduit une erreur d'approximation sur les sauts des dérivées normales à travers les in-terfa
es γ0 et γξ. Pour les 
orriger, on introduit le premier 
orre
teur de 
ou
he limite ucl,ξ0 telque :
Hcl

[

O (1) ,O (ξ) ,O (ξ) ,

(

1

µ+
− 1

µcl

)

ν · ∇u0|γ+
0
+O (ξ) ,

(

1

µcl
− 1

µ+

)

ν · ∇u0|γ+
0
+O (ξ)

]

(

ucl,ξ0

)

.Pour 
elà, on pose
ucl,ξ0 (x) = ξ

(

Ψ0

(

x

ξ

)

− ψ011D+(x)

)

· ∇u0|γ+
0
,où (Ψ0, ψ0) est la solution de

B

[

0,

(

1

µ+
− 1

µcl

)

ν,

(

1

µcl
− 1

µ+

)

ν

]

(Ψ0, ψ0). (2.3)En appro
hant uξ par u0+ucl,ξ0 , on 
ommet une erreur sur le saut à travers γ0. On 
orrige 
e sautà l'aide du terme suivant ξu1, ave
 u1 solution d'un problème dans le domaine sans la 
ou
he, detype H [ψ0 · ∇u0|γ+
0
, G1](u1). Le saut G1 sera �xé lors de la dé�nition du terme 
orre
teur suivant.L'estimation de uξ par u0 + ucl,ξ0 + ξu1 donne une erreur sur les sauts des dérivées normales ainsique dans l'EDP. On introduit alors le se
ond 
orre
teur de de 
ou
he limite ucl,ξ1 pour 
orriger àl'ordre supérieur 
es erreurs :

Hcl

[

(

−
(

2
µ+ 0

)

11
D

+
ξ
−
(

2
µcl 0

)

11
Dcl

ξ
−
(

2r 2s
)

11D−

)

∇yΨ0(x/ξ)∂x1(∇u0|γ+
0
)

−ω2(εcl − ε+ µ+

µcl ) u0|γ+
0
11

Dcl
ξ
+O (ξ) ,

O
(

ξ2
)

,O
(

ξ2
)

,

ξs Ψ0|Γ0
(x/ξ) · ∂x1(∇u0|γ+

0
)
∣

∣

∣

γ0
+ ξ

(

1
µ+ − 1

µcl

)

ν · ∇u1|γ+
0
− ξG1 +O

(

ξ2
)

,

ξ
(

1
µcl − 1

µ+

)

f(x/ξ)ν ·
(

∂2x2x1
u0|γ+

0
(−k+2 − ∂2x1

2)u0|γ+
0

)T

+ξ
(

1
µcl − 1

µ+

)

ν1
(

Ψ0|Γ1
− ψ0

)

· ∂x1(∇u0|γ+
0
)
∣

∣

∣

γ0

+ξ
(

1
µcl − 1

µ+

)

ν · ∇u1|γ+
0
+O

(

ξ2
) ]

(

ξucl,ξ1

)

.Il su�t pour 
elà de poser
ucl,ξ1 = ξ

{

(

Ψ0

(

x

ξ

)

− ψ011D+

)

· ∇u1|γ+
0
+

(

Ψ
(1)
1

(

x

ξ

)

− ψ
(1)
1 11D+

)

· ∂x1(∇u0|γ+
0
)
∣

∣

∣

γ0

+

(

Ψ
(2)
1

(

x

ξ

)

− ψ
(2)
1 11D+

)

·
(

∂2x2x1
u0|γ+

0

(−k+2 − ∂2x1
2)u0|γ+

0

)

+ ω2

(

εcl − ε+
µ+

µcl

)(

Ψ
(3)
1

(

x

ξ

)

− ψ
(3)
1 11D+

)

u0|γ+
0

}

,où (Ψ
(1)
1 , ψ

(1)
1 ), (Ψ(2)

1 , ψ
(2)
1 ) et (Ψ(3)

1 , ψ
(3)
1 ) sont solutions respe
tives de :

B

[ (

−
(

2
µ+ 0

)

11y2>f(y1) −
(

2
µcl 0

)

110<y2<f(y1) −
(

2r 2s
)

11y2<0

)

∇yΨ0,

s Ψ0|Γ0
−G

(1)
1 ,

(

1

µcl
− 1

µ+

)

ν1
(

Ψ0|Γ1
− ψ0

)

]

(Ψ
(1)
1 , ψ

(1)
1 ),
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B

[

0,−G(2)
1 ,

(

1

µcl
− 1

µ+

)

fν

]

(Ψ
(2)
1 , ψ

(2)
1 ), B

[

−110<y2<f(y1),−G
(3)
1 , 0

]

(Ψ
(3)
1 , ψ

(3)
1 ).Pour assurer l'existen
e et l'uni
ité de la solution à 
es problèmes, G(1)

1 , G(2)
1 et G(3)

1 sont 
hoi-sis pour satisfaire les 
onditions de 
ompatibilité de 
es équations : G(1)
1 = −s

∫

Γ0
Ψ0|Γ0

dσ +
(

1
µ+ − 1

µcl

)

∫

Γ1
ν1 Ψ0|Γ1

dσ, G(2)
1 =

(

1
µcl − 1

µ+

)

∫ 1
0 f
(

0 1
)T , G(3)

1 = −
∫ 1
0 f . Reste à pré
iser le
hoix du saut G1 :

G1 = G
(1)
1 · ∂x1(∇u0|γ+

0
)
∣

∣

∣

γ0
+G

(2)
1 ·

(

∂2x2x1
u0|γ+

0

(−k+2 − ∂2x1
2)u0|γ+

0

)

+ ω2

(

εcl − ε+
µ+

µcl

)

G
(3)
1 u0|γ+

0
,

= (ϕ2∂
2
x1

2 + ϕ1∂
2
x1x2

+ ϕ0)u0|γ+
0
,ave


ϕ0 = ω2(ε+ − εcl)

∫ 1

0
f,

(

ϕ2 +
(

1
µcl − 1

µ+

)

∫ 1
0 f

ϕ1

)

= G
(1)
1 .2.3. Modèle e�e
tif. Par dé
roissan
e exponentielle des 
orre
teurs de 
ou
he limite ucl,ξi dans ledéveloppement (2.2), on peut appro
her uξ, ex
epté à proximité de la 
ou
he, par

uξ ≈ u0 + ξu1. (2.4)Comme 
ette approximation satisfait : H [ξψ0 · ∇u0|γ+
0
, ξ(ϕ2∂

2
x1

2 + ϕ1∂
2
x1x2

+ ϕ0)u0|γ+
0
](u0 + ξu1),on appro
he �nalement la solution uξ de (2.1) par U , solution d'un problème sans la 
ou
he ave

onditions de transmission de type Leontovi
h à travers l'interfa
e γ0 :



















1
µ+∆U + ω2ε+U = 0, dans D+,

∇ · A−∇U + ω2ε−U = 0, dans D−,
[U ] = ξψ0 · ∇U |γ+

0
, sur γ0,

1
µ+ ∂x2U |γ+

0
−
(

t 1
)

∇U |γ−
0
= ξ(ϕ2∂

2
x1

2 + ϕ1∂
2
x1x2

+ ϕ0)U |γ+
0
, sur γ0. (2.5)Plus généralement, dans un problème posé dans le milieu ave
 la 
ou
he, on rempla
e, formelle-ment, la 
ou
he par les 
onditions de transmission e�e
tives que nous venons d'obtenir. Ce
i est le
as pour le problème de la 
ou
he é
lairée par une onde plane, pour le problème d'un point sour
edans le milieu inférieur (fon
tion de Green), mais aussi pour le problème de di�ra
tion par un ob-sta
le enfoui dans le milieu inférieur. Ce sont pré
isément 
es modèles e�e
tifs résultants que nousétudions dans les se
tions suivantes.Restent les questions d'existen
e et d'uni
ité pour le problème e�e
tif, et surtout la questiondi�
ile d'équivalen
e du modèle e�e
tif et du modèle initial. Pour qu'un problème de type (2.5) soitbien posé, il faut lui ajouter des 
onditions de radiation. Si 
ette question est en partie résolue dansla pro
haine se
tion à l'aide d'un prin
ipe d'absorption limite, il n'est pas évident que les 
onditionsde radiation in
onnues du problème initial (2.1) soient identiques. De 
e point de vue, il peut yavoir a priori non équivalen
e des modèles. En parti
ulier, les 
onditions su�santes de la se
tionsuivante pour assurer l'existen
e et l'uni
ité de la solution e�e
tive ne sont peut-être pas su�santespour bien poser le problème initial.3. Analyse spe
trale du modèle effe
tif3.1. Onde in
idente plane. On 
onsidère U véri�ant le problème e�e
tif (2.5), ave
 l'onde in-
idente plane uinc(x) = eik

+θ̂·x pour é
lairage dans le milieu supérieur. Cette 
ondition d'é
lairagenous in
ite à dé
omposer l'onde U sous la forme
U(x) =

{

uinc(x) + urefl(x), x ∈ D+,

utrans(x), x ∈ D−,où les ondes urefl et utrans seront appelées respe
tivement onde ré�é
hie et onde transmise. Partransformation de Fourier en la variable tangentielle x1, et de variable spe
trale ζ, la version spe
trale
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α = 0, β > 0α > 0, β = 0α > 0, β = 0α = 0, β > 0

k

α > 0, β = 0

−k

α > 0, β = 0

α > 0, β > 0

α < 0, β > 0 α > 0, β < 0 α > 0, β > 0

α > 0, β < 0 α < 0, β > 0

α := ℜ(
√

k2 − ζ2), β := ℑ(
√

k2 − ζ2)

−k − iR+

k + iR+

Figure 1. Détermination de √k2 − ζ2 := −
√
k − ζ −

√
k + ζ pour k > 0.du problème (2.5) est un système d'équations di�érentielles ordinaires en x2 ave
 des 
onditions dera

ord :



































∂2x2
2Û(ζ, x2) + (k+

2 − ζ2)Û(ζ, x2) = 0, x2 > 0,

∂2x2
2Û(ζ, x2) + 2itζ∂x2Û(ζ, x2) + (ω2ε− − sζ2)Û(ζ, x2) = 0, x2 < 0,

Û(ζ, 0+)− Û(ζ, 0−) = ξψ0 ·
(

iζÛ(ζ, 0+) ∂x2Û(ζ, 0+)
)T
, x2 = 0,

1
µ+∂x2Û(ζ, 0+)−

(

t 1
) (

iζÛ(ζ, 0−) ∂x2Û(ζ, 0−)
)T

= ξ
(

(ϕ0 − ζ2ϕ2)Û(ζ, 0+) + iζϕ1∂x2Û(ζ, 0+)
)

x2 = 0.La résolution de 
e système va faire intervenir des ra
ines 
arrées à dé�nir proprement. Posons
d = detA−, k− = ω

√

ε−

d , λ+(ζ) =
√

k+2 − ζ2 et λ−(ζ) =
√
d
√

k−2 − ζ2, où les ra
ines 
arréessont déterminées 
omme suit. On pose, pour z 6= 0 d'argument −π
2 < arg z < 3π

2 , −
√
z =

√

|z|e i
2
arg z,et on pose pour k > 0, √k2 − ζ2 = −

√
k − ζ −

√
k + ζ. Cette détermination (Figure 1) a été 
hoisietelle que √k2 − ·2 est analytique sur C privé des bran
hes de 
oupe k+iR+ et −k− iR+, et telle quepour ζ ∈ R, √k2 − ζ2 est dans le premier quadrant. Sous 
es notations, les équations di�érentiellessigni�ent que les ondes ré�é
hie et transmise sont de la forme :

ûrefl(ζ, x2) =α
+(ζ)eiλ

+(ζ)x2 + β+(ζ)e−iλ+(ζ)x2 , x2 > 0,

ûtrans(ζ, x2) =e−itζx2

(

α−(ζ)eiλ
−(ζ)x2 + β−(ζ)e−iλ−(ζ)x2

)

, x2 < 0.Il reste ainsi à déterminer les quatre in
onnues α+(ζ), α−(ζ), β+(ζ), β−(ζ), à partir des deux
onditions de ra

ord. Ce
i est un problème sous-déterminé et 
on�rme que le problème (2.5) estmal posé si l'on ne pré
ise pas en plus des 
onditions de radiation (sur le 
omportement des ondes
urefl et utrans).Comme dans [18℄, on lève 
ette indétermination dans le domaine spe
tral à l'aide d'un prin
iped'absorption limite. Ainsi, remplaçons formellement dans les expressions pré
édemment obtenues lesnombres d'onde k+ et k− par k+η = k++iη et kη = k−+iη, où η > 0 est un petit paramètre. Dans 
e
as, pour ζ ∈ R, les ra
ines 
arrées λ+η (ζ) et λ−η (ζ) sont à partie imaginaire stri
tement positive, etdon
 les 
omposantes en e−iλ+

η (ζ)x2 et eiλ−
η (ζ)x2 sont non bornées quand x2 tend respe
tivement vers

+∞ et −∞. Physiquement, il est impossible d'avoir de telles 
omposantes non bornées, et don
,on les élimine par la 
ondition β+η (ζ) = 0 et α−
η (ζ) = 0. Le prin
ipe d'absorption limite 
onsiste àimposer la même 
ondition à la limite η → 0. Comme λ+η (ζ) et λ−η (ζ) tendent respe
tivement vers

λ+(ζ) et λ−(ζ), on élimine les 
omposantes en e−iλ+(ζ)x2 et eiλ
−(ζ)x2 par la 
ondition : β+(ζ) = 0et α−(ζ) = 0. Notons que 
e 
hoix revient à 
hoisir urefl montante et utrans des
endante.
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onnues, on traduit sous forme d'un système linéaire 2× 2les deux 
onditions de ra

ord :
[

1− iξc1(λ
+) −1

λ+ − iξc2(λ
+)µ+ λ−µ+

] [

α+

β−

]

= −2πδ(ζ − k+θ̂1)

[

1− iξc1(k
+θ̂2)

k+θ̂2 − iξc2(k
+θ̂2)µ

+

]

,où l'on a posé c1(λ+) = ψ0 ·
(

ζ λ+
)T , c2(λ+) = ϕ2ζ

2 +ϕ1ζλ
+ −ϕ0. Le déterminant de 
e systèmes'é
rit : D(ζ) = D0 + ξD1, ave
 D0(λ

+) = λ−µ+ + λ+ et D1(λ
+) = −ic1(λ

+)λ−µ+ − ic2(λ
+)µ+.Analysons génériquement 
e déterminant D(ζ), de la forme D(ζ, λ+, λ−). En multipliant par lesexpressions 
onjuguées des ra
ines 
arrées, on obtient

P (ζ) = D(ζ, λ+, λ−)D(ζ,−λ+, λ−)D(ζ, λ+,−λ−)D(ζ,−λ+,−λ−)qui est un polyn�me dont les ra
ines 
ontiennent les éventuels zéros de D. Le polyn�me P sedé
omposant sous la forme P =: P1 + iP2 ave
 P1 et P2 des polyn�mes à 
oe�
ients réels, une
ondition né
essaire pour que D s'annule en un réel est que le résultant de P1 et P2 soit nul. Oron peut interpréter 
e résultant 
omme un polyn�me en la taille de la 
ou
he ξ. Ce
i montre, aumoins formellement, qu'ex
epté peut-être pour un nombre �ni de valeurs de ξ, le déterminant D(ζ)ne possède pas de zéros réels.Ainsi, en ex
luant 
es éventuelles valeurs de ξ, le système possède une unique solution que l'onobtient par formules de Cramer : α+ = 2πR(ζ)δ(ζ − k+θ̂1), β− = 2πT (ζ)δ(ζ − k+θ̂1), où les
oe�
ients R(ζ) = −D(ζ,k+θ̂2,λ−)
D(ζ,λ+,λ−) et T (ζ) = (1 − iξc1(λ

+))R(ζ) + (1 − iξc1(k
+θ̂2)) sont dits deré�exion/transmission.En�n, on remonte à la solution par transformation de Fourier inverse :

urefl(x) = R(k+θ̂1)e
ik+θ̂Rx, x2 > 0 ave
 θ̂R =

(

θ̂1 −θ̂2
)T
,

utrans(x) = T (k+θ̂1)e
ik+θ̂1x1eiθT x2 , x2 < 0, ave
 θT = −tk+θ̂1 − λ−(k+θ̂1).La solution U du problème 
onsidéré a don
 une dé
omposition de type Fresnel, ave
 des 
oe�-
ients de Fresnel généralisés. L'onde ré�é
hie est plane. En rappelant que l'on 
hoisit λ−(k+θ̂1) =√

d

√

k−2 − (k+θ̂1)2 dans le premier quadrant, l'onde transmise est plane si k−2 − (k+θ̂1)
2 > 0, etelle dé
roit exponentiellement sinon.Développons formellement en puissan
es de ξ la solution U de (2.5) que nous venons de 
al
uler,
e qui revient à développer les 
oe�
ients de ré�exion/transmission :

R(k+θ̂1) = R0 + ξR1 +O
(

ξ2
)

, T (k+θ̂1) = R0 − 1 + ξ(R1 − ic1(−k+θ̂2)− ic1(k
+θ̂2)),ave
 R0 = − D0(k

+θ̂1, k
+θ̂2, λ

−(k+θ̂1))

D0(k+θ̂1,−k+θ̂2, λ−(k+θ̂1))
, R1 = −D1(k

+θ̂2)D0(−k+θ̂2)−D0(k
+θ̂2)D1(−k+θ̂2)

D0(k+θ̂1,−k+θ̂2, λ−(k+θ̂1))2
.Identi�ons, au moins formellement, ave
 le développement (2.4) de la solution du problème ave

ou
he (2.1). Les termes d'ordre 0 
onduisent à la solution u0 du problème sans 
ou
he. Les termesperturbatifs d'ordre 1 représentent l'e�et u1 de la 
ou
he rugueuse.3.2. Fon
tion de Green. De manière analogue aux 
al
uls pré
édents, nous allons 
al
uler lafon
tion de Green G asso
iée au modèle e�e
tif (2.5), pour un point sour
e y dans le milieu inférieur

D− :


















1
µ+∆G(·, y) + ω2ε+G(·, y) = 0, dans D+,

∇ ·A−∇G(·, y) + ω2ε−G(·, y) = δy, dans D−,
[G] = ξψ0 · ∇G|γ+

0
, sur γ0,

1
µ+ ∂x2G|γ+

0
−
(

t 1
)

∇G|γ−
0
= ξ(α2∂

2
x1

2 + α1∂
2
x1x2

+ α0)G|γ+
0
, sur γ0. (3.1)La démar
he employée est pro
he de [14℄. Nous gardons les mêmes notations que pré
édemment,ex
epté pour les 
oe�
ients de ré�exion/transmission. La tradu
tion spe
trale des équations de (3.1)est le système d'équations di�érentielles :

{

∂2x2
2Ĝ(ζ, x2) + (k+

2 − ζ2)Ĝ(ζ, x2) = 0, x2 > 0,

∂2x2
2Ĝ(ζ, x2) + 2itζ∂x2Ĝ(ζ, x2) + (ω2ε− − sζ2)Ĝ(ζ, x2) = e−iy1ζδy2(x2), x2 < 0,



8 JEAN-BAPTISTE BELLET AND GÉRARD BERGINCdont les solutions sont de la forme :
Ĝ(ζ, x2, y) =















α+(ζ, y)eiλ
+(ζ)x2 + β+(ζ, y)e−iλ+(ζ)x2 , x2 > 0,

e−itζx2

(

α−>(ζ, y)eiλ
−(ζ)x2 + β−>(ζ, y)e−iλ−(ζ)x2

)

, 0 > x2 > y2,

e−itζx2

(

α−<(ζ, y)eiλ
−(ζ)x2 + β−<(ζ, y)e−iλ−(ζ)x2

)

, x2 < y2,ave
 des 
onditions de ra

ord en x2 = y2 :
{

Ĝ(ζ, y2+, y)− Ĝ(ζ, y2−, y) = 0,

∂x2Ĝ(ζ, y2+, y)− ∂x2Ĝ(ζ, y2−, y) = e−iy1ζ .La fon
tion de Green G est 
hoisie montante dans le demi-espa
e supérieur D+, et des
endantedans le demi-espa
e inférieur D− : β+(ζ, y) = 0 et α−<(ζ, y) = 0. Traduisons les 
onditions detransmission de (3.1) sous forme de 
onditions de ra

ord supplémentaires :














Ĝ(ζ, 0+)− Ĝ(ζ, 0−) = ξψ0 ·
(

iζĜ(ζ, 0+) ∂x2Ĝ(ζ, 0+)
)T
, x2 = 0,

1
µ+∂x2Ĝ(ζ, 0

+)−
(

t 1
) (

iζĜ(ζ, 0−) ∂x2Ĝ(ζ, 0
−)
)T

= ξ
(

(ϕ0 − ζ2ϕ2)Ĝ(ζ, 0+) + iζϕ1∂x2Ĝ(ζ, 0
+)
)

, x2 = 0,Les quatres 
onditions de ra

ord sont équivalentes au système linéaire 4× 4 suivant :








1− iξc1 −1 −1 0
λ+ − iξc2µ

+ −λ−µ+ λ−µ+ 0

0 eiλ
−y2 e−iλ−y2 −e−iλ−y2

0 i(−tζ + λ−)eiλ
−y2 −i(tζ + λ−)e−iλ−y2 i(tζ + λ−)e−iλ−y2

















α+

α−>

β−>

β−<









=









0
0
0

e−i(y1ζ−tζy2)









.Par formules de Cramer, on résout 
e système, puis on trouve :
Ĝ(ζ, x2, y) = − i

2λ−

{

eitζy2T e−i(λ−y2+y1ζ)eiλ
+x2 , x2 > 0,

e−itζ(x2−y2)
(

ei(λ
−|x2−y2|−y1ζ) +Re−i(λ−y2+y1ζ)e−iλ−x2

)

, x2 < 0,où les 
oe�
ients dits de transmission/ré�exion sont : T = 2µ+λ−

D et R = (1 − iξc1)T − 1. Cetteexpression 
ontient des pseudo-singularités provenant de l'annulation du déterminant −2iλ−(ζ)D(ζ)du système : la division par λ− 
onduit à deux pseudo-p�les, en ζ = ±k−. Notons l'absen
e de p�les,par notre hypothèse de non annulation de D sur R. Celà implique que la fon
tion de Green G n'apas de 
omposante de type onde de surfa
e. Il reste à remonter à la fon
tion de Green G partransformation de Fourier inverse :
G(x, y) =

{

Gtrans(x, y), x2 > 0,

Gsour(x, y) +Grefl(x, y), x2 < 0.Le terme Gsour provient du terme sour
e Ĝsour(ζ, x2, y) = − i
2λ− e

−itζ(x2−y2)ei(λ
−|x2−y2|−y1ζ). Parla représentation de Sommerfeld [2℄ :

− i

4π

∫

R

√
d

λ−(ζ)
ei(x̃1−ỹ1)ζe

iλ
−(ζ)√

d
|x̃2−ỹ2|dζ = − i

4
H

(1)
0 (k− |x̃− ỹ|), x̃ 6= ỹ,on note que Gsour est la fon
tion de Green sortante d'un espa
e libre, dont les paramètres sont 
euxdu milieu inférieur (A− et ε−) :

Gsour(x, y) = − i

4
√
d
H

(1)
0 (k− |A∗x−A∗y|), ave
 A∗ =

(

1 −t
0

√
d

)

.Le terme de ré�exion Ĝrefl(ζ, x2, y) = − i
2λ− e

−itζ(x2−y2)Re−i(λ−y2+y1ζ)e−iλ−x2 se dé
ompose en Ĝrefl =

Ĝreg+Ĝimag. La partie Ĝimag = i
2λ− e

−itζ(x2−y2)e−i(λ−y2+y1ζ)e−iλ−x2 
onduit dans le domaine spatial,par la représentation de Sommerfeld, à une fon
tion de Green de type image :
Gimag(x, y) =

i

4
√
d
H

(1)
0 (k−

∣

∣Ā∗x−A∗y
∣

∣), ave
 Ā∗ =

(

1 −t
0 −

√
d

)

.En�n, la partie Ĝreg = − i(1−iξc1)T
2λ− e−itζ(x2−y2)e−i(λ−y2+y1ζ)e−iλ−x2 , et le terme de transmission

Ĝtrans(ζ, x2, y) = − i
2λ− e

itζy2T e−i(λ−y2+y1ζ)eiλ
+x2 ne possèdent pas de singularité. Leurs versionsspatiales peuvent don
 être obtenues numériquement par inversion rapide de la transformée de
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roissan
e exponentielle des transformées de Fourier Ĝreg et Ĝtranspour les fréquen
es |ζ| > k− ; 
e
i permet de les tronquer. Pré
isons en�n que l'expression obtenuepour la fon
tion de Green G permet d'obtenir le 
al
ul de son gradient ∇G, quitte là en
ore àe�e
tuer des IFFT.Comme pour U , si l'on é
rit un développement en ξ des 
oe�
ients de ré�exion/transmission, onpeut identi�er, formellement, ave
 les termes d'un développement de type (2.4) pour la fon
tion deGreen du problème ave
 
ou
he (2.1). Celà permet d'isoler formellement l'e�et de la 
ou
he.4. Modèle effe
tif d'aggrégat enfouiOn 
onsidère un aggrégat (ou objet) enfoui dans la partie inférieure du milieu : D ⊂ D−, deparamètres éle
tromagnétiques εD, µD > 0, et de normale unitaire extérieure νx (en x). L'ajout de
D dans le milieu périodique (2.1), se traduit formellement à l'aide du modèle e�e
tif (2.5). Il s'agitde résoudre :



















1
µ+∆u+ ω2ε+u = 0, dans D+,

∇ · (A−11
D−\D + 1

µD
11D)∇u+ ω2(ε−11

D−\D + εD11D)u = 0, dans D−,

[u] = ξψ0 · ∇u|γ+
0
, sur γ0,

1
µ+ ∂x2u|γ+

0
−
(

t 1
)

∇u|γ−
0
= ξ(ϕ2∂

2
x1

2 + ϕ1∂
2
x1x2

+ ϕ0)u|γ+
0
, sur γ0, (4.1)la sour
e d'énergie 
onsidérée étant l'onde plane uinc(x) = eik

+θ̂·x, dans le milieu supérieur D+.Introduisons quelques notations. La solution du problème sans objet (2.5), et la fon
tion de Greenasso
iée (3.1) sont en
ore notées respe
tivement U et G. La fon
tion de Green asso
iée à l'objet est
GD(x, y) := − i

4H
(1)
0 (ω

√
εDµD |x− y|). Les potentiels simple 
ou
he, asso
iés au milieu de fond, età l'objet, sont Sϕ(x) := ∫∂DG(x, y)ϕ(y)dσ(y), SDϕ(x) :=

∫

∂D GD(x, y)ϕ(y)dσ(y). En�n, posons :
K∗ϕ(x) :=

∫

∂D νx · A−∇xG(x, y)ϕ(y)dσ(y), K∗
Dϕ(x) :=

∫

∂D νx · ∇xGD(x, y)ϕ(y)dσ(y).Sous 
es notations, la solution u de (4.1) possède la représentation intégrale [3, 5℄ :
u =

{

U + Sϕ dans D+ ∪ (D− \D),

SDψ dans D,où le 
ouple (ϕ,ψ) ∈ L2(∂D)× L2(∂D) est l'unique solution du système d'équations intégrales :
[ S −SD
I
2 +K∗ − 1

µD
(− I

2 +K∗
D)

] [

ϕ
ψ

]

=

[

−U
−νx · A−∇U

]

, sur ∂D.Pour 
al
uler numériquement u, par la méthode des éléments �nis de frontière, on résout la formu-lation variationnelle de 
e système, posée pour (ϕ,ψ) ∈ H−1/2(∂D)×H−1/2(∂D), ave
 les fon
tionstests de la première équation dans H−1/2(∂D) et 
elles de la deuxième équation dans H1/2(∂D).Pour la dis
rétisation, le bord ∂D est appro
hé par un polyg�ne dire
t (x0, . . . , xN ), et 
onvenonsque les indi
es sont à 
omprendre modulo N+1 (par exemple xN+1 = x0). H−1/2(∂D) est appro
héde façon 
onforme par l'espa
e des fon
tions 
onstantes sur 
haque mor
eau (xi, xi+1), dont unebase est l'ensemble des κi = 1
|xi+1−xi|

11(xi,xi+1), 0 6 i 6 N ; en�n, H1/2(∂D) est appro
hé defaçon 
onforme par l'espa
e des fon
tions a�nes sur 
haque mor
eau (xi, xi+1), dont une baseest l'ensemble des χi = |x−xi+1|
|xi−xi+1|

11(xi,xi+1) +
|x−xi−1|
|xi−xi−1|

11(xi−1,xi), 0 6 i 6 N . En dé
omposant lesapproximations de ϕ et ψ dans la base des κi : ϕ ≈ ∑

iΦiκi, ψ ≈ ∑

i Ψiκi, le système linéaire àrésoudre numériquement est don
 de la forme :
[ M[G] −M[GD]
N+[A−∇xG] − 1

µD
N−[∇xGD]

] [

Φ
Ψ

]

=

[

−U
−U ′

]

,ave
 pour 0 6 i, j 6 N :
M[g]ij =

∫

(xi,xi+1)
κi(x)

∫

(xj ,xj+1)
κj(y)g(x, y)dσ(y)dσ(x),

N±[g′]ij = ±1

4
(δi,j + δi−1,j) +

∫

(xi−1,xi,xi+1)
χi(x)

∫

(xj ,xj+1)
κj(y)νx · g′(x, y)dσ(y)dσ(x),

Ui =

∫

(xi,xi+1)
κi(x)U(x)dσ(x), U ′

i =

∫

(xi−1,xi,xi+1)
χi(x)νx ·A−∇U(x)dσ(x),
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ker, et sur 
haque (xi, xi+1), νx =

(

0 1
−1 0

)

xi+1−xi

|xi+1−xi|
.Les éléments de la matri
e du système sont don
 des intégrales, dont il reste à 
ommenter le
al
ul. On évalue les intégrales de fon
tions régulières par une méthode de quadrature de Gauss-Legendre à deux points. Aussi, faut-il prêter attention aux singularités des intégrandes ; les termes
on
ernés sont : les trois diagonales j = i − 1, i, i + 1 de M[G] et M[GD], ainsi que les quatrediagonales j = i− 2, i − 1, i, i + 1 de N+[A−∇xG] et N−[∇xGD]. Pour 
es termes, il faut intégrerla partie singulière de façon exa
te après l'avoir isolée. Pour plus de détails sur 
e type de 
al
uls,nous renvoyons aux annexes de [18℄. En�n, pré
isons que M[GD] est symétrique, 
e qui réduit lenombre de termes à 
al
uler. (En revan
he, M[G], N+[A−∇xG] et N−[∇xGD] sont a priori nonsymétriques.) 5. Résultats numériques5.1. Exemple physique. Le milieu supérieur est l'air, de paramètres éle
tromagétiques (relatifs)

ε+ = µ+ = 1. La sonde employée pour l'expérien
e, de type laser, est supposée émettre une ondeplane de longueur d'onde λ+ = 1.54 µm, et d'angle d'in
iden
e θ = −π/3 = −1.04720. La pulsation
onsidérée est don
 ω = 2π/1.54 = 4.07999 (/µm). Le milieu inférieur semi-in�ni est supposépériodique, 
ontenant des nanoparti
ules. La 
ellule élémentaire est un 
arré de quartz de 20 nmde 
�té, 
ontenant un disque de rutile de rayon 7.5 nm. Le quartz Si02 et le rutile Ti02 sont nonmagnétiques, et ont pour indi
es de réfra
tion respe
tifs 1.52783 et 2.48317. Ainsi, la perméabilitéest µ− = 1, don
 A− = I, et par e�et d'homogénéisation, nous supposerons que la permittivité est lamoyenne des permittivités dans la 
ellule de périodi
ité : ε− = 2.483172p+1.527832(1−p) = 4.02713,où p = π7.52

202
= 0.441786 est la proportion de rutile. La 
ou
he min
e qui protège le milieu inférieurest un diéle
trique de paramètres εcl = 2 et µcl = 1. Sa grandeur 
ara
téristique est ξ = λ+/24 =

0.0962500 µm. I
i, 
on
ernant la fon
tion périodique f qui dé
rit la forme de la 
ou
he, 
omme lesmatériaux sont non magnétiques, seule 
omptera sa moyenne, que nous 
hoisissons égale à ∫ 1
0 f = 1.Pour l'obtention du modèle e�e
tif de la 
ou
he, 
omme µ+ = µcl, alors on trouve fa
ilement

(Ψ0, ψ0) = (0, 0), puis ϕ1 = ϕ2 = 0, et ϕ0 = ω2(ε+ − εcl)
∫

f = −16.6463. Puis, on peut 
al
uler lasolution du modèle e�e
tif (2.5) : voir Figure 2. Sur la Figure 3, nous avons représenté la fon
tionde Green e�e
tive G(·, y) pour le point sour
e y = (0,−3). Pour le 
al
ul des IFFT, nous avons i
i
hoisi pour fenêtre de fréquen
e |ζ| 6 1.1k−, dis
rétisée ave
 211 points équidistants.En�n, l'in
lusion D enfouie est un aggrégat de rutile dont les paramètres sont εD = 2.483172 =
6.16613 et µD = 1. Nous 
hoisissons une étoile, paramétrée par :

x(t) =

(

0
−4

)

+ (1 + 0.15 cos 5t)

(

cos t
sin t

)

. (5.1)On la dis
rétise en maillant uniformément l'intervalle de paramétrisation [0, 2π], ave
 N + 2 = 202points. Sur la Figure 4, on représente l'onde di�ra
tée par l'étoile Sϕ dans le milieu e�e
tif ; puis,sur la Figure 5, on représente l'onde totale u, solution du problème e�e
tif (4.1) ave
 aggrégat. I
i,les IFFT ont été 
al
ulées ave
 210 points, sur la fenêtre |ζ| 6 1.1k−.5.2. Exemple a
adémique. L'étude de 
et arti
le va au-delà du modèle physique pré
édent.Nous montrons un exemple plus général, ave
 des variations de perméablitié, et un milieu inférieuranisotrope. Les paramètres que l'on ne mentionne pas expli
itement sont repris identiques à l'ex-emple pré
édent.La perméabilité de la 
ou
he est µcl = 0.8. Dans le milieu inférieur, le tenseur est A− =
(

1.3 0.2
0.2 1

). Cette fois, la forme de la 
ou
he joue un r�le dans le modèle e�e
tif : 
hoisissons
f(y1) =

1
4 sin(3 cos(2πy1+1))+1, représentée sur la Figure 6. Le 
al
ul des 
onditions de transmissione�e
tives ne peut plus se faire entièrement à la main. Nous les avons obtenues en résolvant par élé-ments �nis les problèmes de bande portant sur les deux 
omposantes de (Ψ0, ψ0) : voir Figure 7. Onobtient : ϕ0 = −16.6463, ϕ1 = −2.11505·10−6 , ϕ2 = −0.246031, et ψ0 = (1.46007·10−5 ,−0.203175).Sur les Figures 8 et 9, on représente respe
tivement la fon
tion de Green e�e
tive (3.1), ainsi quela solution du problème e�e
tif (4.1) ave
 aggrégat.
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tif ave
 aggrégat pour l'exemple a
adémique.Sont représentés, de gau
he à droite : parties réelle et imaginaire (en haut), moduleet argument (en bas). 6. Quelques tests de validation6.1. Cas d'une 
ou
he plate : exa
t versus e�e
tif. Pour une 
ou
he plate, i.e. f 
onstante,la solution uξ du problème (2.1) de la stru
ture semi-in�nie re
ouvert d'une 
ou
he, é
lairée parune onde plane, se 
al
ule expli
itement. En e�et, par des 
al
uls analogues aux 
al
uls spe
trauxde la se
tion 3, ou en s'inspirant de [11℄, on obtient uξ sous la forme :
uξ =















uinc + R̃12e
iλ+(x2−2ξf)eik

+θ̂1x1 , x2 > ξf,

A2

(

e−iλclx2 +R23e
iλclx2

)

eik
+θ̂1x1 , ξf > x2 > 0,

A3e
−itk+θ̂1x2e−iλ−x2eik

+θ̂1x1 , 0 > x2,ave
, i
i, λ+ = λ+(k+θ̂1), λ− = λ−(k+θ̂1), λcl = √ω2εclµcl − (k+θ̂1)2 (dans le premier quadrant),et pour 
oe�
ients (de ré�exion/transmission et d'amplitude) : R12 = µclλ+−µ+λcl

µclλ++µ+λcl , R21 = −R12,
R23 = λcl−λ−µcl

λcl+λ−µcl , T12 = R12 + 1, T21 = R21 + 1, T23 = R23 + 1, R̃12 = R12 + T12R23T21ei2λ
clξf

1−R21R23ei2λ
clξf

,
A2 =

T12ei(−λ++λcl)ξf

1−R21R23ei2λ
clξf

et A3 = T23A2.D'autre part, le 
al
ul de U , solution du problème e�e
tif (2.5) est lui-aussi entièrement expli
ite.On peut en e�et véri�er que la solution (Ψ0, ψ0) du problème de bande (2.3) a pour première
omposante Ψ1
0 = 0 = ψ1

0 et pour deuxième 
omposante Ψ2
0 =

(

µcl

µ+ − 1
)

(f11x2>f + x211f>x2>0),
ψ2
0 =

(

µcl

µ+ − 1
)

f . On en déduit ϕ0 = ω2(ε+ − εcl)f , ϕ1 = 0, et ϕ2 = −
(

1
µcl − 1

µ+

)

f , puis U par lase
tion 3.À l'aide d'un logi
iel de 
al
ul formel, nous avons développé en puissan
es de ξ le terme deré�exion de la solution exa
te uξ et 
elui de son approximation e�e
tive U . Les termes d'ordre 0et 1 en ξ 
oïn
ident. De même pour le terme de transmission. Formellement, la solution e�e
tive
oïn
ide don
 ave
 la solution exa
te, à l'ordre 1.En�n, 
onstatons numériquement l'ordre d'approximation du modèle. Pour 
elà, 
al
ulons lasolution e�e
tive et la solution exa
te, pour di�érents ordres d'épaisseur de 
ou
he : ξ = λ+

2i
, 0 6 i 6

14. I
i, les paramètres 
hoisis pour la simulation sont les suivants : µ+ = 2, µcl = 5, A− =

(

2 1
1 1

),
ε+ = 1, εcl = 1.2, ε− = 0.6, f(y1) = 0.8, ω = 3 et θ = −π/3. Pour 
haque valeur de ξ, on



MODÈLE EFFECTIF DE COUCHE MINCE RUGUEUSE PÉRIODIQUE 15

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

-3 -2 -1 0 1 2 3
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

-3 -2 -1 0 1 2 3Figure 10. Ondes ré�é
hie urefl (à gau
he) et onde transmise utrans (à droite) dansle 
as d'une 
ou
he plate. Le 
al
ul est e�e
tué de façon exa
te (traits pleins), etselon le modèle e�e
tif (traits pointillés). Les ondes sont évaluées sur une portion dela droite x2 = 5λ+, respe
tivement x2 = −5λ+.

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

0 2 4 6 8 10 12 14
-25

-20

-15

-10

-5

0

5

0 2 4 6 8 10 12 14Figure 11. Erreurs quadratiques du modèle e�e
tif pour une 
ou
he plate, pourl'onde ré�é
hie (à gau
he) et pour l'onde transmise (à droite). Le logarithme deserreurs est tra
é en fon
tion de l'ordre d'épaisseur de la 
ou
he.
al
ule l'onde ré�é
hie urefl, respe
tivement l'onde transmise utrans, sur un segment de longueur
4λ+, portion de la droite x2 = 5λ+, respe
tivement x2 = −5λ+. À titre d'exemple, on a tra
é 
esquantités sur la Figure 10, pour ξ = λ+/24. Puis, nous 
al
ulons la norme 2 de l'erreur, pour l'onderé�é
hie, et l'onde transmise. Sur la Figure 11, on tra
e le logarithme binaire de 
es erreurs, enfon
tion de ξ = λ+

2i
(ou plut�t de i). Comme on obtient des 
ourbes à l'allure de droites de pente

−2, l'ordre numérique de l'erreur du modèle e�e
tif est 2.6.2. Aggrégat de permittivité : méthode des moments versus approximation de Born.Soit un aggrégat enfoui dans la stru
ture semi-in�nie. On suppose qu'il s'agit d'une in
lusion depermittivité, dont la permittivité est une petite variation de la permittivité de la stru
ture. Ainsi,si les paramètres éle
tromagnétiques de la stru
ture sont A− et ε− = 1, 
eux de l'aggrégat sont A−,et εD = 1 + q, ave
 q petit devant 1. On é
laire le milieu e�e
tif (soit, la stru
ture re
ouverte de la
ou
he) à l'aide d'une onde plane. D'une part, l'onde di�ra
tée par l'aggrégat Sϕ(x) est 
al
ulée par
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Figure 12. Comparaison de l'onde di�ra
tée par l'aggrégat, 
al
ulée par la méthodedes moments (traits pleins) et par l'approximation de Born (traits pointillés). Le
al
ul est e�e
tué dans la stru
ture pour la première ligne, dans le milieu extérieurpour la deuxième. Sont représentés, de la gau
he vers la droite : parties réelles etimaginaires, modules, arguments.la méthode des moments. D'autre part, sous 
es hypothèses, l'approximation de Born [3℄ 
onsiste àappro
her l'onde di�ra
tée par :
uBorn(x) = −ω2

∫

D
q(y)G(x, y)U(y)dy,où G et U sont respe
tivement la fon
tion de Green e�e
tive, et la solution e�e
tive dans le milieusans aggrégat, 
al
ulées dans la se
tion 3. Cette expression est très pratique à implémenter : il su�tde 
al
uler une intégrale d'une fon
tion régulière. Pour notre test, nous intégrons sur un re
tangle
ontenant l'objet, à partir d'une formule de quadrature 
omposite. Sur 
haque sous-re
tangle, onutilise une formule déduite (par produit tensoriel) de la formule de Gauss-Legendre à deux points.On 
al
ule l'onde di�ra
tée par les deux méthodes, et l'on 
ompare les résultats, sur la Figure 12.I
i, les paramètres du modèle sont : µ+ = 1, µcl = 0.8, A− =

(

1.3 0.2
0.2 1

), ε+ = 1, εcl = 2, ε− = 1,
f(y1) = 1

4 sin(3 cos(2πy1 + 1)) + 1, ω = 4.07999, θ = −π/3, et ξ = λ+/24. L'aggrégat est defrontière (5.1), et de paramètres A− et εD = 1 + q, ave
 q = 0.04. Pour la méthode des moments,l'objet est dis
rétisé en 202 points, et les IFFT sont 
al
ulées ave
 210 points, sur la fenêtre |ζ| 6
1.1k−. Pour l'approximation de Born, l'intégrale est 
al
ulée sur le 
arré (−1.2, 1.2) × (−5.2,−2.8)(en étendant q par 0 hors de l'objet) ; pour la formule 
omposite, les 
�tés des sous-
arreaux sont del'ordre du dixième de la longueur d'onde. Le 
al
ul est e�e
tué sur une portion des droites x2 = −6et x2 = 1, 
e qui permet d'avoir la 
omparaison dans la stru
ture semi-in�nie, et dans le milieuextérieur. La 
omparaison est 
on
luante quant à la validité du 
ode des moments : les 
ourbes sontquasi-
onfondues.
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