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Abstract

The paper is devoted to the study of the orientability of the moduli spaces of real
pseudoholomorphic curves in real symplectic manifolds. We begin by extending the results
we obtained in [6]. Namely, we consider a complex vector bundle (N, cy) equipped with a
real structure over a real curve (X4, cx) of genus g € N, and we give a description of the
action of an automorphism of (N, cy) on the orientations of the determinant bundle over
the space of all Cauchy-Riemann operators on (N, cy).

In the second part, we use the previous decription to compute the first Stiefel-Whitney
class of the moduli space of real pseudoholomorphic curves in many cases. We show for
example that the real pseudoholomorphic curves with non-empty real part in the complex
projective space of dimension three form an orientable moduli space for a generic almost
complex structure.

CLASSIFICATION AMS 2010 : 14H60, 53D45
MoTS CLES : fibrés vectoriels, courbes réelles, opérateurs de Cauchy-Riemann, espaces de
modules, invariants de Gromov-Witten
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Introduction

Une variété symplectique (X,w) est dite réelle si elle est munie d’une involution anti-
symplectique cx : X — X. Dans ce cas, on note RJ,(X) ’ensemble des structures presque-
complexes sur X qui sont compatibles avec w et pour lesquelles cx est anti-holomorphe.
Prenons d € Ha(X,Z) tel que (cx)«d = —d et fixons g, m € N de telle sorte que ¢1(X)d+ (n—

dim X
3)(1—g)>0,0un= 2 Pour chaque J € RJ,(X), 'espace de modules ]R/\/lgym(X, J)

est 'ensemble des courbes réelles J-holomorphes dans X qui sont de genre g, homologues a
d et munies de m points marqués réels. Lorsque J € RJ,(X) est générique, RMg,m(X )
est une variété de dimension c¢;(X)d + (n — 3)(1 — g) + m. Dans le présent article, nous
étudions 'orientabilité de RMg’m(X ,J).

Dans leurs travaux sur I’homologie de Floer, Fukaya, Oh, Ohta et Ono ([11]) ont
introduit la notion de sous-variété relativement Spin et montré que lorsque RX := Fix(cx)
est relativement Spin, I’espace des disques pseudo-holomorphes a bord dans RX et sans point
marqué est orientable. D’autre part, Welschinger ([26], [25] et [27]) a montré I'importance
en géométrie énumérative réelle de 1’étude de l'orientabilité des espaces de modules de
courbes pseudo-holomorphes réelles dans des variétés symplectiques réelles. La définition de
ses invariants lui a notamment permis de donner un représentant géométrique du dual de
cette premiére classe de Stiefel-Whitney dans le cas des variétés projectives réelles lisses et
convexes de dimension deux et trois. Ce résultat a ensuite été précisé par Puignau ([21]).
De son c¢oté, Cho ([5]) a repris la définition des invariants de Welschinger en utilisant les
techniques de [11], de méme que Solomon ([24]) qui les a étendus a des surfaces a bord de
genre plus élevé et aux variétés symplectiques de dimension six quelconques.

Notre angle d’attaque de ce probléme consiste & se ramener au probleme linéaire abstrait
suivant. Soit (¥4, cx) une courbe réelle abstraite, c’est-a-dire un couple formé d’une surface
compacte connexe sans bord de genre g et orientée et d’un difféomorphisme involutif
cy 1 Xy — X4 qui renverse I'orientation. Nous noterons RY, ’ensemble des points fixes de
cy. Nous considérons un fibré vectoriel complexe 7 : N — 3, que nous munissons d’une
structure réelle, c’est-a-dire d’un automorphisme involutif ¢y : N — N, C-antilinéaire dans
les fibres et qui releve cy;. Nous noterons RN 'ensemble des points fixes de cy. De plus,
lorsque ¢y, ou ¢y induisent une involution sur un espace vectoriel (ou sur un module), nous
notons avec un indice +1 (resp. —1) le sous-espace propre associé a la valeur propre +1
(resp. —1) de cette involution.

L’ensemble RC(N) des opérateurs de Cauchy-Riemann réels sur (N, cy), ou de fagon
équivalente ’ensemble des structures holomorphes sur (V, ¢y ), est un espace contractile (voir
[6]). On définit le fibré déterminant Det(V) au-dessus de RC(N) dont la fibre au-dessus d’un
opérateur d € RC(N) est son déterminant det(9) = A™* ker(d) 41 ® (AmaX coker(5)+1)*.
C’est un fibré en droites réelles qui est donc orientable mais non canoniquement orienté. Le
groupe RAut(N) des automorphismes de N qui commutent avec ¢y agit sur les orientations
de Det(N). La question est de décrire cette action.

Dans [6], nous avons traité le cas du sous-groupe RGL(N) de RAut(N) consistant des




automorphismes relevant I'identité de ;. Nous terminons cette étude dans le §1 en traitant
tous les éléments de RAut(N). Nous commengons par nous ramener au cas ou N est de
rang 1, et par traiter les cas particuliers des fibrés trivial (C, conj), canonique (Ky, (dex)*)
et tangent (T2, dey). Ceci nous permet d’étudier 'action des difféomorphismes réels de
(X4, cx) sur les orientations de 'espace de Teichmiiller réel. En particulier, nous obtenons le
résultat suivant (voir Théoreme 1.1).

Théoréme. Soit (¥4, cx) une courbe réelle de genre au moins deux. L’action d’un difféomor-
phisme réel ¢ de (X4, cs;) sur les orientations de l’espace de Teichmiiller réel associé a (X4, cx)
est donnée par le signe du déterminant de Uapplication s : Hi(Xg,R)11 — Hi(Eg,R)41.

Nous traitons ensuite le cas général. Nous introduisons pour cela la notion de diviseur
réel associé a (det(V), cger(nv)) (voir §1.3.1). Etant donné un tel diviseur D, nous définissons
un fibré Z/2Z-principal © p(N) au-dessus de I'ensemble RJ(3,) des structures complexes
sur X, qui rendent cx; holomorphe. Nous renvoyons au §1.3.1 pour la définition précise.
Notons simplement que si tous les points de D apparaissent avec multiplicité 41, alors le
choix d'une section réelle de (det(V), cger(v)) qui s’annule transversalement aux points de
D avec un indice d’annulation donné par la multiplicité du point dans D oriente le fibré
D p(IN). Nous obtenons alors le résultat suivant (voir le Théoreme 1.2).

Théoréme. Soit (N, cn) un fibré vectoriel complexe sur (Xg4, cs). Soit D un diviseur associé
a (det(N), cgeq(ny)- Le fibré Det(N) au-dessus de RC(N) 5 RJ(Z,) est canoniquement
isomorphe a

pT(RN) @ 7D p(N) @ det(H' (24, R)-1)" ™) @ det(RTp) X) (TR, max(Omultn(@)),

$ED|R29

Le fibré p™(RN) est défini en considérant les structures Pin™ sur la partie réelle de N.
Le fibré RJp est un fibré vectoriel réel au-dessus de R.J(3,) qui est orienté par le choix
d’une numérotation des points de D et d’une orientation de RY,. Nous renvoyons au §1.3.1
pour la définition précise. Ce Théoréme nous permet de décrire I'action d’un automorphisme
de (N, cn) sur les orientations du fibré Det(N) de fagon plus topologique.

Nous améliorons enfin le résultat précédent dans deux cas particuliers : lorsque la courbe
est séparante, c’est-a-dire lorsque 3, \ R, n’est pas connexe, et lorsque la partie réelle de
N est non vide et orientable (voir §1.3.5).

Nous passons ensuite a I’étude des espaces de modules proprement dite. Nous déduisons
du §1 la premiere classe de Stiefel-Whitney des espaces de modules de courbes réelles dans
(X,w, cx) auxquelles on ajoute une polarisation (voir le Théoreme 2.1). Afin d’obtenir
des résultats sur l’espace RMZ(X ), nous introduisons une polarisation D sur (X,w,cx),
sorte d’analogue symplectique d’un diviseur anti-canonique (voir 2.3.1). Le sous-ensemble
R/\/lfql(X , D) de RMZ(X ) constitué des courbes réelles J-holomorphes pour des structures
J qui rendent D holomorphe et qui sont transverses & D forme une sous-variété de Banach
de ]RMZ(X ). Si de plus D est donné comme ’ensemble des zéros d’une section réelle de
(T'X,dcx), que l'on appelle polarisante, nous obtenons (voir le Théoreme 2.2) :

Théoréme. Soit (X", w,cx) une variété symplectique réelle polarisée par le diviseur D
donné par une section polarisante. Pour J € RJ,(X) générique rendant D holomorphe, le
fibré en droites réelles det(TRMg(X, D, J)M) est canoniquement isomorphe a

Pj{ ® det(Hl(Eg, R)fl)n_l ® (Hpot)+Tpor

au-dessus de RM;(X, D, J)M.



Nous renvoyons au §2.1 pour les définitions précises des différents termes apparaissant
dans ce résultat. Notons simplement que le fibré p} est orientable des que RX admet une
structure Pin™t et que le fibré T, est défini en considérant les points d’intersection des
courbes avec la polarisation.

Nous donnons enfin des exemples de polarisations et de sections polarisantes dans le
§2.3.3 notamment dans le cas des hypersurfaces de CP™ et dans le cas général en utilisant
des hypersurfaces de Donaldson.

Comme dans le §1, nous faisons apparaitre deux cas particuliers dans lesquels nous avons
de meilleurs résultats pour le probléme considéré (voir §2.2). En particulier, nous obtenons
le résultat suivant (voir le Corollaire 2.4) :

Théoréme. Soit d € Hy(CP3,7Z), g €N et J € RJ,,.,(CP3) générique. Les composantes
connexes de RMZ(CP?’, J) dont les éléments intersectent RP3 sont orientables.

Notations
Dans tout 'article, (X4, cx;) sera une courbe réelle abstraite et (IV, cy) un fibré vectoriel
complexe muni d’une structure réelle au-dessus de (X4, cx).

— RJ(Xy) : 'ensemble des structures complexes sur 3, qui rendent cx, antiholomorphe.

— RC(N) : ensemble des opérateurs de Cauchy-Riemann réels sur (N, cy) (voir [6]).
Pour tout J € RJ(X,), RC;(N) est le sous-ensemble de RC(N) formé des opérateurs
pour lesquels la structure complexe sous-jacente sur ¥, est donnée par J.

- Hg(Eg, N), H(%(Eg,N) : noyau et conoyau de I'opérateur 9 € RC(N).

— RAut(N) : le groupe des automorphismes de N qui commutent avec cy.

— RGL(N) : le sous-groupe de RAut(N) formé des automorphismes relevant 1'identité
de ¥,.

— RSL(N) : le sous-groupe de RGL(N) formé des automorphismes de déterminant 1.

1 Etude des automorphismes réels

1.1 Action des automorphismes sur les structures Pin®

Soit (N, ¢n) un fibré vectoriel complexe muni d'une structure réelle sur une courbe réelle
(¥g, cs). Un élément ® de RAut(N) induit naturellement une permutation ®,+ (resp. ®,-) de
I'ensemble & 2k éléments formé des structures Pin™t (resp. Pin~) de RN (voir [17]). Ceci va
nous permettre de nous ramener au cas du rang 1 (voir la Proposition 1.2 et aussi le Lemme
3.1 de [6]). Avant cela, nous remarquons dans la Proposition 1.1 qu’en général 'action d’un
élément de RAut(N) n’est pas la méme sur les structures Pin™ et sur les structures Pin~ de
RN. Plus précisément, considérons un difféomorphisme ¢ € RDif f+(3,, wi(RN)). Il induit
une permutation o, sur ’ensemble a 2k éléments formé des orientations des composantes
connexes de RY,. Cette permutation laisse stable le sous-ensemble a 2k_ éléments formé
des orientations de composantes connexes de RY, sur lesquelles RN n’est pas orientable.
Notons o, la permutation induite sur cet ensemble.

Proposition 1.1. Soit (N, cy) un fibré vectoriel complexe muni d’une structure réelle sur

(g, cx), de partie réelle non vide, et soit (®,¢) € RAut(N). On a e(®y+) = e(Py-)e(o,).

Commencons par donner une autre définition des différentes signatures intervenant dans
I’énoncé. Le difféomorphisme ¢ induit une permutation des composantes connexes de R,
dont on note ¢y ...¢;...cpy la décomposition en cycles disjoints. On suppose de plus que le



support des cycles c1, ..., ¢ est formé des composantes de RY, sur lesquelles RN n’est pas
orientable. On note [(¢;) la longueur du cycle ¢;.
On associe alors a chaque cycle ¢;
— deux éléments s+ (c;) € {—1,1} : soit (RY,); dans le support de c;, alors sy+(c;) vaut
1 si @) (qui envoie la composante (RN )j sur elle-méme) préserve les structures
Pin* de (RN); et vaut —1 sinon.
— un élément s, (c;) € {—1,1} : soit (RX,); dans le support de ¢;, alors s, (c;) vaut 1 si
©!(¢) (qui envoie la composante (RX,); sur elle-méme) préserve les orientations de
(RXy); et vaut —1 sinon.

Lemme 1.1. Les signes Spi(CZ') et ssp(cl-) ne dépendent pas du choiz de la composante (RX,);

choisie. De plus, on a (P H Spi ¢i), ete(o H sp(ci).

Démonstration. Traitons le cas de o, 'autre étant tout a fait analogue. Fixons un cycle ¢;,
1 <4 <. Son support est formé de I(¢;) composantes connexes de RX . Si ¢} est un cycle
de la décomposition en cycles disjoints de o, dont le support contient une orientation d’une
des composantes du support de ¢;, alors I(c}) vaut soit I(¢;) soit 2l(¢;). Ainsi deux cas se
présentent (voir Figure 1) :

~ soit s,(c;) = 1, autrement dit (c;)"(¢) préserve les orientations de (RX,);, et I(c}) =

l(ei),

~ s0it s,(c;) = —1, autrement dit (¢})!() échange les orientations de (RX,);, et I(c}) =
2l(cz-).
0 () o) (2e) (@) 1()
“®m— - B - 0
0 ¢;(0) () =2(0) ()" 7(o)
(RE,); ¢i(RXy); Ci(Ci)_Z(REg)j Cé(Ci)_l(RZg)j

(C;)I(Ci)(O) (C;)l(cz‘)“!‘l(o) (C;)Ql(ci)_2<0) (c;)Ql(ci)—l(O)

-0 H- - N
0 ¢;(0) () 2(0) ()" (o)
I(c;)—2 I(c;)—1
(RX); ci(Rg); Ci( ) (RX); Ci( ) (RX);
FIGURE 1 - Le cycle ¢} lorsque s,(¢;) = 1 en haut, et lorsque s,(¢;) = —1 en bas.

Dans le premier cas, il existe un autre cycle ¢/ dont le support est formé des orientations



opposées a celles de ¢. Dans le deuxiéme cas, la support de ¢, contient toutes les orientations
des composantes formant le support de ¢;.

La décomposition en cycles de supports disjoints de o, est donc de la forme

e I &

sp(ci)=1 sp(ci)=—1

Dans le premier produit, comme les cycles ¢ et ¢} sont de méme longueur, leurs contributions

au calcul la signature de o, se compensent. Ainsi

I
o) = [ ()7 =] sp(co).
i=1

Sp(ci)=—1

Démonstration de la Proposition 1.1. Grace au Lemme 1.1 on peut réécrire 1’égalité
e(Pp+) = (Pp-)e(oy,)

sous la forme

m m l
1:[ Sp+ (Cz) = 1:[ Sp- (Cz) ]:[ 350<Ci)-

Ainsi, il suffit de démontrer que pour chaque cycle ¢;, Paction de ®) sur les structures
Pin™ de (RN);, ou (RX,); est dans le support de ¢;, coincide avec celle sur les structures
Pin~ de (RN); si et seulement si (RN); est orientable ou bien (RNV); est non orientable et
¢!¢) préserve les orientations de (RX,);.

Remarquons d’abord que si gol(ci) préserve les orientations de (RX,); alors on peut
homotoper ®/(¢) en un automorphisme de (RN); qui reléve Iidentité sur (RX,);. Or I'action
d’un tel automorphisme est la méme sur les structures Pin™ et Pin~.

Supposons maintenant que cpl(ci) échange les orientations de (RX,);. On choisit un
isomorphisme entre (RN); et le modele [0, 1] xR™/(0,v) ~ (1, rv), ot r est 'identité si (RN);
est orientable, et la symétrie orthogonale d’axe e; = (1,0,...,0) sinon. L’automorphisme
(I)?EI%J)V)J- induit un automorphisme f du modele, et quitte & ’homotoper, on peut supposer
qu’il est de la forme f(t,v) = (1 —¢, fi(v)) ou f; est un élément de O, (R) et fo = rfir. Or,
deux relevés de t — 1 — t différent d’un automorphisme au-dessus de l'identité et on sait
que ces derniers agissent de la méme maniere sur les structures Pin™ et Pin~. Il suffit donc
d’étudier I’action de I'automorphisme g : (t,v) — (1 — t,v) sur les structures Pin™* et Pin~
de [0,1] x R™/(0,v) ~ (1,7v).

Notons 7+ : PinZ(R) — O,(R) les revétements doubles et considérons les structures
Pin* sur [0,1] x R"/(0,v) ~ (1,7v) données par [0,1] x Pin(R)/(0,p) ~ (1,eip) =,
[0,1] x On(R)/(0,v) ~ (1,7v) avec 7+ (ei) = . Un relevé §* de g au niveau des structures
Pin* doit vérifier pour tout p € Pint(R), go m+(p) = 7+ o g¥(p). Donc les seuls relevés
possibles de g sont §* : (¢,p) — (1 —t,p) ou §= : (t,p) — (1 —t, —p).

Or ces relevés doivent aussi vérifier pour tout p € Pint(R), §i(p) = €5 i (e p). Mais
ceci n’est possible que si e{ce{c = 1. Ainsi, si (RNN); est orientable g préserve les structures
Pin*, et si (RN); n’est pas orientable, g préserve les structures Pin™ mais pas les structures
Pin™. O



Remarque 1.1. — Notons que si ® est un élément de RAut(N), la valeur de (®,,+) calcule

k
aussi I'action de ® sur p™(RN) = ® Pin™((RN);).
i=1

Etant donné un difféomorphisme réel ¢ de (34, ¢cx), on définit I'automorphisme @, €
RAut(C") au-dessus de ¢ par

¢,: C" — c"
(z,v) = (p(=),v).

Lemme 1.2. Soit n € N. Considérons un fibré L en droites réelles au-dessus d’un cercle.
Alors le fibré LOR®™ admet une structure Pin™ naturelle. En particulier, tout automorphisme
de L ® R®" de la forme &, © ®1 D ... B @y, ou (P, ) € Aut(L) et (P;,0) € Aut(R),
préserve cette structure.

Démonstration. Fixons un isomorphisme entre L et [0,1] x R/(0,v) ~ (1,7v), ou r vaut 1
si L est orientable et —1 sinon. Notons qu’on a en particulier orienté S'. Fixons une fois
pour toutes un relevé e de —1 dans Pin™(R). Lorsque L est orientable, on lui associe la
structure Pin™ donnée par [0,1] x Pin™(R)/(0,p) ~ (1,p). Dans le cas contraire on prend
[0,1] x Pin™(R)/(0,p) ~ (1,ep). On obtient alors une structure Pin™ sur L & R®" par
stabilisation (voir [17]).

Pour vérifier 'indépendance par rapport au choix initial d’isomorphisme, il suffit de
vérifier qu'un automorphisme du modele agit trivialement sur les structures Pint. Un tel
automorphisme & homotopie pres est soit I'identité, soit —1, soit (¢,v) — (1 — ¢, v), soit un
produit des deux derniers. Or, ces trois automorphismes fixent bien les structures Pin™ de
L. O

Remarque 1.2. — Insistons sur le fait que le Lemme 1.2 n’est plus vrai si I’on remplace
Pin™ par Pin~.

Enoncons maintenant la Proposition 1.2 qui permet de décomposer le signe de 1’action
d’un automorphisme sur les orientations de Det(/N) en trois termes.

Proposition 1.2. Soit (N,cy) un fibré vectoriel complexe de rang au moins deuz sur
(Xg,c5) et & € RAut(N). Alors le signe de Uaction de ® sur les orientations du fibré Det(N)
est égal au produit du signe de l'action de det(®) sur les orientations de Det(det(N)) et du
signe de Uaction de ®, sur les orientations de Det(CPWN) 1Y si et seulement si e(@yt) =1

Démonstration. Fixons tout d’abord une structure Pin™ sur chaque composante de RN.
Prenons alors un isomorphisme f : (N, cy) — (det(N) @ CP&(N)-1 Cdet(N) D cg rg(N)_l)
envoyant les structures Pin™ fixées sur RN sur celles données par le Lemme 1.2, et dont le
déterminant vaut 1.

Supposons dans un premier temps que ® préserve les structures Pin™ fixées. L’automor-
phisme ® a méme action sur les orientations de Det(N) que f o ® o f~! sur les orientations

de Det(det(N) @ C®#M~1) Ecrivons maintenant
fo®o f™ = (det(®) & ) o ((det(®) @ @,) "o fodo ).
L’automorphisme g = (det(®) ® ®,) "' o fo®o f~! est au-dessus de I'identité et préserve

les structures Pin™t naturelles données par le Lemme 1.2. De plus, I'action de det(g) =
det(®)~! o det(f) o det(®) o det(f) ! sur les orientations de Det(det(NN)) est triviale. Donc



Iaction de ¢ sur les orientations de Det(det(N) @& C®8N)=1) est triviale d’aprés le Lemme
3.1 de [6]. Ainsi, le signe de 'action de ® sur les orientations de Det(N) est le méme que
celui de laction de (det(®) & ®,,) sur les orientations de Det(det(N) & C¥ 8(V)=1) equel
est donné par le produit du signe de 'action de det(®) sur les orientations de Det(det(N))
et du signe de D'action de @, sur les orientations de Det(C¥ rg(N)—1y,

Dans le cas général, on écrit ® = fo®’ ot f € RSL(N) et ® € RAut(N) préserve les
structures Pin™ fixées sur RN, puis on conclut grace au Théoréme 2.1 de [6]. O

Remarque 1.3. — Nous n’imposons pas dans les hypotheses de la Proposition 1.2 que la
partie réelle de la courbe est non vide contrairement au Lemme 3.1 et au Théoréme 2.1 de
[6] que nous utilisons dans la démonstration ci-dessus. Toutefois, dans le cas d’une courbe de
partie réelle vide, ces deux derniers résultats sont encore vrais et découlent du fait qu’alors
le groupe RSL(N) est connexe (voir le Lemme 1.2 de [6]).

L’action de ®, sur les orientations de Det(C") est étudiée dans le §1.2.1, et le cas du
rang 1 est traité au §1.3.

1.2 Action du groupe des difféotopies réel sur 1’espace de Teichmiiller
réel

1.2.1 Les cas des fibrés trivial et canonique

Soit (X4, cx;) une courbe réelle et considérons tout d’abord le fibré vectoriel complexe
trivial de rang n > 1, C" muni de la structure réelle naturelle notée conj. Notons scn :
RGL(C") — {—1,1} le morphisme calculant l'action du déterminant d’un élément de
RGL(C"™) sur les orientations du fibré Det(C) (voir le §3 de [6] pour son étude). Pour tout
difféomorphisme réel ¢ de (X4, cx), le déterminant de I"automorphisme ®,, nous fournit une
section réelle du fibré (¢*(C, conj)) ® (C, conj)* qui devient donc isomorphe a (C, conj).
Ainsi, on peut étendre scn & tout RAut(C").

D’autre part, un difféomorphisme réel ¢ de (X4, cx2) induit un automorphisme ¢* du
lagrangien H' (3,4, R)_;.

Proposition 1.3. Le signe de l’action d’un élément (®, ) de RAut(C") sur les orientations
du fibré déterminant Det(C") est donné par

£yt (®)sgn (D) det(p™)" € {~1,1}. ()

La Proposition 1.3 correspond au cas particulier du fibré trivial et du diviseur nul dans le
Théoreme 1.2. Notons que les deux premiers termes €,+(®) et scn(®) sont analogues a ceux
obtenus dans [6], et ne font pas intervenir le difféomorphisme ¢, au contraire du troisieme
terme det(¢*)". )

Commengons par quelques remarques. La projection (9,J) € RC(C") — J € RJ(X,)

_ = 1
admet une section naturelle J € RJ(X,) — (99", J) € RC(C"), ou 0y = §(d +iodoJ). Le
fibré déterminant est donc défini sur RJ(3,), et est encore trivialisable sur cet espace qui
est contractile. De plus, il s’écrit

Det(C)jgs(sy) = (HO(Sg,C) 41 ® (AIHI(S4,C) 1))
ot H(Z,, C) 41 et HY(E,, C) 41 sont les fibrés sur RJ(E,) de fibres respectives H(%J(EQ,Q)H

et H%J(EQ,Q)H au-dessus de J. D’autre part, comme (®,)*(9,,J) = (Op+s, ¢*J), Paction
de I'automorphisme ®,, sur les orientations du fibré Det(C") est donnée par son action sur
celles de Det(@")“R J(g,)- Nous pouvons maintenant énoncer le résultat intermédiaire suivant.
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Lemme 1.3. Nous avons un isomorphisme canonique
Det(@”)‘RJ(EQ) = det(Hl(Eg,R)_1)®”,

ot HY(Xy,R)_1 est le fibré trivial au-dessus de RJ(S,) de fibre HY (34, R)_1, tel que pour
tout ¢ € RDif f+(%,), le diagramme

Det(C™)ry(z,) — det(H (24, R)-1)*" (%)

(%)*l i(@‘l)*

Det(C")jry(s,) — det(H!(3g, R)-1)®"

commute.

Démonstration. D’une part, I’évaluation des fonctions J-holomorphes réelles sur (X4, c5)
donne un isomorphisme canonique

/HO(EQ’ Q)Jrl % R

qui nous permet de dire que ®, agit trivialement sur la partie ’HO(EQ, C)41. D’autre part,
nous avons par dualité de Serre

(1! (25 €)= (D K)o,

ot HO(Xy, Kx)—1 est le fibré sur RJ(X,) de fibre HO(X,, K5, j)_1 au-dessus de J, et le
diagramme suivant commute
(H1 (3, ) 11)" 2% HO(Sy, Kx)
t(@’;)i l(dsol)*
(H! (24, ) 41)" 5 HO(Zg Kx) 1.

Serre

Enfin, I'intégration des (1,0)-formes J-holomorphes le long des lacets sur ¥, définit une
dualité
HO(Z,, Kx)1 x Hi(Zg,R) 41 — iR,

ot H1(X4,R)41 est le fibré trivial sur RJ(X,) de fibre Hi(X4, R)41, et nous avons & nouveau
un diagramme

HO(Sg, Kx )1 — (H1(3g,R)41)"
(d<p1)*l i(wl)*
7—[0(297 KE)—l - (Hl(zgaR)—i—l)*

qui commute grace a la formule du changement de variables pour w € HgK J(Eg, Ky) et
ol
ce Hi(Xy,Z)
/ wodp ! = / w.
c go,flc
Tout compte fait, nous avons un isomorphisme
Det(C")ry(s,) = det(H' (Zg, R)-1)*"
et le diagramme (%) commute bien. O



Démonstration de la Proposition 1.3. Vérifions le résulat tout d’abord pour un automor-
phisme de la forme ®, avec ¢ € RDif f*(3%,). Par construction, nous avons e+ (®,) = 1 et
scn(®,) = 1. Le signe topologique () est donc simplement égal a det(¢*)".

D’autre part, le Lemme 1.3 nous montre que I'action de ®,, sur les orientations du fibré
Det(C")ry(z,) est la méme que celle de (™ H* sur det(H! (X4, R)_1)®". On retrouve ainsi
le signe (g) pour ®,.

Pour un automorphisme (®, ¢) € RAut(C") quelconque, on commence par le décomposer
en fod,, ou f € RGL(C"). Or, nous avons déja calculé le signe de 'action de @, et le
signe de celle de f est donné par e,+(f)scn(f). Le produit des deux signes nous donne le
résultat voulu. O

Remarque 1.4. — Le Lemme 1.3 nous permet de préciser le résultat obtenu dans la
Proposition 1.2. Nous obtenons en effet que le signe de I'action d’un automorphisme & €
RAut(N) est le produit de g,+(®) par det(¢*)"8(N)=1 et par le signe de Paction de det(®)
sur les orientations de Det(det(V)). Il reste encore & décrire cette derniére action, ce que
nous faisons au §1.3.

Lemme 1.4. Il existe un isomorphisme canonique
Det(Ks)rJ(s,) = det(H' (Zg,R)-1),

ol Det(Kyx)r(s,) est le fibré sur RJ(Sy) de fibre A9HO(Sy, Kz j) 41 ® (H' (3g, Kx,7)41)"
au-dessus de J, tel que pour tout ¢ € RDif f*(3,), le diagramme

Det(K2)|RJ(Eg) —— det(Hl(Eg, R),l)

(d<p1)*J/ J{(@l)*

Det(KE)HRJ(Eg) e det(’Hl(Eg, R)_l)

commute.

Démonstration. On procede comme dans le Lemme 1.3, sans avoir besoin de la dualité de
Serre. O
1.2.2 Action des difféomorphismes sur Det(73,)

Le Lemme 1.4 permet aussi d’étudier le cas du fibré tangent a la courbe réelle. Rappelons
pour cela qu’étant donné un opérateur de Cauchy-Riemann réel 9 sur un fibré vectoriel
complexe (N, cy), on a un opérateur 9* sur (N*, cy~) défini par

(0" a)(v) = ds(a(v)) — a(w), (*)
pour o € I'(Xy, N*) et v € I'(X,, N).

Lemme 1.5. L’opérateur O* est bien défini et est un élément de RC(N*). Par exemple,
pour les fibrés TY, j et Kx 7, on a

gTE’J = %(VJ +JoV7o J),
Okz,g = 5(d+iodol),
a%E,J = 5Kz,Jv

ou V7 est la connexion de Levi-Civita associée ¢ une métrique induite par J.
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Démonstration. Fixons o € I'(3g4, N*). Il nous faut vérifier que d*a tel que donné par
I'égalité (x) ne dépend que de la valeur en chaque point de la section v € I'(¥,, V). Prenons
pour cela une fonction f € C*°(%,, C). Nous avons alors

9s(a(fv)) — a(9(fv))

(0)0s(f) + fOs(ax(v)) = (s (f)v) = far(Dv)

(9s(a(v)) = (),

@
ce qui montre que d*« est bien défini. La formule de Leibniz se montre de la méme facon.

D’autre part, une métrique associée a J s’écrit A\(z)dz ® dZ dans des coordonnées
10X 0 i 0N O

, . J 0 _ 19X 0 J 0 _ 19\ 0 in<i
locales holomorphes. On vérifie alors que V 29: = X0:0s et VZ, 29: = X0z 0s Ainsi,

V‘]% + 2'10 V% o4 = 0. Donc la structure holomorphe sur 7%, ; est induite par 'opérateur
Org,s = E(V‘] +JoV/ o).

Enfin, toujours dans des coordonnées locales holomorphes, on prend w = wdz et £ = s%
et on calcule

0s(w(8) =0s(ws)
= wdy(s) + 0;(w)s
= w(0ry,5€) + (OK5,gw)(E),

ce qui montre que I7 ; = Jky, J- O

Comme on a une bijection entre RC(N) et RC(N*) on peut comparer les fibrés Det(N)
et Det(IN*), ce qui est 'objet de la Proposition 1.4.

Proposition 1.4. Soit (N, cy) un fibré vectoriel complexe muni d’une structure réelle sur

(3g,cx). Supposons que RN est orientable. On a un isomorphisme canonique Det(N) =

Det(N*)*, ot Det(N*)* est défini au-dessus de RC(N) grice a la correspondance 0 — 0*.
En particulier, si (®,p) est un automorphisme de (N,cy) alors son action sur les

orientations du fibré Det(N) est la méme que celle de (*®~1 ) sur les orientations de
Det(N*).

Démonstration. Considérons la suite exacte
0=>N—->N&N" = N*—0.
Gréace & la correspondance 9 € RC(N) + 0* € RC(N*), on a un isomorphisme canonique
Det(N) = Det(N @ N*) ® Det(N™*)*,

oit la fibre de Det(N @ N*) au dessus de 9 € RC(N) est Det(0 ® 0*).

De plus, nous avons des structures Spin naturelles sur chaque composante de RN ® RN*
données de la fagon suivante. Fixons une structure Spin sur une composante (RN);. Celle-ci
induit une décomposition de (RN); en somme directe de fibrés en droites réelles orientables
définie a homotopie pres. Par dualité, on obtient alors, a homotopie pres, une décomposition
en somme directe de fibrés en droites réelles orientables de (RN); & (RN*); ainsi qu’une
orientation canonique sur ce méme fibré. Nous avons donc une structure Spin sur (RN); &
(RN*);. De plus, cette structure ne dépend pas du choix de structure fait sur (RN);.

Prenons alors un isomorphisme f : N @& N* — C2"8(N) tel que

— det(f) : det(N & N*) = C — det(C?#)) = C vaut 1 et

— f envoie la structure Spin naturelle de chaque composante RN @& RN* sur celle

naturelle de la composante correspondante de R(C? rg(N )).
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Remarquons qu’un tel isomorphisme est uniquement défini & homotopie pres : un autre tel
isomorphisme différera de f par multiplication & droite par un automorphisme de C2 rg(N)
de déterminant 1 et préservant les structures Spin sur R(C? ra(N )). Or d’apres le Lemme 1.2
de [6] ces automorphismes sont homotopes a 'identité.

Nous avons ainsi griace a la Proposition 1.3 un isomorphisme canonique entre Det(N & N*)
et det(H!(Zy, R)_1)®? re(N) . Comme ce dernier fibré est canoniquement trivial, nous obtenons
I'isomorphisme voulu dans 1’énoncé. O

Remarque 1.5. — Insistons sur une conséquence de la Proposition 1.4. Si (N,cy) et
(N’ env) sont deux fibrés vectoriels complexes sur (X, cx), 0 € RC(N) et ' € RC(N') alors
on n’a pas en général d’isomorphisme canonique Det(d ® 9') = Det(d) @ Det(d'). En effet,
en prenant N de rang 1, N’ = N* et ¢ = 0%, l'action d’un élément de (®,¢) € RAut(N)
sur les orientations de Det(N) ® Det(N*) est triviale d’apres la Proposition 1.4, alors
que I'automorphisme induit sur N @ N* = C est ®, dont I'action sur les orientations de
Det(N ® N*) = Det(C) est donnée par det(¢*) d’apres la Proposition 1.3.

Nous avons comme corollaire immédiat du Lemme 1.4 et de la Proposition 1.4 le résultat
suivant.

Corollaire 1.1. Nous avons un isomorphisme canonique
Det(T%g)ry(z,) = det(H1(Zg, R)41),

o Det(TEg)r(s,) est le fibré sur RJ(X) de fibre HO(Sy, Ty 1) 1 @A™ HY (S, TSy 1) +1)"
au-dessus de J, tel que pout tout o € RDif f(3,), le diagramme

Det(T%g)r(s,) — det(H1(Zg,R) 1)

| l%

Det(T%g)r(s,) — det(H1(Xg,R)11)
commute. O

1.2.3 Espace de Teichmiiller réel

Afin de simplifier I'exposé, nous supposons dans ce paragraphe que les courbes considérées
sont de genre au moins deux. Nous commencons par rappeler quelques faits concernant
I'espace de Teichmiiller réel associé a une courbe réelle (X4, cx;) (voir en particulier [22] et
9)).

Le groupe Dif f(X,) des difféomorphismes de ¥, agit sur 'ensemble J(3,) des structures
complexes sur Y, par tiré en arriere :

(0, J) € Diff(y) x J(2,) = ¢*J = s(p)dp o J odp, (%)
ol s(p) vaut 1 lorsque ¢ € Dif fT(3,) et —1 sinon.

Définition 1.1. L’espace de Teichmiiller T (34) associé d la surface compacte orientée ¥4
est le quotient de ’ensemble des structures complezes de X, compatibles avec son orientation
par Uaction du sous-groupe Dif fo(34) de Dif f(Xq) formé des difféomorphismes homotopes
a lidentité,

T(Eg) = J(Zg)/DiffO(Zg)-
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L’espace de Teichmiiller réel associé d la courbe réelle (Xq,cx) est le quotient de RJ(3,)
par Uaction du sous-groupe RDif fo(Xg4) de Dif fo(X4) formé des difféomorphismes homo-
topes a lidentité qui commutent avec cy,

T(3g,cx) =RJI(X,)/RDif fo(Xg)-

Lemme 1.6. Soit p € Dif fy(E,). S’il existe J € RJI(E,) telle que p*J € RJ(E,), alors ¢
commute avec cx.

Démonstration. Comme ¢*J € RJ(X,),

)" J

(pocgop™)*J = Es@i)*(@)* (p*J)
—J

I est donc un automorphisme pour J. Il est de plus

L—=id, et cxop=pocs. O

Le difféomorphisme ¢y 0 @ o cx; 0 p~
homotope a l'identité. Ainsi c¢x; 0 pocx 0™

Le Lemme 1.6 nous assure que inclusion RJ(3,) — J(X,) induit une injection de
T (24, cx) dans T(X,). De plus, 'image de cette application est contenue dans le lieu fixe
T(Eg)es, C T(Xy) de l'action de cx, sur 7(3) induite par ().

Proposition 1.5. (Kravetz [18]) L’espace T (X4, cx) est homéomorphe a la boule unité
ouverte d’un espace vectoriel réel normé de dimension 3g — 3.
(Earle [9]) L’injection T (g, cs) — T (Xg)ey, est un homéomorphisme.

L’espace de Teichmiiller réel est donc contractile et hérite d’une structure de variété
analytique réelle venant de celle de T(2g)cy,. En particulier, I'espace de Teichmiiller réel
associé a une courbe réelle est toujours orientable.

D’autre part, l'action du groupe Dif f(X,) (resp. RDif f+(3,)) sur J(X,) (resp. sur
RJ(X4)) descend en une action du groupe des difféotopies (resp. du groupe des difféotopies
réel) sur 'espace de Teichmiiller (resp. réel).

Définition 1.2. Le groupe I'(X,) des difféotopies de ¥, est l’ensemble des classes d’homo-
topie de difféomorphismes de X, préservant orientation fizée,

L(Sg) = Diff(34)/Dif fo(S).

Le groupe I' (34, cx2) des difféotopies réel de (X4, cx) est l'ensemble des classes d’homotopie
de difféomorphismes réels de (X4, cx) préservant l'orientation fizée,

[(Zg,cx) =RDiff1(2g)/RDif fo(Zy).

Nous avons a nouveau une action de ¢y, sur I'(3,) par conjugaison. Notons I'(3,).
lieu fixe.

5, S0n

Lemme 1.7. L’inclusion naturelle I'(34, cx) = I'(X4) a pour image I'(3g)cy, -

Démonstration. Fixons un difféomorphisme ¢ € I'(X,).,, et montrons qu’il est homotope
a un difféomorphisme réel. Choisissons une structure complexe J € RJ(X,). Alors par
définition, il existe ¥ € Dif fo(E4) tel que

cpopocy = po,
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et

(cg)"@"J = (cg) @ (cn)™J =P " .
Donc ¢*J est un élément de T (X,).,,. D’apres la Proposition 1.5, il existe un difféomorphisme
~ homotope a l'identité tel que v*p*J est réelle. Alors, le diféomorphisme ((p o) ocy) o
(cso(po *y))_1 est un automorphisme pour la structure complexe J et est homotope a
I'identité. Comme la surface ¥, est de genre au moins deux, ce difféomorphisme est égal a
l'identité. D’ott (¢ 0y) o cs; = ¢ 0 (poy). Ainsi ¢ est homotope a ¢ oy qui est réel. O

Remarquons avant de poursuivre que ’on pourrait aussi définir les groupes de difféotopies
en considérant les difféomorphismes a isotopie pres. Il n’est pas évident a priori que I'on
obtienne les mémes groupes. C’est 'objet de la Proposition 1.6.

Proposition 1.6 (Earle-Eells [10]). Les groupes Dif fo(X,) et RDif fo(X4) sont les compo-
santes connexes de l'identité des groupes Dif f(X4) et RDif f(X,).

Théoréme 1.1. Soit (X4,cx) une courbe réelle de genre au moins deux. Le fibré des
orientations de T (X4, cx;) est canoniquement isomorphe au fibré trivial det(Hq(3g,R)41).

En particulier, l'action d’un élément ¢ de I'(X4, cx) sur les orientations de ’espace de
Teichmiiller réel associé d (X4, cx) est donnée par le signe du déterminant de lapplication
@x : Hi(5g,R) 41 = H1(Xg,R)41.

Commencons par décrire le fibré tangent a T (X4, cx).

Lemme 1.8. Le fibré tangent a T (4, cx) est le fibré HY (Xy, TE4)—1 de fibre H (24, TE4. 7)1
au-dessus de J € T (Xg, cx).

Démonstration. D’apres [26], la fibre du tangent & RJ(X,) au point J est

(89, AY' Sy @ T8y s) 1 = {J € D(8g, End(TSy)) | JJ =—JJ, _
—deg o Jodey = J}.

Il nous reste a voir quelle est I'action de I’algebre le Lie de RDif fo(X,) sur cet espace.

Prenons un chemin ¢; € RDif fo(X,) tel que ¢y = id et %“:O =X € I'(5y,T%g) 41

Notons V7 la connexion de Levi-Civita pour une métrique associée & J. Dérivons en zéro le
chemin ¢} J :

dlgfJ)  _ d(dg; o Jodyy)
dt =0 dt It=0
=—(V/X)oJ+Jo(V/X)
= JOrs, X
= Ory,,J(JX),

car V7 est sans torsion, V/J = 0 et Opy, 4,7 est C-linéaire. Or la multiplication par J est un
isomorphisme entre I'(X,, T3,) 41 et I'(X4, T%,)—1. Ainsi, la fibre du tangent a 7 (X4, cx)
est le quotient

[(2g, A} Sy @ TSy 1) -1/0rs,.0 (D(Sg, TEg)-1) = H(Sg, TSg.1)-1.
O

Démonstration du Théoréme 1.1. D’apres le Lemme 1.8, on souhaite étudier ’action du
groupe des difféotopies réel sur les orientations du fibré 7—[1(29, T%,)—1 au-dessus de I'espace
de Teichmiiller réel. Or, la multiplication par J donne un isomorphisme entre Hl(Eg, TY4)-1
et H1(Z,, TS,)+1. Le Théoréme découle maintenant du Lemme 1.1. O
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Le Théoreme 1.1 permet de calculer comme corollaire immédiat la premiere classe de
Stiefel-Whitney du quotient 7 (2,4, cx)/I'(Xy, cx).

Définition 1.3. L’espace des modules M. . des courbes de genre g admettant une involu-
tion anti-holomorphe dont la partie réelle est séparante (resp. non séparante) si e =1 (resp.
sie =0) et a k composantes connezes est le quotient

Mg7k7€ = T(EQ7 CE)/F(ZQ’ CZ)?
ou (Xg,cx) est de type topologique (g, k,€).

Toutefois, I'action de I'(X, cx2) sur T (X, cx) n'est pas libre, et le quotient a des singula-
rités qui correspondent a des courbes ayant des automorphismes.

Proposition 1.7. Si g est strictement plus grand que trois alors ’ensemble des struc-
tures complezes sur (Xq,cx) admettant au moins un automorphisme réel non trivial est de
codimension au moins deur dans T (X4, cx).

Démonstration. On rappelle simplement rapidement le schéma de la preuve (pour plus de
détails, on pourra lire Arbarello-Cornalba-Griffiths [1] Chapter XII, Proposition (2.5)).

Soit J est une structure complexe sur (34, ¢x) admettant un automorphisme ¢ d’ordre
premier p > 1. Alors, le groupe des automorphismes réels de J agit linéairement sur un
voisinage de J dans T (X, cx), et la dimension du sous-espace sur lequel ¢ se propage est
égale a la dimension d de H! (3,4, T, 7)?; qui est le sous espace vectoriel de H' (X4, 7%, 7)1
formé des éléments p-invariants. En notant ¢’ le genre de la courbe X,/¢ et h le nombre de
points ramifiés de la projection, on obtient

d=3g —3+h.
La formule de Riemann-Hurwitz donne aussi
3g—3—d=(p—-1)(3¢ —3) + %h(?)p— 5).
On conclut en étudiant les différents cas selon le genre ¢'. O

Notons Mg , . le sous-ensemble de M, i . formé des courbes sans automorphisme.

Corollaire 1.2. Pour g > 4, la premiére classe de Stiefel-Whitney de M7 .  est donnée par

s€

wy (Mg g o) = w1 (H1(Zg, R)41).

1.3 Automorphismes et diviseurs
1.3.1 Opérateurs de Cauchy-Riemann et diviseurs

Nous passons maintenant au cas général d’un fibré en droites complexes (N, ¢y ) muni
d’une structure réelle sur (X4, cx). Fixons un diviseur D = Zaixi, a; € Z et x; € X,

(2
invariant par cy et tel que

— D est de degré deg(N) et
— pour chaque composante réelle (R ), de ¥, la parité du degré du diviseur Dyrs,), =

Z a;x; est donnée par wi(RN)([RX,]).
$iE(REg)S
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On dira qu’un tel diviseur est compatible avec (N, cy). B
Le diviseur D nous fournit des sections privilégiées de la projection (0,.J) € RC(N) —
J e RJ(S,).

Définition 1.4. Une section Op : J € RJ(Z,) = (9,J) € RC(N) sera dite associée a D si
pour chaque J € RJ(Sy) le fibré (N,0p,;) est isomorphe ¢ Os, ;(D).

Une section Op associée ¢ D induit un fibré en droites réelles sur RJ(3,) dont la fibre
au-dessus de J € RJ(X,) est l'ensemble des sections méromorphes réelles de (N, cn,0p.s)
ayant D pour diviseur. Comme RJ(2,) est contractile, ce fibré en droites est orientable. Un
couple formé d’une section Op associée & D et d’une orientation du fibré en droite induit
sur RJ(X,) est appelé section polarisée associée a D, et on le notera 53

Remarque 1.6. — Le quotient de RC(IV) par I'action de RGL(N) est le groupe de Picard
deg(N)
w1 (RN

Jacobienne réelle de (X4, cx). A un diviseur D compatible avec (N,cy) est associée une

section Ox (D) : RJ(Z,) — RPichi‘gé%\z)(Eg) de ce fibré. Le sous-ensemble RCp(N) des

éléments de RC(IN) qui se projettent sur cette section forme un fibré principal sur RJ (%)
de groupe RGL(N)/R*. Nous avons donc la situation suivante

universel RPic )(Eg), qui est un fibré principal sur RJ(3,) dont le groupe est la

RCp(N)——RC(N) RPico 50, (Z)

\ RJ(EQ) %

Autrement dit, les sections associées a D sont les sections du fibré RCp(IN) — RJ(3,). En
particulier, pour chaque structure complexe J € RJ(3,), il existe un voisinage J € V' C
RJ(X,), des familles continues de coordonnées locales J'-holomorphes ((jr 4,) ey sur des
voisinages disjoints Z/2Z-équivariants Uy, des x;, et une famille continue d’isomorphismes
entre (N, éD, J/,CN)Jrev et les fibrés en droites holomorphes réels définis comme le recollement

de (34 \ {zi}) x C et Uy, x C par les changements de cartes

(Eg\{zi}) NUz, x C = Uy, N (Zg\ {z:}) x C
(z,v) > (2, oz (2)%0).

Le revétement double RCp(N)™ de RCp(N) formé des opérateurs polarisés associés a
D est un fibré principal sur RJ(X,) de groupe RGL(NN)/R? . Ses sections sont les sections
polarisées associées a D.

De plus, nous pouvons décrire comment passer d’une section associée a D a une autre.

Lemme 1.9. Si dp et 0}, sont deux familles d’opérateurs de Cauchy-Riemann sur (N,cx)
associées au diviseur D, alors il existe une application continue F : RJ(3,) — RGL(N)
telle que pour tout J dans RJ(X,) on a 5D7J = Fjéjlj. De plus, cette application est unique
a multiplication par une fonction continue de RJ(X,) dans R* pres.

Si les familles d’opérateurs sont polarisées et que l’on impose que F' préserve les polari-
sations, alors F' est défini de facon unique a homotopie preés.

Démonstration. Le groupe RGL(N)/R* des automorphismes de N modulo les automor-
phismes constants agit librement sur RC(N). En effet, un élément de RGL(N) = RC>®(%,, C*)
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qui préserve un opérateur de Cauchy Riemann sur N est holomorphe, et est donc de la
forme v € N — M € N, avec A € R*.

Par définition, pour chaque J dans RJ (%) il existe un voisinage V' de J et une unique
application continue [F] de V dans RGL(N)/R* telle que pour tout J' dans V on a
Op.y = [F]j,é’DJ,. Par unicité, [F] est en fait définie sur tout RJ(X,). Puis, comme RJ(X,)
est contractile [F] admet un relevé dans RGL(N), c’est-a-dire une application continue
F :RJ(Zy) = RGL(N) telle que pour tout .J dans RJ(X,) on a dp,; = F;0p, ;.

Si les deux familles sont polarisées, alors soit F' soit —F' préserve les polarisations, et
deux familles d’automorphismes qui envoient une famille polarisée sur 'autre different d’une
fonction continue sur RJ(X,) a valeurs dans R . O

Considérons maintenant un quadruplet d’entiers positifs ounulsd = (r*,77,s%,s7) € N4,
Nous pouvons alors considérer le sous-ensemble 23 de (Rzg)r*”‘ X EZ++S— \ A, ou A est la

diagonale épaisse, formé des éléments x = (x*,x7,z",z7),ouz" = (2], ex(z), ..., 25 en(zh))

et 2= = (21,cu(21),..,2.,c5(2,_)) et tels que le diviseur Dy = Z x — Z x +
zext TEX™

st s

7
=1 =1
z)n dira que d est adazpté a (N,cen).

Considérons le fibré en espace affine priRC(N) 5 RJ(3,) x Eg, ou pri : RJ(E,) x Eg —
RJ(34) est la premiere projection. On définit I'ensemble RCeompat(N) C priRC(N) dont
la fibre au-dessus de x est RCp, (N). On dira qu'un élément d de RCp, (N) est polarisé si
on a choisi une orientation de la droite réelle formée des sections méromorphes réelles de

(N, cn,0) de diviseur Dx.

Z (z;r +cz(z+)) — Z (zi_ —l—cz(zi_)) est compatible avec (N, cy). Si Eg est non-vide,

Lemme 1.10. L’ensemble RCeompat(IN) est un fibré RGL(N)/R*-principal au-dessus de

RJ(X4) x Eg. Son revétement double RCCJ;mpat(N) formé des opérateurs polarisés est un

fibré RGL(N) /R -principal. O

Remarque 1.7. — Le groupe RAut(N) agit naturellement sur RCeompat(IN). Toutefois, il
n’agit pas par automorphisme de fibré principal.

Pour chaque élément x de Eg, le fibré RCp, (N) au-dessus de RJ(X,) est trivialisable.
Toutefois, le fibré total RCeompat(N) ne l'est pas. Notons RGL(N)* c RGL(N) le groupe
des automorphismes au-dessus de l'identité qui préservent les orientations de Det(N). Ce
groupe est décrit dans [6]. Rappelons simplement le résultat suivant.

Proposition 1.8. Soit (£, cx) une courbe réelle et (N,cn) un fibré en droites complexes
muni d’une structure réelle. Soit a C X4 une courbe simple orientée. On considere les
éléments f, de RGL(N) de la forme suivante.

1. Si a est une composante de R¥,, on choisit un voisinage tubulaire réel de a de la
forme (0,t) € S* x [-1,1], oti a correspond dt =0 et cx(0,t) = (6, —t). On pose alors
fa(0,t) = — €™ sur ce voisinage et on prolonge par 1 en dehors (voir Figure 2).

2. Si a est une courbe globalement stable par cx, on choisit un voisinage tubulaire réel
de a de la forme (0,t) € St x [~1,1], ot a correspond at =0 et cx(0,t) = (-0, —t).
On pose alors f.(0,t) = — €™ sur ce voisinage et on prolonge par 1 en dehors (voir
Figure 2).

3. Siancg(a) =0, on choisit un voisinage tubulaire de a disjoint de son conjugué de la
forme (0,t) € S* x [~1,1], ot a correspond a t = 0. On pose alors f,(0,t) = —ei™
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sur ce voisinage et on prolonge par fq o ¢, sur son conjugué et par 1 en dehors (voir
Figure 2).

F1GURE 2 — Construction de f,

Dans le premier cas, f, est dans RGL(N)*t si et seulement si RN n’est pas orientable
au-dessus de a. Dans le second cas, f, n'est jamais dans RGL(N)T. Dans le dernier cas, fo
est toujours dans RGL(N)™T. O

La démonstration de la Proposition 1.8 est essentiellement contenue dans celle de la
Proposition 3.3 de [6]. Nous ne supposons pas ici que RY, est non vide, mais les arguments
utilisés dans [6] s’appliquent aussi a ce cas.

Définition 1.5. Soit (N,cy) un fibré en droites complexes muni d’une structure réelle
au-dessus de (X4, cs) et soit d un quadruplet adapté a (N, cy). St la courbe est séparante
et si aucune des composantes de RN n’est orientable, alors on note Dq(N) le fibré 7./27.-
principal trivial au-dessus de RJ(X4) x Zg. Dans tous les autres cas, RGL(N)" est d’indice
2 dans RGL(N) et on consideére le fibré Z/27Z-principal Dq(N) = RC;mpat(N)/RGL(N)+
au-dessus de RJ(Xg) x Eg.

Notation 1. — Soit D un diviseur réel sur (X4, cs). Pour un point z € ¥,, on notera
multp(z) € Z la multiplicité du point x dans le diviseur D. Si D est effectif, on note RJp
le fibré vectoriel réel au-dessus de RJ(X,) dont la fibre est donnée par

multp(z)—1 multp(z)—1
P ( P (T;Rzg)m)@ >, ( R P (Ty*zg)m).

xED‘Rgg m=0 {z,z}eD m=0 ye{z,z}

Le R dans la deuxiéme somme dénote toujours ’ensemble des points fixes de I'involution
induite par cx.

Dans le cas général, on décompose D de facon unique en D™ — D™, o DT et D~ sont
effectifs, de supports inclus dans celui de D et dont les points sont de multiplicités minimales,
et on pose

RJIp =RIp+ @ (RIp-)*.

Notons &, ;+ les sous-groupes des groupes de permutations G,+ engendrés par les
transpositions (2i — 1 2i), 1 <14 < s, et par les permutations de la forme 2i — 1 +— 20(i) — 1
et 2i — 20 (i), pour tout o € Gyx. Par définition, le groupe produit G4 = 6,+ x 6, x

Sy s+ X B9 - agit naturellement et librement sur Z‘% On notera EE,Q) le quotient 23/ Gq.
On obtient un fibré vectoriel réel R7q) au-dessus de RJ(3,) x Zgg) pour chaque d. D’autre
part, 'action de G4 sur E% se releve naturellement en une action sur D4(N). Le quotient
D(a)(N) est un fibré Z/2Z-principal au-dessus de RJ (%) x Egg).
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Remarque 1.8. — Le fibré RJ(q) est le quotient d’un fibré RJq par le relevé trivial de

laction de &4 sur RJ(3,) x 23. Autrement dit, I'action de &4 sur RJg est donnée par
(0,(x,v)) € 64 x RJq = (0.x,v) € RJy. Le fibré RJ(q) n’est pas orientable en général.

Proposition 1.9. Le fibré D4(N) est trivialisable au-dessus de RJ(3g) x 23. De plus
RAut(N) agit par automorphismes de fibré principal sur Dgq(N).

Le fibré ©g)(N) ® det(RJ(q)) est trivialisable au-dessus de RJ (%) x Eég).

Démonstration. Commencons par la premiere partie de la Proposition. Fixons tout d’abord
J € RJ(X,). Prenons un lacet (x;);e[0,1] dans 23. 11 nous suffit de vérifier la trivialité de
Da(N) au-dessus des lacets de la forme ({J} X (x;)),¢[o,1) car RJ(3g) est contractile. De

plus, comme 23 est un produit, il nous suffit de considérer deux cas différents : soit tous les
points de (x;):c[0,1] sont fixes sauf ceux qui sont sur une composante de la partie réelle de
(Xg, cx2), soit seuls les points complexes conjugués de (x;)ic[o,1) bougent.

Prenons le premier cas. Supposons pour simplifier les notations que tous les points de
(X¢)tef0,1] se trouvent sur une composante particuliere de RY;. Choisissons une orientation
de cette composante et numérotons ces points zt, ..., zl dans un ordre cyclique donné par
cette orientation. Prenons des lacets de coordonnées J-holomorphes ¢! : Uf — D, t € [0,1],
7./2Z~équivariantes et centrées en z!. Quitte a pertuber (;t)te[o,l], on peut supposer que
les U! ne s’intersectent pas & un t fixé. Pour tout ¢ € [0, 1], notons (Ny, d;, cn,) les fibrés
holomorphes obtenus par recollement de X, \ x;, x C et U} x C grace aux applications

(Bg\x) NUf xC — UfN ( g \X¢) xC
(&,v) — (& ()miU%

ot m; € {—1,1} est donné par le signe de z! dans x,. De plus, les opérateurs d; viennent
avec des sections méromorphes évidentes.

Fixons un opérateur 0 € RC;(N) associé & x, ainsi qu’une polarisation de 0 et un
isomorphisme entre (N,d, cy) et (Ng, 0o, cn,) préservant les polarisations. Si on trivialise
la famille de fibrés en droites complexes (N, cn,)iefo,1], on obtient une famille continue
d’opérateurs (8t)t€[0 1 sur N associés & (X;)¢e[0,1) et polarisés, définie & homotopie pres. 11
nous faut alors comparer ) = d & 0;. Autrement dit, il nous faut calculer 'automorphisme
de (No, cn,) induit par la trivialisation de (IV¢, cn,). C’est ce que nous faisons maintenant.

Pour tout ¢ € [0, 1], un isomorphisme entre (No,cn,) et (Ng, cn,) est décrit dans les
trivialisations par les applications suivantes

(N0)|U$OU; (Nt)U;
(z,0) (2, ;(2)v)

%

—
(No)worgaty = (Ne)sy\gaty
(Z,U) = (27¢f,](2)”)

(No)jsp\faopret = (N)ue

(2,0) = (2,0 (2)v 2Jo)

NoJizo\o iy = (Vi)zo\x,
(2,0) = (2,0 (2)v)
Il nous faut définir ¢'(z2), n J- (2), 97 ;(2) et 0] ;(2). Nous voulons de plus que pour t = 0 on ait

1,

ni(z) =1, 99(2) = (&))" (2), 00 (2) = (&)™ (2) et ¢°(2) = 1. Supposons pour simplifier
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la démonstration que les disques U} sont disjoints & chaque temps ¢ et que un seul disque U}
a la fois peut intersecter UJQ pout chaque ¢. Notons n! € N le nombre de disques U ]t disjoints
de UiD au temps ¢ 'ayant touché a un temps précédent. Ainsi, on a n? =0etn; =r. On
t PP . t e

pose alors 7 ;(z) = (—1)". On définit aussi ¢} ;(2) = (—=1)" (€4) "™ (2) sur (U} \ {J:E};) nUj,
prolongée sur tout U \ {z%} de sorte que lorsque U N UJ = 0, ¢} ;(z) = (=1)". Puis
0; i(2) = (—1)™ (€9)™i (2) sur (U9 \ {z9}) N U?, prolongée sur tout (¥, \ {z91) N U de sorte
que lorsque U N U} = 0, 0} ;(z) = (=1)"~1. Enfin, on pose ¢'(z) = Pi(2)(€))™i (2) sur
U2\ {x?}, P (z) = vaj(z)(fj.)_mj (z) sur U]t- \ {29}, pronlongée par 1 en dehors d’un voisinage
tubulaire de RX, contenant tous les disques U}. Ce dernier prolongement est possible car
l'indice de ¢'(z) le long des deux lacets formés de RY, o I'on a remplacé les intersections
R¥, N Uio et R, N U}! par les bords supérieurs, respectivement inférieurs, des UZ-O et Ul est
nul pour tout temps ¢ (voir Figures 3 et 4).

FIGURE 4 — Construction de ¢; lorsque n! = 2

Par construction, ces fonctions sont compatibles avec les changements de cartes et four-
nissent bien une trivialisation de (NV¢, cn, )iejo,1]- Lorsque ¢ = 1, on obtient un automorphisme
de (Np, cn,) donné par ¢;. Cette fonction vaut 1 en dehors d’un voisinage de la composante
de RY, considérée, son signe sur celle-ci est égal & (—1)" et son indice transversalement a
celle-ci vaut r mod 2. Ainsi, si RV est orientable sur cette composante, ¢; y est positif et
son indice transversalement & cette composante est pair. Donc ¢ € RGL(N)T d’apres la
Proposition 1.8.

Supposons maintenant que ce sont des points complexes conjugués de (Kt)te[o,l] qui
bougent. On peut supposer tout d’abord qu’'une seule de ces paires est mobile et subdiviser
a nouveau en deux cas : soit I'image de ces points forme un lacet sur ¥, globalement stable
par cx, soit elle est formée de deux composantes complexes conjuguées. En utilisant la méme
technique que dans le cas précédent et la Proposition 1.8, on montre le résultat voulu dans
ce cas ci.

Passons maintenant a 'action de G4. Remarquons tout d’abord que la restriction a
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{J} x E_E,Q) du fibré det(RJq)) est isomorphe en tant que fibré Z/2Z-principal a 23/ GE —

Egg), ou 63 est le noyau de la signature sur &4. Or, la démonstration du premier point

montre que pour tout 0 € G4 et x € 23 tels que x et 0.x sont dans la méme composante

connexe de Zg, I'automorphisme de Dy (N) induit par la trivialisation de Dq(/N) au-dessus
d’un chemin joignant x a ¢.x ne préserve les orientations que lorsque la signature de o vaut

1. Ce qui montre le deuxiéme point. O
Remarque 1.9. — Notons que la démonstration de la Proposition 1.9 montre que le fibré
RCpat (V) West en général pas trivial.

Insistons aussi sur le fait que si (x;);c[0,1] est un chemin de points de 23 ol 'on ne fait
qu’échanger deux points complexes conjugués, on a Dx, = Dy , mais la trivialisation de
D4(N) le long de (x)e[o,1] ne donne pas I'isomorphisme trivial Dy = Dy .

1.3.2 Action d’un automorphisme général

k
Rappelons que I'on note p™(RN) = ®Pin+((RN)i) si rg(N) > 2. Lorsque (N, cy)
i=1

est un fibré en droites complexes, on adopte la convention que p™(RN) = R. Tous les
isomorphismes entre fibrés en droites réelles que nous considérons sont définis & homotopie
pres. Nous omettons de le préciser dans la suite pour soulager les énoncés.

Théoréme 1.2. Soit (N,cn) un fibré vectoriel complexe sur (X4, cx).

1. Soit D un diviseur associé a (det(N), cqet(ny)- Le fibré Det(N) au-dessus de RC(N) =
RJ(Xg) est canoniquement isomorphe a

pHRN)ET D p(N)det(H(S,,R) 1)V adetRTp) Q) (TIRS,)mx0muito@),
CCEDUREg
ot Dp(N) = RCp(det(N))T/RGL(det(N))*.
2. Soit d un quadruplet compatible avec (N, cy). Le fibré Det(N) au-dessus de priRC(N) =
RJ(3,) X Egg) est canoniquement isomorphe a

pT(RN) @ 7* (33@ (N)® det(RJ@)) ® (pra o m)* Tiq) @ det(H' (Zg, R)_q)8N),

rt+
ou Tiq) est le fibré tautologique sur Eég) de fibre ®T;+REQ au-dessus du point
i=1 '
X = ($1F7.."1:7Jnr+7$1*7”"1:;77z+7z—)'
Remarque 1.10. — En particulier, si (®,¢) : (N,cn) — (N’ cnr) est un isomorphisme

entre deux fibrés vectoriels complexes sur (24, cx), alors le diagramme suivant commute

p+(RN) R m* (©(Q) (N) ® det(Rj(g))) & (p?"z o W)*T(g)

Det (V) ) ™)
®@det(H"(X4,R)_1)™®

P \L*‘P@@@Lﬂ*@dg@

Det(N') — pH(RN) ® (7')* (D(a) (V) ® det(RT(q)) ) @ (prh 0 7') T
® det(H' (Sy,R)_1)e@V).

21



;,rm-n le nombre de composantes connexes de RN qui ne sont pas orientables. On

appellera le quadruplet d,,,;,, = (r;m, 0, max(0,deg(N) — rt . ), —min(0,deg(N) — r} ))

Notons r

minimal. Dans ce cas, les fibrés ©g  (N) et RJg _ sont orientables et fixer une orientation

au-dessus d’une composante connexe de ngm en fixe une pour toutes les autres. Ainsi,
pour tout (®,¢) € RAut(N), on peut considérer I'action de ® sur les deux orientations
de Dgq __ (N) que l'on notera ¢(®p,,,,). L’action de (®,p) sur celles de RJg _ est notée
E(@gmn). Rappelons que comme dans le §1.1 nous notons o, la permutation induite par ¢
sur les orientations des composantes de RY, au-dessus desquelles RNV n’est pas orientable.

Le Corollaire 1.3 est I’application directe du Théoreme 1.2 au cas de d,, ;.-

Corollaire 1.3. Soit (N,cn) un fibré vectoriel complexe sur (Xq,cs) de partie réelle non

vide. Soit (P, @) € RAut(N). Son action sur les orientations du fibré Det(N) est donné par
le produit 5(<I>p+)5(<I>gmin)5(gpgmm)g(ag) det(@*)rg(N),

Remarque 1.11. — On peut expliciter un peu plus le terme z-:(gonm) en termes topologiques.
En effet, lorsque la courbe n’est pas séparante, il est égal a la signature de la permutation
¢ry: induite par ¢ sur I’ensemble des composantes connexes de RY, au-dessus desquelles
RN n’est pas orientable. Lorsque la courbe est séparante, il est égal a cette méme signature

si et seulement si deg(N) — r:gm est un multiple de 4 ou si ¢ préserve les deux composantes
connexes de X, \ RX,.

Avant de passer a la démonstration du Théoreme 1.2 qui occupe le §1.3.3, énongons le
Lemme 1.11.

Lemme 1.11. Soient (N,cn) et (N',cnr) deux fibrés vectoriels complexes sur (3q,cx) et
D un diviseur réel associé a (det(N), cqer(n)) et (det(N'), caer(nvy). Une orientation sur
Det(N)@Dp(N)@pT(RN) en induit naturellement une sur Det(N') @ D p(N') @pT (RN').

Lorsque (N, cn) = (C, cony), il existe un isomorphisme canonique
Det(C) ® Do(C) = det(H' (2,4, R)_1).

Démonstration. La premiere affirmation est une reformulation de la Proposition 1.2 dans le
cas d’un automorphisme relevant 'identité. En effet, prenons un isomorphisme f : (N’ cy/) —
(N, cn). Celui-ci induit naturellement un isomorphisme

Det(N) @ Dp(N) @ pT(RN) = Det(N') @ Dp(N') @ p™ (RN').

Il nous suffit de vérifier que si g : (N',cn/) — (N,cn) est un autre isomorphisme, alors
go f~1 € RGL(N) préserve les orientations de Det(N) @ Dp(N)@p T (RN). En effet, go f~1
reléve idy, donc d’aprés la Proposition 1.2 et la définition de D p(N), g o f~! préserve les
orientations de Det(IV) si et seulement si det(go f~1) ® (g o f~!) préserve les orientations
de Dp(N) @ pT(RN).

Le second isomorphisme est une reformulation du Lemme 1.3. En effet, I'isomorphisme
Det(C)ry(s,) = det(H'(Xy,R)_1) induit un isomorphisme ¢ : Det(C) — det(H'(3y,R)_1).
Toutefois celui-ci ne respecte pas l'action de RGL(C). On obtient I'isomorphisme voulu de
la fagon suivante. Etant donnée une section polarisée 0t de RCy(C), il existe une famille
F:RJ(X4) = RGL(C) telle que F*0% = 97, ott Ocan,g = 35(d +iodoJ) et est munie de
la polarisation triviale. De plus, F' est uniquement définie & homotopie pres. On pose alors

D9(C) — Det(C)* ® det(H'(3g,R) 1)
ot = v* ®to F(v),
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pour v une section quelconque de Det(C). On vérifie que cet isomorphisme est bien défini &
homotopie prés, et que l'isomorphisme qu’il induit entre Det(C) @ Do(C) et det(H (X4, R)_1)
commute avec 'action de RAut(N) d’un coté et RDif fT(X,) de lautre. O

1.3.3 Transformations élémentaires réelles négatives

Supposons dans un premier temps que N est de rang un. La démonstration du Théoreme
1.2 consiste a se ramener au cas déja traité du fibré trivial sur la courbe (voir §1.2.1) au
moyen de transformations élémentaires négatives. Tout ce paragraphe est consacré a 1’étude
de ces transformations. Fixons pour cela une structure complexe J € RJ(%,). Prenons
un opérateur de Cauchy-Riemann réel 9 € RC;(N). Notons A le faisceau des sections
holomorphes de (N, ).

Soit D' = Z az T + Z bi.zy(2 +Z) un diviseur effectif réel. On notera

rERY, {Z,E}EEEQ)
b{275}71
Do,y iom = R @0 Byezz ((T;20)™ @ N,)
m=
az—1

RN,,. = P (T;RZ,)™ @ RN,)

m=0
et Nipr = @ RNa,a @ Ab{z;}{zi}‘
zeD] {z,z}eD’'—D;

[REg [RSg
Remarquons que pour orienter N|p/ il ne suffit pas d’orienter chaque droite apparaissant
dans la somme. Il faut aussi prendre en compte 'ordre dans lequel ces droites apparaissent.

Définition. Pour un diviseur effectif réel D" sur ¥, dont tous les points sont de multiplicité
au plus 1, la transformation élémentaire réelle négative en D' du faisceau N est le faisceau
localement libre N_pr muni d’une structure réelle défini par la suite exacte

0= N_pr =N =25 Njp — 0.

On définit la transformation élémentaire réelle négative en un diviseur effectif réel quelconque
en répétant le procédé ci-dessus. Le faisceau N_p: obtenu est de rang un, de degré deg(N) —
deg(D') et sa partie réelle est de premiére classe de Stiefel- Whitney wi(RN) — ( fREg)PD.

A premiére vue, une transformation élémentaire négative est une opération sur un fibré
holomorphe. Toutefois, dans la suite du paragraphe, on montre qu’en fait cette opération est
bien définie « & isomorphisme pres » sur le fibré en droites complexes sous-jacent.

Comme nous I'avons remarqué dans [6], apres une transformation élémentaire réelle néga-
tive en D’ du faisceau NV, on retrouve un fibré en droites holomorphe réel (N_pr, 0_pr, cn,—pr).
On a de plus deux inclusions naturelles Z/2Z-équivariantes

i_pr: LPP(S,, N_p) — LFP(S,, N)_pr
jopr: LEYP(S, A%Y, @ N_p/) — LF1P(5,, A0y, @ N)

otk >1,p>2et L*?(2,, N)_p désigne les éléments de LEP(X,, N) qui s’annulent aux
points de D’ comptés avec multiplicités. De plus, les deux inclusions i_p/ et j_ps induisent

une application
IN_ 00 RC;(N) = RC;(N_pr)
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telle que l'injection i_ s induise pour chaque opérateur &' € RC J(N) un isomorphisme entre
le faisceau des sections holomorphes de (N_pr,t_pi(0')) et celui des sections holomorphes
de (N,d') qui s’annulent en D’ & T'ordre donné par les multiplicités des points dans D’ (voir
par exemple [6] ou la Proposition 1.10 plus bas).

Si (®,¢): (N,en) — (M, cpr) est un isomorphisme entre deux fibrés en droites com-
plexes sur (X4, cx) et D' un diviseur effectif réel, alors (®, ¢) induit un isomorphisme entre
LFP(2,, N)_pr et LEP(S,, M)_,, (pry qui n’en induit pas forcément un entre LFP(2y,N_p)
et LkP (X4, M_,. D/)). Nous avons toutefois la Proposition suivante.

Proposition 1.10. Soit (N, cn) un fibré en droites complezes sur (3q,cx) et J € RJ(5,).
Soit D' un diviseur effectif réel et (N',cn) un fibré en droites complexes obtenu aprés
transformation élémentaire réelle négative de (N, cn) en un diviseur effectif réel D'. Alors,
il existe une application tyr : RC(N)/RGL(N )y — RC(N')/RGL(N")y définie naturellement
et prolongeant tn+ j, ou lindice 0 indique que ['on prend la composante connexe de l’identité
d’un groupe topologique.

Soit (M, car) un autre fibré sur (X4, cx) et (®,¢) : (N,en) — (M, car) un isomorphisme.
Soit (M, cpr) un fibré en droites complexes obtenu aprés transformation élémentaire réelle
négatives de (M, cpr) en o (D'). Alors (®, ) induit un isomorphisme (P_pr, @) : (N, enr) —
(M cppr) tel que (®_p)* otpy = tyr o ®*. De plus, (P_pr, ) est uniquement défini d
multiplication par une fonction de RC*> (3,4, C*) homotope d la fonction constante 1 pres.

Démonstration. Le fibré N’ est défini comme le recollement de Nig\pr et Ny, , ou Upr
est une union disjointe de disques ouverts centrés aux points de D’ et Z/2Z-équivariant, par
les applications de recollement

Ny, @Dy = Nig\p)nty,, .

(&z>v) = (& &)

ot (Uy,z,&x)zep sont des cartes J-holomorphes Z/27Z-équivariantes. On voit donc que si
0 est un élément de RC;(N), alors ses restrictions a chaque ouvert %, \ {D'} et Upr se
recollent et donnent 'opérateur ¢y, 7(0).

On remarque ensuite que tyv ; induit bien une application notée de la méme fa-
¢gon de RC;(N)/RGL(N)y dans RC;(N')/RGL(N')y car, pour tout f € RGL(N)y =
RC®(2,,C*)g = RGL(N")g, on a ty: j(f*0) = f*(tnr.1(9)).

Soit J1 € RJ(Ey) et J; € RJI(X,), t € [0,1], joignant J & Ji. Prenons une famille
continue (U, ¢, L) e D' tefo,1) de cartes Ji-holomorphes et Z/2Z-équivariante avec 0 =¢,.
On obtient alors pour chaque ¢ € [0, 1] un fibré en droites complexes (NN}, CN{) qui est obtenu
par transformation élémentaire réelle négative de (N, cy) en D’. Comme [0, 1] est contractile,
il existe une unique famille continue d’isomorphismes f/ : N’ — N/, t € [0,1], & homotopie
pres trivialisant la famille (NV/, CNg)te[o,l}- On peut de plus supposer que fj = idy. Posons
alors tyr 7, = (f1)* o EN - Il nous faut vérifier que cette application ne dépend ni du
chemin (J¢)yeo,1) choisi ni des coordonnées (&);c[0,1] choisies. Prenons une famille continue
(Uapas Ci)te[o’l] de cartes Ji-holomorphes Z/2Z-équivariantes avec ¢¥ = &,. A nouveau on
obtient une famille (Ny', cnr)icpo,1) de fibrés en droites complexes sur (g, cx) trivialisée
par f;' : N' — N/, t € [0,1]. De plus, on a une famille d’isomorphisme F;, dépendant de
t € [0,1], entre N; et Ny’ donnée par l'identité sur N5 \ps et par le quotient E%%Zi sur
N,,.- Onade plus (Fy)* oty j, =ty j,. D'autre part, Fyo fj : N' — N/, t € [0,1], fournit
une autre trivialisation de (N, cyn), donc Fy o f est égal & fi’ & homotopie pres. Ainsi,
ona (f{)* otny = (Fio fi)" oty = (fi)" o tny, s, ce qui montre I'indépendance de
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notre définition par rapport au choix des cartes holomorphes. L’indépendance par rapport
au choix du chemin (J;)y¢[o,1] découle du fait que RJ(3,) est contractile.

Le fibré M’ est défini de facon analogue & N en utilisant des cartes Jj;-holomorphes
(Vawzs Co)zep, (pry Qui sont Z/2Z-équivariantes. Prenons J; € RJ(%,), t € [0, 1], un chemin
joignant Jo = J a J1 = ¢*Jyy, et (Uéxx, ffg)a:eD',te[o,l] un chemin de cartes J;-holomorphes et
7./27-équivariante avec £ = &, et &1 = +¢L o . Le signe dans cette derniére égalité apparait
car on souhaite garder des coordonnées qui sont Z/27Z-équivariantes. On obtient ainsi une
famille (NV/, ¢y7) de fibrés en droites complexes. L’automorphisme (@, ¢) induit naturellement
un isomorphisme entre (N7, cyy) et (M, ear) que Uon compose avec la trivialisation de la
famille (Ny, cy;) pour obtenir un isomorphisme (®_pr, @) de (N',cnr) dans (M', cppr). Ce
dernier n’est défini qu’a multiplication par un élément de RGL(N') homotope & I'identité
pres, et ne dépend pas des trivialisations choisies. Le fait que (®_p/)* oty = tyr o O*
découle directement des définitions. O

Dans les Lemmes 1.12, 1.13 et 1.14, on définit des isomorphismes entre des objets associés
aun fibré (N, cy) (resp. (M, cpr)) et des objets associés a un fibré (N’ cyr) (vesp. (M',cpr))
obtenu par transformation élémentaire en un diviseur effectif réel D’. La naturalité de ces
isomorphismes signifie que pour tout isomorphisme (®,¢) : (N,cy) — (M, cpr), ceux-ci
commutent avec 'action de ® a droite et celle de ®_ps a gauche.

Les Lemmes 1.12 et 1.13 décrivent l'effet d’une transformation élémentaire réelle négative
sur le fibré déterminant. Pour la démonstration, on renvoie a [6], Lemmes 3.16 et 3.17, ou a

[23].

Lemme 1.12. Soit (N,cy) un fibré en droites complexes sur (34, cs;). Soit D' un diviseur
effectif réel dont tous les points sont de multiplicité au plus 1 et (N',cn+) un fibré en droites
complezes obtenu aprés transformation élémentaire de (N,cn) en D'. Linjection i_pr induit
naturellement un isomorphisme entre R (@,ep Ny) et Nipr. O

Lemme 1.13. Soit (N,cn) un fibré en droites complexes sur (X4, cs). Soit D' un diviseur
effectif réel et (N', cy:) un fibré en droites complexes obtenu aprés transformation élémentaire

de (N,cn) en D'. Les inclusions i_p/ et j_p induisent un isomorphisme canonique entre
Det(N) et ((tn)* Det(N')) @ Nipr. O

Le Lemme 1.14 décrit l'effet d’une transformation élémentaire réelle négative sur le fibré
Dp(N).

Lemme 1.14. Soit (N, cn) un fibré en droites complezes sur (X4, cx) et D un diviseur compa-
tible avec ce fibré. Soit D' un diviseur effectif réel et (N',cn+) un fibré en droites complexes ob-
tenu aprés transformation élémentaire de (N, cn) en D'. Il existe un isomorphisme canonique

mult pr (x
a homotopie prés entre D p(N) et Dp_p/(N') ® ((T;Rzg)m“lm(‘”) ® RNx) o ()

zeD’
IRSg

dessus de RJ(X).

Remarque 1.12. — Par abus de notations, on confond le fibré en droites réelles
It mult ()
®uepr,, ((TIRD,)™ 10 @ RN, )

- avec le Z/27Z-fibré principal associé.
g

Démonstration. Fixons une section 8B associée a D. Elle induit une section de

DD*DI(N’) ® ((T;Rzg)multp(x) ® RNw)multD/(z)

zeD/
[REg
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donnée par

[t (05)] Q) (dmitn @) gymultp: (),

zeD!
IRSg

ol o est une section méromorphe de (N, 51'5 ;) pour un J quelconque, de diviseur D et donnant

la polarisation de 5'5. Cette section ne dépend pas du choix de . Supposons que 5;5’/ est une
autre section polarisée associée a D qui induit la méme section de D p que 875. Il nous faut dé-

. It
montrer que 97", induit la méme section de ® p_ s (N') ® ((T;Rzg)m“lt[’(x) ® RNwa o)

zeD]
|RSg

que 525_ pr pour obtenir I'isomorphisme voulu. D’apres le Lemme 1.9, il existe une famille
continue Fp : RJ(X,) = RGL(N)™ telle que 53, = F*(9},). D’apreés la Proposition 1.10,
apres transformation élémentaire, on obtient une famille continue Fp_p : RJ(X,) —
RGL(N') égale & Fp sous l'isomorphisme RGL(N) = RC*®(X,,C*) = RGL(N’). Re-
marquons qu’il y a des cas oit Fp_pr n'est pas a valeurs dans RGL(N')", auxquels cas
[tN/(égl)] = —[tn/(9})], et une section de D p(N) n’induit pas une section de D p_p/(N').
D’apres la Proposition 1.8 (voir aussi la Proposition 3.3 de [6]), le signe de 1'action de
Fp_p sur les orientations de Det(N') se décompose en deux parties : I'une ne dépend pas
de N’, 'autre compte le nombre de composantes orientables de RN’ dont Fp_ps échange
les orientations. Ainsi Fp_ps est & valeurs dans RGL(N’)" si et seulement si la parité
de ce dernier nombre ne change pas en faisant la transformation élémentaire. Calculons
donc la différence de parité lors du passage de N a N’. Fixons une composante (RX,);
de la partie réelle de X4. Si D’ a un nombre pair de points comptés avec multiplicités sur
(RX,);, alors (RN); et (RN'); ont méme orientabilité et cette composante ne contribue pas
au signe recherché. Notons de plus que dans ce cas Fp_p agit toujours trivialement sur
mult ()

Ducrr, . ((T2ES,™) o BN,

|[(R3g);

impair de points sur (RX,);. Les fibrés (RN); et (RN’); n’ont plus la méme orientabilité.
Deux cas se présentent :

. Supposons maintenant que D’ a un nombre

1. soit Fp_p est positif sur (RX,); et cette composante ne contribue toujours pas au
signe recherché,
2. soit Fp_p est négatif sur (RX,); et cette composante change le signe recherché.
. . . mult pr ()
De plus, dans le premier cas Fp_ps agit trivialement sur &), Dlas)
gl

—
mais pas dans le second. Ainsi, lorsque [63_ ol = [83_ o], on a

(TyRD )mitr@ g RN,)

® (dglultp(z)o_)multD/(m) — ® (dTultD(x)Ul)multD/(x) c ® ((T;Rzg)multD(z) ® RN,

/ / /
:cED“RZg IED\REQ IED\REQ

>multD/ (z)

et lorsque [éﬁ_D,] - f[éziD,]’ on a
® (d?ultp(x)o.)mult[)/(w) [ ® (d;nultD(rr)O.l)multD/(x) c ® ((T;Rzg)multf,(z) ®RNI)multD,(m)

/ / /
xEDURZg xGD‘Rzg xGD‘Rzg

mult ()

La section de ® p_p/(N') ® ((T;REg)m“ltD(x) ® ]RNx) obtenue ne dépend donc

zeD!
RS

que de la section [9})] de Dp(N).
On vérifie de la méme facon que I'application construite est bien un isomorphisme. La
naturalité de celui-ci est immédiate. O
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Notons que la Proposition 1.10 et les Lemmes 1.13 et 1.14 montrent qu’une transformation
élémentaire négative est une opération naturelle au niveau des fibrés en droites complexes.
En effet, si (IV,cy) un fibré en droites complexes sur (3g,cx), D un diviseur compatible
avec ce fibré, D’ un diviseur effectif réel et (N',cnr) et (N”,cnyn) deux fibrés en droites
complexes obtenus apres transformation élémentaire de (N, cy) en D', alors idy € RAut(N)
induit naturellement un isomorphisme F' entre (N’ cn/) et (N”, cyn), défini & homotopie
pres et tel que les trois diagrammes suivant commutent

RC(N')/RGL(N') ((tn)* Det(N')) @ Nip

tarr

RC(N)/RGL(N)o - Det(N) /
RC(N")/RGL(N")q ((tx)* Det(N")) @ N pr

Dp_p(N) ® ((T;Rzg)muu@(;p) ® RNx>multD/(z)

z€D!
[REg

Dp(N) F*@idy

mult 5 (x
Dp_p(N") ® ((T;REg)m“ltD(x) @]RNI) o ()

z€D/
RS

1.3.4 Etude de ’action des automorphismes associés a un diviseur

Nous passons maintenant a la démonstration du Théoréme 1.2 proprement dite. Nous
commencons par le cas d’un fibré en droites complexes, puis nous montrons comment s’y
ramener a partir du cas général.

Démonstration du Théoréme 1.2. Soit (N, cy) un fibré vectoriel complexe muni d’une struc-
ture réelle sur (¥, c;). Commengons par fixer un diviseur D compatible avec (det(N), cge(n))-
Afin d’alléger les notations, nous sous-entendrons les tirés-en-arriere des fibrés et considére-
rons qu'ils sont tous définis au-dessus de RC(N).

Premier cas : rg(IN) =1

Ecrivons D sous la forme D = DT — D~ ou D et D~ sont effectifs et pour tout
dans le support de D, mult p+(z) = max (0, multp(x)) et multp (z) = —min(0, multp(z)).
Prenons un fibré en droites complexes (N’, c¢y/) obtenu apres transformation élémentaire
réelle négative de (N,cy) en DT (voir §1.3.3). D’apres la Proposition 1.10 et les Lemmes
1.13 et 1.14, nous avons un isomorphisme naturel

Det(N) @ Dp(N) = Det(N') @ D p_p+(N')
@det(Nps) @ @ ((TiRS,)™2) @ RN,

zeDt
RS

(%)

) multp (z) '
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, + . . . . X + + + + N
Décomposons D™ en trois diviseurs effectifs : DT = D|2g\Rzg + D|Rzg,0 + D|Rzg,17 ou
D‘EE o> Trespectivement Dﬁm 1> contient les points réels de D% qui sont de multiplicité

. EX . . . 9 . . . .
paire, respectivement impaire. On a alors les isomorphismes canoniques suivant : pour les

points complexes conjugués

multp(z)—1
det( D Rl B Oyeen ()" @ N,)) = det(RT e ),

2g\RX
(z3}eD+ m=0 B0 \%2a

pour les points réels de multiplicités paires

det( P (@ P NTIRE,)™) @ RN,) = det(RT ),

mEDH@Eg,O e
car pour chaque = € Dﬂl’mg 0’ @QZ%D (‘(E)fl(T *RY,)™ est de dimension paire,
ltp(x)
® ((T;REg)m““D(’”) & RNx>mu p(z _R,
zeDT

[RSg,0
et pour les points réels de multiplicités impaires
multp(z)

detl @D (@UPO T IRE)M ORN,) @ ((TyRS,)™0@ 9 RN,

zeDT zeDT

[REg,1 R=g,1
_ * multp(z)
det(RjDﬁﬂ.W) @ (TiRX,) .
QUEDUREQ1

Ainsi I'isomorphisme (x) devient

Det(N) ® Dp(N) = Det(N') @ Dp_p+(N') @ det(RTp+) @ X (TZRE,)™ @) («)

zeD}t
IREg

Prenons maintenant un fibré (N” cy») obtenu aprés transformation élémentaire de
(C,conj) en D~. Nous avons un autre isomorphisme naturel

Det(C) ® Do(C) = Det(N") @ D_p— (N") @ det(RTp- ). (%)

Remarquons de plus que (N',cy) et (N”, cyn) sont isomorphes. D’apres le Lemme 1.11,
on a un isomorphisme canonique

Det(N') @ Dp_p+(N') = Det(N") @ D_p- (N"). (% * *)
En combinant les isomorphismes (*'),(x*) et (* x %), on obtient

Det(N) ® Dp(N) = Det(C) ® Do(C) @ det(RTp) (X) (TyRE,)™ ),
xED‘Ezg

Ainsi, d’apres le Lemme 1.11, on a un isomorphisme canonique
Det(N) ® Dp(N) = det(H'(X,,R)_1) @ det(RTp) ® (T;Rzg)multD(:p)7

+
xeD‘Rzg
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ce qui conclut le cas du rang un. Notons que cet isomorphisme ne dépend pas des choix de
N’ et N” comme nous 'avons remarqué a la fin du §1.3.3.

Second cas : rg(IN) > 1

D’apres le Lemme 1.11, on a

Det(N)RD p(N)@pt (RN) = Det(det(N)@CBMN) 20 p(det(N)BCEN " @pT (R(det(N)pCEN) 1Y),

D’aprés le Lemme 1.2, pt(R(det(N) & C#M~1)) = R. On conclut alors en utilisant le cas
précédent, le Lemme 1.11 et la Proposition 1.2.
Pour le deuxieéme point, pour chaque élément x = (xf, .. ,x:l,azl_, .. ,x},z*‘,z_) €
Eég), nous avons un isomorphisme canonique
o+

Det(N) = pT(RN) @ Dp, (N) @ det(H* (24, R)_1)"5 ™) @ det(RIp, ) X) T RY,.
=1

En considérant une famille & un parametre de diviseurs, on vérifie que la famille obtenue
d’isomorphismes est bien continue. Ainsi, on obtient un isomorphisme canonique

priDet(N) = pT(RN) @ D g)(N) @ det(H' (Sg, R) 1)) @ det(RT(q)) ® T(a)-

1.3.5 Deux cas particuliers

Nous précisons 1’énoncé du Théoreme 1.2 dans deux cas particuliers : lorsque la courbe
(34, cx) est séparante puis lorsque la partie réelle du fibré (N, cn) est orientable. Nous
retrouverons ces deux cas au §2.

Le cas séparant Soit (N, cy) un fibré vectoriel complexe au-dessus d’une courbe (34, cx)
séparante. On désignera par RE; (resp. REg_) la réunion des composantes connexes de
RY, sur lesquelles RN est orientable (resp. ne 'est pas). On note k = bg(RX,) et k_ =
bo(RX; ). Notons Ory la droite réelle ® o((RN)c), ol o((RN)).) est la droite réelle
cCREF

engendrée par les deux orientations opposées de RN restreint a la composante ¢ de RE;. Un
automorphisme ® € RAut(N) induit un élément ®, de GL(Ory). D’autre part, on note H
la droite réelle engendrée par les deux orientations complexes de RY,. Un difféomorphisme
0 € RDif fH(X,, w1(RN)) d’une courbe (X4, cx) séparante induit une transposition 0525’
sur les deux orientations complexes de RY, et une permutation ‘:0\igzg des composantes de
RY .

Corollaire 1.4. Soit (N,cn) un fibré vectoriel complexe sur (Xq,cx) que l'on suppose
séparante. Il existe un isomorphisme canonique

deg(N)+k_

Det(N) = p* (RN) ® Opy @ det(Ho(RE;,R)) @ det(H'(Zy,R)_1)® V) @ H— =

En particulier, soit o € RDif fT(3g, w1(RN)) et @ € RAut(N) un relevé de . Le signe
de Uaction de ® sur les orientations du fibré Det(N) est donné par

Ept+ (@) det(®,)en (),

deg(N)+k_
ot en(p) = 8(0’529) = £(egs,) det(¢*)8) ne dépend que de o et de (N, cy).
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Démonstration. Prenons d,,;,, comme dans le Corollaire 1.3. D’apres le Théoreme 1.2, il

existe un isomorphisme canonique entre fibrés en droites réelles au-dessus de priyRC(N)

pri Det(N) = p*(RN)@det(H' (29, R)-1)*Ner (@, , 1@det(RTq, , 1) (pr2om)*(Ta

=min

))-

Or, comme la courbe est séparante, on a un isomorphisme canonique entre 7(gq), . ~au-dessus

de Eég’"i”) et le fibré produit Egg”“'") x HF-. D’autre part, on a un isomorphisme canonique
d ) deg(N)—k_

entre det(RTa_ ) et (RJ(Sg) x Symin)) x (det(Ho(RE, ,R)) ® H— 2 ). Enfin, le
fibré Q(gmin) au-dessus de RJ(¥,) x Eﬁ,ﬂm) est canoniquement isomorphe au fibré produit
(RJ(S,) x Bmin)y % Ogy. En effet, Papplication

D@,.) — Orn

5+
{aD,J = Qecrsy e

ot o est une section méromorphe réelle de (det(N ), cget(n), 53 ;) de diviseur D et donnant la

polarisation de (53 7» est bien définie d’apres le Corollaire 3.1 de [6] et donne 'isomorphisme
canonique voulu. Ceci termine la démonstration. O

Le cas Spin Lorsque la courbe n’est pas séparante, nous ne trouvons pas de résultat aussi
général que le Corollaire 1.4. Nous pouvons toutefois préciser le Théoreme 1.2. Nous utilisons
pour cela des structures Spin associées a un fibré vectoriel complexe muni d’une structure
réelle (N, cn) (qui est supposé de degré pair), dont nous notons RSpin(N) I'ensemble (voir
[7] ou [6]). Insistons ici sur le fait que si 'on a encore une bijection entre les structures Spin
sur N (muni d’une structure holomorphe) et les classes d’isomorphisme de racines carrées
de son fibré déterminant det(NN) (voir [2]), celle-ci dépend de la structure holomorphe sur
N. Ainsi lorsque nous parlerons d’une structure Spin sur N comme d’une racine carrée du
fibré déterminant, nous ferons attention a préciser 'opérateur de Cauchy-Riemann sur N
considéré.

Enfin, comme nous considérerons des structures Spin réelles sur (N,cy) (lorsque
w1(RN) = 0), remarquons qu'une telle structure, donnée par un fibré en droite holo-
morphe L, induit une semi-orientation sur le fibré RNV ; ¢’est-a-dire que si nous fixons une
orientation sur une des composantes de RV, toutes les autres sont automatiquement orientées
(voir [7]). De plus, comme nous supposons toujours que RY, est non vide, la structure réelle
Cdet(N) se releve en une structure réelle cg, sur L unique a multiplication par ¢ pres. Le
choix d’un tel relevé fixe une orientation sur RN, et 'autre relevé induit I’autre orientation.
Notons O]%{ ~ la droite réelle engendrée par les deux semi-orientations de RN associées a la
structure £. Si un automorphisme ® € RAut(N) préserve une structure Spin réelle £ sur N,
alors ® induit une permutation ®,¢ sur les semi-orientations associées a §.

Par ailleurs, la premiere classe de Stiefel-Whitney w¢ d’une structure Spin réelle £ est
toujours bien définie et ne dépend pas de la structure holomorphe choisie sur N. Pour
w € HY(RY,,Z/2Z), on pose HL,(REg,R) = (KX)  H'((RZ,);,R).

w([RYg]:)=1

Corollaire 1.5. Soit (N, cn) un fibré vectoriel compleze sur une courbe (X4, cs;) de partie
réelle non vide. Supposons de plus que le degré de N est pair et que la premiére classe de
Stiefel Whitney de RN est nulle. Il existe un isomorphisme canonique

Det(N) = p*(RN) @ det(H' (24, R) 1)) @ (Of )" ® H,, (RS, R).
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entre fibrés en droites au-dessus de RC(N) x RSpin(N).

En particulier, soit p € RDiffT(3,) et ® € RAut(N) un relevé de ¢ qui préserve une
structure Spin réelle £ € RSpin(N). Le signe de l'action de ® sur les orientations du fibré
Det(N) est donné par

ey (B)e(Dy ) (o %) det(ip*)EV),

ot agg est la permutation induite par ¢ sur l’ensemble des orientations des composantes de
RY, sur lesquelles we est non nulle.

Démonstration. Supposons pour simplifier que N est de rang 1. Prenons une structure Spin
réelle € sur N de premiere classe de Stiefel-Whitney w € H'(RX,, Z/2Z). Fixons un point
x; sur chaque composante de RY, sur laquelle w est non nulle et prenons un diviseur D
deg(N) — 21

l
associé & N de la forme D = ZQCL‘i +2 1

i=1
existe un isomorphisme canonique

(z + %). D’apres le Théoreme 1.2, il

Det(N) = 7D p(N) @ det(H' (2, R)_1) @ det(RTp),

car les points réels de D sont tous de multiplicité 2. De plus,

l
det(RJp) = Q) T RE, = Hy, (RE,, R),
=1

car la multiplicité de z est paire.
Il nous faut vérifier que 7D p(N) ® (O]% ~) 79 est naturellement orienté. Prenons tout
d’abord un élément [83 ;] de ®p(N). Remarquons qu'une section méromorphe réelle s

associée a 53 7 induit une structure Spin réelle sur N : au-dessus d’un lacet sur 3, qui ne
passe pas par un des points z;, z ou z, s donne une trivialisation de N qui, par définition
se releve dans la structure Spin induite. Si on homotope un lacet v sur ¥, pour le faire
traverser un des points z ou z et obtenir un lacet 4/, alors on a

2deg(N) — 21

1 f=[soq] € Hi(RY,Z/2Z),

[so] =[50+
ou f est la classe de la fibre. Si on homotope un lacet v sur 3, pour le faire traverser un des
points x; et obtenir un lacet 4/, alors on a

[son] =[soy]+2f =[s0r] € Hl(RJJ\r,,Z/QZ).

De plus, la structure Spin réelle donnée par Oy, J(%) est la méme que celle induite par
une section méromorphe associée a 6$ 7» et nous la noterons ¢’. La section s induit une
orientation de RN qui est compatible avec la semi-orientation donnée par ¢£’.

—r

Si [81’7+J,] est un autre élément de ®p(N) qui induit la méme orientation de ®p(N) que

[83 1, notons ¢” la nouvelle structure Spin réelle obtenue. Alors, d’aprés le Lemme 3.4 de
[6], il existe un automorphisme f € RGL(N)" uniquement défini & homotopie pres tel que
1 =¢&" et f envoie orientation de RN fixée par [5B ;] sur celle fixée par [5;’;;],].
D’autre part, il existe un automorphisme h € RGL(N) qui envoie la structure £ sur
¢'. De plus, d’aprés le Lemme 3.4 de [6], Pautomorphisme h est unique & homotopie et
multiplication par —1 pres. Si g est impair, alors h et —h ont méme action sur Det(NV). La

structure ¢ induit une orientation de ® p(/N) donnée par h*[(‘;j{) ;] Celle-ci ne dépend pas du

choix initial de la section [51'5 ], car 'orientation obtenue en utilisant [(95}] est donnée par
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h* f* [élD’TJ,] et f € RGL(N)™. Si g est pair, h et —h ont des actions opposées sur Det(N).
Supposons par exemple que h € RGL(N)T. Alors h*[9}) ;] induit une semi-orientation de ¢.

Celle-ci ne dépend pas non plus du choix initial de la section [8E ], car la semi-orientation

obtenue en utilisant [5;’;,/] est donnée par h* f* [5;’;],] et f envoie l'orientation de RNV fixée

par [55 ;] sur celle fixée par [5;},]. Ceci fournit donc un isomorphisme D p(N) — O% N

On vérifie enfin que I'isomorphisme obtenu ne dépend pas du diviseur D choisit : tous les
autres qui conviennent lui sont homotopes, et la construction précédente dépend contintiment
de D. O

2 Orientabilité des espaces de modules de courbes réelles

Soit (X, w, cx) une variété symplectique réelle de dimension 2n au moins 4. Nous nous
intéressons a l'orientabilité des espaces de modules de courbes réelles dans X . Nous rappelons
tout d’abord succintement la construction de ces espaces (en suivant principalement [23]
et [26]) ainsi que le rapport avec le fibré déterminant. Nous énongons ensuite des résultats
concernant leur orientabilité.

2.1 Espaces de modules et fibré déterminant

Soit 3, une surface réelle compacte orientée de genre g, et [ un entier assez grand. Nous
notons comme précédemment J(X,) (resp. J, (X)) I'espace des structures complexes de
classe C! sur X, compatibles avec l'orientation fixée sur la surface (resp. sur X et calibrées
par w). Le sous-ensemble R.J,(X) de J,(X) est formé des structures presque complexe J
telles que cx est J-antiholomorphe. C’est une variété de Banach contractile (voir [26]).

Définition 2.1. Une courbe pseudo-holomorphe paramétrée de genre g dans X est un triplet
(u, Js,J) € LFP(Z4, X) x J(8y) x Ju(X), ou 1 < k < et 2 < p, vérifiant

du+ JoduoJs =0.

On dit qu’une courbe pseudo-holomorphe (u, Jx., J) réalise la classe d € Ho(X,Z) siu.([E,]) =
d. Enfin, une courbe (u,Jx, J) est dite injective quelque part s’il existe un ouvert non vide
U C Xy tel que u est une immersion sur U et

Ve e U, v Hu(z)} = {z}.

Définition 2.2. Pour d € H2(X,Z), et r € N, on note PgW(X) lespace de modules des
courbes pseudo-holomorphes paramétrées de genre g dans X, injectives quelque part, réalisant
la classe d, avec r points marqués, c’est-a-dire,

P (X) = {(u, J5, J,2) € LFP (3, X) x J(Z) X Jo(X) x T | du+ J o duo Jy =0

ux([X4]) = d
u est injective quelque part
VI<i#j<r z#z}.

Prenons une permutation 7 de {1,...,r} d’ordre 2 admettant au moins un point fixe.
Comme expliqué dans [26], le groupe Dif f(%,) des diffSomorphismes de classe C'*! de 3,
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agit sur P‘g{T(X ) par reparamétrage :

(¢, (u, Js, J,2)) € Dif f(£4) x P2, (X)

L (wedT (67 s, . 6(2)) si ¢ € Dif f+(5)
(u o Cb_l’ _(¢—1)*J2, J, (qb(zT(l)), cee ¢(ZT(7‘)))) sinon.

Une courbe pseudo-holomorphe est dite réelle si elle est fixée par ’action d’un élément non
trivial cy; de Dif f(3,) qui est alors unique (autrement dit, une courbe n’est fixée que par
un seul difféomorphisme non trivial). De plus, le difféomorphisme ¢y est une involution
qui renverse 'orientation fixée sur ¥, c’est-a-dire une structure réelle. A chaque structure
réelle ¢y est alors associé RCEPgm(X ), Pensemble de ses points fixes dans Pgﬂ,(X ). Notons
]RTP;{T(X ) la réunion de tous ces ensembles. Cet espace est une variété de Banach séparable
de classe C'=* (voir Proposition 1.4 de [26]).
Remarquons qu’une structure réelle ¢y, agit sur X7 par

(2’1, .. ,ZT) — (CE(ZT(l))7 . ,CE(ZT(T))).

Sur une courbe réelle marquée, la configuration de points 2z est un élément de R, (%7), le
lieu des points fixes de 'action de cx sur 3.

Prenons une structure réelle ¢y, sur ¥, et considérons (u, Jy, J, z) € ]RCEP;{T(X ). Le fibré
E, = w*TX est un fibré vectoriel complexe sur (¥4, cy), de rang n, de degré ci(X)d, et
cx induit une structure réelle cg, dessus. On note Hcl1 (X)d(]REg,Z/QZ) C H'(RX,,Z/27)
I'image réciproque de c;(X)d par I'application d’augmentation w € H'(RX,,Z/2Z)
S wrs,);, € Z/2Z. Ainsi, on a wi(RE,) € Hcll(X)d(REg,Z/QZ).

Lemme 2.1. L’application wey, : (u, Js, J, z) € Rcng,r(X) — w1 (REy) € Hcll(X)d(REg,ZﬂZ)
est localement constante. O

Ainsi, on peut écrire RCEP;T(X )= U w, ! (c), ot chaque w!

s (c) est une
ceH (RSy,Z/2Z)

1
c1(X)d
union de composantes connexes de RCEP;T(X ). On dira qu'un quadruplet d’entiers naturels
d est adapté a ¢ € Hcll(X)d(REg,Z/ZZ), si d est adapté a (E,,cg,) pour chaque courbe
(u, Jx, J, z) € wi(c) (voir §1.3.1). Posons alors

R-Py,pa(X) = L L] wey () x B
e €DIff~(Zg) c€HY (i), (REg,Z/2Z)
(cs)?=ids d adapté a ¢

Autrement dit, on a ajouté & chaque courbe une configuration réelle de points marqués
signés supplémentaire formant un diviseur adapté au tiré en arriere du tangent a la variété
ambiante. Insistons sur le fait que deux composantes w_! (c) x Egg) et w ] (c) X Eég/) peuvent
ne pas étre disjointes en oubliant les signes des points marqués, mais elles apparaissent tout
de méme toutes les deux dans la réunion totale si d # d’.

Introduisons quelques fibrés sur ces espaces de modules.

Lemme 2.2. 1. Il existe un fibré Z/2Z-principal p% au-dessus de RPg(X) dont la
bo(RXg)
fibre au-dessus d’un point (u,Js,,J) est ® Pint((RE,);). De plus, l’action de
=0
Dif fH(3g) sur RPg(X) se reléve naturellement sur p%.
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2. 1l existe un fibré 7/2Z-principal ® au-dessus de RPd o1 (X) dont la fibre au-dessus
d’un point (u,Js,,J,x) est Dy, p, (Ey) (voir la deﬁmtzon 1.5 au §1.3.1). De plus,

Uaction de Dif fT(3,) sur RPdpol( ) se reléve naturellement sur ®.

3. I existe un fibré en droites réelles Ty, au-dessus de RPg’pol(X) dont la fibre au-dessus
d’un point (u, Jx,, J,x) est det(RJx)® ® T;RY, (voir §1.3.1). De plus, laction
zextNRY,
de Dif fT(X,) sur RPdpol( ) se reléve naturellement sur Tpy.

4. Il existe un fibré en droites réelles Ly o1 (resp. Ly ) au-dessus de RTP;{T,pOl(X) (resp. au-

dessus de R Pd (X)) dont la fibre au-dessus d’un point (u, Js,, J, 2,x) est det(R; @,¢, T22,)®
det(Tx RE ) (resp. det(Rr @, T.%,) ). De plus, laction de Dif f* (%) surRPdrpol( )
(resp. sur RP;{,,( )) se reléve naturellement sur Ly o (resp. Ly).

5. 1l existe un fibré en droites réelles H' | au-dessus de RPg(X) dont la fibre au-dessus d’un
point (u, Jx,,,J) est det(H'(34,R)_1). De plus, Uaction de Dif f+(3y) sur ]RP;I(X)

se reléve naturellement sur H1 .

Démonstration. Notons ev : (u,Jy,J,z) € RPg(X) XXy = u(z) € X et E = ev*TX.
Ce dernier est un fibré vectoriel complexe, et cx induit une structure réelle cg dessus,
de sorte que la restriction de (E,cg) au-dessus de {(u, Jx, J)} x ¥, est égale a (Ey,cpg,).
Prenons un voisinage U C RPg(X) de (u,Jy,J) qui trivialise (E,cg). C’est-a-dire que
I’on a une application F de classe C! entre (E, cg)v et (Ey,cg,) x U telle que pour tout
(v, J5;,J') € U, F induise un isomorphisme entre (E,, cg,) et (Ey, cg, ). L’application F induit
bo(RXg)
un isomorphisme entre le fibré p} restreint & U et le fibré trivial ® Pint((RE,);) x U.
i=0

Ceci définit la structure de fibré Z/2Z-principal sur p}. De plus, un difféomorphisme ¢ €
Dif ft(%,) induit un isomorphisme ¢* : (Ey,cg, ) — (Equ,chwfl) = (¢ "Y)*(Bu,cE,)
naturel, ce qui induit une action naturelle de Dif f(3,) sur p}.

Notons II,,,; : RPdel( ) — RPg(X ) Papplication d’oubli des points marqués. Reprenons
les mémes notations que ci-dessus. Le fibré (II,;)*(E, cg) est trivialisé par F' au-dessus de
U x E% pour tout les d adaptés. On a de plus une application n : U x Eg — RJ(3,) x Eg
d’oubli de X. L’application F' induit alors un isomorphisme entre le fibré © restreint a
U x Zg et le fibré n*®(E,). Ceci donne & ® une structure de fibré Z/2Z-principal. L’action
de Dif f*(3,) sur © est donnée de la méme fagon que précédemment.

Les trois derniers points du Lemme sont immédiats. O

Notons II, : R Pdrpol( ) — depol( et II: R Pdrpol( ) — RPg(X) les applications
d’oubli des points marqués. Celles-ci sont Dif fT(X,)-équivariantes. D’ aprés le Lemme 2.2,
nous avons cing fibrés II*p%, (IL.)*D, (IL)*Tpor, Ly po et TT*HY; sur R, P4 o rpol (X)-

Nous voulons maintenant considérer des courbes non paramétrées. Pour cela on remarque
que Dif f+(3,) agit librement sur R, P4 o.rpol(X ). Nous notons R /\/lg rpol(X) le quotient de

R, P4 'rpol( ) par l'action libre de szf“‘( g)- Les fibrés H*pX, (I1,)*D+, (11,)* pols L pol
g,r,pol (X)

La projection naturelle 7 : R/\/lg( ) — RJ,(X) est une application Fredholm entre
variétés de Banach (voir [26] et [16]). Il existe un fibré en droites réelles Det(m) au-dessus de

RMZ(X) dont la fibre en [u, Jx;, J] est A" ker(d,, s, s7) @ (Amax coker(d[u,J&J]ﬂ))* (voir
[19] Annexe A.2).

et H*H !, induisent des fibrés notés de la méme facon sur R, M¢?
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Théoréme 2.1. Le fibré I1* Det(r) est canoniquement isomorphe a II*p% @ (IL)*(D ®
Tpor) @ I (HL,)#n 1

En particulier, pour une structure presque compleze J € RJ,(X) générique, R, M? (X,J) =

g,mpol
(o II)~Y{J} est une variété lisse vérifiant

Wi (RM ot (X, ) = w1 (0P © (I,)* (D4 @ Thar))

g,r,pol ; —+ w1 (anol ® II* (H£1)®n—1>

| |7

Remarque 2.1. — On peut remarquer que le fibré en droites réelles H*; sur RMg(X ) est
en fait le tiré en arriere d’un fibré sur RM, par I'application 7 : RMg(X ) = RM, d’oubli
de X. Et d’apres le Corollaire 1.2, wi(HL;) = n*wi (RM,).

La deuxieme partie du Théoréme 2.1 découle de la premiére en remarquant d’une part que
I'application II est partout réguliere, donc que coker(dp, s, s x| (7 © I1)) = coker(djy, 5, 17),
d’autre part que le noyau de dy, s, s (7 o II) entre dans la suite exacte

d[usz 1 J,2,%]

I
0= REP TS, ®RTLES — ker(dy, gy, 755 (7 0 I1)) ker(dpy, s,,7) — 0,

z€z

puis en appliquant les Théorémes de Sard et des fonctions implicites. Nous noterons dans la
suite RJ/9(X) le sous-ensemble de RJ,(X) formé des valeurs régulieres de 7.

Le fibré vectoriel complexe (F,cg) sur RPg(X ) x ¥4 induit deux fibrés de Banach
E et & sur R”Pg(X) de fibres respectives en (u,Js,J), &, = LFP(X,, E,)4+1 et & =
Lkilﬁp(Zg,Agng ® Ey)41. Laction de Dif fT(X,) sur RPg(X) s’étend de fagon natu-
relle & ces deux fibrés. De plus, étant donnée une courbe (u, Jy, J) € RPg(X ), le fibré E,, est
muni d’'un opérateur de Cauchy Riemann réel généralisé noté D,,, dont la partie J-linéaire
notée 0, induit un structure holomorphe sur E, (voir [16]). On obtient ainsi un opérateur
D : & — & qui est de plus Dif fT(X,)-équivariant (voir [26]).

D’autre part, pour une structure réelle donnée cs, sur X4, on a deux fibrés de Ba-
nach 7 et 77 au-dessus de RJ(%,) de fibre respectives Ty, = LFP(3,,T5) 11 et Tj =
Lk_Lp(Eg,AOJ;Eg ® TY,)11 et un opérateur 0 : T — 77 valant d;, au point Jx. De plus,
cet opérateur est RDif f1(X,)-équivariant. En tirant en arriére ces objet par I'application
d’oubli de X, on obtient deux fibrés de Banach T et 7 au-dessus de ]RPg (X) et un opérateur
9:T — T qui est Dif f+(3,)-équivariant.

On notera Det(D), respectivement Det(d), les fibrés en droites réelles au-dessus de
R/\/lg(X) dont la fibre en une courbe [u,Js,J] est Det(D,), respectivement Det(Jy,,).
Rappelons maintenant la Proposition 2.1 (voir [23] Corollaires 2.2.3 et 1.5.4, et [26]).

Proposition 2.1. Il existe un isomorphisme canonique Det(m) = Det(D) ® Det(9)*. O

Démonstration du Théoréme 2.1. Le Théoréme 2.1 découle maintenant de la Proposition
2.1, du Théoréme 1.2 et du Corollaire 1.1. En effet, en combinant ces trois résultats on a

IT* Det(nr) = II* Det(D) @ IT* Det(H)*
= (i © ()" D* @I (HL)®" © (1) Tt ) © (T HLy).

2.2 Deux cas particuliers

Nous précisons le Théoreme 2.1 dans les deux cas traités au §1.3.5.
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2.2.1 Le cas séparant

Nous pouvons partitionner RTMZJ(X ) (resp. RTP;{T(X )) en sous-ensembles RiePMCgl’T(X )
(resp. REPP¢ (X)) qui contient les courbes réelles séparantes et RZSP M (X) (resp.
RZSGPP;T(X )) qui contient les courbes réelles non séparantes.

Remarquons que sur RTMgJ, (X), nous avons une fonction localement constante k_ &
valeurs dans {0,...,g + 1} qui associe a la courbe [u, Jy, J, z] le nombre de composantes de
R¢y 24 sur lesquelles RE, n’est pas orientable.

Considérons sur ]RTP;{T(X ) le fibré en droites réelles Ox de fibre Orp, au-dessus de
(u, Jx, J, z) (voir §1.3.5).

Enfin, lorsque la courbe (X,,cs) est séparante notons H,, l’ensemble constitué des
deux orientations de R¢, X, provenant de l'orientation fixée sur Xy et RX " la réunion des
composantes de RY,; au-dessus dequelles RE,, n’est pas orientable. Posons H (resp. R,,) le
fibré en droites réelles sur Rf_epPg’T(X ) associé au Z/2Z-fibré principal de fibre H., (resp.
det(Ho(RX,R))) au-dessus de (u, Jx, J, 2).

Tous ces fibrés en droites sur ]RiePPg’T(X ) induisent des fibrés sur ]Riep/\/lg,r(X ) que

nous noterons de la méme fagon. Le Corollaire suivant découle de la Proposition 2.1 et du
Corollaire 1.4.

Corollaire 2.1. Le fibré I1* Det () sur REP M (X) est canoniquement isomorphe au fibré
en droites
c1(X)d+k_

det(H*(Z,,R)_1)" ' @R, @ H 2 ®pk ®Ox.
O

Le cas des courbes séparantes a déja été traité par plusieurs auteurs. Welschinger dans [27]
a calculé la premieére classe de Stiefel-Whitney du compactifié de 'espace RTMg ey xa (X)
T2

lorsque (X, w, cx) est une variété symplectique réelle fortement semi-positive dont la partie
réelle est Pin®. Le Corollaire 2.1 et le Lemme 2.3 nous permettent de retrouver une partie
de ce résultat (voir Corollaire 2.2).

Lemme 2.3. 1. Si 7 nlest pas l'identité, alors les fibrés L, et H sur RiePM;T(X) sont
orientables.

2. Les fibrés L, et H sont orientables sur les composantes connexes de ngp./\/lgyr(X) qui
regroupent les courbes dont au moins une composante de la partie réelle contient trois
points marqués.

Démonstration. Prenons [ug, (Jz)o, Jo, zg) € RrM (X)) et choisissons un lacet 7 : [0,1] —
RTMgJ,(X) tel que v(0) = (1) = [uo, (Jn)o, Jo, z9]- Ce lacet se reléve en un chemin
(uta (JE)t7 Jt,ét)te[o,l] dans RTPg,T(X) joignant (uUa (J2)07 J07§0) a (uh (JE)lv leél) = ‘P'(UO’ (JE)Oa Joaé[))a
ou ¢ € RDif fT(X,). On obtient alors une trivialisation de L, (resp. de H) au-dessus de
[0,1] en choisissant une famille continue ¢, € RDif f*(X,), t € [0,1], telle que pour tout
t €[0,1], ¢; *(z;) = 2o. La valeur de la premiére classe de Stiefel-Whitney du fibré L, (resp.
de H) appliquée a ~y est alors donnée par le signe de I’action de dd)fl ody sur les orientations
de R (Té()E;") (resp. de H,y,).

Dans le premier cas, z, contient au moins une paire de points complexes conjugués. En
particulier, gf)fl o p fixe ces deux points. Comme les courbes considérées sont séparantes,
cela implique que qbl_l o ¢ préserve les deux orientations de RY, provenant de l'orientation

fixée sur X,. Ainsi, ¢; ' o ¢ préserve les orientations de R (Tgo 2?) et de H,,.
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Dans le second cas, (bl_l o ¢ fixe trois points sur une des composantes de R¥,. En
particulier (;51_1 o préserve les orientations de cette composante. A nouveau, ¢1—1 o préserve

les orientations de R (Té o E;”) et de H,,. O

Remarque 2.2. — En général, le fibré H n’est pas orientable. Considérons par exemple
R*? M o(CP?). La premiere classe de Stiefel-Whitney de H n’est pas nulle au-dessus d’un
faisceau de droites réelles passant par un point fixé.

Corollaire 2.2. Soit (X,w,cx) une variété symplectique réelle de dimension au moins 4.
Supposons que la partie réelle de X admet une structure Spin. Alors pour tout d € Ho(X,Z)
tel que c1(X)d > 0, m > 3, et J € RJ,(X) générique, la variété ]RTM&m(X, J) est
orientable. Ol

2.2.2 Le cas Spin

Pour d € Ha(X,Z) tel que ¢1(X)d est pair, notons ]RTM;I:,Q(X) (resp. RTP;I”P(X)) I'union
des composantes de RM% (X) (resp. R,PY(X)) sur lesquelles nous avons wi(RE,) = 0.
Considérons RTM&;?W”(X ) (resp. RTPg;;?pm(X ) le revétement & 29751 feuillets associé au
(Z/2Z)9+F1-fibré principal sur R, M%2(X) (resp. R, P2 (X)) dont la fibre en [u, Jx, J, 2]
est formée des structures Spin réelle sur E,,. Nous disposons sur RTMZ:;?”"”(X ) du fibré en
droites réelles O}S;p M associé au Z/2Z-fibré principal dont la fibre au-dessus de ([u, Jx, J, 2], §)
est composée des deux semi-orientations de RE associées a & (voir §1.3.5). D’autre part, sur
chaque composante connexe de RTPg;;qpm(X ), toutes les structures Spin réelles ont méme
premiere classe de Stiefel-Whitney. On définit donc le fibré H} (RX,, R) sur RTPg;;,gpm(X )
de fibre ® HY((RX,);,R) au-dessus (u, Jx, J, 2,&), ot € est de premiére classe de

w([REy];)=1
Stiefel-Whitney w. On note encore H&}(REQ, R) le fibré induit sur ]RTngfpm(X ).
Le Corollaire suivant découle de la Proposition 2.1 et du Corollaire 1.5.

Corollaire 2.3. Soitd € Ho(X,Z) tel que c1(X)d est pair. Le fibré IT* Det () sur RTMngpm(X)
est canoniquement isomorphe au fibré

det(H' (24, R)_1)" ' @ HL(RE,, R) © (O5P™)' 9 @ pt.
O

Il existe une famille de variétés donnée dans le Lemme 2.4 pour laquelle on peut obtenir
un résultat plus précis (voir Corollaire 2.4).

Lemme 2.4. Soit X5 C CPYN une hypersurface complexe lisse de degré §. Supposons que N
est supérieur ou égal a quatre et vérifie N =0 ou 3 mod 4, que § = N+1 mod 2 et que X
est de partie réelle non vide. Alors X5 admet une unique structure Spin réelle &y, et sa partie
réelle est Spin. De plus, si 6 = N +1 mod 4, alors la premiére classe de Stiefel-Whitney de
&o est nulle.

Démonstration. Notons i I'inclusion de X; dans CPY. D’apres la formule d’adjonction,
nous avons c1(Xs) + 0i*h = (N + 1)i*h, ot h est le générateur de H?(CP™N,Z). Comme
§ =N +1 mod 2, ¢;(Xs) est divisible par deux dans H?(Xs,Z). En particulier X5 admet
une structure Spin. D’autre part, d’apres le Théoréeme de ’hyperplan de Lefschetz, on a
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HY(X5,72/27) = H'(CPN,7/2Z) = {0}. Ainsi X5 admet une unique structure Spin, qui
est donc réelle, et que ’on note &p.

L’existence de &y implique que RXjs est orientable. De nouveau grace a la formule

N(N+1
d’adjonction on a we(RXjs) = (2+)t2, oil t est le générateur de H'(RPY,Z/27). Ainsi,

sous les hypotheses faites sur N, wo(RXs) = 0 et RX est Spin. O

Notons que CPV~1 vérifie les hypotheses du Lemme 2.4 lorsque N est pair. En appliquant
le Théoréme 2.3 et la Proposition 2.1 aux cas mis en avant dans le Lemme 2.4, on obtient le
Corollaire 2.4 suivant.

Corollaire 2.4. Soit X5 une hypersurface lisse de degré 6 de CPN, N > 4, N = 0 ou
3 mod 4, de partie réelle non vide et vérifiant 6 = N +1 mod4 et § < N + 1. Soit

d € Hy(Xs5,7Z), r > 1 et T une permutation de {1,...,r} d’ordre 2 et ayant au moins un
point five. Pour J € RJ.% (Xs) on a

w1 (ReME (X5, 7)) = wi(Ly) + (6 — Dwi(det(H' (S4,R)_1)).

Démonstration. D’apres le Lemme 2.4, la partie réelle de X5 est Spin, donc la premiere
classe de Stiefel-Whitney de (Of(p )19 @ 9B+ est nulle. D’aprés ce méme Lemme, X5 admet
une unique structure Spin réelle qui est de plus de premiere classe de Stiefel-Whitney nulle.
Cette structure fournit une section du revétement RTMZ;fpi”(Xg) — ./\/lgyr(X(;). On conclut
alors grace au Théoreme 2.3 et a la Proposition 2.1. O

Donnons I'analogue du Lemme 2.3 qui donne une condition pour calculer le terme wy (L;)
du Corollaire 2.4.

Lemme 2.5. Le fibré L, est orientable sur les composantes connezes de RTMgfm”(X) qui
regroupent les courbes dont toutes les composantes de la partie réelle contiennent trois points
marqueés. O

2.3 Polarisations

Le but de ce paragraphe est de déduire du Théoreme 2.1 des résultats sur la premieére classe
de Stiefel-Whitney des espaces RMZ(X ,J). Nous y parvenons en prenant une polarisation
sur (X,w, cx) (§2.3.1). En effet, celle-ci induit une polarisation sur certaines courbes (§2.3.2)
ce qui nous donne le Théoréme 2.2. Dans le §2.3.3, nous discutons ’existence de polarisations
sur (X,w,cx).

2.3.1 Diviseurs admissibles

Considérons (X,w, cx) une variété symplectique réelle de dimension 2n, n > 2.

Définition 2.3. Un diviseur réel sur (X,w, cx) est une somme finie D =3 ayV, ot ay € Z
et V.C X est une sous-variété symplectique de dimension 2n — 2, telle que (cx).D = D.

Lemme 2.6. Soit D un diviseur réel sur (X,w,cx). Supposons qu’il existe un élément
Jo € RIp(X) :={J e RJ,(X) | VV € D, V est J- holomorphe} qui soit compatible avec
w, c’est-a-dire tel que w(Jy., Jo.) = w(.,.). Alors RJp(X) est une sous-variété de Banach
contractile de RJ,(X). Son espace tangent en un point J € RJp(X) est isomorphe a
{(WeTH{X, A" X @TX) | VWV e D, W({TV)CTV}.
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Démonstration. Notons ||.|| s, la norme induite par la métrique w(., Jo.) sur I'(X, Endg (T X))
et posons W = {W € TY(X, Endg(TX))| JoW = —W.Jy et ||W]|;, < 1}. Cet ensemble est

muni d’une involution (cx)*. La transformation de Sévennec
JeJ,(X) = (J+Jo)to(J—Jy) eWw

est un difféomorphisme Z/27Z-équivariant (voir [26]). L’'image de RJp(X) sous cette applica-
tion est égale a

RWN{W eW |VV €D, Yz €V, W(T,V) C T,V}.

Ce dernier espace est une sous-variété de Banach contractile de W, ce qui prouve le
Lemme. ]

Définition 2.4. On dira qu’un diviseur réel D est admissible si

— toutes ses composantes s’intersectent transversalement,

— toutes ses composantes apparaissent avec une multiplicité £1,

— et s’il existe un élément dans RJp(X) qui soit compatible avec w.
On notera D, la partie de D formée des composantes stables par cx.

Un diviseur admissible D tel que D' = ¢1(X) € H*(X,Z) et (RD,)"P = w;(RX) €
HY(RX,7/27) est appelé une polarisation de (X,w,cx), qui sera alors dite polarisée.

Remarque 2.3. — Pour un diviseur réel admissible quelconque, RD n’est pas égal a RD,..
En effet, deux composantes complexes conjuguées de D s’intersectent en une sous-variété
symplectique de dimension 2n — 4 stable par cx qui peut avoir une partie réelle non vide de
dimension n — 2.

2.3.2 Transversalité

Fixons un diviseur D admissible sur (X, w, cx). Nous commengons par décrire dans le
Lemme 2.7 le comportement local d’une courbe pseudo-holomorphe réelle u : (¥4, cx, J5;) —
(X, cx,J) au voisinage d’un point d’intersection avec D. Nous prenons pour ceci des coor-
données locales de la forme suivante.

1. Si V est une composante du support de D,., pour chaque p € u~(RV) N R, (resp.
pour chaque ¢,cx(q) € u~}(RV)\ RY,) on prend une carte locale Jg-holomorphe
centrée en p et Z/2Z-équivariante (resp. deux cartes locales Jy-holomorphes complexes

conjuguées centrées en ¢ et cx(q)), et des coordonnées locales (v1, . . ., va,_2,7,y) € R?"
centrées en u(p) (resp. en u(q) = u(ex(q))), Z/2Z-équivariantes, c’est-a-dire telles que
(V1,...,Vop—2,2,y) o cx = (V1,...,—Von—2,2, —Y), et telles que (v1,...,vo,_2) soient

des coordonnées locales pour V, z =y =0et J a% = a% le long de V,

2. Si V est une composante du support de D — D,., pour chaque p € u='(V NRX) N
RY, (resp. pour chaque ¢,cx(q) € v '(V NRX)\ RE,) on prend une carte lo-
cale Jx-holomorphe centrée en p et Z/2Z-équivariante (resp. deux cartes locales
Jy-holomorphes complexes conjuguées centrées en ¢ et cx(q)), et des coordonnées
locales (v1,...,van—2,7,y) € R?" centrées en u(p) (resp. en u(q) = u(es(q))), Z/2Z-
équivariantes, c’est-a-dire telles que (v1, . . ., v2p—2, %, y)ocx = (V1,..., —V2p—4,T, —Y, V2pn—_3, —V2pn—2),
et telles que (v1,...,v2,—2) soient des coordonnées locales pour V, z = y = 0 et
J% = 8% le long de V,
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3. Si V est une composante du support de D, pour chaque ¢,cs(q) € v 1 (V \ (V N
RX)) \ RX,, on prend des cartes Jx-holomorphes complexes conjuguées centrées

en q et cx(q), et des coordonnées locales (v1,...,vo,—2,x,y) centrées en u(q) et
(v1,...,—Vop_2,2,—Yy) o cx centrées en u(q) telles que (v1,...,va,—2) soient des co-
ordonnées locales de V au voisinage de u(q), z = y = 0 et J a% = a% le long de
v,

Nous pouvons maintenant énoncer le Lemme 2.7 qui est la version réelle du Lemme 3.4
de [15].

Lemme 2.7. Soit J € RJp(X) et firons une composante V du support de D. Soit u :
(Xg,cx, Jx) = (X, ex,J) une courbe J-holomorphe réelle qui n’est pas contenue dans V.
Alors, dans les coordonnées locales données ci-dessus,

Cas 1 il existe un entier m > 1 et un réel a € R* (resp. un complexe a € C*) vérifiant

u(z) = (0(|z]), az™ + O(|z™ 1)), au voisinage de p
resp. u(z) = (O(|z]), az™ + O(|z™1])), au voisinage de q
et u(z) = (O(]z]),@z™ + O(|z™1])), au voisinage de cs(q)

Cas 2 il existe un entier m > 1 et un réel a € R* (resp. un complexe a € C*) vérifiant

u(z) = (0(|z]), az™ + O(|z™ L)), az™ + O(|z™H|)), au voisinage de p
resp. u(z) = (0(]z]), O(|z]), az™ + O(|z™ ")) au voisinage de q,
et u(z) = (O(|z]),@z™ + O(|z™1]), O(|2])) au voisinage de q.

Cas 8 il existe un entier m > 1 et un complexe a € C* vérifiant

u(z) = (0(|z|),az™ + O(|zm+1\)) au voisinage de q,
u(z) = (0(|z]),@az™ + O(|z™*|)) au voisinage de q.

De plus, dans tous les cas, Uentier m est défini indépendamment des choix de coordonnées
locales. On le notera multy (u,p) (resp. multy (u,q)). O

En particulier, si J € RJp(X), une courbe J-holomorphe qui n’est pas contenue dans D
intersecte le diviseur positivement en un nombre fini de points. De plus, il n’est pas difficile
de voir qu'un point d’intersection de multiplicité m avec une composante V' compte pour m
dans le calcul de I'intersection homologique u(X3,) o V.

Proposition 2.2. Soit D un diviseur admissible sur (X,w, cx). La restriction de la projec-
tion m: RMY(X) = RJ,(X) a Uowvert {[u, Jz, J] € RMUX) | u(Sy) ¢ D} est transverse
a RJp(X).

La démonstration suit celle de la Proposition 1.11 de [26], nous passons donc assez
rapidement.

Démonstration. Soit J € RJp(X) et (u,Jx,J) € RPg(X) telle que u(X,) n’est pas contenue
dans D. Notons N, le fibré normal a u et DV : LFP(S,, N,) — L*=1P(S,, N,,) l'opérateur de
Cauchy-Riemann généralisé induit par D sur NV, (voir [23] et [26]). Le conoyau de dy,, s, s est
canoniquement isomorphe a HEN(EgyNu)+1- Soit ¢ € (H})N(Zg, Ny)41)* = %N(Zg, Ky ®
(N.)*)_1 non nul. Il nous faut trouver J € TyRJp(X) tel que < 1, .J o du o Jx > 0.
D’apres le Lemme 2.7, il existe un ouvert U C ¥, non vide tel que u(U) N D = (. On
peut de plus supposer que cx(U) = U et que la restriction de u & U est un plongement.
Comme les zéros de 1) sont isolés (voir [16]), on impose enfin que ¥ ne s’annule pas sur U. Il
existe alors une section réelle o de AO’IEg ® E, a support dans U et telle que < ¥, a >7# 0.
On prend alors J € TiRJ,(X) a support dans un voisinage de U et vérifiant JoduoJy = a.
Il est alors immédiat que J € TiRJIp(X) et vérifie < 1), Joduo Jy > 0. ]
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D’apres la Proposition 2.2, I'intersection R./\/lg(X,D) =71 YRJIp(X)) N{[u, Js, J] €
RMZ(X) | w(Xy) ¢ D} est une sous-variété de Banach de RMg(X).

Supposons & partir de maintenant que D est une polarisation de (X, w, cx). Décomposons
Den DT —D~, ot DV et D~ sont deux diviseurs effectifs. On dira qu'un quadruplet d’entiers
naturels d est adapté & (D, d) si dy +2d3 = de D" et ds + 2dy = d ¢ D™. En reprenant les
mémes notations qu’au §2.1, posons

RME (X, D) = {[u, Jg,J,x] e RMZ_(X) | [u, ]z, ]] € RMUX, D)
et x € Egi) avec d adapté a (D, d)}
C (Hpo) M (RMY(X, D).

Pour tout quadruplet d’entiers d, le produit symétrique Zgg) admet un revétement

Zg non ramifié de groupe de transformations G4 (voir §1.3.1). La variété RM;{pol(X , D)

hérite aussi d’un revétement non ramifié 7 : RM;VPOZ(X, D) — RM;ZVPOZ(X, D) donné par
la numérotation des points marqués et dont le groupe est &4 au-dessus des composantes

contenant les courbes dont les points marqués sont dans Eég).

Nous disposons alors d’une application d’évaluation

evpor : RME (X, D) — X!

ot XPol = |_| (RX)™+7= x (RX?)*++*~ . Notons enfin pour tout d = (ry,r_,54,5_) €
r4+2sy=deDT
r_+2s_=deD™

N4, D4 = (RDH)™+ x (RD™)™= x (R(DT)?)%+ x (R(D™)?)%- et DPO = | | D4 c

d adapté a (D,d)
Xpol

Lemme 2.8. Soit D une polarisation de (X,w,cx).

n(ev,y (DP)) C (Tpe) " RME(X, D)"

ol

RMY(X, D) = {[u, Jg, J] € RMY(X,D)| VV € D, Vp € u(Sy) NV, multy(u,p) =1
YV £V € D,u(X,) N (VNV') =0}

~ Pour tous (ry,r—,s4,s_) € Nt et (v ,r" s, s") € Nt distincts tels que ry + 25 =

o +2s, =deDV etr_ +2s_ =r_+2¢ = deD, ev;oll(D(””—’SJr’s—)) N
evp—oll (D(r;,r’_,s;,s’_)) = 0.

— L’application ev,y est transverse a Drol,

Démonstration. Soit [u, Jx, J, x| € ev;; (DP°). On a alors
card(x) =de (DT + D7) = Z Z multy (u,p) > card(x).
peu—1(D) VeD*

La premiere égalité provient de la définition de ]RMg pol(X, D). La seconde est une consé-

quence du Lemme 2.7. L’inégalité n’est une égalité que lorsque u est de multiplicité 1 en
chaque point d’intersection avec D et que ceux-ci ne se trouvent pas sur deux composantes
de D distinctes. Ceci montre le premier point.

Le deuxiéme point est immédiat. Le troisieme découle du premier. ]
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Le Lemme 2.8 implique que n(e z;o% (DP°Y)) est une sous-variété de (Hpol)*lRMg(X , D).
De plus, la restiction de II,,; & n(evp_ob est un difféomorphisme sur ’ouvert RMZ(X ,D)" de
RMZ(X , D). L'inverse de I, est donnée par 'intersection des éléments de ]RMZ(X ,D)"
avec D.

Remarque 2.4. — Les éléments de RM;(X ,D)m sont les courbes dont tous les points
d’intersection avec D sont de multiplicité 1 et se trouvent sur une seule composante de D.
En particulier, d’aprés le Lemme 2.7, le complémentaire RM;I(X ,D) \RM;I(X , D)™ est
formé d’une strate de codimension 1 qui contient les courbes qui ont exactement un point
d’intersection réel avec D de multiplicité 2 ou bien un point d’intersection réel de multiplicité
1 avec deux composantes distinctes de D, et de strates de codimensions supérieures (voir
aussi [14]).

Définition. Soit (X,w,cx) une variété symplectique réelle de dimension 2n et polarisée par
le diviseur D. Une section polarisante associée a D est une section s réelle de det (T X) =
AGTX pour un certain J € RIp(X) vérifiant
- s71({o}) = D,
— s s’annule transversalement le long de chaque composante de D sauf auz endroits ou
deux telles composantes s’intersectent,
— le signe de chaque composante de D est donné par la comparaison de l’orientation
induite par s avec celle venant de la forme symplectique.

Nous discutons l'existence d’'une telle section dans le §2.3.3.

Théoréme 2.2. Soit (X,w,cx) une variété symplectique réelle polarisée par le diviseur D.
Le fibré en droites réelles Det (7 : RMZ(X, D)" — RJp(X)) est canoniquement isomorphe a

pj{ ® (Hpot)+D ® det(Hl(Eg, R)fl)n_l ® (Mpot)« Tpor

au-dessus de RMZ(X, D)™,
De plus, si (X,w,cx) admet une section polarisante, alors le choix d’une telle section
oriente le fibré ®.

Démonstration. La premiere partie du résultat provient directement du Théoreme 2.1.

Supposons donc que (X, w, cx) admet une section polarisante s, de det s, (7X), pour un
certain Jy € RJp(X). Comme RJp(X) est contractile, il existe une famille continue d’isomor-
phismes F; : (det;,(TX),dcx) — (det (T X),dcx) uniquement déterminée a homotopie pres.
On obtient ainsi une famille continue de section réelles polarisantes (s; = Fy(s.,)).serp(X)
de det (T X).

Prenons maintenant [u, Jy, J] € RMZ(X, D)". Notons RI'p(det(E,)) 'espace des
sections réelles s de det(E,) s’annulant seulement et transversalement aux points de
D, = v} (u(X,) N D) et dont I'indice d’annulation en un point est donné par le signe
de ce point dans D,,. En particulier, la section s; induit un élément s, de RI'p(det(E,)).
Choisissons une famille de coordonnées locales Jx-holomorphes (U,, (;), centrées au points
x € Dy, et Z/2Z-équivariantes, ainsi qu'une famille de trivialisations locales ¢, de det(E,)
sur les ouverts U,. On peut alors homotoper s, dans RI'p(det(E,)) en une section réelle s,
de det(E,) telle que dans la trivialisation ¢, = € D,, on ait s, = £(, si multp,(x) = +1
et 8, = £(; si multp,(r) = —1. En effet, soit z € D,, de multiplicité +1. Alors d,s,, est
de déterminant strictement positif. Si les deux valeurs propres de d,s, ne sont pas réelles
positives, alors (1 — t)s, + t(z, t € [0, 1], fournit une homotopie localement autour de x que
I’on prolonge sans probleme. Si les deux valeurs propres de d,s,, sont réelles positives, alors
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on homotope s, a —(, sur U,. Si x est de multiplicité —1, on remplace localement s,, par
son conjugué et on applique le méme procédé que ci-dessus.

- ~ 1
On pose enfin s, = s, sur 3, \ U U, et s, = v sur U, pour z € D, de

Z‘GDIu CLB
multp,, ()=—1

multiplicité —1. On obtient alors un opérateur de Cauchy-Riemann polarisé sur det(F,) de la

mult T
facon suivante. Sur 34\ U Uy, onad= s:uéo(é) et sur U,, 0 = T do(4 s:ju( )), ou
rED,, z

do dénote Popérateur standard sur les fonctions sur 24. De plus, la section Sy est méromorphe
pour cet opérateur, de diviseur D,,. Notons de plus que 'opérateur obtenu est le seul ayant
5, comme polarisation. On obtient donc une orientation de ® p, . De plus, celle-ci ne dépend
pas des choix de trivialisations locales faits.

Le fibré ® sur RM?(X , D)™ est ainsi orienté. O

Remarque 2.5. — On montre que lorsque (X, w, cx) admet une section polarisante, D est
orientable et orienté. La question naturelle qui se pose est a quelle condition deux sections
polarisantes donnent la méme orientation ? Par exemple, si RX est orientable, si les deux
sections induisent la méme orientation sur RX elles donnent la méme orientation de ®
au-dessus des composantes de l'espace des modules qui contiennent les courbes séparantes.

2.3.3 Exemples

Lemme 2.9. Soit (X,w,cx) une variété symplectique réelle, de partie réelle non wvide,
polarisée par D et telle que H'(X,Z) = 0. Alors (X,w,cx) admet une section polarisante.

Démonstration. Notons D = 377y a;Vi+3 27— aj(Wj+cx(Wj)), ot les V; sont symplectiques
et fixes par cx, et les W; sont symplectiques avec W; th cx (W;). Fixons J € RJp(X).
Prenons 1 < ¢ < r et fixons un voisinage tubulaire équivariant U; de V;, c¢’est-a-dire
que cx(U;) = U; et qu’il existe un difféomorphisme 7Z/27Z-équivariant et préservant les
orientations ¢ : U; — v(Ny;), ot v(Ny;) est un voisinage de la section nulle du fibré normal
a V; dans X, envoyant V; sur la section nulle (voir [4]). Le fibré = : Ny, — V; hérite d’une
structure complexe et d’une structure réelle venant de celles de T X et T'V;, ce qui en fait
un fibré en droites complexes muni d’une structure réelle au-dessus de V;. Choisissons une
famille de trivialisations locales Z/2Z-équivariante fF : (Nv;), vk = U{Z x C au-dessus d’une

famille d’ouverts Z/27Z-équivariante U{Z C Vi, k € I, et notons gfl : U‘]Z N U‘l/i —C* klel,
les changements de trivialisations. Posons UF = go_l((N‘/i)|U‘;;), st =prooffop:UF —C,
et U® = X\ Viet s° =1:U> — C. Alors les fonctions G¥ = j—,é, Uk nUl — Cr,
k,l € T U{oo}, sont bien définies, et méme pour k,l € I, Gfl = gfl o 7. De plus, elles
définissent un fibré en droites complexes Ly; qui admet une structure réelle naturelle et une
section s; = (sf) keIU{oo} Téelle qui s’annule transversalement et positivement exactement le
long de V;.

Prenons maintenant 1 < j < s. On construit de la méme fagon que précédemment
un fibré en droites complexes My, muni d’une section ¢; s’annulant transversalement et
positivement le long de W;. Alors le fibré en droites complexes Ly, = My, ® ¢ My, est
naturellement muni d’une structure réelle et d'une section réelle s;4, = t; ® t; o cx qui
s’annule transversalement et positivement le long de W; et cx (W) sauf au niveau de leur
intersection.
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T S
Considérons le fibré en droites complexes Lp = ®L“l;l ®L?Aj}j. Il est muni d’une
i=1 =1
structure réelle et d’une section 0 = s1 ® ... ® Syt polarisant]e. De plus, il est isomorphe
a dets(T'X) en tant que fibré en droites complexes, et sa partie réelle a méme premiere
classe de Stiefel-Whitney que RX. Comme H'(X,Z) = 0, on sait que Lp et det;(TX) sont
isomorphes par un isomorphisme équivariant (voir par exemple [20]). On obtient ainsi la
section voulue pour det ;(TX). O

Remarque 2.6. — On peut relacher la condition de simple connexité. Soulignons toutefois
que ce probléeme d’existence d’une section polarisante associée a une polarisation donnée
est relié a la classification des fibrés en droites complexes munis d’une structure réelle sur
(X, cx), probleme qui est non trivial en général (voir par exemple [20]).

Hypersurfaces projectives Reprenons les notations du §2.2.2 et considérons X < cpN,
N > 3, une hypersurface lisse réelle de partie réelle non vide et de degré §. Nous construisons
maintenant des polarisations de X pour appliquer le Théoreme 2.2. D’apres la formule
d’adjonction, on a d'une part ¢;(Xs) = (N +1—68)i*h, ou h € H?(CP"™,Z) est le générateur
hyperplan et w; (RXs) = (N + 1 — §)i*t, out t € HY(RP"™,Z/27) est le générateur.

Notons @y la variété des quadriques projectives de CPN. D’apres le Théoréme de Bertini,
le sous-ensemble U C @ formé des quadriques lisses qui intersectent X; transversalement
est un ouvert de Zariski non vide. D’autre part, le sous-ensemble V' C @y formé des
quadriques sans point réel et qui intersectent transversalement leur conjugué est un ouvert
non vide pour la topologie analytique. Ainsi il existe une quadrique lisse @ C CPY telle que
(Q + conj(Q)) N X5 soit un diviseur. Si § = N + 1 mod 4 nous obtenons la polarisation
voulue sous la forme d’une somme de quadriques complexes conjuguées sans point réel en
répétant ce procédé. Si § = N mod 2, on utilise un hyperplan réel avec le signe adéquat en
plus de ces quadriques complexes conjuguées. Enfin, lorsque § = N + 3 mod 4, on ajoute
une quadrique lisse réelle sans point réel aux quadriques complexes conjuguées. L’existence
de ces polarisations est a nouveau garantie par le Théoreme de Bertini.

Gréce a ces polarisations, nous retrouvons en particulier le Corollaire 2.4, et nous précisons
les cas non traités précédemment.

Corollaire 2.5. Soit N > 3 et X5 une hypersurface lisse réelle de CP™N de partie réelle non
vide et de degré 1 < § < N + 1. Soit Ds une polarisation de X5 donnée comme ci-dessus,
J € RIGY(Xs), g,r €N, 7 une permutation de {1,...,r} ayant au moins un point fize et
d € Hy(X5,Z). Sio=N+1 mod 4,

wi(Re MG (X, J)) = wi(pT) + wi(Ly) + Nwi (det(H' (g, R) 1))
Si9=N+3 mod 4
w1 (R Mg, (X, J)) = wi(p™) + wi(Mpot)Tpot) + wi(Ly) + Nwy(det(H' (Zg, R)-1)).
Sid =N mod 2
wi (R MG (X, Dy, J)") = wi(p™) + w1 (Tpot)«Tpot) + wi(Ly) + Nwi(det(H (24, R)-1)).

O]
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On peut interpréter la classe w1 ((Ipor)«Tpor) dans le cas 6 = N +3 mod 4 du Corollaire
2.5 de la facon suivante. La polarisation Ds contient une quadrique réelle sans point réel
notée (). L’intersection d’un élément générique de RTMgT (X, J) avec @ donne d paires de
points complexes conjugués. En choisissant un point dans chaque paire et en identifiant deux
tels choix g’ils different d’un nombre pair de points, on obtient un revétement double de
R, M2 (X, J) dont la classe est wi((Ipoy)«Tpol)-

D’autre part, dans le cas des hypersurfaces réelles de CPY il est aisé de déterminer
+

)

lesquelles ont une partie réelle Pin® ce qui permet de déterminer les cas oit wy (p*) est nulle.

Hypersurfaces de Donaldson Nous généralisons le résultat du paragraphe précédent a
toutes le variétés symplectiques réelles. Rappelons pour ceci une version équivariante d’un
Lemme di & Gompf [13].

Lemme 2.10. Soit (X,w,cx) une variété symplectique réelle et soient V et W deux sous-
variétés symplectiques réelles de codimension 2 dans X. Supposons de plus que V et W
s’intersectent transversalement le long d’une sous-variété symplectique de codimension 4
dont l'orientation venant de w et celle venant de [’intersection coincident. Alors il existe
une isotopie (Yt)ejo,1) @ support dans un voisinage de V.NW telle que

1. 1/}0 = 1dX7
2. ¥Vt € [0,1], ¥y € Symp(X,w) et Yy ocx = cx oy,
3. 1 (W) et V s’intersectent orthogonalement pour w le long de W N'V.
O

La démonstration de Gompf s’adapte sans probleme au cas équivariant en prenant garde
a considérer un voisinage tubulaire réel de l'intersection (voir [4]). Nous renvoyons donc au
Lemme 2.3 de [13].

Proposition 2.3. Toute variété symplectique réelle admet une polarisation et une section
polarisante associée.

Démonstration. Soit (X, w,cx) une variété symplectique réelle. Soit w’ une forme symplec-
tique entiere sur X proche de w et vérifiant (cx)*w’ = —w’. Fixons sur X une structure
presque complexe réelle J compatible avec w’. Soit L un fibré en droites complexes sur X de
classe de Chern [w'] sur lequel on fixe une métrique hermitienne. Notons M = det (T X) et
fixons une métrique hermitienne réelle sur M. D’apres Gayet [12] (voir aussi [8]), il existe
un entier N > 2 tel que L&Y admette une structure réelle et tel qu’il existe une suite
(sk)ren de sections réelles de L&NF et une suite de sections réelles (s} )keny de M ® L®NEk
qui sont asymptotiquement J-holomorphes, c’est-a-dire que la partie C-antilinéaire de leurs
dérivées covariantes sont bornées indépendamment de k, et transverses a 0, c’est-a-dire
que leur dérivée covariante est minorée par nv/k 1 ou les sections s’annulent, ot 7 > 0 est
indépendante de k. La suite (sj, @ s},)ren de sections réelles de (M ® C) ® LONF est alors
asymptotiquement J-holomorphe. A nouveau d’aprés Gayet [12] (voir aussi [3]), on peut
transversaliser cette derniére suite pour obtenir une suite (oj)xen de sections réelles de
(M & C) ® L®N* qui est encore asymptotiquement .J-holomorphe et transverse & 0. De plus,
on a des estimations sur o qui assurent que les projections a% et J% de oy, sur les deux
facteurs sont asymptotiquement J-holomorphes et transverses a 0. Ainsi, pour k assez grand,
Vi = (e})~1({0}) et W), = (0’%)_1({0}) sont deux sous-variétés symplectiques réelles de
codimension 2 de (X, w, cx) qui s’intersectent transversalement le long d’une sous-variété
symplectique réelle dont l'orientation induite par l'intersection est la méme que celle induite
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par w. Prenons alors (wf)te[O,l] comme dans le Lemme 2.10. En trivialisant la famille de
fibrés en doites complexes munis de structures réelle (¢F)*(L®V*), t € [0, 1], on obtient une
section réelle &% de (Y¥)*(L®N*) qui s’annule tranversalement et dont ’ensemble des zéros
est Y1 (Wy). D’autre part, le diviseur Vi, — 11 (W}) est une polarisation. En effet, comme V
et 1 (Wy) s’intersectent orthogonalement pour w, il existe une structure presque complexe
réelle compatible avec w pour laquelle Vj et 11 (W}) sont simultanément holomorphes. De
plus, on a un isomorphisme (M, cpr) = (M, cpr) @ (L, er)®M*) @ (L, e)®Nk qui induit une

section polarisante o} ® 6% de (M, cpy). O

Remarque 2.7. — Dans [12], Gayet montre que 'on peut choisir W, de partie réelle vide.
Dans notre cas, il serait plus intéressant encore de pouvoir prendre Wy, « imaginaire pure »,
c’est-a-dire telle que Wy, et cx (W}) s’intersectent orthogonalement pour w. Ceci permettrait
d’annuler une partie de la contribution de T, & I'orientabilité de I'espace de module (voir
§2.3.3). De méme, on peut se demander si lorsque RX est orientable on peut choisir V}, de
partie réelle vide, et si lorsque (M, cys) admet une racine carée réelle, on peut choisir Vj
imaginaire pure.
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