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Résumé :

On se propose de déterminer les propriétés macroscopiques d’un composite élastique linéaire incluant les effets
du gradient de la déformation en s’appuyant sur une démarche d’homogénéisation. Pour cela, les conditions
classiques de déformation homogènes au contour du Volume élémentaire représentatif (VER) sont remplacées
par des conditions non linéaires. Le VER est constitué d’une matrice et d’inclusions de forme ellipsoı̈dales
aléatoirement distribuées. La matrice et les inclusions ont un comportement élastique, linéaire et isotrope et
obéissent aux équations de Cauchy à l’échelle microscopique. Les conditions non linéaires au bord du VER sont
prises sous la forme d’un polynôme du second degré et fait explicitement intervenir la déformation macrosco-
pique et le gradient de la déformation macroscopique. La généralisation de l’approche par homogénéisation dans
ce contexte consiste alors à remplacer le VER par un matériau du second gradient équivalent. Le modéle ma-
croscopique obtenu prend alors en compte les effets du gradient de la déformation et d’une taille caractéristique
liée à la taille du VER.

Abstract :

We propose to provide the macroscopic elastic properties of a gradient elastic composite material from a ho-
mogenization framework. To reach this objective, the classical conditions at the boundary of the representative
volume element (RVE) are replaced by nonlinear boundary conditions. The RVE is constituted of an elastic
matrix containing ellipsoidal inclusions randomly distributed within the RVE. The elastic matrix and the he-
terogenities contain elastic materials which comply to Cauchy equations at the microscopic scale. Nonlinear
boundary conditions are taken under the form of a polynomial function which depends explicitly of the strain
gradient. The generalization of the homogenization approach in this context consists in replacing the RVE by
an equivalent gradient elastic medium at the macroscopic scale. The macroscopic model which is thus obtained
takes into account the effect of the strain gradient and a characteristic length which corresponds to the size of
the RVE.

Mots clefs : Milieux poreux, homogénéisation, propriétés effectives, perméabilité,
fluide visqueux

1 Introduction

Le cadre classique de la mécanique des milieux continus ne permet pas de décrire un certains de
phénomènes liés à des effets microstructuraux. Dans de nombreux problèmes, caractérisés par des
concentrations ou des singularités des champs mécaniques tel que les phénomènes de localisation des
déformations ou de rupture, les modèles standards ne permettent pas de rendre comptes correctement
les effets.
La théorie des milieux continus généralisés (milieux de Cosserat, du second gradient, micromorphes...)
sont reconnus pour rendre compte de manière plus adéquate les effet de la microstructure sur le com-
portement macroscopique. Dans ce contexte, de nombreux modèles on été proposés depuis le début
des années 60, notamment [8, 9], Mindlin et al. [4, 5], parmi tant d’autres.
La théorie de l’élasticité à gradient d’ordre supérieur généralise la théorie classique de l’élasticité en
raffinant la description cinématique du milieu continuant en incorporant les gradients du déplacement
d’ordre supérieurs. Ce type de modèles sont notamment utilisés pour la description des phénomènes
de localisation des déformation ou de rupture. La prise en compte du second gradient du déplacement
dans l’expression de l’énergie élastique nécessite également d’introduire une longueur caractéristique
liée à la microstructure du matériau considéré. Toutefois, cette taille caractéristique est généralement
introduite dans la modélisation de manière empirique et non dans un cadre micromécanique.
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L’objet de ce travail est d’incorporer les effets du second gradient sur le comportement macrosco-
pique des matériaux composites en s’appuyant sur une démarche d’homogénéisation. Le composite
est constitué d’une matrice et des inclusions ellipsöıdales aléatoirement distribuées, chacune phase est
élastique linéaire et régie par les équations de Cauchy. La prise en compte des effets des gradients
d’ordre supérieurs est alors effectué en remplaçant les conditions classiques de déformation homogènes
au contour par des condition non linéaires. Ces conditions prennent une forme polynomiale et fait
intervenir explicitement la déformation macroscopique, le gradient de la déformation macroscopique,
le second gradient... Pour des raisons de simplicité on ne considère ici que les effets du gradient de
la déformation bien que le cadre proposé ici permette d’introduire les effets des gradients d’ordre
supérieurs.

2 Principe Général de l’approche

On considère un Volume élémentaire représentatif (VER) constitué d’une matrice élastique de tenseur
d’élasticité noté CM

ijkl = λMδijδkl + µM (δikδjl + δilδjk) et d’inclusions, aléatoires distribuées dans ce

VER, de tenseur élastique CI = λIδijδkl +µI(δikδjl + δilδjk). Chaque phase est régie par les équations
de Cauchy. On introduit le système de coordonnées cartésiennes (x1, x2, x3) définit tel que :

∫

V

xidV = 0 (1)

On suppose que ce VER est soumis aux conditions non linéaires suivantes :

ui(x) = ud
i (x) =

1

2
Dipqxpxq ∀x ∈ ∂V (2)

où Dijk sont les composantes du second gradient du champ de déplacement macroscopique Dijk =
∇i∇jUk (Dijk étant symétrique par rapport aux indices I et j). La considération de conditions non
linéaires au contour a été initialement introduit par Gologanu et Leblond [3] dans un contexte d’analyse
limite. La généralisation du lemme de Hill-Mandel pour des conditions de type polynomiales au bord
du VER a été par la suite formalisée par Rodin [7]. Pour des conditions de la forme (2) la densité
d’energie élastique s’écrit :

< σijεij >V =< tiui >∂V =
1

2
Dijk < tkxixj >∂V (3)

Le dernier terme dans (3) définit la variable duale associée à Dijk, notée Tijk, que l’on désignera par
la suite hypercontrainte :

Tijk =
1

2
< tkxixj >∂V (4)

Le principe d’homogénéisation adapté ici pour la détermination des propriétés effectives d’un milieu du
second gradient est alors illustré sur la figure 1. Similairement au cadre de l’homogénéisation classique,
on va rechercher la relation liant Tijk à Dijk, pour cela il est nécessaire de déterminer les champs de
déformation locaux εij et σij pour des conditions de la forme (2). On peut également substituer au jeu
de variable (Dijk,Tijk) les variables (Eijk,Σijk), Eijk étant le gradient de la déformation macroscopique,
Eijk = ∇k(∇jUi + ∇iUj)/2. Eijk est lié à Dijk par :

Eijk =
1

2
(Dikj + Djki) ⇔ Dijk = Eikj + Ejki − Eijk (5)

Σijk est la variable duale associée à Eijk liée à Tijk par :

Σijk = Tikj + Tjki − Tijk ⇔ Tijk =
1

2
(Σikj + Σjki) (6)

3 Décomposition du problème

Le champs de déplacement local, ui, la déformation εij et la contrainte microscopique σij , sont solutions
d’un problème d’inhomogénéité à l’échelle locale :























σij,j = 0

σij = Cijkl(x)εkl

εij =
1

2
(ui,j + uj,i)

with : Cijkl(x) =







CM
ijkl ∀x ∈ VM

CI
ijkl ∀x ∈ VI

(7)
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εij

σij

local behavior

(cauchy type)

σij = Cijkl(x)εkl
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Figure 1 – Principe de l’homogénéisation pour la détermination des propriétés effectives d’un milieu
du second gradient.

auquel on adjoint les conditions classiques de continuité du champ de déplacement et du vecteur
contrainte sur les interfaces inclusions/matrice. De manière classique, la solution élastique peut se
décomposer en la somme de sous problèmes :
P1 : la solution d’un problème que l’on qualifiera par la suite ”d’homogène”, c’est à dire consistant en
un volume de module élastique CM

ijkl et sousmis au champ de déplacement ud
i (x).

P2 : la solution d’un problème d’inclusion consistant en un volume de module CM
ijkl sousmis à un

champ de déformation libre ε∗ij dans le sous-domaine VI caractérisant le volume des inclusions.

- Considérons tout d’abord le problème P1 :

Lorsque l’on considère pour le problème homogène des conditions aux limites de la forme (2) le champ
de déplacement ne peut prendre la même forme dans le volume. En effet le champ de contrainte
associé à ce champ de déplacement s’écrit σij = CM

ijpqEpqrxr et ne vérifie pas l’équilibre local, car

σij,j = CM
ijpqEpqj 6= 0.

En conséquence le champ de déplacement doit contenir un champ supplémentaire, qui s’annule sur le
bord du VER et permettant de vérifier l’équilibre local. On écrira donc :

ui =
1

2
Dpqixpxq + Vi(x) avec : Vi(x) = 0 ∀x ∈ ∂V (8)

Le champ de contrainte associé s’écrit :

σij = CM
ijpq(Epqrxr + Vp,q) avec : CM

ijpqVp,qj = −CM
ijpqEpqj ∀x ∈ V (9)

Le moment des contraintes associé à ce champ de contrainte s’écrit alors :

< σijxk >V = CM
ijpqEpqr < xrxk >V −CM

ijkl < Vl(x) >∂V (10)

Dans laquelle Vi(x) reste toutefois indéterminé. L’équilibre local montre que le champ Vi dépend
linéairement de Eijk on posera donc Vi = Aipqr(x)Epqr. Il est clair que le tenseur Aipqr(x) fait intervenir
la forme du VER et par conséquent une expressions explicite ne pourra être obtenue qu’en considérant
une géométrie ”simple” pour le contour du VER. On introduit :

CM
ijkpqr = CM

ijpq < xrxk >V −CM
ijkl < Alpqr(x) >∂V (11)

si bien que la relation (12) puisse se récrire sous la forme compacte :

< σijxk >V = CM
ijkpqrEpqr (12)
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- Considérons maintenant le problème P2 :

Le problème d’inclusion, posé sur le VER, s’écrit :

σij,j = 0

σij = CM
ijkl(εkl − ε∗kl)

εij =
1

2
(ui,j + uj,i)















∀ x ∈ V

ui = 0 ∀ x ∈ ∂V

(13)

où ε∗ij sont les composantes du champ de déformation libre, définies par :

ε∗ij =

{

Πijpqεpq dans les inclusions

0 en dehors des inclusions
(14)

avec : Πijkl = Iijkl − (CM )−1
ijpqC

I
pqkl.

Le moment des contraintes < σijxk >V est donné par :

< σijxk >V = CM
ijpq < εpqxk >V −CM

ijpq < ε∗pqxk >V (15)

Concernant le terme < εpqxk >V , l’utilisation du théorème de la divergence et de la condition de
nullité du champ de déplacement sur le contour du VER pour le problème P2 donne :

< σijxk >V = −CM
ijkl < ul >V −CM

ijpq < ε∗pqxk >V (16)

L’hypercontrainte Σijk alors obtenue à partir de (12) et (16).

4 Cas d’une distribution isotrope d’inclusions

On se propose de décrire la démarche permettant d’obtenir les propriétés effectives d’un compo-
site constitué d’inclusions ellipsöıdales distribuées de manière isotrope et en faible concentration. Le
schéma proposé se base sur une généralisation du problème d’inhomogénéité d’Eshelby. Avant tout,
on effectue les hypothèses suivantes :
HYP : On considère une distribution isotrope d’inclusions, on choisi alors un VER de forme sphérique
et on note par b son rayon.

Réexaminons maintenant les problèmes P1 et P2 pour l’hypothèse d’un VER sphérique.

- Solution du problème homogène, P1 :

Lorsque le VER est de forme sphérique, le champ de déplacement au sein du volume du VER conserve
une forme quadratique il est alors aisé de déterminer le champ Vi(x) qui intervient dans l’expression
du champ de déplacement (8). Celui-ci s’écrit :

Vi(x) =
1

2(λM + 4µM )
(b2 − r2)CM

irpqEpqr (17)

ou l’on a posé r2 = xixi. Le champ de déformation s’écrit donc :

εij = Lijkxk, avec : Lijk = Eijk −
1

2(λM + 4µM )
(δikC

M
jrpq + δjkC

M
irpq)Epqr (18)

Finalement, le tenseur de composantes CM
ijkpqr s’écrit :

CM
ijkpqr =

2b2µM

5

[

J 1
ijkpqr + J 2

ijkpqr

]

+
36b2µMkM

5(3kM + 10µM )

[

J 3
ijkpqr −

1

2
J 5

ijkpqr

]

(19)

où les J n pour n = 1..6 est une base pour les tenseurs d’ordre six isotropes donnés en annexe.

- Estimation de la déformation libre pour le problème P2 :
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Dans le cas d’un VER sphérique l’équation (16) peut être simplifié, plus précisément le terme < ui >V

peut s’exprimer à partir de la déformation libre ε∗ij . Pour cela partons de l’égalité :

< σijxj >V =
1

2
< σipnp >∂V = 0 (20)

L’utilisation de cette dernière relation dans (10) donne :

< ui >V = −
1

λM + 4µM
CM

irpq < ε∗pqxr >V (21)

Ainsi on a :

< σijxk >V = −
5

b2
CM

ijkpqr < ε∗pqxr >V (22)

Finalement l’hypercontrainte est définie en sommant les solutions pour les problèmes P1 et P2, on a
alors :

Σijk = CM
ijkpqr

[

Epqr −
5

b2
< ε∗pqxr >V

]

(23)

Il reste donc à déterminer l’expression de la déformation libre ε∗ij dans les inclusions. Pour cela on se
propose d’appliquer un schéma dilué en s’appuyant sur une généralisation du problème d’inhomogé-
néité d’Eshelby. Considérons une inhomogénéité de forme ellipsoidale localisée en xi = 0 et soumise à

X
(n)
i

X
(1)
i

Figure 2 – VER contenant N inclusions ellipsöıdales localisées en X
(n)
i pour n = 1..N

l’infini à un champ de déformation de la forme ε∞ij = e∞ + e∞ijkxk alors le champ de déformation libre

pour le problème d’inclusion équivalent s’écrit (voire [6, 1] :

ε∗ij = Bijpqe
∞

pq + Bijkpqre
∞

pqrxk (24)

où Bijpq et Bijkpqr sont donnés dans [6]. Dans le problème qui nous intéresse ici on considère une

inclusion localisée au sein du VER en xi = X
(n)
i et soumise à un champ de déformation de la forme

Lijkxk. Le champ de déformation libre s’écrit alors dans cette inclusion :

ε∗ij = BijpqLpqrX
(n)
r + BijkpqrLpqr(xk − X

(n)
k ) ∀x ∈ Vi (25)

L’hypercontrainte Σijk est alors obtenue en injectant (25) dans (23).
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Annexe :

Les J n pour n = 1..6 sont donnés par :

J 1 =
1

15
(5I2 + 10I5 − 2I3 − 2I4 − I1 − 4I6)

J 2 =
1

3
(2I2 − 2I5 + I3 + I4 − I1 − I6)

J 3 =
1

5
(2I1 − I4), J 4 =

1

5
(3I6 − I3)

J 5 =
1

5
(2I3 − I6), J 6 =

1

5
(3I4 − I1)

(26)

où les In pour n = 1..6 sont définis par :

I1
ijkpqr = δijδpqδkr, I2

ijkpqr = Iijpqδkr

I3
ijkpqr = Iijkrδpq, I4

ijkpqr = Ipqkrδij

I5
ijkpqr =

1

2
(Iijprδkq + Iijqrδkp), I6

ijkpqr =
1

2
(Ipqirδjk + Ipqjrδik)

(27)

et Iijkl = 1
2 (δikδjl + δilδjk).
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