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Détermination des propriétés effectives des milieux du
second gradient : une approche par homogénéisation

V. Monchiet, G. Bonnet

Université Paris-Est, Laboratoire Modélisation et Simulation Multi Echelle,
LMSME FRE3160 CNRS,
b boulevard Descartes, 77,54 Marne la Vallée, France

Résumé :

On se propose de déterminer les propriétés macroscopiques d’un composite élastique linéaire incluant les effets
du gradient de la déformation en s’appuyant sur une démarche d’homogénéisation. Pour cela, les conditions
classiques de déformation homogénes au contour du Volume élémentaire représentatif (VER) sont remplacées
par des conditions non linéaires. Le VER est constitué d’une matrice et d’inclusions de forme ellipsoidales
aléatoirement distribuées. La matrice et les inclusions ont un comportement élastique, linéaire et isotrope et
obéissent aur équations de Cauchy a l’échelle microscopique. Les conditions non linéaires au bord du VER sont
prises sous la forme d’un polynéme du second degré et fait explicitement intervenir la déformation macrosco-
pique et le gradient de la déformation macroscopique. La généralisation de l’approche par homogénéisation dans
ce contexte consiste alors a remplacer le VER par un matériau du second gradient équivalent. Le modéle ma-
croscopique obtenu prend alors en compte les effets du gradient de la déformation et d’une taille caractéristique
liée a la taille du VER.

Abstract :

We propose to provide the macroscopic elastic properties of a gradient elastic composite material from a ho-
mogenization framework. To reach this objective, the classical conditions at the boundary of the representative
volume element (RVE) are replaced by nonlinear boundary conditions. The RVE is constituted of an elastic
matriz containing ellipsoidal inclusions randomly distributed within the RVE. The elastic matriz and the he-
terogenities contain elastic materials which comply to Cauchy equations at the microscopic scale. Nonlinear
boundary conditions are taken under the form of a polynomial function which depends explicitly of the strain
gradient. The generalization of the homogenization approach in this context consists in replacing the RVE by
an equivalent gradient elastic medium at the macroscopic scale. The macroscopic model which is thus obtained
takes into account the effect of the strain gradient and a characteristic length which corresponds to the size of
the RVE.

Mots clefs : Milieux poreux, homogénéisation, propriétés effectives, perméabilité,
fluide visqueux

1 Introduction

Le cadre classique de la mécanique des milieux continus ne permet pas de décrire un certains de
phénomenes liés a des effets microstructuraux. Dans de nombreux problemes, caractérisés par des
concentrations ou des singularités des champs mécaniques tel que les phénomenes de localisation des
déformations ou de rupture, les modeles standards ne permettent pas de rendre comptes correctement
les effets.

La théorie des milieux continus généralisés (milieux de Cosserat, du second gradient, micromorphes...)
sont reconnus pour rendre compte de maniere plus adéquate les effet de la microstructure sur le com-
portement macroscopique. Dans ce contexte, de nombreux modeles on été proposés depuis le début
des années 60, notamment [8, 9], Mindlin et al. [4, 5], parmi tant d’autres.

La théorie de I’élasticité a gradient d’ordre supérieur généralise la théorie classique de 1’élasticité en
raffinant la description cinématique du milieu continuant en incorporant les gradients du déplacement
d’ordre supérieurs. Ce type de modeles sont notamment utilisés pour la description des phénomenes
de localisation des déformation ou de rupture. La prise en compte du second gradient du déplacement
dans 'expression de I’énergie élastique nécessite également d’introduire une longueur caractéristique
liée & la microstructure du matériau considéré. Toutefois, cette taille caractéristique est généralement
introduite dans la modélisation de maniere empirique et non dans un cadre micromécanique.
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L’objet de ce travail est d’incorporer les effets du second gradient sur le comportement macrosco-
pique des matériaux composites en s’appuyant sur une démarche d’homogénéisation. Le composite
est constitué d’une matrice et des inclusions ellipsoidales aléatoirement distribuées, chacune phase est
élastique linéaire et régie par les équations de Cauchy. La prise en compte des effets des gradients
d’ordre supérieurs est alors effectué en remplacant les conditions classiques de déformation homogenes
au contour par des condition non linéaires. Ces conditions prennent une forme polynomiale et fait
intervenir explicitement la déformation macroscopique, le gradient de la déformation macroscopique,
le second gradient... Pour des raisons de simplicité on ne considere ici que les effets du gradient de
la déformation bien que le cadre proposé ici permette d’introduire les effets des gradients d’ordre
supérieurs.

2 Principe Général de ’approche

On considére un Volume élémentaire représentatif (VER) constitué d’une matrice élastique de tenseur
d’élasticité noté C%gl = Am0ij0kt + par(0ik0j; + 046j%) et d’inclusions, aléatoires distribuées dans ce
VER, de tenseur élastique C'! = 10651 + pr(0ikd51 + 9461 ). Chaque phase est régie par les équations
de Cauchy. On introduit le systeme de coordonnées cartésiennes (z1, o, r3) définit tel que :

/indV =0 (1)

On suppose que ce VER est soumis aux conditions non linéaires suivantes :
1

ui(z) = ul(z) = §Dipqxpxq Vo e oV (2)
ou D;j;j sont les composantes du second gradient du champ de déplacement macroscopique D;j;, =
ViV;Ui (Djji étant symétrique par rapport aux indices I et j). La considération de conditions non
linéaires au contour a été initialement introduit par Gologanu et Leblond [3] dans un contexte d’analyse
limite. La généralisation du lemme de Hill-Mandel pour des conditions de type polynomiales au bord
du VER a été par la suite formalisée par Rodin [7]. Pour des conditions de la forme (2) la densité
d’energie élastique s’écrit :

1
< 04€i5 >v=< tiu; >gy= iDijk < thixj >ov (3)

Le dernier terme dans (3) définit la variable duale associée & D, notée T;;i, que I'on désignera par
la suite hypercontrainte :

1
Tijr = 3 < tprir; >av (4)

Le principe d’homogénéisation adapté ici pour la détermination des propriétés effectives d’un milieu du
second gradient est alors illustré sur la figure 1. Similairement au cadre de I’homogénéisation classique,
on va rechercher la relation liant Tj;, a D;j, pour cela il est nécessaire de déterminer les champs de

déformation locaux ¢;; et o;; pour des conditions de la forme (2). On peut également substituer au jeu
de variable (D1, T;;1) les variables (Ejx,2qjk), Eiji étant le gradient de la déformation macroscopique,
Eijk = Vk(V]UZ + VZU])/Q Ez'jk est lié a Dijk par :

1
Eijik = §(Dikj + Djri) & Dijk = Eij + Ejpi — Eiji (5)
Yk est la variable duale associée a Ejj;, liée a T, par :
1
Sijh = Tiej + Tjwi = Tije— & Tije = 5 (B + X ki) (6)

3 Décomposition du probleme

Le champs de déplacement local, u;, la déformation ¢;; et la contrainte microscopique o, sont solutions
d’un probleme d’inhomogénéité a 1’échelle locale :

0ijj =10
C%@l Ve e Vi

oij = Cijri(T)ert with : Cyjp(z) = J (7)
C{jkl Vr eV

eij = 5 (i + uji)
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localisation
Eiji ou Dyjy, > cij
local behavior
marcoscopic (cauchy type)
behavior oij = Cijkl(w)skz
Y Y
Yiji ou Tijp, Tij
homogenization

FIGURE 1 — Principe de I’homogénéisation pour la détermination des propriétés effectives d’un milieu
du second gradient.

auquel on adjoint les conditions classiques de continuité du champ de déplacement et du vecteur
contrainte sur les interfaces inclusions/matrice. De maniere classique, la solution élastique peut se
décomposer en la somme de sous problemes :

P1 : la solution d’un probleme que I'on qualifiera par la suite "d’homogene”, c’est a dire consistant en
un volume de module élastique C’Z%l et sousmis au champ de déplacement u?(z).

P2 : la solution d'un probleme d’inclusion consistant en un volume de module Cz‘%l sousmis a un
champ de déformation libre €7; dans le sous-domaine V; caractérisant le volume des inclusions.

- Considérons tout d’abord le probléme P1 :
Lorsque I'on consideére pour le probleme homogene des conditions aux limites de la forme (2) le champ

de déplacement ne peut prendre la méme forme dans le volume. En effet le champ de contrainte

s ) s ‘. sr s
associé a ce champ de déplacement s’écrit o;; = CzypqE ¢rZr €t ne vérifie pas I’équilibre local, car

Jijy]' szq PQJ 7é 0.
En conséquence le champ de déplacement doit contenir un champ supplémentaire, qui s’annule sur le
bord du VER et permettant de vérifier I’équilibre local. On écrira donc :

1
w; = §quz'$p33q + Vi(x) avec: Vi(z)=0 Vxe€dV (8)

Le champ de contrainte associé s’écrit :

M . M
0ij = Cllpg(Bparty + Vpg)  avec: Ol Vygj = —CliBygj Yo eV (9)

Le moment des contraintes associé a ce champ de contrainte s’écrit alors :
< 04T >y = prqE pgr < TpX >V Cgkl < Vi(x) >sv (10)

Dans laquelle V;(z) reste toutefois indéterminé. L’équilibre local montre que le champ V; dépend
linéairement de E;;j, on posera donc Vi = Ajpgr () Epgr- 1l est clair que le tenseur Ajpg, (¢ ) fait intervenir
la forme du VER et par conséquent une expressions explicite ne pourra étre obtenue qu’en considérant
une géométrie "simple” pour le contour du VER. On introduit :

Czykpqr Czypq < ZTpZp >V C]kl < AlPQT( ) >ov (11)

si bien que la relation (12) puisse se récrire sous la forme compacte :

< 04T >v= Cz]kpqr pqr (12)
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- Considérons maintenant le probléme P2 :

Le probleme d’inclusion, posé sur le VER, s’écrit :

0ijj =0
Oij :Cijﬁl(gkl*%) VeeV 1)
13
eij = 5 (i + uji)
ol 5;} sont les composantes du champ de déformation libre, définies par :
o IL;jpgepg dans les inclusions (14)
“ 0 en dehors des inclusions
avec : Hijkl = Lijkl — (CM)Z]ququl
Le moment des contraintes < o;;x; >y est donné par :
< 04T >V = prq < EpgTk >V prq ;qu >y (15)

Concernant le terme < ep,x, >y, l'utilisation du théoréme de la divergence et de la condition de
nullité du champ de déplacement sur le contour du VER pour le probleme P2 donne :

M
< 04T >v= _Cijkl <y >y Clqu ;;qu >y (16)

L’hypercontrainte ¥;; alors obtenue & partir de (12) et (16).

4 Cas d’une distribution isotrope d’inclusions

On se propose de décrire la démarche permettant d’obtenir les propriétés effectives d’un compo-
site constitué d’inclusions ellipsoidales distribuées de maniere isotrope et en faible concentration. Le
schéma proposé se base sur une généralisation du probléeme d’inhomogénéité d’Eshelby. Avant tout,
on effectue les hypotheses suivantes :

HYP : On considere une distribution isotrope d’inclusions, on choisi alors un VER de forme sphérique
et on note par b son rayon.

Réexaminons maintenant les problemes P1 et P2 pour ’hypothese d’'un VER sphérique.
- Solution du probleme homogéne, P1 :

Lorsque le VER est de forme sphérique, le champ de déplacement au sein du volume du VER conserve
une forme quadratique il est alors aisé de déterminer le champ V;(z) qui intervient dans l’expression
du champ de déplacement (8). Celui-ci s’écrit :

1

Vi) = sz @ ~C

i’r']\/[pquqT (17)

2

ou l'on a posé r* = x;x;. Le champ de déformation s’écrit donc :

1

€ij = Lijkwg,  avec: Lk = Eiji — m@ £Cirpq + 03k Cirpg) Epar (18)
Finalement, le tenseur de composantes C’U kpqr s’écrit :
202 ,U«M 3602 ks
Cz]kpqr - |:k7z]kpqr + k7@]l~cpqr (3]{3M n 1OHM) k7z]kpqr - k7z]kpqr (19)

ou les J" pour n = 1..6 est une base pour les tenseurs d’ordre six isotropes donnés en annexe.

- Estimation de la déformation libre pour le probléeme P2 :
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Dans le cas d'un VER sphérique ’équation (16) peut étre simplifié, plus précisément le terme < u; >y
peut s’exprimer & partir de la déformation libre £7;. Pour cela partons de I'égalité :

1
< 0iT; >v= 5 < OipNp >ov= 0 (20)

L’utilisation de cette derniere relation dans (10) donne :

1 M *
<u; >y= —mcirpq < EpgTr >v (21)
Ainsi on a :
5!
< 04T >v= _ﬁC%qu < E;qur >y (22)

Finalement ’hypercontrainte est définie en sommant les solutions pour les problemes P1 et P2, on a
alors :

5 *
Eij/f = Cz'%cpqr quT - b_2 < EpgTr >v (23)

Il reste donc a déterminer 'expression de la déformation libre £¥. dans les inclusions. Pour cela on se
ij

propose d’appliquer un schéma dilué en s’appuyant sur une généralisation du probléme d’inhomogé-
néité d’Eshelby. Considérons une inhomogénéité de forme ellipsoidale localisée en x; = 0 et soumise a

)

FIGURE 2 — VER contenant N inclusions ellipsoidales localisées en X Z(" pour n =1..N

Iinfini & un champ de déformation de la forme €;; = €7+ ef;.’k.xk alors le champ de déformation libre
pour le probleme d’inclusion équivalent s’écrit (voire [6, 1] :

* P . m .. w
€ij = Bijpa€pq + BijkpgrepgrTk (24)

ol Bijpq €t Bjjkpgr sont donnés dans [6]. Dans le probleme qui nous intéresse ici on considere une

inclusion localisée au sein du VER en x; = X Z.(”) et soumise a un champ de déformation de la forme
Lijrxy. Le champ de déformation libre s’écrit alors dans cette inclusion :

€ij = Biququergn) + Bijkpgr Lpgr(zr — X]gn)) Vz eV, (25)
L’hypercontrainte ¥;;; est alors obtenue en injectant (25) dans (23).
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Annexe :

Les J™ pour n = 1..6 sont donnés par :
1
J = 1—5(512 +107° — 273 — 27* — ' — 47°)

1
J? = g(212 — 2+ 13+ 14 — 1t — 1)

s 1 (26)
JP=<Q -1Y, J'=(3I°-T7
1 1
j5 — 5(21'3_1'6)’ j6 — 5(31-4_2-1)
ou les Z"™ pour n = 1..6 sont définis par :
Iz'ljkpqr = 5ij5pq5kr7 Igjkpqr - Iiquékr
Liikpar = LijkrOpas  Lighpgr = Loghrdij 27)
1 1
Tikpar = 5 GigprOg + Lijgrdip), Lkpar = 5 UpairOji + Ipgjrdik)

et Liji = 5(0ikbji + 0idjn)-


https://www.researchgate.net/publication/48270790

