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▼♦ts ❝❧❡❢s ✿ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❇❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳

❯t✐❧✐s❡r ♦✉ ❢❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ré❝❡♥t❡s ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛r❞✉❡✳ ▲♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥trô❧é❡ ♦✉ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❛❝❝ès ❡t ❞❡ ❧❡✉r
st♦❝❦❛❣❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s❡ ♣♦s❡r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❞❡s ♣❛❝❦❛❣❡s
❘▼②❙◗▲ ❡t ❘●t❦✷✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡❧✐❡r ❘ à ▼②❙◗▲ ❡t à ●t❦✰✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐t✉é❡s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s
❞é❝r✐r♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❙●❇❉✮ ▼②❙◗▲ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❘▼②❙◗▲

q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ à ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ●❚❑✰✱ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥
❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t ❛✉ ♣❛❝❦❛❣❡ ❘●t❦✷ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬② ❛❝❝é❞❡r s♦✉s ❘✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥❡r♦♥s
♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ t✐r❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❧♦❣✐❝✐❡❧s✳

✶ ❆❝❝é❞❡r ❛✉① ❞♦♥♥é❡s

▼②❙◗▲ ❡st ✉♥ ❙●❇❉ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t ❤♦rs ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ❝♦♥❝✉rr❡♥ts ❞♦♥t P♦st❣r❡❙◗▲ ❡t ■♥❣r❡s✱ s♦✉s ❧✐❝❡♥❝❡ ❧✐❜r❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ st♦❝❦❡r
❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ✉♥ s❡r✈❡✉r t♦✉t ❡♥ ❧❡s r❡♥❞❛♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ✈✐❛ ■♥t❡r♥❡t✳ ▲✬❛❝❝ès à ✉♥ s❡r✈❡✉r
▼②❙◗▲ ❡st sé❝✉r✐sé ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r ♣❡✉t ❞é✜♥✐r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❛ ❧❛ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r✳ P♦✉r s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡r
❛✉ s❡r✈❡✉r ▼②❙◗▲ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✐♥st❛❧❧é ✉♥ ❝❧✐❡♥t s✉r s♦♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
♠❛♥✐èr❡ ❞✬✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ▼②❙◗▲ rés✐❞❡ ❡♥ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❝r✐♣ts ❛✉ ❢♦r♠❛t ❙◗▲ ✭❙tr✉❝t✉r❡❞
◗✉❡r② ▲❛♥❣✉❛❣❡✮✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s❝r✐♣ts✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡s r❡q✉êt❡s✱ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡①t✉❡❧❧❡✱ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛♣rès ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠✐♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠②sq❧✳
▲❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❘▼②❙◗▲ ♦✛r❡ ❧✬♦♣♣♦rt✉♥✐té ❞✬❡♥✈♦②❡r ❞❡s s❝r✐♣ts ❙◗▲ ❛✉ s❡r✈❡✉r ▼②❙◗▲✱ ❡t ❞✬❡♥
ré❝✉♣ér❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ❛✈❡❝ ❘✳ ❈❡❝✐ ❡st ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❜❙❡♥❞◗✉❡r②✭✮✱ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r♦♥s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❡♥ s❡r✈✐r♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡ s❡r✈❡✉r ▼②❙◗▲ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s tr❛✐t❡r✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣♦✉r
❡①♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❡♥r❡❣✐str❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❛♥❛❧②s❡s s✉r ❧❡ s❡r✈❡✉r ▼②❙◗▲✳
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❡st ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡♥ éq✉✐♣❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳



✷ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡

●❚❑✰ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡s s♦✉s ❧✐❝❡♥❝❡ ❧✐❜r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s
❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❜✉r❡❛✉ ●◆❖▼❊ ❡t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ●■▼P
s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❜❛sés s✉r ●❚❑✰✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❝❡
❞❡r♥✐❡r s♦♥t très ✈❛r✐és ❡t ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡s ❜♦✉t♦♥s✱ ❞❡s ❜❛rr❡s ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥s✱
❞❡s ③♦♥❡s ❞✬❛✣❝❤❛❣❡ ❡t ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ t❡①t❡✳ ❈❡s ♦❜❥❡ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐s♣♦sés ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡
s❡❧♦♥ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞✉ ❝ré❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❛♣♣r♦♣r✐é✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
●❧❛❞❡✳ ▲❡ ✜❝❤✐❡r ❳▼▲ ❣é♥éré ♣❛r ❝❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❧✉ ❞❡♣✉✐s ❘ ❣râ❝❡ ❛✉ ♣❛❝❦❛❣❡ ❘●t❦✷

❡t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣t❦❇✉✐❧❞❡r✭✮✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ ❣éré
♣❛r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡♥ ❘ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣❙✐❣♥❛❧❈♦♥♥❡❝t✭✮✳ ❘●t❦✷ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t
❞✬❛✣❝❤❡r ❞❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❘ ❞❛♥s ❞❡s ③♦♥❡s ❞✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
♣❛❝❦❛❣❡ ❝❛✐r♦❉❡✈✐❝❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛s❈❛✐r♦❉❡✈✐❝❡✭✮✳

✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s

▼②❙◗▲ ❡t ●❚❑✰ s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❞❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❝♦q✉✐❧❧❡s ❞✬❤✉îtr❡s✳ ❈❡s ❛♥✐♠❛✉① s♦♥t ❛♥❛❧②sés ❞❛♥s ❧❛ ❜❛✐❡
❞✬❆r❝❛❝❤♦♥ ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❡t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s s✐t❡s ❝♦♠♠❡ ❙❛♥t❛♥❞❡r ❡♥ ❊s♣❛❣♥❡✱ ▲♦❝♠❛r✐❛q✉❡r
❡♥ ❋r❛♥❝❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❚r♦♠sø ❡♥ ◆♦r✈è❣❡✱ ♣❛r ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❊P❖❈ ✭❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❡t P❛❧é♦❡♥✲
✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❖❝é❛♥✐q✉❡s ❡t ❈♦♥t✐♥❡♥t❛✉①✮ ❯▼❘ ❈◆❘❙ ✺✽✵✺✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❛❝q✉✐s❡s à ✉♥❡
❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✵✳✻✷✺ ❍③ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♥✐♠❛❧✳ ❉❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡t ❝❡s s✐❣♥❛✉①
♦♥t été ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❚r❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✹❪✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ ❤✉îtr❡ ❡st
❡♥ ❜♦♥♥❡ s❛♥té✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té f ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s
❞❡ s❛ ❝♦q✉✐❧❧❡✳
▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉ f̂K,h ✭✈♦✐r P❛r③❡♥ ❬✶❪✮✱ ❞é✜♥✐ q✉❡❧ q✉❡
s♦✐t t ∈ R ♣❛r ✿

f̂K,h(t) :=
1

nh

n
∑

i=1

K

(

t−Xi

h

)

.

❉❡ t❡❧s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♦♥t ❞é❥à été ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❙♦✇ ❡t ❛❧✳ ❬✸❪✮✳
❈❡✉①✲❝✐ r❡q✉✐èr❡♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ K ❡t ❞✬✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ h✳ P♦✉r K✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s

❧❡ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r K(t) := 1
√

2π
e−

t2

2 ✳ P♦✉r h✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡
❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❙✐❧✈❡r♠❛♥ ❬✷❪ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r hcrit := minN(f̂K,h)=N(f)(h)✱ ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ N ❛ss♦❝✐❡
s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s à ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ hcrit ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡
❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t N(f)✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ N(f) = 2✳ ❙✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❤✉îtr❡s
♠♦✉r❛♥t❡s ♦✉ s❛✐♥❡s✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s ❞❡ f̂K,hcrit

✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ P❛r③❡♥✱ ❊✳ ✭✶✾✻✷✮✳ ❖♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡✱ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✾✶✱ ✶✶✺✕✶✸✷✳
❬✷❪ ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ❇✳ ❲✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ❯s✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✐t②✱ ❏♦✉r✲
♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇ ✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱ ✹✸✭✶✮✱ ✾✼✕✾✾✳
❬✸❪ ❙♦✇✱ ▼✳✱ ❉✉rr✐❡✉✱ ●✳✱ ❇r✐♦❧❧❛✐s✱ ▲✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❲❛t❡r q✉❛❧✐t② ❛ss❡ss♠❡♥t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❍❋◆■
✈❛❧✈♦♠❡tr② ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛♥❞ ❆ss❡ss♠❡♥t✱
✶✽✷✱ ✶✺✺✕✶✼✵✳
❬✹❪ ❚r❛♥✱ ❉✳✱ ❋♦✉r♥✐❡r✱ ❊✳✱ ❉✉rr✐❡✉✱ ●✳✱ ▼❛ss❛❜✉❛✉✱ ❏✳✲❈✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ❈♦♣♣❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❆s✐❛t✐❝
❝❧❛♠ ❈♦r❜✐❝✉❧❛ ✢✉♠✐♥❡❛✿ ❖♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✈❡ ❝❧♦s✉r❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❆q✉❛t✐❝ ❚♦①✐❝♦❧♦❣②✱ ✻✺✱ ✸✶✼✕✸✷✼✳


