N

N

Solutions globales pour I’équation de Schrodinger
cubique en dimension 3

Aurélien Poiret

» To cite this version:

Aurélien Poiret. Solutions globales pour I’équation de Schrédinger cubique en dimension 3. 2012.
hal-00715074

HAL Id: hal-00715074
https://hal.science/hal-00715074

Preprint submitted on 6 Jul 2012

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-00715074
https://hal.archives-ouvertes.fr

Solutions globales pour I'équation de Schrodinger
cubique en dimension 3

A .Poiret 2,

aFaculté des sciences d’Orsay, Département de mathématiques, Batiment 430 Bureau 106, France

Résumé

Dans cet article, on s’intéresse a I’équation de Schrédinger cubique en dimension 3. Gréace & une
randomisation des données initiales, comme ’on fait N.Burq et N.Tzvetkov, on construit des
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Dans cet article, on explique comment construire des solutions globales pour certaines
équations de Schrodinger sur-critiques. On considére les équations de Schrédinger sui-
vantes :

o1
i— + At = K|afP~'a
Fy |l
(0, ) = up(x),

(NLS)

ou K € {—1,1} et p désigne un entier impair. Alors, on peut trouver dans [Tal] les théo-
rémes suivants : il existe un espace X3 contintiment injecté dans CO([-T, T, H*(R%))
vérifiant les faits suivants :

-Sip <1+ ﬁ (cas sous-critique) alors pour tout R > 0, il existe T > 0 tel que
si |[uo|| s (rey < R, alors il existe une unique solution locale u € X7 a I'équation (NLS).
De plus, Papplication ug € Bys(0, R) — u € X;. est continue. Cela signifie que le pro-
bléme est localement bien posé.

Si T peut étre choisi égal & oo, on dit que le probléme est globalement bien posé. C’est
le cas par exemple si s =0 ousi s =1 et K = 1. De maniére générale, si K = —1 ousi s
est trés proche de 0, le probléme de globalisation est délicat.

Dans le cas ol le probléme est globalement bien posé, il est naturel d’étudier le compor-
tement de la solution en +oc.

Par exemple, pour p = 3, d = 3 et s = 1, nous pouvons obtenir pour tout uy € H*(R%),
lexistence de uy € HY(RY) tel que tlgg)”u(t) — e"®u || geray = 0. Lorsque cette pro-
priété est vérifiée, on parle de "scattering". Il existe des situations ou le probléme est
globalement bien posé mais ou le scattering n’est pas vérifié.

-Sip= 1+ﬁ (cas critique), on peut démontrer 1’existence locale d’une unique solution
pour chaque donnée initiale comme dans le cas sous-critique, mais le temps d’existence
de la solution ne dépend pas uniquement de ||ug||z+(gq) et le probléme de globalisation
est un probléme complexe.

-Sip>1+ ﬁ (cas sur-critique), il existe une suite de réels t, € R et une suite

de fonctions u, € H*(R) telles que lim |[un||fsray = 0 et Lim |[un (tn, )| s ray = 0
n—oo n—oo

ol up(t,.) désigne une solution de I'équation (NLS) avec donnée initiale correspondante.

Par conséquent, le flot de I’équation (NLS) n’est pas continue en 0, le probléme n’est

pas bien posé et les méthodes usuelles ne permettent pas ’étude de I’équation dans cette

situation.

Dans la majeure partie de cet article, on s’intéresse au cas p = 3, d = 3 qui est donc
H'/2(R3) critique et nous allons construire un nombre infini non dénombrable de so-
lutions globales pour des données initiales qui sont moralement dans L?(R?). Dans la
section 9, on expliquera comment généraliser ce résultat (en dimension supérieure a 2)
pour toutes équations de moins d’une demi dérivée sur-critique.

Pour établir ce résultat, on utilise les idées de N.Burq, L.Thomann et N.Tzvetkov dé-
veloppées dans [BT2| et [BTT] en rendant la donnée initiale aléatoire dans I’espoir de
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gagner des dérivées dans un certain espace LP pour p # 2.

Tout d’abord, en section 4, on vérifie que la donnée initiale rendue aléatoire ne per-
met pas de gagner de dérivées dans L? et que le probléme reste sur-critique avec le
méme indice. On prouve également que notre donnée aléatoire est grande dans H*® pour
0 < s < 1. Ainsi, comme le théoréme 2 de [CGP], nos solutions construites seront éga-
lement valables pour des équations sur-critiques avec données initiales grandes.

La preuve du théoréme repose essentiellement sur deux résultats intermédiaires :

-la transformation de lentille (utilisée en dimension 1 dans [BTT] et que nous pouvons
généraliser en toutes dimensions) qui nous permet de se ramener a prouver un théoréme
d’existence locale sur | — 75 2| pour I’équation de Schrédinger avec potentiel harmonique
(voir section 2.3).

-lexistence d’une estimée bilinéaire pour l'oscillateur harmonique (voir section 3) qui
permet de gagner la demi dérivée sur les termes d’ordre 1 en ug. Cette estimée est I’ana-
logue de I'estimée bilinéaire pour le Laplacian prouvée par Bourgain (voir [S] pour avoir
une preuve).

En sections 5 et 6, par analogie au théoréme 1 de [CG1] ou le théoréme 2 de [CG2],
en utilisant les deux résultats intermédiaires précédents, on peut prouver que si la don-
née initiale est assez petite pour une certaine norme alors nous pouvons appliquer un
théoréme de point fixe et obtenir une solution globale pour 1’équation (NLS).

Pour conclure, il suffit de vérifier que la probabilité que la norme de la donnée initiale
soit petite n’est pas nulle. En utilisant les méthodes de N.Burq et N.Tzevtkov dévelop-
pées dans les paragraphes 3 et 4 de [BT2], en ayant choisi comme fonctions propres pour
loscillateur harmonique les fonctions tenseurs pour avoir la meilleure décroissance pos-
sible, on peut évaluer la régularité de la donnée initiale (section 7) et prouver le théoréme
(section 8).

1. Introduction et notations

En dimension d’espace d quelconque, on pose H = —A + 22 P'oscillateur harmonique.
On note A2 les valeurs propres et h,, les fonctions propres de H que 'on indexe par n € IN.
On a donc

Hhy, = A2 h,, ¥n € N.

On note W5P(R%) et H*(R?) les espaces de Sobolev usuels. Puis, on définit les espaces
de Sobolev harmoniques.
Définition 1 L’espace FS(Rd) est défini comme la fermeture de l’espace de Schwartz
pour la norme

lellge gy = [[H*?ul| 12 (ge).
Définition 2 De maniére similaire, [’espace Ws’p(]Rd) est défini comme la fermeture de
l’espace de Schwartz pour la norme

lullg7=# ay = [1H*/2ul [ o ra).

Dans [DG], nous pouvons trouver la proposition suivante :
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Proposition 3 Pour tout 1 < p < oo, s > 0, il existe une constante C' > 0 telle que
1
lullgpe ey < IV°ulloqesy + 1| < & > wlloqesy < Cllullgpeo -

Pour simplifier les calculs, on suppose p = 3 et d = 3 dans I’équation (NLS). Néanmoins,
les résultats peuvent étre obtenus de maniére similaire pour d > 2 car la preuve est basée
sur 'estimée bilinéaire que nous démontrons pour d > 2.

On suppose que les fonctions propres de l'oscillateur harmonique sont données par les
fonctions propres tenseurs, c’est a dire

b (@, Y, 2) = By (2) By (Y) g (2) (1)

ot (=05 + a®)hp, = X} hny (_813 + Y2 ) hny = A5, his (=02 + 22y = Aishns
et A2+ X2+ A2 =A%

Ensuite, supposons donnée (€2, A, P) un espace de probabilité et (g, (w))nen une suite de

variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telle que E(|g,|*) < oc.
50

Soit ug € H (R?), c’est a dire

ug(z) = Z cnhn(x) ol Z Me,|? < oo,

nelN nelN

et considérons l'application w — wup(w,.) de (2, A) dans " (R3) que l'on équipe de sa
tribu borélienne, définie par ug(w,x) = chgn (w)hy(x).

nelN
On peut vérifier que Papplication w —s ug(w, .) est dans L2(Q, H (R?)) et on définit
comme la loi de cette variable aléatoire. Il est alors possible d’appliquer le théoréme de
transfert suivant :

P(w € 9/ U(ug(w,.)) € A) = u(f € T (R?)/T(uo) € A), (2)

pour toute application ¥ : (H’ (R3), B(H® (R3))) — (R,B(R)) mesurable et ensemble
A € B(R).

Premiérement, supposons que (g, (w))nen est une suite de variables indépendantes gaus-
siennes complexes standards (c’est a dire que la densité de g,, est donnée par %e“z‘QdL
ol dL désigne la mesure de Lebesgue sur C) alors nous avons les deux théorémes suivants :

Theorem 4 Soient o €]0, %[ avec ug € H(R?) et s €11, 1 + o[, alors il existe un
ensemble Q' C Q vérifiant les conditions suivantes :
i) P() > 0.
ii) Pour tout élément w € ), il existe une unique solution globale @ & l’équation (NLS)
dans Uespace e ®ug(w,.) + X° avec donnée initiale uo(w, .).
ii) Pour tout élément w € S, il existe LT et L_ € H (R3) telles que
TP itA AT+ _
tliglo l[a(t) — " “uo(w,.) — "> L7||gs(r3y = 0,

. ~ itA itA
i [[(t) = "B uo(w, ) — "L |s(rs) = 0.



De plus, pour tous o’ > o et o €]0,1], il existe deux constantes R et C > 0 telles que
-siug ¢ H (R?) alors P(w € Q/up(w,.) € H” (R?)) =0,
>

-siug € H (R®) avec ||u0||ﬁ,,/(R3) R alors

0/70
~Clluol 7"

o 108 w0l

o’ (r3)

POY>(1—-a)xe

Theorem 5 Si 1 >0 >0 et ug € H’ (R?) alors

lin(l) I (uo € H (R*)/ on ait existence globale et scattering | ||U0||ﬁ"(R3) < 77) =1.
n—

3)

De plus, si (u},u2) € H (R®) x H (R3) alors pour tout € > 0,
lim o @ pro ((ug, u2) e H (R®) x H” (R®) /iy et o
n—

sont globales avec ||ty — ta||xo < € | ||u3)||ﬁ°(]R3) <, ||u%||ﬁ°(]R3) < 7}> =1,

(4)
ol p; correspond a la loi de la variable aléatoire w — ug(w, .
Deuxiémement, on suppose que g, = €*b,, ol (b, (w))nen est une suite de variables aléa-
toires Bernoulli standards (’espérance est nulle) et € > 0 alors nous avons le théoréme
suivant :

Theorem 6 Soient o €]0, 5[ avec ug € H(R?) et s €]%, 3 +ol alors pour tout a €]0, 1]

il existe une constante € > 0 et un ensemble Q)¢ o vérifiant les conditions suivantes :
i) P(Qeo) > 1—a.
i1) Pour tout élément w € Q¢ o, il existe une unique solution globale @ & I’équation (NLS)
dans Uespace e"®ug(w,.) + X* avec donnée initiale uo(w, .).
. . . =1
ii1) Pour tout élément w € Qe q, il existe LT et L_ € H (R?) telles que
. <N itA AT+ o
tlgglo |[i(t) — " Fuo(w,.) — €S L7|gs(r3y = 0,
: = itA _itA _
t_lgllnoo l|a(t) — " “uo(w,.) — "> L_||gs(rsy = 0.
Ca

TS , s
De plus, on a la relation o = Cye ""Fw) et siug ¢ H (R3) alors

P(w € Q/up(w,.) € H*(R?)) = 0.
2. Résultats préliminaires

Dans cette section, excepté dans la quatriéme partie, on suppose la dimension d’espace
d quelconque.

2.1. Les estimées de Strichartz pour Uoscillateur harmonique

Dans ce premier paragraphe, on établit les estimées de Strichartz pour l'oscillateur
harmonique.



Définition 7 Soient (q,r) € [2,00]? alors on dit que (q,7) est admissible si et seulement

S
2 d d
(q)rad)#(2,oo,2) et 525_;
Définition 8 Pour s € R et T > 0, on définit
Xr = f LY([~T,T),W"" (R%)).

(g,r) admissible

Proposition 9 Pour tout temps T > 0, il existe une constante C > 0 telle que pour
toute fonction u € H (RY),

lle™" ullz: < Crllullge ga)-

Preuve. Quitte & remplacer v par X Hu, il suffit de prouver ’estimation pour un certain
T > 0, par exemple pour T' = 7. De méme, quitte a remplacer u par H?w, on peut
limiter la preuve au cas ot s = 0.

On a

/2
; 1 ; 1 x iz? tan 2t
—itH itA —ia?ten2e
t = X —tan2t, —— | X 2.
e ult, ) (coth) o (2 o ’coth) N

Ainsi, si le couple (g, r) est admissible, on obtient
i

le™ ™ ullpag -z, 2rma)

/2
1 . 1 iz? tan
= x ey ( = tan 2t, a x e T
cos 2t 2 cos 2t

:HeitAu”Lq(]R,LT(]Rd))-

La(-%, 5L (RD)

Puis, nous pouvons utiliser les estimées de Strichartz pour le laplacien pour conclure. X
Proposition 10 Pour tout temps T > 0, il existe une constante Cr > 0 telle que pour

tout couple (q,r) admissible, réel s et fonction F e LY ([T, T],W"" (R%)),

¢
H/ eI p(5)ds
o -

X7

< C||F||Lq/([_T,T]7WS,~(Rd)).

Preuve. 1l s’agit de la méme preuve que celle des estimées de Strichartz pour le laplacien
que 'on peut trouver dans [Tal|. En utilisant la proposition 9, par dualité, on obtient

| [eees

Et finalement, on établit que

T .
H / e IH p(s)ds
-T

S CHFH ’ s,/ .
’ﬁs(]R'i) L' ([-T,T],W (R4))

<ClF]l,

X5 C=T TV (RD)

puis nous pouvons conclure en utilisant le lemme de Christ-Kiselev. X
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2.2. Quelques propriétés des espaces de Bourgain

Dans ce second paragraphe, on définit les espaces de Bourgain puis on établit leurs
différentes propriétés.
Définition 11 On définit ’espace X = Ys’b(]R*]Rd) comme le complété de C§° (RxRY)
pour la norme

[lul 2 = S <t+A2>b X P72 (g, 2 (rey)
nelN

= 2 NE 2 Pyu(t, )l s o o

nelN

ot ﬁ(t) désigne la transformée de Fourier de Pou :=< u,hyp >p2(Rayx2(Ra) * hn par
rapport a la variable temps.
Remarque : Au vu de cette définition, il est important de noter que

|| H/2e ot Mz wa,me @y < [lullspe-

Dans [Tal], corollaire 2.10, nous pouvons trouver la proposition suivante :

Proposition 12 Pour tout temps T > 0 et entier b > %, il existe une constante Cr > 0
. o . —s,b
telle que pour tout entier s € R et pour tout couple admissible (q,r), si u € X7 alors

we LI([—T,T], W (RY)) et
1ull o2y, (Ray) < Crlluligee.

Dans les propositions 13 et 14, quitte a remplacer u par H*/?u, nous pouvons limiter la
preuve au cas s = 0.
Grace au lemme 2.4 de [BGT?2], nous pouvons établir la proposition suivante :

Proposition 13 Pour tout 6 € [0,1], si b > 1;29 alors il existe une constante C > 0
s,b
telle que pour tout entier s et toute fonction u € X ,

||U| |L% (R,ﬁs(Rd)) S C| |U| |75’b .

Preuve. A I’aide de la transformée de Fourier inverse, on a
1 <T 4+ A2 P ) _
Pou(t) = — | ——2 7 x " x Pyu(r) dr.
nult) 27T/R<T+)\%>b wu(7)

Puis, pour b > %, on obtient par I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

- 1/2
|Pou(t)] < C </ <74+ A > | PLu(r)? dT) .
R

Ainsi, en élevant au carré, en intégrant sur R? puis en sommant pour n € IN, on obtient
pour tout réel b > % et fonction u € Yo’b,
|[ul| oo (&, L2(Re)) < Cllull50.0-
Mais, par définition,
||U||L2(1R,L2(1Rd)) = ||U||§°vU
donc le résultat suit par interpolation. X



Proposition 14 Pour toute constante 1 > 6 > 0, il existe deux constantes V' < % et
C > 0 telles que pour tout entier s € R et toute fonction u € L' (R, H' (RY)),

||u| |75,7b/ < C||u||L1+5(]R,ﬁS(]Rd))'

Proof. D’aprés la proposition 13, on a par dualité que pour tout 6 € [0,1] et b > %, il
existe C' > 0 telle que pour toute fonction u € L7 (R, L2(RY))

lulbo—+ < Cllull, 225 e o

Puis on choisit § = 12—f6 et b= 1;5*5 < % pour obtenir la proposition. X

Dans [Tal], lemme 2.11, nous pouvons trouver la proposition suivante :
Proposition 15 Soit ¢ € C§°(R) alors pour tout b > 0, il existe une constante C > 0

. ~s,b
telle que pour tout s € R et toute fonction u € X’ ,

[p(@)ullgse < Cflullxse

Enfin, on donne une derniére proposition dont la preuve peut étre trouvée au lemme 3.2

de [G] (en prenant &’ =1 —bet T =1).

Proposition 16 Soit ¢ € C§°(R) alors pour tout 1 > b > 1, il existe une constante
-1

C > 0 telle que pour tout s € R et toute fonction F € x> ,

Hw(t) /O t e IH P () ds

< CFllger.
=

A partir de maintenant, on pose T = 7, puis on définit le nouvel espace de Bourgain qui
va nous intéresser. b —eb
Définition 17 On définit Uespace X7 = X ([=T;T) * RY) comme le sous ensemble de

~5,b
X pour lequel la norme suivante
[ul [0 = inf | {||w||75,b avee w|_rz) = u}

weX
est finie.
La proposition 13 nous permet d’obtenir le résultat suivant :

eps . b -7

Proposition 18 Soient b> 1 et s € R alors X7 < C(-T,T),H (RY)).

2.3. La transformation de Lentille

Dans ce troisiéme paragraphe, on définit la transformation de lentille puis on établit
ses propriétés fondamentales.
Définition 19 Pour u(t,z) une fonction mesurable de]|—%; Z[xR%, on définit pourt € R
et x € RY, la fonction u(t,z) de la fagon suivante :

a(t, z) < L >d/2>< <1 tan(2t), —— )x i
u(t,r) = —— u | = arctan(2t), ————= e1+4t?
V14 4t2 2 V14 4¢2

Dans [Ta2], on peut trouver la proposition suivante :
Proposition 20 Soit K € R alors,




u est solution de i z — Hu = K cos(2t)2 (P~ 1)=2y|p~1y

si et seulement si@i est solution deiZl + At = K|u|P~
Définition 21 Pour s € R, on définit

X5 = N LY(R, W*"(R%)).
(g,r) admissible

Proposition 22 Soit s > 0 alors il existe une constante C > 0 telle que pour tous

p € [1,400] et g € [1,400] vérifiant % + g — % < 0, on a pour toute fonction u €

LP([7T7 TLWS’q(Rd));
||a||LP(]R,WS’q(]Rd)) < C||“||Lp([_T,T]7WS*"(Rd))-

Preuve. Par interpolation, il suffit de prouver le résultat pour s = n € IN. Soit o € IN¢
avec |a] < n, alors grace a la formule de Leibniz, on obtient

osu(t, x)
oy ( ! >d/2 X (1 arctan(2t) a > X i
= —_— u | = arctan(2t), —= el
FANVT + 422 2 V14 4t2

1 /2 a 1 x w2t
(o o (o (Lo, =) oz ().
( 1+4t2> qu;a<6) z<u<2arc an(2t) 1_‘_4152)>>< . e

Puis, comme

ix2t T
aa*ﬁ 1+ < Ca 14 |— aﬁ)’
|05 < o (14| |

on établit

L\ sl
60‘ t,x)| < Cy —_—
ozl 3 ,ﬂ(TM)

1
x |05 ul (5 arctan(2t),

) < ()

Par conséquent,

1074 | e, La(r))

1 d/2+d/q+|B| 1
< Og;ga Capll (W) X ||u (5 arctan(2t), ) ||W\a\,q(]Rd)||Lp(R)
1 d/2+d/q—2/p+|B|
: Ogléa Cosl (m) XUt o 19 et
Pour conclure, il suffit de remarquer que g + g — % + 8| > 0 pour 8 € N X

Finalement, on a établi la proposition suivante :
o . . <55 ~ . . .
Proposition 23 Soient s > 0 et u € X1 alors 4 € X® et il existe une constante C > 0
S
telle que pour tout u € X,
lallxe < Cllullx:



Et enfin, grace a la proposition 12, on obtient la proposition suivante :
Proposition 24 Soient b > %,

J— >7b
c > 0 telle que pour tout u € X; ,

b . . .
s>0etuc XST alors w € X° et il existe une constante

llallx: < effullzs-
2.4. Propriétés basiques des fonctions propres de l'oscillateur harmonique

Dans ce quatriéme paragraphe, on donne quelques estimations classiques des fonctions
propres tenseurs de ’oscillateur harmonique.
Proposition 25 Pour tout § > 0, il existe une constante Cs > 0 telle que pour tous
n,m,k € IN3,

7| amey < CALY* (log An)?, (5)
[[Anll Lo rs) < CAMS, (6)
kL2 ey < Cs max(An, Am) ™2, (7)
A b || 12 (rsy < Cs max (A, A, A) ™20 (8)

Preuve. Les estimations (5) et (6) sont trés connues en dimension 1 (voir [KT]| pour une
démonstration).
Dans ce cadre en dimension 3, comme \2 = )\72“ + )\%2 + )\%3 alors il existe i € (1,2, 3)
tel que )\,2” > %
Ainsi, on obtient
]l zara)y = [[ony [1La ) [1Fona |23 ) | s | 24 ()
< OA A Hlog (A, ) Tog (An, ) 10g(Any)
< O\ (log An)?,

car Ap; < Ap, Apy < Ap et Ay < g
Nous pouvons faire la méme preuve pour Pestimation (6).

Ensuite, I'estimation (7) est démontrée en dimension 1 dans [BTT].
On peut supposer que max(A,, A\ ) = Ap et max(An,, Anyy Ang) = An,, alors
\2o> % > % > /\7% Puis, grace a (5), on obtient
Anhml[L2re) = |[ny By |22 (R) [ Poms hana || L2 (1) [ g Foms | 22 ()
< Py By |22 (8) | Pns [ 28 () o [ 28 () || P [ 24 () | s | 24 ()
< Cg)\;l/2+6
S C§>\;1/2+6-

Pour l'estimation (8), supposons que max(A,, A, Ak) = Ap. Alors, en utilisant (6) et (7),
on trouve

[[hnhmhil| L2 sy < |[hnhmllL2ws)|[he]| Lo (r3)
S C(;Afr_ll/2+6
< Csmax(Ap, A, Ag) "2,

Ce qui démontre la proposition. X
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Lemma 26 Pour tout s € R, il existe une constante C > 0 telle que pour toutes fonc-
tions f,g,h € H (R),
1f @)g()h(2) Iz ey < C % (f 172 wyll9l 2@ 1l L2ry + 11|22y 9]z gy 1P L2 (R)
+ ||f||L2(R)||g||L2(R)||h||ﬁ5(]R))'
Preuve. 11 suffit d’établir le résultat dans le cas ou f(x) = hy(z), g(y) = hm(y), h(z) =
hk (Z)
Dans ce cas, on a
Lf (@) g()h(2)ll 72 (g
= || H*2[f(2)9(9)h(2)] || 2(ms)
= [| (As + A% + A2 (@) b (9) Pk (2)] || L2 (ms)
< Nl (@) b () P (2) | L2 3y + A | [ (@) o () e (2) | L2 (3
+ Xl (@) P () e (2) | L2 (3
< Wbz Wl 2y Wkl 128y + Vol 128y o7y el 215
+ Mol 2@l hm L2y [kl 1o (m)- - B
Proposition 27 Pour tout § > 0 et s € [0,1], il existe une constante C > 0 telle que
pour tous n,m,k € IN3,
| B[ gy < € X max(An, A )~ H/2F2,
| Al [ sy < C % max(An, A, Ap)*L/2H0
Preuve. Grace a (7) et (8), par interpolation, il suffit d’établir les inégalités pour s = 1.
Pour la premiére inégalité, on peut supposer que max(An, Am) = Ap et max(Ap,, Any, Ang) =
Any -
En utilisant le lemme 26, (5) et le lemme A.8 de [BTT] avec 6§ = 1, on trouve
||hnhm||ﬁ1(ﬂ{3) <Cx (||hn1hm1||ﬁ1(n{) + ||hn2hm2||ﬁ1(]R) + ||hn3hm3]||ﬁl(3))
< O x (max(Any, Ay )20+ max(An,, A, )20+ max(An;, A, )/2H0)
< C x max(Ay, Am)/2+°,
Pour la seconde inégalité, on peut supposer que max(A,, A\m, Ax) = A, alors, grace a
I’inégalité précédente,
ol sy, < ol s oy el )+ o syl
< C x max(\p, )\m)l/ﬂ‘;)\,zl/s + C x max(A,, Am)71/2+5)\2/6
< C x max(An, A, M) /20, X

Proposition 28 Soient 6 > 0,1 > 4 et N > 1, alors il existe une constante Cy > 0
telle que si on suppose

Ang = )\,1;2“5 et Apy > Ang = o 2> Ay, cela implique que < CN)\,;N.

/]R3 ljlhm (x)dx

11



Preuve. En utilisant (5) et (6), on obtient

‘/RSHh z)dx

l
< A2 HE (] o) B || 20 ey

=2

!
<NPFE x| HhmHH%(Rﬁ)

l
< O x NN < [T 1,

1=2
)\n 2k
= O <Anj>

—ks$

< O x M, Yk € N*. X

Soit € C$°(R) telle que 7(0) = n(1) = 1 et n(2) = 0, alors on définit pour N = 2F la
suite d’opérateurs suivante :

L20-1)(R3)

H 4H
Ay < 0D 15

0 sinon.

u pour N > 1,

Remarquons que si A, ¢ [5,2N] alors Ay (h,) =0 et que > Ay (u) = u.
N

Lemma 29 Il existe b/ < % tel que pour tous 6 > 0 et K > 1, on ait lexistence d’une
constante Cig > 0 telle que si on suppose Ny > N21+6 et No > N3 > Ny alors pour tous

-0, b/
Uy, U2, U3, Ug € X

’/ AN, (u1) AN, (u2) A, (uz) A, (us)
RxR3

< CxN; ™ H 1A N; (i) |0, -

i=1
Preuve. On commence par étudier le cas ot u;(t, ) = ¢;(t)hy, (x). D’apreés les propositions
28 et 13, on trouve

/ An, (u1)An, (u2) AN, (uz) A, (u4)
RxR3

4 )\Qv

4 2
<IT ol % [l dtx | [ huy(@)ha, (@) do
o N R RS
4 2 4
<Cx N7 <[] ) x [T el
4171 i=1
<CgN; K H [[AN, (ui)|| L2 (r,L2(R3))
=1

4
<Cr N7 T AN, ()| |ou

i=1

12



Pour le cas général, on pose u;(t,z) = Y ¢; k(t)hi(x), alors
keN

A A ) )
Rx+R3

IN

/]R - ANl (Cl,kl hkl )AN2 (027’62 hk2 )ANS (03,763 hks )AN4 (C47k4 hk4>
k1,k2,ks,ka *

4
CKN1_K Z H||AN1 (ciykih’ki)

k1,k2,ks,kq i=1

IN

|—o,b’
X

4
< CKNl_K+12 Z H ||AN1 (Chklhkl)

k1,k2,ks,kq 1=1

|2
Yo’b/'

Or
Z ||AN1 (CLkihki)”%O,b’ = Z Z || <7+ A > Pn(ci,kihki)||2Lf(]R,Li(]R'i))
ki

ki n

=Y Il <7+ > Palcinha)ll2 g, 02 mey)

= il =

Proposition 30 Pour tout s > 0, il existe deux constantes C1 > 0 et Cy > 0 telles que
pour tout n € IN,
Ch A5, < ||Vshn||L2(]R3) < CaA;.

Preuve. En utilisant la proposition 3, on a
C’ (||Vshn||L2(]R3) +l <z >* hn||L2(R3)) <A = ||hn||ﬁ5(]R3)
<C (HVShnHLz(]Rz) + || <z >° hn||L2(]R3)) R
puis
IV hallaquey < N < € (VL) + 195 (i) 2 ce0) + L2y

Mais comme les fonctions propres sont les fonctions tenseurs alors |hy, ()| = |hn(2)], car
cette égalité est vraie en dimension 1, et le résultat suit.

3. L’estimée bilinéaire pour ’oscillateur harmonique

L’objectif de cette section est d’établir une estimée bilinéaire de type Bourgain pour
loscillateur harmonique. On suppose la dimension d’espace d > 2 et on propose de
prouver le théoréme suivant :

Theorem 31 Pour tout 6 €]0, %], il existe une constante C' > 0 telle que pour tous
N, M,u et v,

||€itHAN(’U) €itHA]M(’u)||L2([_1;1]7L2(Rd))

, w2 (min(N, M)\ 7?0
S C x mln(N,M) 2 X (m) X ||AN(U)||L2(Rd)||AM(U)||L2(Rd)

13



On remarque que pour prouver le théoréme 31, il suffit de prouver le théoréme suivant :
Theorem 32 Pour tout § €]0, ], il existe une constante C' > 0 et un réel e > 0 tels que
pour tous N, M,u et v,

e An (v) e Aps(u) |2 ((—sel,L2 (R )

min(N, M) 1/2-¢
( ) o 118 0 g 1t () oy

S (j><H’llﬂ(]\[,]\4)d_;2 X (m
max s

eH

En effet, on peut remplacer u par e u et v par e v pour obtenir

1T A (0) e T AR ()] 2 (i), 1202

min(N, M)\ /?7°
( )) o 1A )] 22 ey || A ()| 2y

d—2
< in(N, M)z —_—
< C xmin(N,M) = x <maX(N, M)

Puis, on utilise le changement de variable ¢ +— ¢ + € et le théoréme (32) pour trouver
que

e A (v) €™ Anr(u)||p2(—e2e], L2(R1))

-
in(N, M) 1/2—6
o X ||AN(U)||L2(1Rd)||AM(U)||L2(Rd)-
x(N, M)
On peut ainsi itérer le procédé 2F (%) fois pour établir le théoréme 31 et on cherche donc
a montrer le théoréme 32.

d—2
< C xmin(N, M)z x (

Soit r < 1 et ¢ € C§°(R) qui vérifie

1 pour z € [1/2;2],

¢(x) =
0 pour x €[0,1/2—r]U[2+ 7, o0,

et posons Ay = ¢(£5). Alors en utilisant que ¢(z) * (n(z) —n(4z)) = n(z) —n(4x) pour
tout x € R, on a la proposition suivante :
Proposition 33 Pour tout N, on a

ﬁvoAN = AN.

Par conséquent, pour prouver le théoréeme 32, il suffit de montrer le théoréme suivant :
Theorem 34 Pour tout § €]0, —], il existe une constante C' > 0 et un réel € > 0 tels que
pour tous N, M,u et v,

||eitH Al (v) eitHAQW(U)||L2([—e;6],L2(]Rd))

min(N, M)

1/2-5
. d—2
< Conin(N, )7 (BEZAE) T ol lullage.

En effet, si le théoréme 34 est vérifié, nous pouvons appliquer cette inégalité a v remplacé
par Apn(v) et u remplacé par Ays(u) puis nous pouvons utiliser la proposition 33 pour

obtenir le théoréme 32.

Cas M ~ N avec M > N :

14



Pour d = 2, nous pouvons utiliser les inégalités de Strichartz (soit le théoréme 9) pour
trouver que

||€ltHA/ (v) ltHAM( )||L2[ €;¢],L2(R%))
< €™ Al (0)] pa ([ ese),away) X €™ Al (0)|] L4 (= ese], L wa))
< €™ Al ()| pa = mimf,zarey) X €T AN ()| L4 =i, L4 (RY)
< Cl|AN ()] L2(rey X [|AN (0)]| L2
< Cll|2may x ||ul|L2(ra)-
Pour d > 3, en utilisant encore le théoréme 9 et les injections de Sobolev, on établit que

||€itHA/ (v) itHA/I\/I(u”|L2([76;e],L2(]Rd))

WtH A/ itH A/
< 1 Ay Ol -eigzomon X NPT AR@ e
< [l Al (v)]] s, AR )], EYINN
Lo (|l=mm[[W 2 "7 (R)) 2(J=miw[,Ld=2 (R))
< CllAly (v)ll_; Rty |AN ()] 22 (ra)

d—2
<CN™> ||U||L2(1Rd) X |ul| g2 (Ray-

Finalement, si nous posons uy = A, (u) et vy = Ay (v), on se raméne a démontrer que
pour tout 5 €]0, ], il existe une constante C' > 0 et un réel ¢ > 0 tels que pour tous
N, M,u et v, 51M>10Na10rs

itH itH a2 (N HEmo
™ on e untll L2 (e, 12may) S ON7Z | 7 [vllz2mayllull 2@y (9)

Pour démontrer ce dernier résultat, on commence par donner quelques notions élémen-
taires sur les opérateurs pseudo-différentiels.

3.1. Outils sur les opérateurs pseudo-différentiels et applications aux fonctions propres

Définition 35 Pourm € R, on définit T™ comme [’espace vectoriel des symboles q(x, &) €
C>= (R4 x RY) qui vérifient pour tous o € N? et B € N, lexistence d’une constante Cy, g
telle que pour tout (z,£) € R% x RY, on ait

10200 q(x,€)] < Cap(1+ || + €)™ 7.

Définition 36 Pourm € R, on définit S™ comme [’espace vectoriel des symboles q(x, &) €
C> (R x RY) qui vérifient pour tous a € N et B € N, Iexistence d’une constante Co,
telle que pour tout (r,€&) € R x RY, on ait

1020 q(2,€)| < Cap(1+ €)™ 7.
Définition 37 Pour g € S™UT™ et h > 0, on pose Opp(q) Uopérateur défini par

Omn(a@)f) = ey [ Vel a,)1(y) dyde

0 [ el hf©) de.
R4 xRd
Dans [M], on peut alors trouver les deux théorémes suivants :

15



Theorem 38 Soient q; € S™ (respectivement T™!) et go € S™2 (respectivement T™2)
alors il existe un symbole q € S™T™2 (respectivement T™1T™2) tel que

Opi(q1) o Opn(g2) = Opn(q)

avec

hled
q= Z ol ag‘ql@;‘qg—i—hNHTN oury € §mitm2—(N+1) (respectivement TmHmQ*(NH)).
i

lal<N

Theorem 39 Si q(x,&) € SY alors pour tout s € R, il existe une constante C' > 0 telle
que pour tout h €]0,1] et u € H*(R?),

[[Opn(q(z, §))ullgs mey < Cllul| s (ray-

On énonce ensuite la propriété suivante qui va permettre d’inverser 'oscillateur harmo-
nique modulo un terme de reste trés régularisant.
Proposition 40 Soit § > 0 et définissons la fonction n € C=(R?) telle que

0 si|z] <1434,

n(x) =
1 sifz| > 14 26.

Posons p(x,&) = €2+ 2% — 1 et définissons Hy, = Opy,(p) € Opn(T?) alors pour tout N €
IN*, il existe deux opérateurs pseudo-différentiels Ex € Opp(T~2) et Ry € Opy (T~ NV+D)
tels que

EnoHp=n+ hNJrlRN.
Preuve. On pose

€y = Q ETﬁQ.
p

et pour n > 1, on définit e, par récurrence de la facon suivante :

1 1 o leY —2—n
enzfz—) Z Wagejazp eT .
la|+j=n,j#n
Enfin, on pose
En = Opy, Z he;
0<j<N

Alors, par la proposition 38,

Eyn o Hp, = Opy, Z hie; | o Opn(p)
0<j<N
hlolts N+1
= Op, Z el 8?ej8§“p+h N
la|+i<N
hlolts N+1
=O0pn | > —ar 08e;0p | + YT Ry
la|+i<N

16



avec Ry = Opp(ry) € Opy, (T’(N“)) )

Or

hlel+i 0 e hl o aa
Y. T Redlp=eopt DY o 08¢0

la]+j<N 1<ISN |a|+j=I
1
1<ISN la|+j=1.j#
= ’)7.

X
On peut donc maintenant établir une propriété fondamentale que vérifie les fonctions
propres de l'oscillateur harmonique.
Proposition 41 Pour tous entiers K et N, pour ¢ > 1 et 1 < p < oo, il existe une
constante C' > 0 telle que pour tout n € IN,

| <2 > hollpo(zizernny < CAZN.
Prewve. Comme (—A + 22 — A2)h, = 0, en posant h = 35 et ®(2) = h,(A,2) alors
(—h?A+2% - 1)@ =0.
Soient § < 1 et x € C*°(R?) telle que

Osi |z <1,

1si |z| =1+,

et Y € C(R?) telle que
0si |z] <1+ 26,
1si|z| >1+ 36

Alors
Hy,(x®) = —h*Ax® — 2h? Vx.VO.

Puis, grace a la proposition 40, on trouve
nx® = —En(h?Ax® + 202V x.V®) — hN TRy (x®).
Et finalement,

<z >Kxnx® = — <z >EXYEN(W2Ax® + 202V ). V®) — WV < 2 >E YRy (x®).

Estimation de < 2 >X YEN(Ax®) :
On a

X BN X)) = s [ B ) ) dude

Comme |z| > 14 24§ alors |z — y| > 4.
Puis comme f\zfy\>6 < f‘zliyl‘>6+f‘zry2|>5 +o f\zrydb&’ on peut se ramener a
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traiter le terme ou |z1 — y1| > 6.

De m&gei@_y)g/h = ¢"(@=¥)&/h ot d’une intégration par parties, on déduit
<z >% X(2)(ExyAx®)(x)

4 X hM

T X _—
(2mh)® /f,1§|y|§1+6 iM(zy —y)M

Par conséquent, comme Ex € T2, on trouve

eV < g SK QM BN (2,€)(AXxD)(y) dydE.

_ d e [(Ax®))(y)
| <@ >K (@) (Ex Ax@)(z)| < CxhIx[x(a)]x [ e dedy.
ea<lyl<ips (1+ |z +[§])2 M=K
On peut ensuite supposer que 2+ M — K > 2d (ce qui est possible puisque dans le cas
ol 2+ M — K < 2d, on refait le méme calcul avec M’ > M vérifiant 2 + M’ — K > 2d
puis il suffira de majorer h*" par hM) pour obtenir

X(2)]
(1+ |z|)2tM-K—d

Et finalement, pour tous entiers M et K, il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout h €]0, 1],

| <x >K X(:L‘)(ENAX@)(ZL') X | <C x hjw_d X ||AX@||L2(]R'1) X

| < 2 55 XEn(AXD)] 1o re) < C x WM =[] 2 -

Estimation de < z > YEN(VY.V®) :

Comme & satisfait —h>A® + 2@ = ® alors h||V®||r2(gay < ||®|]12(re) puis nous pou-
vons procéder comme pour le premier terme pour obtenir le méme genre d’estimation.

Estimation de h¥ ! <z >K YRy (@) :
On a

RN < 2 >E X(2) Ry (x®)(z)

N <271T>d x /R S < o S @)y (a, he) F(x®)(€) de

avec
<z >Kx(@)ry(, &) e TN 1% S pour N > K — 1.
En utilisant le théoréme 39 et les injections de Sobolev, on trouve donc
[PV < 2 > x(2) R (x®) ()| o (rt)
< |[WNF < @ SF (@) Ry (x®) ()] graser (ray
< O x hNFL x ||X(I)||Hd/2+1(Rd)
< C x hN* x 1P| fras2+1 (ray-

Finalement, on obtient pour tous entiers K et N, pour tout p € [1, 00] et ¢ > 1, I'existence
d’une constante C' > 0 telle que pour tout 0 < h < 1, on ait

|| <z >K (I)HL;J(MZC) < C x hN X ||(I)||Hd/2+1(Rd).
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Puis, en retournant & la variable initiale, on trouve que pour tous entiers K et N, pour
tout p € [1,00] et ¢ > 1, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout 0 < h < 1 et
nG]Navechf%, on ait
| < Vha > Bl Lo(jajzern) < C x BN W CPIZUAT2 5 b [ o gay
<C x pN—d/(2p)—=d/a=1/2 ||hn||ﬁd/2+l

< O x BN-4/(2p)—d/2-1

(R9)

X ||hn||L2(]Rd)-

Or
| <z >% hollzo(aizenn) < hnllzozizenny + 52 < Vha > byl poe)sern)
<O x thd/(Qp)fd/QflfK/Q ~ ||hn||L2(]R'i)
<C x /\7:2N+d/p+d+K+2 ~ ||hn||L2(]Rd)'
Ce qui démontre la proposition. X

On termine la section avec une propriété de calcul fonctionnel qui explique que certains
opérateurs peuvent étre approximés par des opérateurs pseudo-différentiels.
Proposition 42 Soient ® € C§°(R) et x2 € C°(RY) avec xao(x) = 1 pour x € B(0,17).
Alors pour tout N € IN* et s > 0, il existe une constante Cy s > 0 telle que pour tout
h €]0,1] et u € L?(R9),

N-1

||(I)($2 + (hD)Q)u - Z thph ( f 2U||HS (R9) < CN shN ||u||L2(Rd),

j=0
ot Wo(x, &) = ®(x? + £2), Supp(¥;) C ((x,8)/2* + &% € Supp(®)) et ¥, € T—7 C S°.
Preuve. On se sert de la proposition 2.1 de [BGT?2].
Si x1x2 = x1 alors

N-1

18(2* + (hD)*)xau — Y B Opn(W;(x, €))x2ul e (rey < Cn,sh™ ||| 2(ro),
7=0

avec Uo(z, &) = ®(x2 + £2), Supp(V;) C ((z,€)/2* + & € Supp(®)) et ¥; € T,

Puis, il suffit de choisir correctement x; pour avoir
1@ (2® 4+ (hD)*)(1 — x1)ul| e (may < B|ul| 2 (Ra),
c’est a dire =
€T —00
19 (52 ) 0= x0) (5) ey < 5l

ou N2 = % Comme ® est bornée et & support compact, on trouve
H 2/d
||(I) ’U||Hs ]Rd)<N ||’U||L2 (R9)> YveL (R)
11 suffit de vérifier

xz —00
100 =) (5 ) wllzequey < N7 lull 2,

pour u = h,,, pour tout n € IN.
11 suffit alors d’utiliser la proposition 41 avec x1 = 1 sur B(0,17). X
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Revenouns a la preuve de l'inégalité (9). On peut écrire

472 472
Up = X Ve up + (1 —x) Ve U

avec x € C5°(R?) vérifiant

. 15

1 st x| < —,

x() = 16
0 si |z|>1.

Et, par I'inégalité triangulaire, nous devons estimer les deux termes suivants :

itH 4o itH
e x el ON||L2([=e.e],L2(RY))

itH 4a° itH
||e (1_X) M2 Up € UN||L2([,575]1L2(R(1)).

3.2. Estimation du premier terme : (10)

Le théoréme 2.4 de [S] nous donne le résultat suivant :

Proposition 43 Pour tout § > 0, il existe une constante Cs telle que pour tous u €

H=Y2H(RY) et v € HT —9(RY),

€4 €l e 2y < Collullir-/zrs oy ol azs o

Ainsi, a I'aide de la transformation de lentille, on en déduit la proposition suivante :
Proposition 44 Pour tout § > 0, il existe une constante Cy telle que pour tous u €

-1
HV2RY etve H 2 (RY),

e u ol p2_ 2 21, L2may) < Csllullg-1/245 ey |[0]|_ sz

HZ (R
Preuve. En utilisant les propositions 20 et 43, on obtient que
itH,, pitH

le VllTa (22,2 me)

= [le=""u e_itHU||%2 (I-%;Z],L2(R%))

/ / 1 S x|eitay A |2(tan(2t), r )dtd:z:
S Rd|COS( t)] 2 cos(2t)

3

— / / | ztA ’LtA |2 (ta‘n(2t)7x) dtd:C
]—z;z[ JRe |COS 2

87

1/2 _ _
/ / (1+ (2t)2)d/271 x [P ue o (t, x) didx
1/2 JRd

< Cx / / e By e Bu|2(t, ) didx
R4

< O x ullf-1/24s ray % 1012 4

YT O (R)

< (Cx ||u||H*1/2+5(]Rd) X ||’U||ﬁ%—5(Rd)’
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ou dans la derniére inégalité on utilise la proposition 3. X

Nous allons montrer que pour tout § €]0, %], il existe une constante Cs > 0 telle que
pour tous N, M,u et v, si M > N alors

422
M2

N

1/2-6
, , d=2
lle" T oye™y ( ) um||r2(—z 2y, L2 (ray) < CsN 2 (M) [ul|L2®ay V]| L2 (Ra).-

Pour cela, en utilisant la proposition 44, il suffit de prouver que pour tout § €0, %], il
existe une constante Cs > 0 telle que pour tous M et u

4a? -
I (W) untl|g-v/2es ey < CM ™25 ]| pagay.

Trivialement, nous avons que

422

5% Ve unm|r2mey < unllp2@wey < Cllul|p2gmay-
Ainsi, par interpolation, il suffit de démontrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que
pour tout M et u,

422 1
X | 5 | umllz-1(@wey < CM ™ |u|| L2 Ray.- (12)

On utilise alors le calcul semi classique. Pour une fonction u, on définit u : z — u(%)

1
M2

>

ou h =
Remarquons que

(15) [ 0060) = sty (02 4l w0 (V) (13)

et que

(32) o (25)] o) = @soena + @i, a9

Ainsi, pour prouver (12), il suffit d’établir I'existence d’une constante C' > 0 telle que
pour tout h €]0,1] et u € L%(RY),

I (422) é(a? + (hD)2)ull 1+ ety < Chlful|p2r- (15)
En effet,

lIx (%) untl [ (may < || X(42%)d(=h2A + )] () (VR -1 oy

< hTEE || [x (42 $(—h2A + 22)] (W) -1 (e
< ChE= % ||u]| 12 (gay

< CPM2Jul|2(me)

< CMHJul| L2 (moy-
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Démontrons ensuite (15). Grace a la proposition 42, on a
[Ix(42)p(2* + (hD)?)ul| -1 (ma)
= |Ix(42®)[6(z* + (hD)?*)u — Opp(¢(2® + €))x2u + Opp(d(a? + €%))x2ul|| 11 (ma)
< Al 2ray + |1 (43%)Opn(d(z® + £))x2ul -1 (ra)-
Ainsi, il suffit d’évaluer ||x(42%)Opn(d(2* + £2))x2ul| -1 (re). On a
X(42%)Opn(¢(2? + €2))x2u

:X((;rx)d) x /]Rd " p(a? + (h€)*)F (x2u)(€) dé

=gt L, e X )ola® + () F(xau) ) de

g [ Va9 o2 1 (e ) € e

— e (% (e o2 + ) Foxame) )

iz x (422
- [ emews (Mo 1 () Foa©) dc ).
R4 ’th
. 2 1- 2 2 + . 1- 2 A .
Puis, comme 4z° <1let 5 <x°+& <27 implique ; < &%, on en déduit que
x(42?)
i§

l

(2,€) %”WW) € 50 et <x,«s>—>vm(

Ainsi, par le théoréme 39, on a alors

g = (7 ([ e o + neAr0aue ) ) |

o(z? +€2)) e S°

th&

/ e”fx%)aﬁ(x? + (h8)*) F(xau)(€) de
R v

H-1(R%)

L2(R7)

< Chllul[2(re)
et

g < [ e=ovs (Mot + 062 Foe) af |

71(Rd)

< H# « [ e, ("(.“QM(:EQ " (h§>2)) Flou)(€) de

L2(R%)
< Chllx2ul|p2(re)
< Chllul|2wa).-

Ce qui démontre (15).

3.3. Estimation du second terme : (11)

Proposition 45 1l existe un temps T €]0, 5[ tel que pour tout N > 0, il existe une
constante Cy > 0 telle que pour tout M > 1 et u € L2(]Rd),
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) 422
||X (MQ) €th(1 _X) (M2) U]M||L2 ([=T,T],L2(R4)) < COnM~ ||u||L2(]Rd)-

Montrons que la proposition 45 implique 'estimation du terme (11).

De

1wl oo (ja,8), Lo (me)) < Cllu || o (at F R))

et la proposition 45, on déduit pour M > 10N que
5% <i§2) e (1-x) <4ﬁzz) unr €M oy |21y, L2 R
< IIx <8ﬁxz) (1 x) (%ﬁ) unl| 2o rr) e ey % |l on Lo (o1 1) o0 ()
< Cx|x (%z) e (1—-x) (%z) uml 2=y, 2wy X [[oN g4

_K Ard
< Cx M™ENEJul| g2 gy lv]| 2 o)

_K+4
< Cx M~ T2 ul | L2 ray 0] 22 (Ro)-

(RT)

Et donc, il suffit d’estimer convenablement pour M > 10N, le terme suivant :

i 8z2\ 422
lle™un (1—x) (W) e (1—x) (W) unl|p2((-7,1,22 (R4))- (16)

Gréace au théoréme 9, on trouve pour tout R > 1,

) ]2 ; 472
[ on (1 = x) <W) e"(1-x) <W) untllze -z r).o e

R _itH R 827\ itn 4_332

Sl<z>%e"oy <z>"F(1-x) 2 )€ (1-x) IV unml|p2 (1,17, L2 (R4))

—R R itH 2 itH 4$2
<M P x|l<z>"e"on(l —x) (W) e (1 —x) (MQ) um|lL2(—1,1),L2(RA))
< M,R 1 8562 R _itH
< XN =) (372 ) <o>"eonllsrmLame)

i 4x
x [le™™ (1= x) <M2> uml| Lo (-1.1),0 ()

_ 82 i
<M Ex|(1-x) (Mg) < > e on||paor L4 Ra))

<1 (1= ) (22 2
M2 M L4([—T,T],WT’ﬁ(Rd))
—R d—2
<M X || <x > 'UN||L00([_T7T],L4(]R(1)) X M2 ||u1\/j||L2(Rd).
Puis, comme Supp{(l -X) (SW)} {| |2 > M- 2} C {|z|* > 5N?} alors par la

proposition 41, on déduit

82 i
0= (37z) <> € omlluag-rnssey < Cliluzau
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Preuve de la proposition 45. En utilisant 'analyse semi classique comme en (14), il suffit
de prouver l'existence d'un temps T €]0, 7[ tel que pour tout N > 1, il existe une
constante Oy > 0 telle que pour tout u € L?(R%) et h €]0, 1],

[Ix(82%)e™ /M (1 = x)(42®)p(2® + (hD)*)ul | L2 (- 11), L2 (way) < Onh™ ||| L2(may. (17)

En utilisant la proposition 42, il suffit d’établir le résultat suivant :
Pour toute fonction g(z, &) € C§°(R4*R?) vérifiant Supp(g) C {1 < % +2? < 4} et tout
entier NV > 1, il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout u € LQ(Rd) et h €]0,1],

[Ix(82%)e ™M n /M (1 — x)(42®)Opp (g (2, ) ull L2 ((—r7), L2 (rey) < CNEN [|ulp2ray.  (18)

En effet, par la proposition 42,
[Ix(82%)e™ /M (1 — x) (4a?)$(2® + (hD)*)ul| L2 (=117, L2(m)

N-—1
< [Ix(82?)e™ /M (1 — x)(42%)[p(2* + (hD)?)u — b Opn (W 5(x, €))ulll L2 (- 1.7), L2(R))
=0
N—-1 ] .
+ > I (82)e™ (1 — X) (42%) Opn (W (, )l L2 (- 7.7, L2 (R
=0
N—-1 ) .
< OnIN|Jullparey + Y W [[x(82%)e™ /™ (1 — x) (42)Opn (¥ (z, €))ull 2 (- 777, L2(Re))
7=0

< CNhN||U||L2(R'i)-

Lemma 46 Il existe un temps T €]0,%[ tel que si g est une fonction C3°(R? » R?)
vérifiant Supp(g) C {3 < & + 2% < 4} alors pour tout entier N > 1, il existe une
constante C > 0 telle que pour tout u € L*(RY) et h €]0,1],

|Ix(822)e™ /(1 — x)(42®)Opn (g(@, ))ull L2 (11,22 (Rey) < ONEN [[ul| p2(Ra)-
Preuve. On définit

Ld(s N d
w(s, x) = /]Rdeﬁlb(‘s’z’g)a(s,x,f,h)u(%)(%i)d

ou N
a(s,x,& h) = Z ha;(s,z,£).
j=0

Supposons que
®(0,2,8) = x.8,
0s® — |[VO|* — 2% =0,
ag(0,2,€) = (1 — x)(42”)g(, ),
dsa0 — 2VP.Vag — A(P)ag = 0,
et
a;(0,z,&) =0,
O0sa; —2VP®.Va; — A(®)a; = —iA(aj—1),
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pour 1 < j < N.

Alors

ihOsw — h2Aw + 2w = —hNJrQ/ e%(b(s’m’g)A(aN(SﬁCvf))ﬂ(
]Rd

dg

)(27Th)d

=|m

r= N2 f
Par conséquent
X(82%)e™ /M (1 — x) (42%)Op(g(x, h€))u
= x(8zH)w(t,x) — ihN 2y (82?) /t e t=)Hn/h f(5)ds.
0
Remarquons que si ¥ est solution de I'équation 9;¥ + |[V¥|? = 0 avec donnée initiale

U(0,2,8) = 2.€ alors ®(t,z,§) = P(=tan2t L o) 4 2? tan2l est solution de I'équation

0s® — |[V®|? — 22 = 0 avec méme donnée initiale.

Par la méthode des caractéristiques, on trouve
\I/(t’x’é') = _t|€|2 + ZC-g,

puis on déduit que

_tan(2t) . 0, x.&
@(t,:c,f) - 9 (5 +x )+ COS(Qf).
Ainsi
o= cos§(2t) + xtan(2t) et AP = dtan(2t).

En utilisant la méthode des caractéristiques, on trouve

ao (t,x2/tV@,§>M (19)
0

|cos2t|s
¢ ¢
aj (t,x—Q/ V@,f) :—i/
0 0

§ s
Aaj_q (s,x - 2/ V<I>,£) ds. (20)
0
Or, pour tout £ € R% et |z| < 1,

0,0(0,:0,5) =0

et

cos(2s)
cos(2t)

Par conséquent, pour tout £ € R4, t €] — Z, 2], |z| < ¥B et j € N

t
a; (t,x—Q/O V@,f) =

Or fg V® = ¢F(t) — IIO%OS(%) avec F une fonction continue vérifiant F(0) = 0. Ainsi,

pour tout € > 0, il existe un temps T' €]0, 7] tel que si [t| < T alors [F(t)] < € et
|log cos 2t| < e.

Remarquons que

25



t
y=x— 2/ V& = z(1 + logcos 2t) — 26 F (t)
0

Y+ 26F(t)

= =
1+ logcos 2t

et que si |y| < \/ig, 2 <4et|t| < T alors |z| < %246 < @, si € choisi correctement.
Cela implique que pour tout j € Net |[t| <T

Supp(a;(t)) C By <0, L) x Be (0,2).

=

Par conséquent, si [t| < T, comme Supp(x(82%)) C B.(0, %), on déduit que

t
X(82%)e /M (1 — x) (42®)Opn (9(w, €))u = —ihN”x(&”cQ)/ el I/ f(5) ds.
0
Puis, par le théoréme 10, on trouve

|[x(822)e™ /" (1 — ) (42*)Opn (9(x, )ul| L2 (71,2 (Re))

t
< hN+2 X(8£L'2)/ ei(tfs)Hh/hf(S) ds
0

L2([_T7T]1L2(Rd))
< BN Fl o e, 2 rey)
< BN Aan | L -,z (v p2areyy) % ull L2 ra)-

Le lemme est donc démontré si Aax € Li ([T, T, LZ(R?, L(R?))).

On démontre par récurrence sur N € IN, que pour tout a € IN?,
d2ay € L([~T,T), L2(RY, L3(R))).

Pour N =0, a l'aide de (19), on voit par changement de variables que

0%ao € L} ([-T, T],Li(Rd,Lg(]Rd))) si 0%an(0) € Li(]Rd,Lg(Rd)).
Or ap(0) € C>=(R? x R?) avec Supp(ao(0)) C {(x,&)/2? <1,£2 <4} et le cas N = 0 est
évident.

Supposons le résultat établi au rang N — 1 et montrons le au rang N. A I’aide de (20), on
note que 0%ay € L} ([-T,T], L2(R4, Lg(]Rd))) sio0t2an_y € Li([-T,T), L2(R4, Lg(]Rd))).
Cette derniére affirmation étant claire par hypothése de récurrence. X

3.4. Estimées bilinéaires et espaces de Bourgain

L’objectif de cette section consiste & écrire ’estimée bilinéaire du théoréme 31 dans les
espaces de Bourgain. Plus précisément, on cherche & établir les deux théorémes suivants :
Theorem 47 I existe §y €]0, %] tel que pour tout & €]0,68], il existe b’ < L et une

2
constante C' > 0 tels que pour tous u,v, M, N,

||AN(U)AM(U)||L2(]R7L2(]Rd))
min(N, M)

1/2—6
ot N SN0 A GV

< C x min(N, M)+ x (
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Theorem 48 Soit ¢ € C5°(R) alors il existe 8y €]0, 3] tel que pour tout § €]0, 8], i
existe b/ < % et une constante C' > 0 tels que pour tous u,ug, M, N,

AN (P (t)e™ " ug) Ans (u)|| 2w, L2(ra))

min(N, M 1/2-¢
) X Al (g

d—2
<C in(N, M)= 19 _
< O x min(N, M) x (maX(N,M)

Pour démontrer ces théorémes, on adapte la preuve du lemme 4.4 de [BGT3]. Commen-
cons par remarquer qu’il suffit de démontrer les deux propositions suivantes :
Proposition 49 Pour tout b €]%,1] et § €]0, 3], il existe une constante C > 0 telle que
pour tous u,v, M, N,

AN (V) A (W)|] L2 (R, L2 (R4))

min(N, M)

1/2-6
m) X || AN (0)||5p0.0[| A nr (w)||5p0.0-

d—2
< C xmin(N,M)™= x (

Proposition 50 Soit ¢ € Cg°(R) alors pour tout b €]3,1] et § €]0,1], il existe une
constante C' > 0 telle que pour tous ug,v, M, N,

AN (@ (t)e™ " uo) Ar (u)| 2 (r, 22 (ra))

min(N, M 1/2-¢
( )) 118 ()2 ey [ At ()

S CXmln(N,M)% X (m
max y

En effet, pour tout € > 0, d’aprés la proposition 13 (avec § = %), on obtient
||AN(U)AM(U)||L2(]R,L2(]Rd))

< AN )|l zaw, L2 ray) X [[An (W)]|LaR, Lo (ra))
< C||AN(U)||YO,1/4+5 X ||A]\/](U)||Y,i/2+s,l/4+s,

AN (@ (t)e™ P uo) Aps (W) 2w, £2(Ra))
< [ AN @ (E)e™ ™ o) | par, oo ®ay) X [ An ()| L1 (R, L2 (Re))
< CllAN (uo)llgara-1rzte gay X 1AM (W)llgo./54e g )
< CllAN (uo)llgarzre gay X [|An (U)o /04e g gays
et

t eth

AN (1)
< AN @)™ ™ o) par, 2 rayy ¥ ||An (W) agr, Lo (Ra))
< CllAN (W (#)e™ uo)|| Lo (m, L2 (meay) X [[Anr ()| |gasasesase

< Cl|An(uo)l|L2may X [[Anr(u)lsparztersate.

ug) Ay (u)] |L2(1R,L2(]Rd))

AA

Par conséquent, par interpolation, pour tout 6 € [0, 1], on trouve
min(M, N) (1/2=8)(1=6)
max(M, N)

|AM (u) | |Y0,b(179)+9(1/4+5)

||AN(U)AM(U)||L2(]R,L2(]Rd)) SC X min(M, N)%J'_H(H_G) X (

X ||AN(U)| |70,b(179)+9(1/4+5)
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et
. d—
AN ()™ uo) Ans (W) 2 (r,L2(ray) < C X min(M, N)F 00+

(min(M, N) >(1/2“”(1‘9>

maX(M, N) X ||AN(UO)||L2(Rd) X ||A]\/[(u)||Y0,b(1—0)+0(1/4+e).

Choisissons § = § et 0 = § alors
1 be €,1
b(179)+9(1+6)fbfz+1(1+6)
€ € €2 €
<b——4—+—<b- —.
<b 8+16+4_b 17

11 suffit alors de prendre b = 1 + 55 et de poser V' = b(1 —6) + (5 +€) < 3 pour obtenir
||AN(U)AM(U)||L2(]R,L2(]Rd))

min(M, N) ) (1/2-6)(1-9)

< O x min(N, M) T+ x
- ’ max (N, M)

1A )] o 1801 () g
et

AN (P (t)e™ T ug) Ans (u)|| 2w, L2(ra))
min(M, N) (1/2=6)(1-9)
max(M, N)

Pour terminer, il suffit de remarquer que

< O x min(N, M)+ x ( X 1A (o) 2 ey [ A ()l

1 1 5e €2 1
- _ 1—-f)=—- -4 - >__
(2 5)( =3-5+tg23°°

et les théorémes 47 et 48 suivent avec dg = €.

Puis, comme pour le lemme 4.4 de [BGT3|, pour prouver la proposition 49, il suffit
d’établir la proposition suivante :

Proposition 51 Pour tout b €]%,1] et § €]0, 3], il existe une constante C > 0 telle que
pour tous u,v, M, N,

[[AN(0) A (u)] |L2([O,1],L2(]Rd))

' = in(N, M 1/2—8
< O x min(N, M) = x <%) % || AN (0)] g0 || Anr (u) |0,

Enfin, pour obtenir les propositions 50 et 51, il suffit d’utiliser le lemme 2.1 de [BGT2]
et le théoréme 31.

4. Données initiales aléatoires et espaces de Sobolev

Le but de cette partie est de montrer que la donnée initiale rendue aléatoire ne permet
pas de gagner de dérivée dans L2(R3).
Theorem 52 Pour tout s > 0, si

uo ¢ H'(R?)
alors

ug(w,.) ¢ H*(R®) w presque surement.
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On désigne par X la loi commune des variables aléatoires (g, )n et pour prouver le théo-
réme, il suffit de considérer les cas ot X ~ N¢(0,1) ou X « B(3).

Soit x € C§°(R3) telle que x(z) = 1si|z] <1, x(z) =0si|z| >2et 0 <y <1 et défi-
2

A
. 2 _ 2 [ A 2425 2 242s : 2 _
nissons o3 = E X ( 5 ) lenl”A%7. Comme o3 > E |en]“AZ° alors A}gn oy = 00.

neN A <N
Lemma 53 Soit X une variable aléatoire dans L?() alors pour tout A > 0,
2 B(X)?

P(X > AE(X)) > (1—A) B

Preuve. 1l suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy Schwarz, on pose A = {X > AE(X)}
et on obtient

E(X)=E(X14+ X14) < /E(X2)P(A) + AE(X).
(1-NE(X) < VE(X?)P(A),

et le résultat suit en élevant au carré. X
Proposition 54 Pour tout s > 0, on a

H
Plwe/ su — | u¥llgsrsy =00 ) =1 ou =0.
(we/ s (s ) ulln-oo) = o0)

Preuve. Rappelons que u§ = Z X;(w) avec X; indépendants et X;(w) € H*(R?) w

Donc

K3
presque surement. Par conséquent, pour tout K € IN, on a

HUJ
X\ 2z ) %o

sup =00
NelN* Hs(R3)
. . H
si et seulement si sup ||x ( =5 Z Xi(w) = o0,
Nen- N i>K H*(R?)

donc si nous posons F; = o(X;, X;11,...) on a que

H\
(oo g, (28t} )

KeN

H
Par conséquent {w €/ sup ||x (m) ud || s = oo} est dans la tribu asymptotique
NN~
et le lemme est prouvé par la loi du 0-1. X

Proposition 55 Pour s >0, si 5. |cn|?A2* = +oco alors
neN

< / I <—N ) I = )1
P wESZ su Uu s(RR3 oo .
NEP* X 5 0 |1 Hs(R3)

Preuve.

H H
On pose M = sup x<—)u s(Rr3) et Sy = x(—)u s (R3)-
ol I N2 ol lms (3) | N2 ol | (r2)
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En utilisant le lemme 53, on obtient

[\

P (M2 > 1 E(X?) x C? 012\,) >P (s%v > -~ B(X?) x C} 0]2\,)

1
2
1 H
> P (SJQV > 5 E (||X (m) UOH%{%W}))
_H_

9 2
1 (I () woll )

4B (1 () ol e

En effet, grace a la proposition 30, nous avons

E (I (=) wol?
N2 Ol Hs(R3)

> E (Z (55) 1 (52) extmanian@ [ 910195 () d:c>

n,m

% :
2 X x 0 (5 ) e FIP* Gl

> E(|X[) x 0120N'

De plus, grace encore une fois a la proposition 30, on établit

5 (I (25 ) wolh s
<E (Z;n (35) 1 (58) enm 90 @ [ 9 00) V1) d:c>2
+E (Z X <J>\}—72’2> X (j\v—?’;> CnCm gn(w)gm(w)>2

n,m

A2 A2 A2 A2
o[ E P

n1,n2,n3,M4

< s 0 T (N @1 % [ 9 )9 ) /R V)V ()

P> X(;;)()()()

ni,n2,n3,ng
s X 0 (972 s ()5
2 )\2 2
< aB(|x ] ZX(NQ) (R2) telPhen PV Gl 192 ()

2 )\2 2
m 2 2
F4B(XT) Zx(m) (52) lenPlenl

<4E(X[*) x Cyon +4E(1X|*) x oy
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Et, par conséquent,

P <M2 > % E(IX*) x Cy 012\,) > %X'I?)Q X <%>4 X <C§1+1) :

Puis en utilisant le théoréme de convergence monotone, on trouve
E(X2)?  /c\* 1
P(M = >——— xX|—=—) xX|{=—].
(M =20) = F () 2 Cit1

Et finalement d’apreés la proposition 54, on a P(M = co) = 1. X
Theorem 56 Pour tout s > 0, il existe une constante C > 0 telle que pour tout N € IN*
et u € H*(R3),

H
IIx <m) ul|gsrsy < Clfull s ms)-

Le théoréme 56 et la proposition 55 impliquent le théoréme 52.

En effet, si nous supposons que ug € H $(R?) w presque surement alors par la proposition
55, on obtient
sup || <£) ug|| 3y < Cllug|] 3
Ne]ll\?* X N2 0 llHs(R3) > 0 [1H*®(R3)>
puis
E w t,
;gﬂ}:\; [lx <N2> ug || e (r3) < 00 w presque surement.
Ce résultat contredit la proposition 55 et finalement il suffit de prouver le théoréme 56.

Preuve du théoréme 56. En utilisant (13) et (14), il suffit de montrer que :
Vs >0, 3C > 0et hg tels que V 0 < h < hg, Vu € H*(R3)

|| x(@® + (hD)*)ul| s sy < Cllull s (ws)- (21)
En effet,

H
IIx (m) ul| s (m3)
< || x(@® + (hD))u(Vh)|| s ms)
< || x(@® + (AD))u(Vh) || 12@s) + |IV* [x(@® + (AD)*)]u(Vh.)|| 12 (rs)
< B ull paqms) + B3| (@ 4+ (RD)*)ul| s )
< ullzmsy + 2274 [ul| e re)
< [lull s (rs)-
Par interpolation, on peut limiter la preuve au cas ol s est un entier. Grace a la pro-

position 42 (avec N = s), il existe une constante C' > 0 telle que pour tout h €]0, 1] et
u € L?(R3), on a

N
[Ix(2® + (hD)*)u = > W Opp(¥; (2, €))ull = w3y < CllullL2(ws),
7=0

avec Supp(¥;(z,€)) C ((z,é)/iEQ +&% € SUPP(X>)~
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Alinsi, pour obtenir (21), il suffit d’obtenir que pour tout s > 0, il existe deux constantes
C > 0 et ho > 1 telles que pour tout h €]0, ho] et u € H*(R3),

1O (¥ (2, ))ull s re) < Cllullms(ms).- (22)
Enfin, pour établir (22), il suffit d’utiliser le théoréme 39 et de remarquer que
(z,8) — x(z* +€2) € S° and (x,&) — ¥ (2,€) € S°. K

Pour terminer cette partie, on évalue la norme Sobolev de la donnée initiale. Cela permet-
tra d’établir que les théorémes 4 et 6 seront valides pour pour des équations sur-critiques
avec des données initiales "grandes".

Proposition 57 Soit 0 >0, ug € FG(]R?’) et s > o. Supposons que pour tout n € IN,

A2 lenl? <1
alors pour toutt > 0,

21 (2 Yo |2on ,
< 1 <H) I <) < e 31x(R2) ol o ) dans le cas Gaussien,

K\ Yo/ X\ a2 ) YOIl (r3) = > 22 H 2

N (5 e HX(NQ)UOHHSUR% dans le cas Bernoulli.

u

Preuve. Effectuons la preuve dans le cas Gaussien. En utilisant que —In(1 +u) < -2
pour tout u € [0, 1] et I'inégalité de Markov, on obtient

—o0 H — )@ |12 _
(0 €770 () ol <) = P (o ofen M 2 )

< B (e—HX(%)uoH%s(Rs))

2 >\2) 2s 2 2
. —x (—n X2 e 2] X]
<el | | E (e N

nelN

2 1
< 11 ( )
- A2 ;
aen \ 1+ ()N Jen

A2 s
< ] ( e (35 )2 )
<e e

nelN

< et2_%HX(%)UOH%S(RS). X
Remarques : 1- Par exemple, si ug ¢ H (R3) et A\2* |¢,|? < 1, Vn € IN, on obtient pour
tout t > 0,
. - H
Jim_ s (w0 & BRI (2 ) vl gy < ) =0
Encore une fois, cela signifie bien que la norme Sobolev de la donnée initiale n’est pas
"petite".
2- Par exemple, pour N fixé, on peut choisir ¢, = ﬁ pour n vérifiant A\, ~ N et 0
sinon et obtenir pour ¢t > 0,

—0 H N¢
o (uo c H (R*/||x (m) U0||ﬁs(Rd) < t) < exp (t2 - 7) )
alors que [[uol| 77 gs) = No—ste <« 1.
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5. L’argument de point fixe

Dans cette partie, on établit les estimées qui vont nous servir a appliquer un théoréme
de point fixe. 1) désigne une fonction de Cg°(R) égale a 1 sur [—7, §] et supportée dans
[—27, 27].

Proposition 58 Il existe b’ < % tel que pour tous b > % et s > %, on ait 'existence de
J— >7b
deux constantes C' > 0 et k > 0 telles que pour tout v € X" et tous Ny > No > N3,

AN, () AN, (V) A, (V)]15e - < ONT 0|3 (23)

Preuve. Par dualité, il suffit de montrer qu’il existe une constante § > 0 telle que
/ Ay, () AN, () An (0) Anr(w) < CNy Mol S |Jw] oo
Rx+R3

Gréace au le lemme 29, nous pouvons nous ramener au cas ou M < N11+5.
Cas N3 < M < N11+5 : En utilisant le théoréme 47, on obtient

/ Ay (0) A, (0) Ay () A s (w)
Rx+R3

< AN, (V)AN, (V)| 2R, 22 (R3)) X |[AM (W) AN, (V)| 22(R, L2(R3))

N- N.
< (NoNa)1/2+6 t¥2N1/2—6,2Y3\1/2—§
< (N2NN3) (N1) (37
X AN, (0)[I500 AN, ()] 0.2 [|AN; (v) |10 [| A s (w) [0,
N2 N3 — —s M S
(E M)lﬂ O(NyNg)'/2+0 (E) X [0l ee.n [0 |- e
S (N2N3)175M71/2+5N1*1/2+(1+S)5 « ||U||3Y81b||w||Y7s,b/

< M75M1/275+(1+s)6N11/2—8+25 ~ ||’U||

IN

)1/2—6(

s,b |w||Y7$Yb/

3
X
< M—6N11—25+(3+s)5 % ||’U||3§s,b||w||yfs,b/-

Cas M < N3 : En utilisant le théoréme 47, on établit

/ A, (0) Ay () A, (0) A s ()
R*R3

< AN, (V)AN, (V)]| 2R, 2 R3) X |[AM (W) AN, (V)| 22(R, 22 (RS))

Ny M
< N M 1/2-‘,—5 e 1/2—6 it 1/2—5
< (N M) VR0 ()
X 1A, ()]0 1A, () o [ A N, (0) 0.0 1A ()] 0.0
M

< NoM 12=6(__— s 3. ey
< N M(G P ) X el ol

_ —sA7l/2426 1 s—
< MTONGTONG 2o ()R s ol -
< MNP o o] ]| X

Proposition 59 1] existe b’ < % tel que pour tous b > % et s > %, on ait 'existence de

deux constantes C, k > 0 telles que si pour un certain X > 0, on a pour tout N,
AN (e ug)|| L2 ((—2m,2m), L2 (R2)) < ANTH/O
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alors pour tout v € Ys’b et tous N1 > Ny > N3,
AN, (V) AN, (V) AN, (e o)l ge-or < CONT™ X (0] 2000+ A%), (24)
AN, (0) AN, ($(t)e™ " ug) Ay, (v)||ga-vr < N < ([[0][20 + %) (25)

Preuve. On montre (24), la preuve de (25) étant similaire.
Par dualité, il suffit de montrer qu’il existe une constante 6 > 0 telle que

/ A, (0) A, (0) A (YD) T ug) A (w) < ONF*M =% (|[0] e +3%) X 1] | e
RxR3

Gréace au lemme 29, nous pouvons nous ramener au cas ou M < N11+5.
Cas N, < M < N11+6 : En utilisant le théoréme 47 et la proposition 12, on obtient

/ AN, (V) AN, (V) AN, (P (t)e™ T ug) Apy (w)
Rx+R3

< AN, (0) A (w)]] L2 r, 2 (r2y) X AN (W(E)e ™ o) L2 (2 20, L0 (R2))
X [JAN, (V)| Lo ((—2r,24],L2(R?))
N-
< N1/2+6 V241726
<N, (M)

X (18w, (0) 101 N, (0) 0.0 1A (€ 10) | 2 (=2 2], £ (R [ A s () oo
&)1/2—6(_
M N1 N
e o o
< MUON TN T EEING O o
< N11/275+(3+s)6

1/2+6 s n7—1/6
< NP )Ny 0 N[l e [0] o

5,b

2 olwll o
P —vs

Cas M < N5 : En utilisant le théoréme 47 et la proposition 12, on établit
[ A @an0)8x (00 M)A (w)
R*R3

< AN, (0) A (W) L2 (r, 2 (r2y) X AN (W(E)e™ o) L2 (2 20), L0 (R3))
x [|An, (v)||L°°([—27r,27r],L2(]R3))

M
< pY/2He 2 y1/2-6
< (%)
1A N, (0) 150 | AN, (0) g0 1A N, (€7 10) | 22 (-2 2], . (R3) 1A s () | 0.0
M M _
1/245 Y \1/2-8 s 1/6 2 ,
< MBS (A (e NG ol Bl

< Ny TN NG Aol ol
< NPONTENG YO Aol o ]|
< MNP s N ol s 0] X

Proposition 60 Il existe b’ < % tel que pour tous b > % et s > %, on ait [’existence

d’une constante C > 0 telle que si pour un certain X > 0, on a pour tout N,

AN (" uo) | ((—2r 2n] Lo (mpy) < ANTYE et || [ uo]® || ((—2m 2], e (m)) < A°
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— ,b
alors pour tout v € X’

[lo % ()™ ug x Y(t)e™ M uollge v < O[]l + A%). (26)
Preuve. En utilisant les propositions 14 et 12, on trouve
R
< ||v * 7/}( ) UO * 7/)( ) .tHuO”LlM(]R,ﬁS(]RS))

<o xp(t)e " ug + w(t)e_itHud|L1+5([—27r,27r],ﬁ5(]R3))
< 0l o (2,20, 77 ) X Ml 100l 2 (2 2] e ()
itH 2
+ 1ol L2 (2 2m), Loo r2)) ¥ | (€7 w0l™ || pa(—om 20y 77 (B2

2 2
<A ||v||75,b + A ||U||L2(]R,WS’6(]RS))

< C(|[v] e +2%). X
Proposition 61 I existe b < % tel que pour tous b > % et s > %, on ait [’existence
d’une constante C' > 0 telle que si pour un certain X > 0, on a

| [ uo)? ||L4([ 2m,2n] ) H® (R3)) <A
alors pour tout v e X,
[ (t)e™ " Haug x p(t)e” g ’l/](t)e_itHU0||Ys,—b’ < ON. (27)
Preuve. En utilisant la proposition 14, on établit
[o(t)e™ ug xy(t)e _“HUO «(t)e ™" Mg |, v
< ||7/}( ) UO * 7/)( ) UO * 7»/1( ) MHUOHLH&(RES(]RS))
< | [ uo)? L (220 T (B2
< CON. X

Proposition 62 I existe b < % tel que pour tous b > % et s G]%, 1[, on ait Uexistence
de deuz constantes C > 0, k > 0 et d’un réel R € [2,00] tels que si pour un certain
A >0, on a pour tout N,

l[uollL2(msy) < A,
||AN(€itH’U/0 ||L4( —or Qﬂ,] Loc(]Rs)) < )\]\7_1/6

itH s—1 4
||AN(6 )||LR ([—2m,27),W (]RS)) < AN /
alors pour tout v € Ys’b et tous N1 > Ny > N3,

AN, (@()e ug) An, (0) Ay, (0)]|ga-or < CNTF 3 (A 4 (o] 2. (28)
Preuve. Soit § > 0 assez petit, fixé par la suite.
Cas N; > (N2N3) =-7 ; Par dualité, il suffit d’établir
/ A, (W (e ug) A, (0) Ay (V) A (w) < CNyEM 70 x| | X (A4 [0]200).
Rx+R3
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Grace au lemme 29, on peut se ramener au cas ou M < N11+5.
Si N3 < M alors en utilisant les théorémes 47 et 48, on obtient

/ A, (B 1g) A,y (1) A,y (1) A ()
RxR3

< AN, (W ()e™ T ug) An, (0)] L2(r, L2(r2)) % AN, (0) A (w)|[ 122 (R, 22 (R2))

No 15 5,N3.1/0_
< (N2N3)1/2+6(E)1/2 6(ﬁ)1/2 é

< 1A, (10)] 22| A (0)] o 1Ay (0)] o 1 Anr (0) o

N. N. M
< (NaNo) R A (A ()

X AlJAN, (0) |l 2 || AN (0) 5= 2 || Anr (W) |00
< M76N1_6N1_1+5+45(N2N3)175 % >‘||U||2

Ys’b
< M7ONTO < Aol 2

T —

[ —

Puis, si N3 > M, en utilisant les théorémes 47 et 48, on trouve

/ A, (B 1g) A,y (1) A,y (1) A (1)
RxR3

< AN, ((t)e™ ug) An, (0)|| L2, L2(R3)) X |[AN, (V) Ans (w)|] L2 (R, 2(R2))

< (NQM)1/2+6(%)1/276(%)1/276

N3

X || An, (wo)l| 2 [[ A, (0) 500 [| AN, (0) 500 || Ans (w) |50
)1/2—6(%)1/2—5 i)s

N3 No N3

X N|AN, (0)[|pse || AN (V)] s [ | Ans (W) || oo

< M7ON7ONT IS HIO (N N3 )L =8 % (]

< M7ONT? X Aol s

N

< (W)L

T —

[ m—

Cas N; < (N2N3)1715;j45 : En utilisant les propositions 14 et 12, on établit
AN, (B(t)e™ M ug) An, (v) A, (V)]s v

< AN (W ()e ™ uo) An, (V) Any (V)] L1vs (1 7 (m3))

< 1A, (€7 a0) A, (0) A, () ) 7 (1)

2

it H
< [|An, (e’ uo)”Lw([—27r727r],W5’4(]R3)) X H1 [[AN, (V)| 20420 (R, L3 (R?))
Pl

HI1AN (" 014 ~2m 271, 20 (83 1N (V)] oo (- 201 7 15 1A O] 2 () 777 oy
+| |AN1 (eitHUO) | |L4([727r,27r],L°°(]R3)) | |AN2 (U) | |L2([—27r,27r] ,WSVG(]Rs)) | |AN3 (U)| |L<X> ([—2m,27), H® (R3))

< NN NG) B oA ||l |2 + N8 A|Jo] 12

2 2
X X
(A—s)(s—=1/449) ; -
< (NpNa) " Fma (Np Ny E™ 38 N s Aol 2 4+ Ny O A o] 2

avec
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I 71+5+45(s—%+5)+97 o
1+20 71 1-s-45 '8 1+20 =
7 46(s—1+96) 1

8

1—s—46 1+26
=—%+o(5)<0.

(1—-9)(s—1/4+96)
1—s5—45

9
8

Et finalement la proposition est démontrée avec R = M. X
Définition 63 Soit A > 0 et définissons Eo(A\) comme ’ensemble des fonctions ug €
L?(R?) qui vérifient

l|uollL2(ms) < A

|| [e"H uq]? ||L4([727r,27r],ﬁ5(]1)~3)) <X

|| [eitH S )\3

Ik ||L4([_27r,27r],ﬁ5(R3))
12N (€ o)L (-am 2m) e () S ANTHE, WN
[|AN (e uyg SANTTHE, UN

)| |LR([72W,QW] W (RS))

ol R est fizé par la proposition 62.
Theorem 64 Soient 1 < s <1 et K € {—1,1} alors il existe une constante C > 0 et

un réel b > 1/2 tels que si ug € Eo(A\) avec A > 0 alors pour tout v € Ys’b,

—s,b

Hw(t) /Ot e Iy (5)K cos(2s)[1(s)e™ " Mug + v x (U(s)e™ M ug +v) ds
X

< Cx (X o).

Preuve. Pour tout b > %, en utilisant les propositions 15 et 16, on trouve

t
[ (t) /0 eI K cos(28)1h(s)[1h(s)e ™ Fug + 0] x (b(s)e™ " Hug + v) ds||5pen

C|| K cos(2s)1(s)|w(s)e”*Hug + v|? x (¢(s)e " Hugy + v)||gs0-1
Cll [(s)e™ M ug + v[* x (¢(s)e™*Tug + v)||5e0-1.

IA A

Puis en utilisant (23), (24), (25), (26), (27), (28), on établit 'existence d’un entier b’ < 3
tel que pour tout ug € Ep(A),

1 1 (s)e™ " ug +v|* x ((s)e™ M ug + v)||ga-or < OO+ [|0][3en).

11 suffit alors de choisir b=1—1¥" > % et la proposition est démontrée. X
Theorem 65 Soient % <s<1letKe{-11} alors il existe une constante C > 0 et

un réel b > 1/2 tels que si ug € Eg(\) avec X > 0, alors pour tout v € Y;b,

—s,b

t
Hw(t)/o e I I cos(28)ih(s) |ih(s)e™ Hug + 0|2 x ((s)e *Hug +v) ds -

<CW\? 3.
<O( +|IUIIXT,b)
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Preuve. Soit w € X telle que w|[_p,] = v alors
t
||1/)(15)/0 e~ TITK cos(2s)y(s) 1 (s)e™ " Fug + vf* x ((s)e™ " Tug +v) ds|z

t
< [lofe) [ e MK cos2s)ul)lshe ™ uo+ wf? x (D) o + w) d]leo

0
<O+ ||w||3§sb) pour tout w. X
De maniére similaire, on pourrait démontrer le théoréme suivant :
Theorem 66 Soient 1 < s <1 et K € {—1,1} alors il existe une constante C > 0 et

un réel b > 1/2 tels que si ug € Ep(\) avec A > 0, alors pour tous vy, vy € Y;b,
t
H%) [ e M st s sl M+ w1 x (Dl)e Mg + o) ds
0

t
— w(t)/o e b= H ¢ cos(25)1/1(s)|w(s)e_i5Hu0 + 1)2|2 X (z/J(s)e_iSHuo + ) ds

~s,b

Xr

< Cllor = vallgg X (O + [[orlpan + llo2ls.0).
6. Solutions globales pour I’équation (NLS)

Dans cette partie, on applique un théoréme de point fixe pour établir I'existence de
solutions globales pour I’équation (NLS). On démontre également 1'unicité des solutions,
ainsi que quelques propriétés qu’elles vérifient comme le scattering.

Commengons par établir ’existence, pour cela considérons ’équation suivante :

0
za—? — Hu = K cos(2t)|u|?u,

u(0,2) = up(z).

Theorem 67 Soit % < s < 1 alors il existe une constante C' > 0 et un réel b > 1/2 tels

que siug € Ep(X\) avec X < ﬁ alors il existe unique solution & l’équation (NLSH) avec

(NLSH)

donnée initiale ug dans lespace e~ "Hyg + BXS,b(O, % %)
T
Preuve. On définit
¢
L:v— —iw(t)/ e =IH K cos(25)9(s) [0 (s)e ™ Hug +v(s)|2 (v (s)e *Hug 4+ v(s)) ds,
0
u = e~ yy 4+ v est 'unique solution de (NLSH) dans I'espace e~ *Huq + B<.(0, R) si
T

et seulement v est 'unique point fixe de L. dans Iespace Bys,b(O, R).
T

Selon les théorémes 65 et 66, il existe une constante C' > 0 telle que

L)z < OO +[o]Is0),

X"
1L(v1) = L(vs)llgye < Cllor = vallzen (W + [l 13 + lJozl%s0)-

Ainsi, si A < ﬁ alors L est une application contractante de ’espace complet

BYST,b(O, %1 / %) et admet donc un unique point fixe. X
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Theorem 68 Soit % < s < 1 alors il existe deux constantes C,c > 0 telles que si

ug € Eo(A) avec A < % alors il existe une unique solution globale & l’équation (NLS)
1

avec donnée initiale ug dans Uespace e ug 4+ Bxs (0, o)
La constante C est donnée par les théorémes 65 et 66 et la constante ¢ par la proposition

2.

Preuve. Soit u donnée par le théoréme 67 et définissons

1 8/2 1 €T ix?t
u(t,z) = | ——= X u | = arctan(2t), ———= | X e1+42,
( ) <\/1+4t2) (2 ( ) ‘/1+4t2)

D’aprés le théoréme 20, comme u est solution de (NLSH) sur | — 7', T alors @ est solution
globale de (NLS).

Ainsi, pour obtenir le théoréme, il suffit de remarquer que

i 1 3/2 ; 1 T ) izt
itA —itH
e “up)(t,r) = X (e U —arctan(2t), ————— | x e+
(o)) ( 1+4t2) ( O)(2 0 e
et d’utiliser la proposition 24. X

L’existence de solutions étant prouvée, on démontre ensuite qu’elles sont uniques.
Theorem 69 Soient % < s<1etug € Eo(N) avec A > 0 alors si 4y et 4z sont deux
solutions de (NLS) de l'espace e*®ug + X, alors

@y = 1y dans C°(R, L*(R?))

Preyve. 11 suffit de montrer que @;(t) = Gz2(t) pour ¢ > 0 (on remarque que z;(t) :=
w;(—t) vérifie iag”ti — Ar; = —K|z;|>x; et on pourra faire la méme preuve pour obtenir

que x1(t) = z2(t) pour t > 0, c’est & dire 41 (t) = a(t) pour ¢t < 0).

Pour tout ¢t € R,
Ol (t) — 2 (t)[172(rsy = 2R (< Be(@ (t) — Ga(t)), 1 (t) — G2(t) >L2(R3)xL2(R?))
<2 < |aa (8)[a (t) — |ag(t)*aa(t), @1 (t) — G2(t) > L2(r5)x L2(R) |
<2l (t) — (1) L2me) X || @ ()[*a1 () — [@2(t) a2 (t)]] L2 ms)
< A[an(t) = aa(t)]|F2me) X ([a1(0)|[7 00 ray + [[E2(E)|[7 00 ()
Par le lemme de Gronwall, le théoréme est démontré si ||ﬂ1(t)||ix(]113) + || a2 (t)] |%°°(]R3) €
Li, (RT) car ||a,(0) — ﬁ2(0)||2L2(R3) =0.
Le théoréme est donc clair puisque grace a la proposition 22,

]| L2 (r, Lo (r2)) < [l€Puol| L2, Lo (o)) + |1i]| L2(R, Lo (R2))
< O(lle™ uol| 4 ((—2m,2n], L (%)) + [0l x+)
< OO+ |5l xe)- X
On prouve ensuite que les solutions construites diffusent en oo et —oco. Pour prouver ce

résultat, commengons par établir un lemme préliminaire.
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Lemma 70 Pour toutt € R etz € R3, on a

. 1
(e”AF(Q arctan 2t, )) (t,x)

ix2t
X eT+ac?

_ (ﬁ)m x (e M E(t,) (% arctan(2t), ﬁ)

Preuve. Rappelons la formule de Mehler, pour t €] — T, T[ et x € R, on a

3
; 1 B i cos x cos
(™ f)(t,x) = <7> / o # (mES e ) £(y) gy,
.

27 sin 2t

Par conséquent,

(#>3/2 x (e"*H P(t,.)) (l arctan(2t) L) X elﬁtﬁ?
V1+ 482 T\2 VIt 42
3
1 2 iz—y)? 1
= — t F | - arctan(2¢ d
<47rit) X /]Rse 1 <2 arctan( ),y) y
= <eitAF(% arctan 2t, )) (t,x). X

Theorem 71 Soit @ l'unique solution de (NLS) construite dans le théoréme 68, alors il
existe LT € H (R3) et L_ € H (R?) deux fonctions telles que

A A, itA T+
tllgloﬂu(t) e"ug — e LT

He(®3) =0,

lim _|Ja(t) - e ug — e L_|| o (rsy = 0.
Preuve. On a montré que
i) [ eI con(28) () s)e g + o(6) L) g + ofs) s
0
e Xy’
Ainsi, par le lemme 18,
—je~tH /t e MK cos(25)y(s)[v(s)e™*Hug + v(s) 2 (v(s)e” *Hug + v(s)) ds
i e C([-T,T), H (R%)).

Et donc, il existe une fonction L € H (R?) telle que

¢
lim ||L — e~ / e MK cos(2s)1(s)|w(s)e” *Hug + v(s)|* (¢ (s)e " Hug + v(s))ds
t—T 0 T
¢
= lim || L — z/ e MK cos(2s)(s)|v(s)e” *Hug + v(s)|* (¢ (s)e " Hug + v(s))ds
t—T 0 TS
¢
= lim |[eTH7L — z/ e MK cos(25)0(s)|[v(s)e™*Tug + v(s) > (1 (s)e “Hug + v(s))ds
t—T 0 T

=0.
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Or, pour t € [-T,T],
u(t) =e Hayq
—je itH /t e H K cos(25)y(s)|v(s)e™* Hug + v(s) > ((s)e " Hug + v(s)) ds.
0

Donc, par le lemme 70, on obtient

a(t) = ey

) %arctan2t ) ) )
+elth —i/ e H K cos(2s)(s)|w(s)e”*Hug + v(s)|* (¢ (s)e " Hug + v(s)) ds
0
— eitAuo + €itAF(t),
avec

. iTH 7. _
Jm [[F(E) = e 7 Ll gsy = 0
Et le théoréme est démontré avec
Lt =eTHL e H(RY),
car
: itA itA T+ s = i + ;
J ([P () = 2L || o rey = T [[F(8) = L7 | e (o)
1 - + 7S P pu—
< C’tlggo||F(t) L™|5 (R?) 0. X

Enfin, pour conclure cette partie, on démontre que le flot de I’équation est lipschitzien
en un certain sens.

Theorem 72 Soient uj, u? € Eo(\) avec X\ donné par le théoréme 68 et soient 1y, iz les
solutions de (NLS), alors il existe une constante Cy > 0 telle que

([ — |0 < Callub — w3l ro)-
Preuve. Grace a la proposition 23, il suffit d’établir que
llur — wzllgo < Callug — ugllL2(me)-

Rappelons que

t
up(t) — ua(t) = e (uf — ud) — Z"L/J(f)/ eI H ) ($)K cos 2s x (Jp(s)e™ “Hud 4+ vy (s)|?
0
* (P(s)e™ " Mug +v1(s)) — [P(s)e™*Muf + va(s)[* (W (s)e™ M uf + va(s)))ds.
Ainsi, en utilisant les estimées de Strichartz et par la proposition 12, le fait que
||vi||L2([T,T],L°°(]R3)) < ||vi||L2([7T7T],WS’6(]R3)) < C”U'LHY;J’ < CAv
on obtient
llur — uallgo < C(llup — uglzame) + llvr — vallL=(-7.7),L2(R2)))
x| 1+ Z ||eitHuj0||%2([—27r,27r],L°°(]R3)) + ||vj||2L2([—T,T],L°°(]R3))
j=1,2

< OX*(||up — ugllL2me) + [|v1 — V2| oo (- 1,7), L2(R2)))-
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Ainsi, pour prouver le résultat, il suffit de montrer que
|1 = val|poe ((-1,1, L2 (R3)) < Ollug — ug||L2(ms)-
Mais comme
i0yw; — Hv; = K cos 2t|e” ™l + v;|* * (e uf + vy),
on en déduit
Ollor (t) — va ()72 (R
2%(/ u(er(t) 12(0) . 100 a0
= 2R(—iK cos 2t % /RS(|€ b v P (e ud + vy)

— e7 u + vo 2 (e MU + vg)) . vi(t) — v2(t) da)
< v (t) — va ()| L2 (ms)
> || |e—ltHu(1)+,U1( )|2*( _ZtH’U/é—f—’Ul( ))

<o () — va ()] p2rsy X (|02 (t) = v2 ()l L2(wsy + [Jug — ugl|L2(rs))

—itH 2 ( )|2 " (e—th 2 (

— |€ Uy + U2 ug + U2 ) ||L2(]R3)

X Z e’ ]||L°°(]R3) +||UJ||L°°(]R3)
j=1,2

Ainsi, on a établi
Oelvr () — va(t)l| L2 (ms) < (o1 (t) = v2(®)lz2ms) + |lug — ugllrz(rs))
X Z e J||L°°(]R3) + ||”J||Loo(]R3)
j=1,2
Finalement, en utilisant le lemme de Gronwall, on obtient

o1 = va| L (0,7 22 (r3)) < Ollug — ug|| L2 (ms)

tH,j 112
S 20y oy poe iy HIE 222y, oo ey
X ei=1.2

2
< 060)\ X ||ué — u%||L2(]R3). X

7. Estimation de la régularité de la donnée initiale aléatoire

Dans cette partie, on estime la régularité de la donnée aléatoire en démontrant des

estimée de types grandes déviations. En particulier, on établit que u§ € |J Ep(n) w

nelN
presque surement. On supposera que g, ~ Ng(0,1) ou g,, ~ B(3) car dans ce dernier
cas, il suffira de remplacer ug par € * ug pour revenir au cas ou = ~ B(%)

On définit pour ¢t > 0,
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0 = (w € U I[u5 17 sy < 6 11 UG Nl w7y S £
| e ug)? L4 (=220 T (R2)) < t? Q0 [[An (e )| Lt (= om 2m), L= (R2)) < ENTVE,

itH u¥ s—1/4
Q ||AN( >||LR ([—2m,27]),W 5’4(]R3)) <tN / )

et l'objectif de cette partie est de démontrer le théoréme suivant :
Theorem 73 Il existe deux constantes C,c > 0 telles que pour tout t > 0 et ug €
H(R?),
_ ct?

Pg) < Ce o) (29)
On commence par établir des inégalités de type chaos de Wiener dans le cas ou g, ~
Ne(0,1) ou gy, ~ B(%) Pour cela, on introduit deux définitions et on démontre 3 lemmes
préliminaires.
Définition 74 Pour p € IN*, on définit

Aop = {0 € 8oy [ 0> =1d et o(i) #1i, Vi{l,..,2p}},
et pour p € IN* et o € Agp, on pose
T(o,p)={ic{1,...,p} | 0(2i) = 2i —1}.

Lemma 75 Soit X,,, n € IN une suite de variables indépendantes telles que E(Xi%ﬂ) =
0 pour tout k € N, alors pour tout 2p-upplet (n1,...ngp) € IN2P,

st B(Xp, X ... X Xp,,) # 0 alors il existe une permutation o € Az, telle que

Ne(i) = Ni, Vi € {1,..,2p}.

Preuve. Le lemme se démontre facilement par récurrence sur p. X
Lemma 76 1[I existe une constante C > 0 telle que pour tout p € IN*,

Card(Asp) < (Cp)P.

Preuve. 1l suffit d’utiliser la formule de Sterling. En effet, on a

Card(As) = (2p— 1) x ... x 3x 1 = 2L < (Cp)P. X
Définition 77 On définit

= e=(camnm € FINXN) / [lelli = [> lemal* <00t

lNl = {C = (Cn,m)n,m € ]:(IN X IN) / ||C||[1 = Z |C"v”| < OO} '

Lemma 78 Pour tout p € N*, 0 € Ay, et el c?,...cP dans *n 12,

P . P .
Z |c'}11,n2| * |cn2p 1 n2p| S H ||cl||l~1 X H ||C7‘||l2
N1,..-,M2p, =1, =1,
Mo (i) =" i€Z(o,p) i¢€Z(o,p)

P
SH(WW+WW)



Preuve. La seconde inégalité est triviale & partir de la premiére. On démontre cette der-
niére par récurrence sur p. Les cas p=1, p=2 et p=3 sont clairs. Soit p > 4 et supposons
le résultat établi pour ¢ € {1,...,p — 1}.

-Cas I(o0,p) # @.
Si p € Z(o,p) alors il existe une permutation o’ = o1, 2(p—1)} € Az(p—1) telle que

Z |C7111,n2| cf}gpfl,ngp = Z |C7111,n2| |C’Zr)7,;p173,77,2p72| X ||cp||il'
N1,...,MN2p, nl,...,ng(p,l),
To(i) T Mol (i) T

et le résultat est prouvé par récurrence en remarquant que Z(o’,p — 1) = Z(o,p) \ {p}.
Sinon p ¢ Z(o,p) et il existe un entier ¢ € {1,...,p — 1} tel que i € Z(o, p).
Dans cette situation, posons

v L 2p\ {20 —1,2i} — {1,...,2p— 2}

k — k sik ¢ {2p—1,2p},
2 — 1 21,
2p — 24,

T =0|{1,.. 2p}\{2i—1,2i} €t ' =yoToO ~~! pour obtenir que

Z |c'}11,n2| Cﬁ2p,1,n2p|

ni,...,N2p,

Mo (i) =M

- ( Z 07111,n2| "'%‘"|cfl;p1—37n2p—2| |c’}’7712i17n2i|) X ||cZ||i1

nl,...,ng(p,l),
na/(i):ni
Remarquons que o' € Ay,—1) et que Z(o',p — 1) = Z(o,p) \ {i}. Ainsi, nous pouvons
appliquer ’hypothése de récurrence a ¢! = ¢!, ...,c" = ¢,...,cP~! = P71 et le résultat
suit.

Cas I(o,p) =9 :
Nous devons prouver que

p
Z |c’}7,1,77,2| |C’Ir)l2p71,n2p| S H ||cl||l2'
i=1

ni,...,N2p,

Mo (i) =M

Ainsi, on remarque que le role des ¢! est symétriques et qu’il est donc possible d’inter-
vertir leurs positions. Par conséquent, il est possible de supposer que o(2p) = 2p — 2 et
oc(2p—1)=2p—3ou2p—4.

Sous-cas 0(2p) =2p—2et c(2p—1)=2p—3:
Il existe une permuation o’ = o1 2(p—2)} € Az(p—2) telle que
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1 —1
Z |cn17n2| . |C7l2p 17n2p| = Z | n17n2| . | n2p 3,M2p— 2| x Zcfl,k ci,k'

M1,y N2, N1y M2(p—2)s n,k

Mo (i) =" Nt (i) ="

Puis, il suffit d’utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz et '’hypothése de récurrence pour
prouver le résultat.

Sous-cas 0(2p) =2p—2et c(2p—1)=2p—4:
Posons 7 = {1, 2p—530{2p—3}»
v {13 ,2(]7 - 2)} - {13 ) 2]7 - 5} U {2p - 3}
k — ksike{l,..2p—5}
W—4 2% — 3,
-1

et o' =y toToy € Ayp_g).
Comme 2p—4=0'(2p—4) © 2p—3=02p—3) et 0/’ =0 sur {1, ... 2p75}, alors

1 1
|cnyma | - IEh | = [ 12 | e, | et nl-
n1,n2 nap_1,N2p n1,n2 nzp 5,M nzp a,nl 1%m,n

N1,..-,M2p, N1,..3N2(p—2); N,M

Mo (i) =M Nl (i) ="

Puis, grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

Solen? et al ekl < Z|cn2p5m|22|cn2p4n|2x||cp||zz,
n,m

pour ensuite appliquer I'hypothése de récurrence a p—2, 0" € Ay,_gy et ¢! = ¢!, ..., P73 =

cP~3 et
= [l x Dl
m n

11 est important de remarquer qu’il n’est pas clair que Z(¢’, p—2) = & et qu’il est possible
que p —2 € Z(o’,p — 2). On obtient alors

p—3
o lenimal o 16 ya ) < T X 172l x [[elliz,
=1

ni,...,N2p,

Mo (i) =i

ol l;’ désigne la norme 2 ou It
Finalement, pour conclure, on note que
182l = 11 [ el x Dl Rl = 12|l x |||z,
m n
et par I'inégalité de Cauchy Schwarz que

~p— -2 —1 _ _
18~ | ||\/Z|c£,m|2.2|c£n 2[5 < P2l x |||
m n
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Ce qui acheéve la récurrence. X

Maintenant, grace aux lemmes 75, 76 et 78, on peut démontrer les estimées de chaos
de Wiener qui nous serviront a estimer P(€).

Proposition 79 Supposons que gn ~ N¢(0,1) ou g, ~ B(%) alors il existe une constante
C > 0 telle que pour tout ¢ > 2 et (¢p)n € *(IN), (cnm)nm € P(INXIN) et (Conm.k)n.mk €

I2(N x IN x IN),
> en X gn(w) <Cxg?x [3 |enl?, (30)
nelN La(Q) nelN

> Cnm X gn(@) X gm(w)

SCXqX Z |Cn1m|2+LZ|Cn,n| )
L1(Q) n,meN neN

n,meN
(31)
3 2
> Cnmn X gn(w) X gm(w) X gr(w) <Cxq? X > lenmrl*+
n,m,keN La(Q) n,m,kEN
(32)
T Lo (DD fennanl D D fenmal? D D femanal® | )
nelN || melN nelN \[ melN nelN \[ melN
ou
0 dans le cas Gaussien compleze,
1 dans le cas Bernoulli (ou Gaussien réel).
Preuve.
1- Dans [BT2], il est montré que si
30 >0/VNaeRetnelN, E(e*) < oo’ (33)

alors (30) est satisfait. Ainsi, (30) est vérifiée puisque (33) est satisfait si g, ~ Ng(0,1)
ou g, ~ B(3).

2- Pour le cas Gaussien, d’aprés [TT], proposition 2.4 (Wiener chaos estimates), il existe
une constante C' > 0 telle que pour tout g > 2,

Z Cn,ngn(w)Xgm(w) < Oxgx Z Cn,ngn(w)XQm(w) . (34)
n,melN La($2) n,melN L2(Q)
Or
2
‘ Z Cnym X gn(W) X gm(w)
n,meN L2(2)
= Cnom X Cimy X E (gn(w) X gm(w) X gns(w) x gmr(w))
n,n’,m,m’€lN
< )OI E D DR I E D DR A E D DI ¢

n=n'=m=m’clN n=n’,m=m’€N n=m,n’=m’€lN n=m',n'"=melN
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Mais

Crom X Ciomy X E (gn(w) X Gm (W) X gnr (W) X Gy (w)) ’

n=n'=m=m’€eN

Z |Cn,n|2E(|gn(w)|4)

nelN

> lenmls

n,melN

IN

et en utilisant que F(g,(w)?) = 0, on trouve

>

n=m,n’=m’€N

= > lenml X [emml

n,meN

Z |Cn,n|2 X FE (|9n(w)|4)

nelN

Z |enml.

n,melN

Cnym X Coromr X E (gn(w) X gm (W) X g (W) X Gy (w)) ‘

B (nl)? 3T |

IN

Ainsi (31) est démontrée dans le cas g, ~ Ng(0,1). Nous pouvons procéder de la méme
maniére pour obtenir (32) puisque l'inégalité (34) est vraie pour un produit quelconque
de variables aléatoires.

3- Dans le cas Bernoulli, démontrons (31). Nous pouvons limiter la preuve au cas ou
q = 2p avec p € IN*. 1l suffit alors de montrer que

2p

2p
< (Cp)* x Z |enml* + Z |en,nl
L2P(Q) n,meN nelN

Nous pouvons utiliser successivement les lemmes 75, 78 et 76 pour obtenir

D Cnm X gn(@) X gm(w)

n,meN
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2p

D Cnm X gGa(w) X gm(w)

n,melN L27(Q)
4p
= E Cnyng--Cnop_1,m2p-Cnopi1,nopraCnap_1,m4p X E I I n;
N1,...,M4p =1

IN

Z €y ma |Cn4p 1n4p| X

4p
Y o 1, E <H9m> ‘
N yeeny N4p 1=1

IN
o
3
S
[V
o
3
N
v
3
~
s

No(i) ="

Card(Asp) x > denml®+ > lennl
n,meN nelN
2p
< (Cp)*" x Z |en.ml® + Z |en.nl
n,melN nelN

Ce qui démontre (31). Pour obtenir (32), on peut remarquer que le lemme 78 reste vrai
pour un produit de 3 variables aléatoires (il suffit de faire la preuve avec des suites de 3
variables). X

2p

IN

Preuve du théoreme 73.
P(95) < P (w € 9/ |lug 77 ey > )
+P (w0 € O/ [P s oam o 7 oy = 1)

+P (w0 € O/ [T s oam o 77 oy = 1)

+P <U {w € Q/||An (e ug ) L4((=2m,27), Lo (m3)) = tN ™ 1/6}>

N

+P <U {w € AN U i g a7 5y > tN51/4}>

N

ainsi il suffit d’établir la majoration (29) pour chacun des termes. Effectuons la démons-
tration pour le second et le quatriéme terme (pour les autres termes, la démarche est
identique).

I/ Cas || [e"Tu§] || pa(_gm om 7 g2y = 1

Comme s €]1, 1 + o], il suffit d’obtenir le lemme suivant :

Lemma 80 Pour tout € > 0, il existe 2 constantes C,c > 0 telles que pour tout t > 0 et
—o s

ug € H (R ),

ct?

—o+1/2—2¢ >t2) Ce HuOHH T®3)

itH w2
P (we /|| [ ug]? | .

L4 ([-27,27],H
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Preuve du lemme 80. Remarquons qu’il suffit d’obtenir ’estimation pour ¢t > C| |u0||ﬁo(]R3).
Grace aux inégalités de Markov et Minkowski, on obtient pour ¢ > 4,

P (w € N ™G N o (o om 122 (g t2)

<P (w c Q/H [o/2+1/4—¢ [eitHUBu]Q ||%4( > th)

[—27,27],L2(R3))
< 729 « E, (|| Ha/2+1/475 [eitHuﬁé)]

< t72q > || Ha/2+1/475 [eitHucé)]

: ||%4([727r,27r],L2(]R3)))

2
1200, 24— 2m,20], 22 (15))

< t72q % || HG‘/2+1/476 [eitHuB)]Q ||%4([727;-1271-]7L2(]RSqu((z)))'

Puis, par (31), on établit

|| Ha/2+1/4—e [eitHugP ||LQ((2)

- H HOPHAme | N GOt e (@) (@) g () g ()

n,melN La(Q)
<> et NIy en x HOPFVA [y () hyn ()] X g (@) g ()
n,melN Li(Q)
<COxgx ( D lenlleml?| Ho/2/4¢ [hy(2)h (2)] 2

n,melN

L LY e B/ [hi<z>]|>.
nelN

Prenons L = 0 pour simplifier les calculs (le terme avec L=1 s’estime de la méme fagon).
Par 'inégalité triangulaire, on trouve

P (w e Q/|| [ ug)? |

Cq\*?
(%) -

2
LA([—2m2a] T2 3y 2 )
q/2

37 Jenl? x Jeml? x | B2 [hy (@) hin (2)] 2

n,meN L2([-2m,2n], L1 (R?))
. a/2
Cq o e
< () % [ X el shen? U7 @ O] B am ey a0
n,melN

Puis grace a la proposition 27 avec § = €, on arrive a

|| H(T/2+1/4*5 [hn(,’lj)hm(x)] ||%4([—27T,27T],L2(R3)) S CE X ma.X()\n, )\m)2(0'7€)
< O x max(An, Am)?.

Et finalement, on a
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P (w € /N 1™ U1 N o (1722 (g t2)

. q/2
Cq
< (TQ) < | Y0 feal® X feml? x max(An, Am)>
n,melN
q
Cq||u0||2ﬁf’(]Rs)
— t2 .
Il suffit ensuite de choisir g = W > 4 puisque t > 1 pour conclure . X
H (R3)

I/ Cas [|[An[e™ug]||La((—2r,20), L (R3)) = N~Y/6t : Commengons par établir le lemme
suivant :

Lemma 81 Pour tout p1,ps € [2,00[ et € > 0, il existe deux constantes C,c > 0 telles
que pour toutt >0, N > 1 et ug € FU%(RB),
ct?

. - IER .
P (w c Q/”AN(ethu(a))”Lpl([_271—7271—],W6,p2(]R3)) > tN*l/GfUJrQe) < Ce 1A N ( O)HH0'7€(R3) )

Preuve du lemme 81 Quitte a remplacer ug par Ay (ug), on se raméne a démontrer que

ct?

llugll2_

P (w € Q/||A§V(€itHu6d)||Lp1([,2,r12,r]7we,p2(]R3)) > tN_1/6_U+2E) < Ce HO~€(R3)
Comme pour le lemme 80, il suffit de prouver I’estimation pour ¢ > C’||u0||ﬁafe(R3).
Grace aux inégalités de Markov et Minkowski, on obtient pour g > p1, p2,

P (w c Q/||A/]\/'(eitHu(6))||LP1([_271—7271—]’W6,P2(]R3)) > tN71/676+26)

—2e 7 w q
<N1/6+U 2 X Ew(”A/N(e tHuO)HLPl([277127T]7W6,P2(R3)))>

t

N1/6+0—2¢
(——
N1/6+0—2¢
(——

a
) X ||HE/2A9v(enHUL6))| |%q(g),Lp1 ([-2m,27]),LP2 (R3)

a
< ) x ||H6/2A9v (eZtHUB)” |%p1 ([~2m,27]),LP2 (R3),L9(Q)"

Or, d’apres (30),

H 2 AN (" ug)l [ Lao) <

>0 <%%) A5 e () g ()

nelN

5 6 (35) e enaloi @)

An~N

2
<O x /g x Z ¢? (%) A2 X |en|? X |hy(2)]2.

An~N

L1(Q)

<

L1(Q)

Alors, par (5) et (6), on trouve
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(|2 Al ()| Lo (=2, 20, L2 (83), Lo (2)

)\2
<Cxygx|| > ¢ (N—"Q) X A2 Jen]? X [hn ()2

An~N

1/2

LP1/2([—-2m,2n]),LP2/2(R3)

X
<Oxvix | Y @ <F) X 22 X [eal? X [l (@)] 0 s,

An~N

A2 —
<O x\/gx Z¢2<F”2)x>\% 1/3><|cn|2

An~N

—0— € )‘721 g—¢€
<Cx\gxN 1/642¢ o Z ¢? (m) % N2e=e) o len|?
Ap~N

< O x G x N=T 082 || Al (ug) 170«

7 (R?)
< Cx /g x N™702 o gl o -

Finalement, on a pour tout q > p1, pa,
P (w S Q/||A9v(€itHU(6))||LP1([,27T127T]7W6,132 (R3)) > tNil/G*UJFQE)

B (C’ X \/q % ||u0||ﬁae(]RS)>q

t

2
11 suffit alors de choisir g = (40“%) > p1, p2 pour prouver le lemme 81. X
uolze (r3)
Ensuite, pour py = % +e,ona
WP2(R?) — L®(R?).

Alnsi pour tout p; € [2,00][ et € > 0, il existe deux constantes C, ¢ telles que pour tout
t>0,N>1etugec H (R?

ctz
. - w 2
P (w c Q/”AN(eZtHUBu”|LP1([727r,27r],L°°(]R3)) > tN—1/6—a+2e) < Ce 1A N ( o)\\ﬁa—f(Rz)
Ensuite, nous pouvons choisir p; = 4 et utiliser que ||AN(u0)||2ﬁU,E(R3) < N=2€ |y |2ﬁ<’(R3)

pour obtenir pour tout € > 0 'existence de deux constantes C, ¢ > 0 telles que pour tout
t>0,N>1etugecH (R3),
CNZ(U*E)tQ

P (w S Q/||AN(eitHu‘5)||L4([,2W72W]1Lm(R3)) > fN_1/6) < Ce HuOHZﬁ"(Ri") . (35)

Nous devons prouver qu'il existe deux constantes C,c > 0 telles que pour tout ¢ > 0,
N>1letuge H (R?),

_ ctz
i w — llugll2:y
P <U {w S Q/HAN(G tHUO)||L4([727r,27r],L°°(]R3)) > tN UG}) < Ce OHT (®3) | (36)
N
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Depuis

P (U {W € Q/||AN (™ ug)|| L ((—2m 20), Lo (R)) > tN—1/6}> <1
N

il suffit de montrer (36) pour ¢ > C||u0||ﬁa(R3).

2
On pose o = (Wm) et en choisissant ¢ < ¢ dans (35), il suffit de montrer
que
¥ >0,3Cc>0/Ya>1, Y e oV < e, (37)
N
Or

s

dy

Ze_aNJ _ Z e_a(2k71)5 S /OO 6_04(2171)6d:1/- S /OO e Y
0 1

N E>1 2 Y

< /OO e~ dz < /OO e tdt < 20 —& L (p—ca
— —— < —e 2 e
“Jagys % o~ a(1/2)8 t 6§ 7 da B ’

et (36) est prouvé ainsi que 'estimation du terme dans le cas II.
8. Preuves des théorémes
8.1. Preuve du théoréme 4

Pour montrer le théoréme 4, il suffit de montrer que pour tout ¢ > 0, P(€;) > 0. Pour
cela, on commence par établir qu’il suffit de montrer le résultat pour un nombre fini de
termes dans la donnée initiale. On commence par introduire la définition suivante :

Définition 82 Pour ug = Z cnhn(z) une fonction de L*(R3), on définit pour K € IN*,
nelN

[uo]x = Z enhn (),

An <K

[l = > cahn(2).

An>K

Pour ensuite énoncer le théoréme.
Theorem 83 Pour toutt > 0 et « €]0, 1], il existe un entier K € N* tel que

P(Q) > (1 - a)x

—0 t i t?
M(uo € H ®)/I| [uwolxllzms) < 35 1 (€ [uoli)” llpa(amom 7o) < 5

i t3
I (e tH[UO]K)B ||L4([72ﬂ,2ﬂ]7ﬁ5(n{3)) < o

; tN—1/6
ﬂ {||AN(€ZtH[UO]K)||L4([—27r,27r],L°°(]R3)) <= } ,
N

it H tNs—1/4
I8N 0Lkl 7y < g } )

N
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Preuve. Par indépendance, on trouve

t i t2
P((h) Z,U<|| [UO]KHEU(]RS) < bR Il (e tH[UO]K)2||L4([72ﬂ12ﬂ]7ﬁ5(R3)) < bR

i t°
I (e tH[UO]K)B ||L4([72ﬂ,2ﬂ]yﬁ5(33)) < 9

ﬂ {||AN(eitH[UO]K)||L4([—27r,27r],L°°(]R3)) <

N
; tN571/4
N {||AN(e o) N g am 7 sy < 5 } )
N

tN—l/ﬁ
)

3 t2
o)) 1l s omom 77 m0)) < 5
7 t3
1€ Tuol)” (o 2a, 7 (03 < 5

t
a1 ol oy < 50 1 ¢

; tN—1/6
ﬂ {||AN(6”H[U0]K)||L4([zqr,zqr],Loo(JRS)) < 5 } )
N

. th—1/4
itH
O 1A ol Ml 7y < g } )

N

Notons par P, i le premier terme probabiliste de cette inégalité. Alors par le théoréme
73, pour tout t > 0 et K € IN*,

ct?
112

P >1—Ce "M% M)
t,k = 1 —0¢ )

avec
: K 2 _
Klgr(l)oH [UO] ||ﬁ°(]R3) =0.
ct?

T wolR 1%

Par conséquent, il existe bien un entier non nul K tel que Ce HO®R3) < . X

’

2 N . . 50
Remarque : Dans ce théoréme, sil existe o/ > o avec up € H (R?) alors nous pou-
vons choisir

log( £ .
M > HUOHE"/(]R?') X @ pour avoir Py /-0y ¢ > 1 —a.

1
Puis, nous pouvons choisir K > (%) o’=s pour obtenir

Pt,K > P]\/[K*(U’—U),K >1-a.
1

ol o oa(2)\ 7
Et finalement K = ( i Ht B3) o Og((:a)) satisfait le théoréme 83.

Enfin, on démontre le résultat pour un nombre fini de termes dans la donnée initiale.
Proposition 84 1[I existe une constante C > 0 telle que pour tout K € IN,

o t2 w t
e ¥ lalln@l < 5t c {oe ol Wkl <5f. G
An <K
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et

log t2
we o) 3 XlenPlam@)? £ o
An <K

CcA

ou

3 w t2
A= o € U EE10° laeaman o < 5 |

:ﬂ >
itH 3 t3
N {o U E810° lsagoam a7y < 5

. b
N {w € /|| AN (e Tug] &)l L (=2 20, Lo (®?)) < SN 1/6} ;
N

% w t s—
N N & UM U1 om0y < 571}
N

(39)
(40)
(41)

(42)

Preuve. On remarque qu’il existe deux constantes C7,Cy > 0 telles que C’ln% < /\fl <
Cyns puis que [{A, < K}| < CKS. Le résultat suit alors grace a la proposition 25 et a

I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

X

Preuve du théoréeme 4. Par le théoréme 83 et la proposition 84, il suffit de montrer

que pour tout entier K > 1 et réel t > 0,

2
> 0.

t
P GQ )\20’ n2 " 2<
v €9/ 30 e lanel” < o

Mais, par indépendance,

t
P EQ )\20’ n2 n 2<
w e/ 3 Wl Pl < o

t2
P w € Q/|gn(w)* <
] { CRuallGr g

An <K

Y]

Y

t2
PlweQ/|gn(w)]? < >0,
11 ( CK12||UO||%U(R3)

An <K

car pour tout R>0etn € N, P(w € Q/|gn(w)] < R) > 0.

Remarque : Dans le cas Gaussien, comme
P (w € Q/|gn(w)* < R) =1—ef,

on en déduit

- CK?

2 K¢
t? QT T—
PlweQ/ > Alenllgn(w)]® < > (16 cRIl oi,a<m,s>> ,

A <K

o4



Par conséquent, pour ¢’ > o, en utilisant la remarque du théoréme 83, on obtient qu’il
existe deux constantes R > 0 et C' > 0 telles que si ||uo||ﬁa/(]R3) > R alors

6

0/70
Clluoll 77,

1o 1ol g,

P)>(1—a)xe

8.2. Preuve du théoréeme 5

En utilisant les théorémes 68, 69 et 71, pour prouver (3), il suffit d’établir que pour
tout A > 0,

lim P (w € O |5l sy <) = 1. (43)

En adaptant la preuve de 'appendice A.2 de [BT4|, on peut obtenir que

2

P (w €5 | [[u5lge oy < 1) < Ce™ 7,
et (3) est prouve.
Ensuite, pour obtenir (4), il suffit de montrer que pour tout A > 0 et € > 0,
lim 1 ® piz (ug € Eo(A)sug € Bo(N), [ — il [ xo < ] |luo| 1777 sy <1
Bl 7 gy <) = 1.
En utilisant le théoréme 72, il suffit de démontrer que pour tout A > 0 et € > 0,
lim 11 ® 1z (1 € Bo(N), 08 € BoOV) bl g7 sy < 1 1] sy < 1) = 1.
Ainsi, il suffit d’établir que pour tout A > 0 et € > 0,
lim a1 © pz () € Eo (N llubllg sy < llze gy < ) = 0.
Mais
limm iy ® pa (1§ € BoN)°| [l sy < . 1l sy < )
= lim g () € Eo(N)| |[ubllgze s < 1) =0,

et (4) est démontré.

8.3. Preuve du théoréeme 6

Pour prouver le théoréme 6, il suffit de montrer que pour tout ¢ > 0 et o €]0,1], il
existe € > 0 tel que P(€25) > 1 — a. Ce résultat est clair en vu du théoréme 73 puisque

_ Ca
2[luglIZ.

P(Qf) >1—Che H®3) >1 — o sie< 1.
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9. Généralisation du résultat

Dans cette partie, on suppose la dimension d’espace d > 2 et on donne une généra-
lisation du théoréme 4. Si l'on suppose que la suite de variables aléatoires (g, )nen est
identiquement distribuée de mémes lois gaussiennes complexes standards et que p est un
entier impair dans ’équation (NLS), on peut alors etablir le théoréme suivant
Theorem 85 Soient o €]41 — p—fl, 4 p21[ uo € H (RY) et s €4 - o+ 3] alors
il existe un ensemble Q' C Q wvérifiant les conditions suivantes :

i) P(SY) >0,

ii) Pour tout élément w € ', il existe une unique solution globale @ & l’équation (NLS)
dans lespace e ug(w,.) + X° avec donnée initiale uo(w, .).

ii) Pour tout élément w € S, il existe L™ et L_ € H (RY) telles que

_ itA _ itAT+ _
tligloHu(t e"Cug(w,.) — " LT| s rey = 0,

pl’

hm [a(t) — e Pug(w,.) — eitAL,HHs(]Rd) = 0.

Les points clefs de la démonstration du théoréme 4 sont ’existence de ’estimée bilinéaire
de type Bourgain pour l'oscillateur harmonique et la transformation de lentille, propriétés
vraies en dimension quelconque plus grande que 2. Rappelons que les inégalités du chaos
de Wiener pour les variables aléatoires gaussiennes sont établies pour une n-linéarité
quelconque dans [TT]. Ainsi, dans la preuve du théoréme 4, le fait que p = 3 intervient
surtout dans ’application du théoréme de point fixe de Picard. Vu que les arguments de
bases restent vrais en dimension d > 2, ce dernier reste applicable pour p quelconque
impair & condition de vérifier que uo(w,.) € L=(R, L>(R?)) w presque surement (si on
utilise deux fois l'estimée bilinéaire, les termes restants sont a évaluer dans L§{°, mais
pour p=3, il n’y a pas de termes restants), ce que nous expliquons ici. On peut montrer
que

. —lig
e™ug(w,.) € L*([-2m, 27, we'? *(R%)) w presque surement.
Grace a l'inégalité de Minkowsky et les injections de Sobolev, on a pour tout € > 0,

e o || oo (—2r,2n], Lo (Ra)) < € o0l Lo (e, Lo ([—2m,20)))
< C'|eZtHu0||LP(Rd,Wl/P+e,p([—27r,27r]))

< C||H1/p+€eitHu0||LP(]Rd,LP([—27r,27r]))'

. S .
Puis nous pouvons remplacer ug par H 2wy pour obtenir que

||eitHu0||L°°([727r,27r],W5’p(]Rd)) < C||H%+1/p+€€“HU0||Lp(1Rd,Lp([—2w,2w]))

< C||H%+1/p+€ tH

< Clle™ o]

U0||LP([—2W,27T],LP(1R(!))
Lo ([—2m,20] T2/ P40 (Rayy
Ainsi, si € > % alors

||eitH

o +1/6—4e, oc(]Rd)) ~ C||€ZtH’u,0||

< Clle™ o]

uO||L°°( —om,20),W Lo ([—2m,20), W7 T/ 07397 (ray)

Le([—2m,2x], W7 Y0P (Ra))”
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