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❆♥ ✐♥❢✲s✉♣ st❛❜❧❡ ❛♥❞ r♦❜✉st ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙t♦❦❡s

❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡s ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡s❤❡s

❉❛♥✐❡❧❡ ❆✳ ❉✐ P✐❡tr♦ a,b ❙✐♠♦♥ ▲❡♠❛✐r❡ a

a■❋P ❊♥❡r❣✐❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s✱ ✶ ✫ ✹ ❛✈❡♥✉❡ ❞✉ ❇♦✐s Pré❛✉✱ ✾✷✺✵✵ ❘✉❡✐❧✲▼❛❧♠❛✐s♦♥ ✭❋r❛♥❝❡✮
b■✸▼✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ✷✱ ✸✹✵✺✼ ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ❈❊❉❊❳ ✺

❘❡❝❡✐✈❡❞ ✯✯✯✯✯ ❀ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛❢t❡r r❡✈✐s✐♦♥ ✰✰✰✰✰

Pr❡s❡♥t❡❞ ❜② ✖✕

❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ♥♦t❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❢✲s✉♣ st❛❜❧❡ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♦r

♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ r♦❜✉st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ✐s

t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❈r♦✉③❡✐①✕❘❛✈✐❛rt

❡❧❡♠❡♥t t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡s❤❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧

s♦❧❡♥♦✐❞❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳

❚♦ ❝✐t❡ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✿ ✯✯✯✯✯✳

❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦t❡ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s ✐♥❢✲s✉♣ st❛❜❧❡ s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣♦❧②❣♦♥❛✉①

♦✉ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡s ❣é♥ér❛✉① ❡t r♦❜✉st❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s ✐rr♦t❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡

à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ q✉✐ ét❡♥❞ ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❈r♦✉③❡✐①✕

❘❛✈✐❛rt à ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣é♥ér❛✉①✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡

❝❤❛♠♣s s♦❧é♥♦ï❞❛✉① ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉①✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛✛❡❝té❡

♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐rr♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s♦♥t ✈❛❧✐❞és ♣❛r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

P♦✉r ❝✐t❡r ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ✿ ✯✯✯✯✯✳

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦t❡✱ ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ré❝❡♥t ❞❡ ●❛❧✈✐♥✱ ▲✐♥❦❡ ❡t ❛❧✳ ❬✼❪✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ✐rr♦t❛t✐♦♥♥❡❧✱

❊♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss❡s✿ ❞✐♣✐❡tr❞❅✐❢♣❡♥✳❢r ✭❉❛♥✐❡❧❡ ❆✳ ❉✐ P✐❡tr♦✮✱ s✐♠♦♥✳❧❡♠❛✐r❡❅✐❢♣❡♥✳❢r ✭❙✐♠♦♥ ▲❡♠❛✐r❡✮✳

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❊❧s❡✈✐❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✹ ❥✉✐♥ ✷✵✶✷



−△u+∇p = f +∇ψ ✐♥ Ω, ✭✶❛✮

∇·u = 0 ✐♥ Ω, ✭✶❜✮

u = 0 ♦♥ ∂Ω, ✭✶❝✮
∫

Ω

p = 0, ✭✶❞✮

♦ù Ω ⊂ R
d✱ d ≥ 2✱ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♦✉ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ❜♦r♥é✱ f ∈ L2(Ω)d ❡t ψ ∈ L2

0(Ω) ∩H
1(Ω)

❡st ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s❝❛❧❛✐r❡ à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳ ❙♦✐t (uf , pf ) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✮ ♦ù ♦♥ ❛ r❡♠♣❧❛❝é
f + ∇ψ → f ✳ ❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡st q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ✐rr♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✱ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✿

u = uf , p = pf + ψ. ✭✷✮

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✐♥❢✲s✉♣ st❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✮ s✉r ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣♦❧②é❞r✐q✉❡s
❣é♥ér❛✉① q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐♠❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✐s❝r❡t✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t
❡st q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ‖ψ‖H1(Ω)✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✐s❝rèt❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐rr♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡s ✐❞é❡s ré❝❡♥t❡s ❞❡ ❬✺❪✱ ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t

❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❝❧é ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞✐s❝r❡t ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❊②♠❛r❞✱ ●❛❧❧♦✉ët✱ ❍❡r❜✐♥ ❬✻❪ ❡t ❉✐ P✐❡tr♦ ❬✸❪✳ ❈❡t ❡s♣❛❝❡ ♣♦ssè❞❡
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❛✉①
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❈r♦✉③❡✐①✕❘❛✈✐❛rt ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① ❝♦♥❢♦r♠❡s✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥t❡r✈✐❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ✭✷✮ ❡t ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✳

✷✳ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

✷✳✶✳ ❆❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡s

▲❡t H ⊂ R
∗
+ ❞❡♥♦t❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t ❤❛✈✐♥❣ ✵ ❛s ✐ts ✉♥✐q✉❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❋♦r ❛❧❧ h ∈ H ✇❡

❞❡♥♦t❡ ❜② Kh = {K} ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❡♠♣t②✱ ❞✐s❥♦✐♥t ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ Ω s✳t✳
h = maxK∈Kh

hK ✱ ✇✐t❤ hK ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t K✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❛r ❝❧♦s❡❞
s✉❜s❡t F ♦❢ Ω ✐s ❛ ♠❡s❤ ❢❛❝❡ ✐❢ ✐t ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ (d−1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ✐❢ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐st
K1, K2 ∈ Kh s✳t✳ F ⊂ ∂K1 ∩ ∂K2 ✭❛♥❞ F ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ♦r t❤❡r❡ ❡①✐sts K ∈ Kh s✳t✳ F ⊂ ∂K ∩ ∂Ω
✭❛♥❞ F ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡✮✳ ■♥t❡r❢❛❝❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t F ✐

h✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡s ✐♥ F❜

h ❛♥❞ ✇❡
❧❡t Fh := F ✐

h ∪ F❜

h ✳ ❋♦r ❡✈❡r② K ∈ Kh✱ ✇❡ ❧❡t FK := {F ∈ Fh | F ⊂ ∂K}✳ ❋♦r ❛❧❧ F ∈ Fh ✇❡ ❧❡t
xF :=

∫

F
x/|F |d−1 ✇❤❡r❡✱ ❢♦r 0 ≤ l ≤ d✱ |·|l ❞❡♥♦t❡s t❤❡ l✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥

✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ s❡q✉❡♥❝❡ (Kh)h∈H ✐s r❡❣✉❧❛r ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬✸✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽❪✱ ✐✳❡✳✱ ✭✐✮ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ s✉❜♠❡s❤❡s s❤❛♣❡✲r❡❣✉❧❛r ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈✐❛r❧❡t ❬✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤
s❡q✉❡♥❝❡ (Kh)h∈H ✐s ❝♦♥t❛❝t✲r❡❣✉❧❛r❀ ✭✐✐✮ t❤❡ L2✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r Πl

h✱ l ≥ 0✱ ♦♥ P
l
d(Kh) ❤❛s ♦♣t✐♠❛❧

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s❀ ✭✐✐✐✮ ❢♦r ❛❧❧ h ∈ H t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡rs {xK}K∈Kh
s✳t✳✱

❢♦r ❛❧❧ K ∈ Kh✱ K ✐s st❛r✲s❤❛♣❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ xK ✱ ❛♥❞✱ ❢♦r ❛❧❧ F ∈ FK ✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ xK ❛♥❞ F ✱ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② dK,F ✱ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ hK ✳ ❚❤✐s
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ❢❛✐r❧② ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡s❤❡s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♥♦♥❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳
❚✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❊❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ♥♦♥♣❧❛♥❛r ❢❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♣❧❛♥❛r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❢❛❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❜r♦❦❡♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♣❛❝❡s ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧
♠❡s❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✱ ❈❤❛♣t❡r ✶❪✳

✷



✭❛✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❡s❤ Kh ✭❜♦❧❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ♣②r❛♠✐✲
❞❛❧ s✉❜♠❡s❤ Ph ✭t❤✐♥ ❧✐♥❡s✮

✭❜✮ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ❢♦r t❤❡
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙❡❝t✳ ✸

❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤❡s ✐♥ d = 2 ❢❡❛t✉r✐♥❣ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♥♦♥❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s

❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡rs ✐s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ K ∈ Kh ❛♥❞ ❛❧❧ F ∈ FK ✱ t❤❡ ♦♣❡♥
♣②r❛♠✐❞ KF ♦❢ ❜❛s❡ F ❛♥❞ ❛♣❡① xK ✐s ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞❛❧ s✉❜♠❡s❤ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶❛✮

Ph := {KF }K∈Kh, F∈FK
.

❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Ph ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡❧❡♠❡♥t K ∈ Kh ❛♥❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❢❛❝❡ F ∈ FK ✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ❧✐♥❦
✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ P r❡♣❧❛❝❡s KF ✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❢❛❝❡s ♦❢ Ph ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ❢❛❝❡s ✐♥ Fh ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞s✮ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Σh ❛♥❞ ✇❡ ❧❡t Σi

h := Σh \ F❜

h ✳
❋♦r ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k ≥ 0 ❛♥❞ Sh ∈ {Kh,Ph} ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜r♦❦❡♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♣❛❝❡

P
k
d(Sh) := {v ∈ L2(Ω) | v|S ∈ P

k
d(S), ∀S ∈ Sh},

✇❤❡r❡ P
k
d ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t♦t❛❧ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st k✳ ❋♦r ❛❧❧ σ ∈ Σi

h ✇❡ ✜① ❛♥
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧ nσ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② P−, P+ ∈ Ph t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts s✳t✳ σ = ∂P− ∩ ∂P+ ❛♥❞ nσ

♣♦✐♥ts ♦✉t ♦❢ P−✳ ❋♦r ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡s F ∈ F❜

h t❤❡ ♥♦r♠❛❧ nF ♣♦✐♥ts ♦✉t ♦❢ Ω✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥
ϕ r❡❣✉❧❛r ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❞♠✐t ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② t✇♦✲✈❛❧✉❡❞✮ tr❛❝❡ ♦♥ σ ∈ Σi

h ✇❡ ❧❡t

JϕK := ϕ|P− − ϕ|P+ , {ϕ} :=
1

2

(

ϕ|P− + ϕ|P+

)

.

❖♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡s F ∈ F❜

h ✇❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧② s❡t JϕK = {ϕ} = ϕ✳

✷✳✷✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈r♦✉③❡✐①✕❘❛✈✐❛rt ❡❧❡♠❡♥t t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s

❖♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ✭r❡s♣✳ q✉❛❞r❛♥❣✉❧❛r✮ ♠❡s❤❡s✱ ❣♦♦❞ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧②
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈r♦✉③❡✐①✕❘❛✈✐❛rt ✭r❡s♣✳ ❘❛♥♥❛❝❤❡r✕❚✉r❡❦✮ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛
♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ♦♥ ❍②❜r✐❞ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ✭❍❋❱✮ ❬✻❪
❛♥❞ ❈❡❧❧ ❈❡♥t❡r❡❞ ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❝❝●✮ ❬✸❪✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺❪✳
❆s ❢♦r ❍❋❱ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❉❖❋s✮ ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ ❝❡❧❧✲ ❛♥❞ ❢❛❝❡✲✉♥❦♥♦✇♥s✱

Vh := R
Kh × R

Fh .

❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✈h ∈ Vh ✐s ✐♥❞❡①❡❞ ❛s ✈h = ((vK)K∈Kh
, (vF )F∈Fh

)✳ ❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ str♦♥❣❧② ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡

Vh,0 :=
{

✈h ∈ Vh | vF = 0, ∀F ∈ F❜

h

}

.

✸



❚❤❡ ✜rst st❡♣ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❝❝● ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r Gh : Vh → P

0
d(Ph)

d s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈h ∈ Vh✱ ❛❧❧ K ∈ Kh ❛♥❞ ❛❧❧ F ∈ FK ✱
Gh(✈h)|KF

= GK(✈h) +RK,F (✈h) ✇✐t❤

GK(✈h) =
∑

F∈FK

|F |d−1

|K|d
vFnK,F , RK,F (✈h) =

η

dK,F
(vF − vK −GK(✈h)·(xF − xK))nK,F , ✭✸✮

✇❤❡r❡ η > 0 ✐s ❛ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦ ✐s
t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱

∀✈h ∈ Vh, ∀K ∈ Kh,
∑

F∈FK

|KF |dRK,F (✈h) = 0, ✭✹✮

✐✳❡✳✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ Gh ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Kh✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
❣r❛❞✐❡♥t Gh ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝❡ ✈❛❧✉❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❛✣♥❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Rh : Vh → P

1
d(Ph) s✳t✳✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈h ∈ Vh✱ ❛❧❧ K ∈ Kh✱ ❛❧❧ F ∈ FK ✱ ❛♥❞ ❛❧❧ x ∈ KF ✱

Rh(✈h)|KF
(x) = vF +Gh(✈h)|KF

·(x− xF ). ✭✺✮

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

CR(Kh) := Rh(Vh).

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t s♣❛❝❡ ✐s CR0(Kh) := Rh(Vh,0)✳
▲❡♠♠❛ ✶ ✭❙❡♠✐❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡s✮ ▲❡t η = d ✐♥ ✭✸✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ vh ∈ CR(Kh) ✭r❡s♣✳ vh ∈
CR0(Kh)✮ t❤❡r❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ σ ∈ Σi

h ✭r❡s♣✳ σ ∈ Σh✮ ✇✐t❤ 〈ϕ〉σ :=
∫

σ
ϕ/|σ|d−1✱

〈JvhK〉σ = 0.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✭✐✮ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ❛❝r♦ss ♠❡s❤ ❢❛❝❡s ✐♥ Fh ✐s ❛ tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣
vF ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ ✭✺✮ ❢♦r t❤❡ ❛✣♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ KF ∈ Ph ✭✉♥❧✐❦❡ ❬✸✱ ❡q✳ ✭✷✳✶✹✮❪✱ ✇❤❡r❡ vK
✐s ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✮✱ ✇❤✐❧❡ ✭✐✐✮ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ❛❝r♦ss ❧❛t❡r❛❧ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ❢❛❝❡s σ ∈ Σh \ Fh ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ η = d ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ RK,F (✈h) ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✮ ✭✉♥❧✐❦❡ ❬✻✱ ❡q✳ ✭✷✺✮❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡
η = d1/2 ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡ ♦♥ s✉♣❡r❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❡s❤❡s✮✳
❚❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t♦r Ih : H1(Ω) → CR(Kh) r❡❛❧✐③❡s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ H1(Ω) ∋ v 7→ Ih(v) ∈ CR(Kh)

s✳t✳ Ih(v) = Rh(✈h) ❢♦r ✈h ∈ Vh ✇✐t❤ ✭✐✮ vK = Π1
hv(xK) ∀K ∈ Kh✱ ✭✐✐✮ vF = 〈v〉F ∀F ∈ Fh✳ ❲❤❡♥

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ Ih ❛❝ts ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡✳
▲❡♠♠❛ ✷ ✭❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ CR(Kh)✮ ▲❡t l ∈ {0, 1}✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ ∇h ❜r♦❦❡♥ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♥
Ph ❛♥❞ C > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h✱

∀v ∈ H l+1(Ω), ‖v − Ih(v)‖L2(Ω) + h‖∇h(v − Ih(v))‖L2(Ω)d ≤ Chl+1‖v‖Hl+1(Ω). ✭✻✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ v ∈ H1(Ω)d ✇✐t❤ vh := Ih(v)✱ t❤❡r❡ ❤♦❧❞s

Π0
h(∇h·vh) = Π0

h(∇·v). ✭✼✮

■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❬✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✶❪✱ ✇❤❡r❡❛s ✭✼✮ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦♣❡rt② ✭✹✮✱

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡r❡ ❤♦❧❞s✱ ❢♦r ❛❧❧ vh ∈ CR(Kh)
d✱ Π0

h(∇h·vh)|K =
∑

F∈FK

|F |d−1

|K|d
vF ·nK,F ✭❢♦r

❛❧❧ F ∈ Fh✱ vF ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✈h ❧♦❝❛t❡❞ ❛t F ✮✳
❘❡♠❛r❦ ✸ ✭❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✮ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ✜t ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t❀ s❡❡✱❡✳❣✳✱ ❬✶✱ ♣✳ ✾✸❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t K ∈ Kh✱ VK := R×R

FK ✱ PK := {KF }F∈FK
✱

❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r R̃K : VK → P
1
d(PK) ✇❤✐❝❤ r❡❛❧✐③❡s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ VK ∋ ✈K 7→ R̃K(✈K) ∈

P
1
d(PK) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✭✺✮✳ ▲❡t PK := R̃K(VK)✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❬✻✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶❪ t❤❛t R̃K

✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r RK ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ♦❢ R̃K t♦ PK ✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡
tr✐♣❧❡t ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s t❤❡♥ (K,PK ,R

−1
K )✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❤✐s r❡♠❛r❦ ❝❛♥ ❜❡

❡①♣❧♦✐t❡❞ ✇❤❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛s ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦❞❡s✳

✹



✷✳✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠

▲❡t Uh := CR0(Kh)
d✱ Ph := P

0
d(Kh) ∩ L2

0(Ω)✳ ❲❡ ❡q✉✐♣ t❤❡ s♣❛❝❡ Uh ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠ ‖v‖U :=
‖∇hv‖L2(Ω)d,d ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡ Ph ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠ ‖q‖P := ‖q‖L2(Ω)✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ‖·‖U ✐s ❛ ♥♦r♠ ✐s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐❝♦♥t✐♥✉✐t② ♣r♦♣❡rt② st❛t❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❛❞s✿ ❋✐♥❞
(uh, ph) ∈ Uh × Ph s✳t✳

ah(uh,vh) + bh(vh, ph)− bh(uh, qh) = lh(vh), ∀(vh, qh) ∈ Uh × Ph, ✭✽✮

✇✐t❤ ah(w,v) :=
∫

Ω
∇hw:∇hv✱ bh(v, q) := −

∫

Ω
(∇h·v)q✱ ❛♥❞ lh(v) := (f ,v)L2(Ω)d + bh(v,Π

0
hψ)✳

▲❡♠♠❛ ✹ ✭❙t❛❜✐❧✐t②✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ r❡❛❧s α, β > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h s✳t✳✱ ❢♦r ❛❧❧ (vh, qh) ∈ Uh × Ph

ah(vh,vh) ≥ α‖vh‖
2
U , β‖qh‖P ≤ sup

wh∈Uh\{0}

bh(wh, qh)

‖wh‖U
.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢✲s✉♣ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✲♣r❡ss✉r❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭✼✮
s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❬✺❪✳
▲❡♠♠❛ ✺ ✭❲❡❛❦ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✮ ❉❡♥♦t❡ ❜② (u, p) t❤❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✮✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ η = d✱ u ∈
[H1

0 (Ω) ∩H
2(Ω)]d✱ ❛♥❞ p ∈ L2

0(Ω) ∩H
1(Ω)✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ (vh, qh) ∈ Uh × Ph✱

ah(u,vh) + bh(vh, p)− bh(u, qh) = lh(vh) + Eh(vh),

✇✐t❤ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❡rr♦r Eh(vh) :=
∑

σ∈Σh

∫

σ
(∇unσ − pfnσ) ·JvhK. ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ C ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h ❛♥❞ N := ‖u‖H2(Ω)d + ‖pf‖H1(Ω)✱

sup
wh∈Uh\{0}

Eh(wh)

‖wh‖U
≤ ChN . ✭✾✮

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② st❛t❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶ ✐s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜♦✉♥❞ ✭✾✮ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦
✐♥❢❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ vh ∈ Uh✱ Eh(vh) =

∑

σ∈Σh

∫

σ

(

{∇u−Π0
h∇u}nσ − {pf −Π0

hpf}nσ

)

·JvhK✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✾✮
t❤❡♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✕❙❝❤✇❛r③ ❛♥❞ tr❛❝❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ L2✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ st❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② r❡✢❡❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ∇ψ ✐♥ ✭✶❛✮ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡❧♦❝✐t②❀ ❝❢✳ ✭✷✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭❘♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✮ ▲❡t (uh,f , ph,f ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✽✮ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ lh(vh) → (f ,vh)L2(Ω)d ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❤♦❧❞s

uh = uh,f , ph = ph,f +Π0
hψ.

❚❤❡♦r❡♠ ✻ ✭❊rr♦r ❡st✐♠❛t❡✮ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✶✱ t❤❡r❡ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ C ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h ❛♥❞ N ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✱

‖u− uh‖U ≤ ChN , ‖p− ph‖P ≤ Ch
(

N + ‖ψ‖H1(Ω)

)

. ✭✶✵✮

❚♦ ♣r♦✈❡ ✭✶✵✮✱ ✇❡ ✉s❡ ✭✷✮ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ ✐♥❢❡r

‖p− ph‖P = ‖(p− ψ)− (ph −Π0
hψ) + (ψ −Π0

hψ)‖P ≤ ‖pf − ph,f‖P + ‖ψ −Π0
hψ‖P ,

❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ‖u − uh‖U + ‖pf − ph,f‖P ≤ ChN ✭t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ L2✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ‖·‖U ♥♦r♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡
t❡r♠✱ t❤❡r❡❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✭✽✮✳

✺
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✭❛✮ ‖u− uh‖U ✈s✳ card(Vh)
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✭❜✮ ‖p− ph‖P ✈s✳ card(Vh)

❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳

✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s

❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t sq✉❛r❡
❞♦♠❛✐♥ Ω = (0, 1)2✿

u1 = −ex(y cos(y) + sin(y)), u2 = exy sin(y), pf = p∗f − 〈p∗f 〉Ω ✇✐t❤ p∗f = 2 exp(x) sin(y),

✇✐t❤ f ≡ 0 ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ψ = χ sin(2πx) sin(2πy)✱ χ > 0✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r χ ❛❧❧♦✇s t♦ ✈❛r② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✭❜✉t ♥♦t ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✮❀ ❝❢✳
❚❤❡♦r❡♠ ✻✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✽✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ♦♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡s❤❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts
❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ t♦ t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❀ ❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶❜✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷❛ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡
t❡r♠✱ ✇❤❡r❡❛s t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✷❜✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✳
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