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Résumé

Le but de ce projet de diplome était de construire une intégrale stochastique non triviale: I'in-
tégrale de It6 par rapport a un mouvement Brownien standard a valeurs dans un espace de
Hilbert. Apres avoir introduits les outils indispensables que sont I'intégrale de Pettis, et la théo-
rie des probabilités dans les espaces de Hilbert, on construira le mouvement Brownien standard,
ce qui nous permettra d’introduire I'intégrale stochastique Hilbertienne isométrique. Dans tout
ce rapport, on supposera le lecteur familier avec les résultats classiques de théorie de la mesure,
et de l'intégration dans R, ainsi qu’avec la théorie des probabilités pour des variables aléatoires

réelles.






Notations

Soient H et B deux espaces de Hilbert réels, de produits scalaires et normes (, ) et |.|, respecti-
vement ( , >m et |.|,. Pour H et B séparables, on note L' (H; B) I'espace de Banach des opérateurs
nucléaires et oy (N) := Tr | N| sa norme (|N| := (N*N)z). On note également £2(H;B) Pespace
de Hilbert séparable des opérateurs de Hilbert-Schmidt, oz sa norme Hilbertienne et ((, )) son

produit scalaire. D’autre part, on notera A la mesure de Lebesgue sur R.






Chapitre 1

Intégration Hilbertienne

1.1 Eléments de mesurabilité

Soit (X, F) un espace mesurable, ou F est la tribu engendrée par I'anneau A, lui-méme construit
a partir du semi-anneau R. Soit H un espace de Hilbert réel, de produit scalaire (, ) et de norme

associée |.|. On note B(H) sa tribu Borélienne.

Définition 1.1.1
Soit f: X — H, on dit que f est fortement mesurable F /B(H) ssi

1. f est mesurable F/B(H)

2. f(X) est séparable dans (H, |.|)

Remarque 1.1.1 La condition 2 équivaut a ’existence d’un s.e.v. fermé séparable de H conte-

nant f(X).

Définition 1.1.2
On note L°(F; H) I’ensemble des fonctions f : X — H qui sont fortement mesurables F /B(H).

Proposition 1.1.1

On a alors
1. L°(F;H) est un espace vectoriel
2. Vf,g € L°%F;H),(f,g) est mesurable F/B(R)

3. Soit { fn}nen C L°(F; H) telle que Vo € X on a f,(x)1—f(x). Alors f € L°(F; H)

Preuve.
1. L°(F; H) espace vectoriel

o Vf € L(F;H),Va € R, on a immédiatement que a f € L°(F; H)
e Soit f,g € LO(F; H),



— Il existe Hy C H s.e.v. fermé séparable tel que f(X)U g(X) C Hy
donc

(f +9)(X) C f(X) +9(X) C Hy
et donc (f 4 ¢)(X) est séparable.

— Il reste a montrer que f + g est mesurable, i.e. pour B € B(H) on a

(f+9)t(B)eF
Soit s : Hy x Hy — H définie par s(u,v) := u 4 v. s est continue.
De plus

(f +9)"(B) = {z[(f(2),9(x)) € s (B)}
or

st(B) € B(Hy x Hyp)

Comme Hy est un espace métrique séparable, il admet une base topologique
dénombrable et donc B(Hy x Hy) = B(Hy) @ B(Hy)

Soit alors

G:={A€ Bl x H)[{z|(f(z),9(z)) € A} € F}
G est une tribu contenant les rectangles A; x Ay ou Ay, Ay € B(Hy)

puisque
{z|(f(2), g(2)) € Ay x A} = fH1(A) NgTH(Ar) € F
donc B(Hy) @ B(Hy) C G i.e. G = B(Hy x Hp). On a alors (f—l—g)Ll(B) eF

2. On a immédiatement le résultat en remarquant que

(F.9) =20+ L1 1 oP)
et que | - |* est mesurable B(H)/B(R)

3. e ¥n, f,(X) est séparable, donc f,(X) C H, C H, ou H, s.e.v. fermé séparable. On a
des lors 'existence de {v!"}eny dense dans H, .
Soit V := {v?|i,n € N}. V est clairement dénombrable et dense dans | J H,.
Or J, fu(X) Cc U, H,, donc |, f.(X) est séparable, i.e. 3Hy s.e.v. fermé séparable
de H tel que |, fu(X) C Hp.
Des lors, Vo € X, f.(x) € Hy fermé, donc f(x) = lim, 00 fu(z) € Hy et donc
F(X) C Hy et f(X) est séparable.
e On définit pour u,v € H, d(u,v) := |u L v| et soit O un ouvert de H.
Soit pour k € N,

1
Or := {2 € Old(z,0°) > E}
On a alors par le lemme 2.5.2 [5]

o= (ﬂ fn“(Ok)>

k;m \n>m

Or Vn,k  fH(Oy) € F, donc fX1(O) € F, et donc f est mesurable F/B(H).



1.2 Espaces L'(F;H)

Soit p une mesure positive quelconque non nécessairement o-finie. Comme d’habitude on iden-

tifie deux fonctions LO(F; H) qui coincident presque partout g (noté a.e.p).

Définition 1.2.1
Pour 1 < p < o0, on pose
L(FiH) = {71/ € LF L, = ([ 157 du) < <)

et
L>(F;H) := {f | f € L°%F; H),|| f||.. :=esssup |f] < oo}

Remarque 1.2.1 Cette définition a un sens puisque |f|” : X — R est mesurable F/B(R), par
mesurabilité de |.|” : H — R.

Définition 1.2.2
Pour 1 < p,q < oo, on dit que p et q sont conjugués ssi zla + 5 =1.

Remarque 1.2.2 On a s =pLl

Lemme 1.2.1 (Inégalité de Holder)
Pour f € LP(F;H),g € LY(F; H) avec p et q conjugués

1. (f,g) € LY(F;R)
2. | [ {frg)dul < |IF1,-Ngll,

Preuve.

1. (f,g) est mesurable F/B(R) et
[(f )| < [1lg]

avec |f| € LP(F;R) et |g] € LY(F;R)
Par I'inégalité de Holder réelle, on a |f]|g| € L*(F;R) et donc (f,g) € L}(F;R).

2. Par I'inégalité de Holder réelle appliquée a | f] et |g|

|/<f,g> dp| < /|<f79>|d/~0 §/|f||9|d/~6 < [l Mgl = A1, lgll,

Lemme 1.2.2 (Inégalité de Minkowski)
Pour f,g € LP(F;H) ou 1 <p <o

L f+gelP(FH)

2.5+ gll, < A1, + Mlgll,



o D=

1
[H+g e LoF; ) et |f+g] <|fl+ gl avec |f],]g] € LY(F;R), donc
If + 9| € LY(F;R)ie. f+ge LY (F;H

/|f+g|du < /Ifldu+/|g|duz 11 + ol

o0

f+geLl’(FH) et |f+g] <|f] +1g]

donc

esssup | f 4 g| < esssup |f|+ |g| < esssup |f| + esssup |g| < oo

done f+g e L*(FH) et |[f +gll, < I/l + N9l

o l<p<oo

1.

f+geLll’(FH) et |f+g| <|fl+]1g]

donc
[f+al” < (f1+ gD < 2°(If" + 1gI") € LY(F;R)
donc f 4+ g € LP(F; H)

F+glP =1+ gl +al < IF+ gl I+ 1+ gl gl

orpll= 2—7, donc |f + ¢+ € LY(F;R), et comme |f] € LP(F;R), par Holder réel
[+ 9"/ € LH(FR)

et
/|f+9|p“|f|d/~b <F+ gl AL, = 1LF + gl 1L,
de méme
1549 ol < 15+ 91,
donc

1F+glly < 117+ gl LA, + Hlall,)

ou bien ||f + ng =0 et on a trivialement || f + ng < Hpr + Hng
ou bien ||f 4 gl|, # 0 et on a [|f + g[|, < [[f][, + [ll,

Proposition 1.2.1

(LP(F; H),

Preuve.

. est un e.v.n. (espace vectoriel normé) pour 1 < p < o
111, (esp ) p p

o LP(F;H) s.e.v. de L°(F; H)



— Pour f,¢ € LP(F;H), par Minkowski f 4 ¢ € LP(F; H)
~ Pour f € LP(FH) et o € R on a|af[” = [af|f|” et donc af € LP(F;H)

o ||.|[, semi-norme sur LP(F; H)

= llafll, = lellifll,
—If+gl, <IN, +1lgll,  Minkowski
- Hpr:O:> lfl=0 ae.p

Remarque 1.2.3 On fera par la suite I'identification entre LP(F; H) et LP(F; H),,

Théoréme 1.2.1 (Riesz-Fischer)
Pour 1 <p < oo, (LP(F;H), ||.||,) est un espace de Banach.

Preuve.

1. p=o0
Soit {f, }nen une suite de Cauchy de L*(F; H) i.e. Vk > 1, 3ny tel que, pour m,n > ny
on a l[fm L full., < 1
Donc 3E; p-négligeable tel que, pour m,n > nj on a Va € Ef, |fu(z) L fu(2)] < &
Soit K :=J, Ei. E est p-négligeable et on a que Va € E°, f,(z) est un suite de Cauchy
dans H.
Par conséquent, Vo € E°, f,(x) — f(x) et donc f € LO(F; H)
Ainsi, pour n > ng on a | f(x) J_fn( )| <t,VeeE.Ilen résulte que f € L=(F;H) et

que pour n > ng on a |[f L fl Ams1 lfL falle

oo_k

2.1 <p< >
Soit {f, }nen une suite de Cauchy de LP(F; H). Sans perte de généralité, on note
{fx}ren une sous-suite telle que Yk, || fey1 L fil|, <
Soit

p—2k

Z | frsr(@) L ful2)]

On a ||g.|l, < 1 et g, croissante, par conséquent g € LP(F;R) telle que g, T g
Or

(@) L fo(@)] < \fml@) L fnia(@)] + - 4 [ (@) L fo(@)] < g(2) L gnia(2)

donc a.e.pyi, on a {f,(x)} suite de Cauchy de H i.e. f,(z) — f(x) a.e.u . Donc pour
n>2ona|f(z)L fu(z)] <g(x), donc f € LP(F; H).
De plus, comme |f(x) L fu(2)]" =0 aep et |f(x) L f.(2)]" < g¢*(x) € LY(F;R), par

le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue dans le cas réel, on a ||f L f,[|, — 0.

#



Théoreme 1.2.2
(L2(F;H),(])) est un espace de Hilbert

Preuve. L?(F;H) est un espace de Banach pour la norme ||.||,
On définit alors pour f,g € L?(F;H) le produit scalaire compatible (f|g) := [ (f,g) du. Cette
définition a un sens par Holder. Ainsi on a |(f|g)| < || fll,-1lgll, et || fll, = (fIf) #

Définition 1.2.3
Soit C C F quelconque

1. On dit que f: X — H est C-simple si et seulement si f = ,_ ug.1lc, ot uy € H,Cy €C
etnéeN

2. On note £(C; H) I'ensemble des fonctions C-simples telles que Yk =1...n, p(Cy) < oo

Remarque 1.2.4 On a trivialement que £(C; H) C LP(F;H) pour 1 <p < o0

Lemme 1.2.3
VieLP(F;H) od 1 <p< oo
H " en C E(F; H) telle que Vo € X, on a

@ < [f(@)] et [f(z) L= f(z)

n—0oo

mais également
I|f" L prJ_—>0
n— 0o

Preuve. f(X) C Hjy s.e.v. fermé séparable de H, donc Hy admet une base Hilbertienne {e;}:~,

o Ve X, f(x) € Hy

donc N,
fl) =Y (f(x),ee;
=1
i.e. .
lim |f(x) L ee)| =0
n—00
=1
Soit

filz) == (f(z), e:)
fi est mesurable F/B(R) et |fi(x)|” < |f(2)]".|le;]” = |f(x)]". Des lors, f; € LP(F;R)

Par un théoreme classique de théorie de I'intégration (thm 13.5 [1]), on a 'existence de

{ff}en C E(F;R) telle que Vo € X on a
@ < 1file)] et fi(x) 1= filz)

Alors, soit

=me£m



f" est F-simple.

De plus
@)l =Y 1 @F
<Y Il <Z|f 1= @

| (@)] < [f(2)]
Or f € LP(F; H), par conséquent [ € E(F; H)

D’autre part,

| Zfiei 1L foei|2 = Z i LS
i=1 i=1

=1
En posant
af(x) = |fi(x) L fi (@)’
onaVr e X, al(z)l—=0 et |a?(x)] < 4|fi(x)]

n—00
donc

Zla )| <Alf(@)] < oo

Par le théoreme du M-test de Welerstrass (Appendice [1])

> at(@) 150

=1

| zn: Jiei L z”: fzn€¢|n{>—o>00
=1 =1

donc

@) L @) < [ f sz Dl +13_ fil@lei L) [ (@)e

donc Vo € X, on a f"(z) 1= f(x)

Soit
hn(a) :=sup [f*(x) L f(z)|"

k>n
b, € LY(F;R), 0 < h,(z) [ 0et 0<h,(a) <27 f(2)] avec |f|” € L1(F;R)

Par le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue dans le cas réel, on a que

Oﬁ/hnd/,ci()

[ saran< [

10

et comme

alors || f" L fl|, L—0
n— 0o



Théoréme 1.2.3 (DCT)
Soit { fn},eny C LP(F;H) ot 1 < p < 00, on suppose que

1L folz) = flz) aep
2. 3h € LY F;R), Yn, |fu(2)|” < h(z) aep

Alors
felP(FH) et |[fo Lfll,—0

Preuve. En utilisant le fait que

|fn(=’1/‘)| — |f(:1i)| a.e.l

et le dernier point de la preuve précédente, on a immédiatement le résultat. #

Lemme 1.2.4
Pour y o-finie, f € E(F,H) et 1 <p < o

Ve> 0, dg € E(R; H) telle que ||f Lg||, < ¢

Preuve.

o Pour f:=clpavecce H, c£0et FF € F
Comme f € E(F;H), on a u(F) < oo et donc par le théoreme 11.4 [1]

P

Ve > 0,3E € A tel que p(EAF) < -

|l
Soit g :=c.1g.
Comme E € A, on a
E =]] £ ot Ei € R 2-2 disjoints
=1
Ainsi g = Y1, ¢;.1g, i.e. g est R-simple et comme u(FE) < oo, g € E(R; H)
Des lors

1f Lglly = lle(lr L1g)|}

= [e[’|[1F L 1E];
6p

< lefllparl, = lefr(BAF) < |C|pW =

done || L gll, < ¢

e Tout f € E(F;H) peut s’écrire f = f1+ ...+ f, avec f; = ¢;.1p, ot ¢; € Het F; € F 2-2
disjoints tels que p(F;) < oo
Par conséquent 3gy,. .., g, € E(R; H) tels que || f; L g, < <
En posant g := ", g;, on a alors g € E(R; H) et

I Lgl, <D I Lall, <e
=1

11



Théoreme 1.2.4
Pour p o-finieet 1 <p < oo
E(R; H) est dense dans LP(F;H) pour la norme || - Hp

Preuve. Soit f € LP(F;H), et € > 0. Par le lemme 1.2.3
39 € E(FH), |1f L, <5
et par le lemme 1.2.4, comme g € E(F; H)
3h e E(R;H), g L |, <
donc 3h € E(R; H) tel que

1F LAl < I Lall, +1lg LAll, <e

Remarque 1.2.5 Ce résultat reste vrai pour p = co.

Théoreme 1.2.5
Si F est séparable, u o-finie et H séparable alors LP(F; H) est séparable pour 1 < p < oo

Preuve. F est séparable, donc 3C C F dénombrable telle que o(C) = F
De plus
X:HXn ou X, € Fet u(X,) < oo

neN
Soit
{Ei}tien == CU{ X, }uen
et
Sy ={Fin...nF|(F=FE) v (F=E)}

En posant A, = a(S,,) I'algebre engendrée par S,
on a A := U2 A, séparable et o(Ag) = F. De plus p est o-finie sur Ay i.e.

X = HA” ou A, € Ag et u(A,) < oo
neN

Soit A:={A,|n € N} et V = {v,|n € N} dense dans H,

on définit

S = {Z Ui-lA,'

=1

v, eV, A, € A, m € N}
Par le lemme 1.2.3,

Vf e LP(F;H), Ve>0, 3g € E(F;H) tel que ||f Ly, <e¢
Onag=> " c¢.lg ouc eHet B;eF

=1

12



Par densité, dv; € V tel que

|Ui 1 Ci|p < —
m.pi(B;)

On pose h:= 3" v;.1lp,, on a ainsi
lg LAIE = "lei Loif'u(Bi) < ¢
=1

On suppose sans perte de généralité que Vi = 1...m, v; # 0. Par le théorme 11.4 [1], on a

alors »
€
Vi=1...m, 34, € Ay tel que p(A;AB;) < ——
mP.|v;]
Donc pour f := o vila,, 0ona fesSet HfJ_ h||, < ¢. Par conséquent || f L pr < 3¢, d’ou
le résultat, puisque V' est dénombrable. #

1.3 Intégrale Hilbertienne

Proposition 1.3.1
Pour f € LY(F; H)

1. Vv e H, (f,v) € LY{F;R)
2. 3w € H tel que Vv € H, [ (f,v)dp = (u,v). On définit alors [ fdp :=u

3.\ [ fdpl < [|f|du

Preuve.

1. Vv € H,u — (u,v) est continue, donc & — (f(x),v) est mesurable F/B(R).

De plus,
C.S.
Jiesean S [1sleldn=1ol [ 1710 <

donc {f,v) € LY(F;R).

2. Soit 1 v — [(f,v)du
onaVveH

@I < [ o)l < Jol [ 1514
donc p € H'. Or par le théoreme de Riesz 3w € H, Vv € H,¢(v) = (u,v)

3. w vérifie Ju] < [|f]dp, on a donc le résultat en posant [ fdu :=u

#

Remarque 1.3.1 L'opérateur f — [ fdu est un opérateur linéaire continu de L*(F; H) dans
H.

13



Corollaire 1.3.1 (DCT)
Soit { fu}, ey C LY(F: H), on suppose que

1L folz) = flz) aep
2. 3h € LY F;R), Yn, |fo(z)| < k(x) aepu

Alors
feLYF;H) et /fnd/,e—>/fd/,c

Preuve. Par la proposition précédente, et le le théoreme 1.2.3,

[t [ran < [ 152 slde= 15,111, -0

1.4 Opérateurs Hilbertiens

Soit H et B deux espaces de Hilbert réels séparables, de produits scalaires et normes respectives

(. ) et ||, respectivement (, ) et ||, et de bases Hilbertiennes respectives {e;};cry et {d:},ey

Proposition 1.4.1 (Pettis)
f est mesurable F/B(H) ssi Vi, « — (f(x),¢;) est mesurable F/B(R)

Preuve.

(=) Pour u,v € H, u > (u,v) est continue, donc mesurable B(H)/B(R). Ainsi @ — (f(z),v)
est mesurable F/B(R)

(<) — Montrons tout d’abord que Vv € H, x — (f(x),v) est mesurable F/B(R).
En effet, comme f(x) € H, par I'identité de Parseval,

o1 a

Or @ — > 7 (f(x),e;) est mesurable F/B(R), donc z — (f(x),v) est mesurable
F/B(R).
— Soit V' :={v, }nen dense dans H.

Comme

F)f = Tim (),

=1

on a que x — |f(x)|? est mesurable F/B(R).

14



Donc

gu(@) = [f(z) Loal* = [f(@)]F L2(f(x),00) + [va*
est mesurable F/B(R)
Soit B, :={x|g.(x) < €}. On a Vn, FE, € F. Solent Fy := F; et
F,=FE, N ( Zii Ek>c. On a donc F; € F 2-2 disjoints.

Comme V est dense dans H
Ve e X, Juv, € H tel que |f(x) Lv,| <e

donc x € E, et

On définit alors

i.e.

donc g est mesurable F/B(H).

De plus, Vo € X, 3n € Ntel que x € F,, ie. |f(x) Lv,| <e

donc Va € X, on a |f(z) Lg(x)| < e

Pour € := £, 3h, € L°(F; H) tel que Vo € X, on a |h,(z) L f(z)] < L.

Par conséquent Vo € X, h,(x) — f(x). Par le théoreme 1.1.1 f est donc mesurable

F/B(H).
#
Lemme 1.4.1
Pour H : X — L*(H,B)
H e LY(F; L*(H,B)) ssi Vi, jon a x> <¢j,H(:1;)ei>B € L°(F;R)
Preuve.
{e; @ ¢;}i; est une base Hilbertienne de £*(H,B) et (H(x),e; @ &;) = (¢, H(x)ei>m #
Lemme 1.4.2
Si H € L°(F; L2(H,B)) alors H* € L°(F; £*(B, H))
Preuve. (H*(v)¢;,ei) = (¢;, H(x)e;), € L°(F;R) #

Proposition 1.4.2
Soient f € LO(F;H) et H € L°(F; L*(H,B)) alors H f € L°(F;B)

Preuve.

e Vae Xona f(z) e Het H(z) € L2(H,B).

On peut donc définir Hf : @ — (Hf)(x) := H(xz)f(x)

15



e OnaVvVere X, V)
(05, H(x) f(x)), = (H" ()¢, f(x))
Z (H™(x)pj, ei){f(x), e) par Parseval

=1
o]

’ (f(@), ei)(dy, H(x)e),

=1

Or a— (f(x),e) et x — (¢, H(x)ei>m sont mesurables F/B(R)
donc Vj, (¢, (Hf)(x)) est mesurable F/B(R)

Proposition 1.4.3
Soient f € L?(F;H) et H € L?(F; L*(H,B)) alors H f € L*(F;B)

Preuve. Vo € X,
[H () f ()], < o2 H(2))[f ()]

donc X

[t sas [ominan < ([ d/«tf(/ ) <o

car x — oy(H(x)) et w5 |f(2)| sont dans L?(F;R)

Proposition 1.4.4
Soient f € LO(F;H) et o € L°(F;R) alors aof € L°(F; H)

Preuve.
e Ve X,ona f(r) € Het a(x) € R, on définit af : @ — (af)(z) := a(x)f(x)

o Ve X, Viona (a(z)f(x),e) =alx)(f(x),e). Or a et (f,e;) sont mesurables
F/B(R). Par conséquent, (o f, e;) est mesurable F/B(R), et donc af € LO(F; H).

16



Chapitre 2

Probabilités dans les espaces de Hilbert

Soit (£, F, P) un espace probabilisé complet et H et B deux espaces de Hilbert réels séparables,
de produits scalaires et normes respectives (, ) et |.|, respectivement (, >m et |.|;, et de bases

Hilbertiennes respectives {e;},o et {&s},en

2.1 Généralités

Définition 2.1.1
1. Pour X € LY(F;H) on définit l'espérance de X par EX := [ X dP

2. Si X € L2(F;H) on définit la variance de X par VX := [|X L EX|*dP

Proposition 2.1.1
Pour X € LY(F;H) on a les propriétés suivantes

1. Yve H, E(X,v) = (EX,v)
2. |[EX| < E|X]

3. 5 X=u asP avecué& H alors EX = u

Preuve.
1. Immédiat

2. Immédiat

3.OnaP(X=u)=1
donc Vv €

/<X,v>dP - /(X,v>.1{X:u} dP :/<u,v>dP = (u, )

donc EX = u

17



Proposition 2.1.2
Pour 1 <p; <p; <0
LP:(F; H) C LP(F; H)
et VX € LP(F; H)
X, < 11X,

Preuve.

e Soit X € LP*(F;H), donc | X| € LP*(F;R)
Or comme P(2) = 1 < oo, on a LP*(F;R) C LP(F;R) et donc X € LP*(F; H)

XL, = XTI, < X, = 11X,

2.2 Espérance conditionnelle

Soit G une sous-tribu de F, on fait ’abus de notation de noter P la restriction de P a (Q,G)
Lemme 2.2.1
Pour 1 < p < oo, LP(G; H) s’identifie a un s.e.v fermé de LP(F; H)

Preuve.

e Soit X € Lo(g; H) i.e. X est mesurable G/B(H)
donc X est mesurable F/B(H) i.e. X € L°(F; H)

e Pour 1 <p<oo
(LP(G; H), H'HLp(g;H)) et (LP(F; H), H'HLD(}';H)) sont des espaces de Banach.
Or, pour X € LP(G; H)

Wl = ([ 110) = (1P )" = Xl

puisque |.|” est mesurable G/B(R). On a donc une isométrie de LP(G; H) dans LP(F; H)
et donc LP(G; H) s’identifie a un s.e.v. fermé de LP(F; H)

e Pour p =00
HXHLOO(}';H) = H|X|HL°°(}';R) = H|X|HLOO(Q;R) = HXHLOO(Q;H)
Définition 2.2.1

On note Eg le projecteur L?(F; H) — L?(G;H) et on appelle EgX I'espérance conditionnelle
de X par rapport a G.

18



Proposition 2.2.1
Pour X € L?(F; H)

1. Eg € LQ(Q,H)

2 ||Bglly < IX1l,

Preuve. Ces propriétés sont celles de tout projecteur L2(F; H) — L2(G; H)

Proposition 2.2.2
Pour X € L?(F;H) et G, C Gy C F tribus

1. Eg1Eg2X = Eg2Eg1X = Eng
2. EEg, X = EX
3. Pour o € L*™(Gy; H)

aX € L?(F;H) et Eg(aX)=aEg(X)

Preuve.

1. L?(Gy; H) sev fermé de L?(Gy; H)
Pour X € L?(F; H)
X =Eg,X +X, oh X, e (L2(Gy; H)*

Eo, X € L2(Gy; H) C L?(F; H) donc
Eo,X = Eg Eq, X + X, o X € (L2(Gy; H))™
donc
X — EglEg2X —|— X1 —|— X2

Or L?(Gy; H) C L2(Gy; H), par conséquent (L2(Gy; H))L C (L2(Gy; H))
Ainsi X2 = (LQ(gl;H))J— et donc Xl ‘|‘X2 e (Lz(gl;H))L
On en déduit que

L

Egl Eg2X = Eng

De plus
Eq, X € L2(Gy; H) C L?(Gy; H)

donc

Eg2 Eng = Eng

2. Soit O := {0, 0}
L?(O; H) s’identifie alors & H; en fait, L*(O; H) = {lg.v|v € H}.
Or
X =EX1qn+ (X LEX)
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et
(EX|X LEX)=E(EX,X LEX) = (EX,E(X LEX)) =0

donc
X LEX e (L2(0; )"
donc
EoX = E)Cl(l
et

(L2(O;H))™ = {X € L3(F; ) |[EX =0}
On a donc le résultat grace au 1. en identifiant Ep et E.
3. e ael¥(G;;R)CLF;R)donc aX € L°(F; H).

De plus,
aX| = Ja] [X] < la]l.[X| asP

donc

ElaX|” < ||a2 EIX]’
donc aX € L?(F; H).
e Soit

Hey @ L2(F;H) — L2(F; H)
z— Ho(X) :=aX

He est un opérateur linéaire borné. Comme a € L9(Gy; H) on a
De plus, Hq est Hermitien
(HaX|Y)=E(HaoX,Y) = E(aX,Y)
=E(X,aY) = (X|HaY)

donc
Ho(L2(Gy H)) ™ C (L2(Gy; H)) ™
Comme
X=EgX+Y ouY e (LG H)"
on a donc
HQX — HaEng —|— HQY
avec
HoEg X € L?(G;H) et HaY € (LQ(gl;H))L

donc

aX =aEg, X + HoY
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Egl (aX) = aEng

Proposition 2.2.3
VX € L?(F;H) ou G C F tribu

1. Voe H, (EgX,v) =E(X,v)|G) a.sP
2. [EgX| <E(]X||G) as.P

Remarque 2.2.1 On a noté E(.|G) lespérance conditionnelle de variables aléatoires réelles.

Voir par exemple le chapitre 34 de [1], pour un rappel des propriétés classiques.

Preuve.

1. Pour v € H, on a (EgX,v) € L?(G;R)
De plus, Yo € L=(G;R), o(EgX,v) € L2(G;R) C L*(G; H)

et
/a<EgX,v> dP :/<Eg(aX),v> dP
— (EEg(aX),0) = (E(aX), 0}
:/<aX,v>dP:/a<X,v>dP
:/aE(<X,v>|g)dP
donc

(EgX,v) =E((X,v)|G) as.P

2. Par 1. 3F € F P-négligeable tel que

Yw € E°
((EgX)(w),v) = E({(X,v) [G)(w)
Donc Vw € E°
(Eg)(e)] = sup ((Eg)(c). 1)
= sup [E((X,v) [G)(w)]

Or pour v € H tel que |v| <1
[E((X,v) [9)] < E(KX,v)[|G) < E(IX|.[v[|G) = [v|. E(|X]||G) < E(|X]|]G) as.P

i.e. F € F P-négligeable tel que
Yw e F°
[E((X, 0} [G)(w)] < E(IX]|G)(w)
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ainsi Vw € (E'U F)°

(Eg X)(w)| < E(IX[]G)(w)
Or P(EU F) =0,
par conséquent [(EgX)| < E(|X]|G) as.P

#
Théoreme 2.2.1
Lopérateur linéaire continu Eg : L?(F; H) — L2(G; H) admet un prolongement continu
Eg : LY(F; H) — LY(G; H) vérifiant les propriétés suivantes
1. VX € LY(G:H), Eg(X)=X
2. [[Eg(X)l, < X[y
3. Pour Gy C Gy, Eg,Eg,(X) =Eg (X) et EEg,(X) = EX
4. Yoo € L*(G; H) on a Eg(ozX) = ozEg(X)
Preuve. Pour X € L?(F;H) on a |[EgX| < E(|X||G) as.P
donc
E|Eq X[ < EE(|X]|G) = [IX][,
ie.
IEglly < [IX1]y (2.1)

Donc Eg : L?(F;H) — L(G; H) est un opérateur linéaire borné. De plus, comme L*(G; H) est
complet et L?(F; H) dense dans L*(F; H) (puisque &(F; H) dense dans L*(F; H) et
E(F;H) C L2(F;H) C LY(F;H)), on peut prolonger continuement Eg en

Eo: LY(F;H) — LY(G; H)
On a alors les propriétés

1. VX € L2(F;H), Eg(X)= X, or L>(G;H) est dense dans L'(G; H), donc par continuité
de Eg, on a VX € L*(G; H)
Eq(X)=X

2. Par I'inégalité 2.1
3. Par continuité du prolongement et la proposition 2.2.2 points 1. et 2.

4. Par continuité du prolongement et la proposition 2.2.2 point 3.

Remarque 2.2.2 Par abus de langage, on notera toujours Eg pour Eg

Remarque 2.2.3 Pour 1 < p < oo, 'inclusion LP(F; H) C L*(F; H) permet de définir Eg sur
LP(F; H).
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Lemme 2.2.2
Pour X € LP(F;H) avec 1 < p < o0
on a

|[EgX|" <E(|X|"|G) as.P

Preuve. dF € F P-négligeable tel que

Yw € E°
((EgX)(w),v) = E({(X,v) [G)(w)
donc Vw € E°
(Eg)(w)] = sup (o X)(w).0)
= sup [E((X,v) [G)(w)]

Or pour v € H tel que |[v] <1, grace a l'inégalité de Jensen dans le cas réel, on a
[E((X,0)[G)]" < E([(X,v)|"|G) < E(IX[".[o["|G) = [v[".E(|X["|G) <E(IX|"|G) as.P

ie. IF € F P-négligeable, tel que
Yw e F°
[E((X,v) [G)[(w) < E(IX["[G)(w)

Ainsi Yw € (F U F)°
(EgX)(w)]" < E(IX]"[G)(w)
or P(EUF)=0et donc |(EgX)]” <E(|X|"|G) as.P

Proposition 2.2.4
Pour X € LP(F;H) ou 1 <p <o

1. Eg € Lp(g,H)

2. |BgXTl, < [1X1],

Preuve. Pour 1 < p < oo, par le lemme précédent, on a
E[E, X[’ < EE|X[" = E[X]

donc EgX € LP(G; H) et |[EgX||, <[ X,

Pour p = oo, en utilisant le lemme précédent avec p = 1
esssup [Eg X | < esssup E(|X|[G) < || X ]|, = [ X]],
et donc EgX € L>(G; H)

Proposition 2.2.5
Pour {X,}, oy € LP(F;H) et G C F tribu

p p
Si Xn£—>X alors Ean£—>EgX
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Preuve. Car

IE¢ Xy L EgX]|, < || Xy LX]|, =0

Théoreme 2.2.2
Pour {X,}, .y € LP(F;H) et G C F tribu, on suppose que

1. X, — X asP
2. 3Y e LY F;R), X, <Y asP
Alors
EgX, - EgX asP etlLP

Preuve. Par DCT, on a X € LP(F; H).
En appliquant le lemme 2.2.2 a (X,, L X), on a

IEgX, LEsX|” <E(|X, LX[|G) asP

|IX, LX[" =0 asP

et
| X, L X|" <2°(Y +|X[|") € LL(F; R)

donc par le théoreme de la convergence dominée de ’espérance conditionnelle dans le cas réel

(voir par exemple chap.34 [1]), on a que
E(|X, LX]|"|G)—=0 as.P

donc

Ean — EgX a.s.P

La convergence en LP découle de la proposition précédente et de DCT. #

2.3 Indépendance

Soient G, Gy C F deux tribus.

Proposition 2.3.1
G1 et Gy sont indépendantes ssi VX; € L2(G;; H) (i = 1,2), on a E(X;, X3) = (EX;,EX))
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Preuve.

(=)

Soit Xy :=¢1.lg, ou ey € Het Gy € Gy
On a
E(X,, X2) = E(c1.1g,, Xo) = E(lg, {c1, X))

or g, € L2(G1;R) et (1, Xy) € L?(G; R)

Puisque les variables aléatoires sont réelles, on a par indépendance

E(X,, Xy) = Elg, . E{cr, X)
= P(G1) . {1, EX,) = (c1.P(Gh),EXS)
= (EX,,EX;)

Par linéarité, on a donc
\V/Xl € 5(@1, H)7VX2 € LQ(QQ, H) E<X1,X2> = <E)(17 EX2>
Or &(Gy; H) est dense dans L?(G; H)

donc
VX, € L?(Gy; H), EI{Xf}neN C E(G1; H) telle que || XT J_X1H2J:>—>
De plus,
[E(XT, Xa) LE(Xy, Xy)| = [E(XT L Xy, Xo)| < E[(XT L Xy, Xy)
et
E[(X] L Xy, Xo)| < E(|XT L Xq|.[Xo]) < || X7 L Xy, ][ Xall,
donc
[E(XT, Xo) LE(X, Xo)| < |[XT L Xq[,]| Xl
De meme
(EXT,EXy) L(EX),EXy)| = [(E(X] L X1),EXy)| <E[XT L Xi[[EX,]
et
EIXT L XG[[EXo| = || X7 L X0, [ X2, < IXT LX)l Xl
donc

(EXT,EXy) L(EX 1, EXo)| < ||XT L Xq[,][ Xy
1—0 et E<X?,X2> = <E)(il7 EX2>

I, L

5
Comme || X7 L X,
on obtient
E(X:, Xy) = (EX|,EXy)
Soient X; :=u.lg, ou G; € G; (1 =1,2) et v € H avec |u| =1
alors
E(X:, X2) = E(lg,.1g,) = Elg,ng, = P(G1 N Gy)

et

(EX1,EXy) = (P(Gy).u, P(Gy).u) = P(GL).P(Gy).[u]? = P(G).P(Gy)

donc G; et Gy sont indépendantes.
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Remarque 2.3.1 En posant formellement H* := {X € L?(F;H)|EX = 0}, on a que G, et

G sont indépendantes si et seulement si
(LG NHT] L [L3(Ges H) N Y]
ie. ssi VX, € L2(Gs H) (i = 1,2)
EX; =EX; =0 = E(X,,X;)=0

Proposition 2.3.2
Pour Xy,...,X, € L?(F;H) 2-2 indépendantes, alors

o(50) - Soven

Preuve. Soit m;:=EX;,onaEY | X;=>" m;
donc

n n

|ZX2' L ZWP = (D (Xi Lmi), > (X5 Lmy))

=1 7=1

== Z <XZ 1 mi,Xj 1 m]‘>
7,75=1
== Z |XZ J_mi|2 —|—22<X2 J_mi,X]‘ J_m]‘>
=1 1<J
Or, pour ¢ # j, X; L m; et X; L m; sont indépendantes,

donc

E<XZ 1 mi,Xj 1 m]‘> == <EXZ L my, EX] L m]‘> =0

donc

o(30) - Soven

Proposition 2.3.3
Gi et G sont indépendantes ssi VX € L'(Gy; H) on a Eg, X = EX.1(

Preuve.

(=) Pour X € L?(Gy; H), posons Y := X | EX € H*
on a
Eo,Y =E;, X LEX =X LEX =Y
Par conséquent
YL [LQ(gl; H) N Hﬂ
ie. Eg,Y =0, donc Eg, X = EX

Pour X € L(Gy; H) le résultat est obtenu par densité de L?(Gq; H) dans L*(Gy; H)
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(<) Pour X € L?(G;;H) N HY, on a Eg, X =0
donc

[L2(G; M) NH"] L [L?(Go; H) N H*]

donc G; et Gy sont indépendantes.

Corollaire 2.3.1
G1 et G, sont indépendantes ssi VX € LY(F;H) on a Eg Eg,X = EX.1q

Preuve.

(=) Pour X € LY(F;H), on a Eg, X € L?(G,; H)

Par la proposition précédente, on a donc

Eg,Eq, X = EEg, X = EX.1(

(<) Pour X € L?(Gy; H), on a Eg, X = Eg Eg, X = EX et donc I'indépendance découle de la

proposition précédente.

Proposition 2.3.4
Pour X € L?(G;H) et Y € L?(F; H)
on a

E(X,Y)|G) = (X,EgY) asP

Preuve.

e Soit X :=clgavecceHet G €@
on a

E((X,Y)[G) = E(lg-(¢,Y) | G)
= 1g.E(<C, Y> | g) = 1g.<c, EgY>
=(X,EgY) as.P

e Par linéarité, on a la propriété VX € £(G; H). Or £(G; H) est dense dans L?(G; H), donc
HXo}en € E(G; H) telle que
|IXol <|X] et X, = X a.s.P

avec de plus

| X, L X, =0

on en déduit

(X,,Y) = (X)Y) asP

De plus,
(X, V) <X Y] < |IX]]Y] € LY(F;R)
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donc par le théoreme de la convergence dominée dans le cas réel (voir par exemple
théoreme 34.2 [1])

on a
E((X.,Y)[9) = E((X,Y)[G) asP
et comme
(X.,EgY) L(X,EqY)| < |X, L X||EgY| as.P
on a
(X.,EgY) L(X,EgY)| — 0 as.P
Ainsi
E(X,Y)|G)=(X,EgY) as.P
#
Lemme 2.3.1
Soient H € L?(G; L*(H,B)) et X € L?(F;H) alors EgHX = HEgX a.s.P
Preuve. On a
(6, H(w) X (w)), = (H*(w)ei, X(w)) = Y (i, H(w)e;) (X (w), ;)
7=1
donc .
D (i H(w)e) (X (), ) L= (b, H(w) X (w)),
7=1
De plus, on a
E <Z<¢¢,H€j>B<X7 ¢;) ‘ g) = (¢, He;) (EgX, €j>nl_>—o>oz<¢uH€j>B<EgX7 €;)
j=1 7=1 j=1
donc
E((¢i, HX) |G) = (¢, HEg X))
et par la proposition précédente
E((¢i, HX) |G) = (¢, Eg(H X))
#

Théoreme 2.3.1
Pour H € L2(Gy; L*(H,B)) et X € L?(Gy; H) oui Gy et Gy sont des sous-tribus indépendantes de
F,on a

1. HX € L*(F;B)

2. Eg,(HX) = H(EX)

28



Preuve.

1. On a déja HX € LY(F;B) et E|HX|,* < E(o3(H).|X|*)

Comme o2(H) et |X|* sont indépendantes, puisque o2(H) est mesurable G;/B(R) et

|X|? est mesurable G,/B(R), on a aussi

E|HX|,> <Eoi(H).EIX|

2. OH a EngX = HEng et Eng = EglEg2X = EX

2.4 Martingales Hilbertiennes

2.4.1 Martingales & temps discret

Soit (Q, F, IF', P) un base stochastique complete, i.e. (€2, F,P) est un espace probabilisé complet
et IF' = {F,},en une filtration telle que Fy contient toutes les parties P-négligeables. On note
de plus F. := o(UpenF,) et on écrira dans la suite E; pour Ex ou E(.|F;) suivant les cas.
Enfin soit H un espace de Hilbert réel séparable et {e;};cn une base Hilbertienne.

Définition 2.4.1
On dit que X = {X,,}, .y est une martingale ssi

1. X est adaptée a IF i.e. Vn, X, € LO(F,; H)
2. Vn, E|X,| < o0
3. Vi, EnXnet = X,

Pour 1 < p < oo, on dit que X est une LP-martingale si de plus Vn, X, € LP(F; H)

Remarque 2.4.1 La condition 3. est clairement équivalente a Vn,p > 1, E, X, 1, = X,

Proposition 2.4.1
Pour X une L2-martingale et p > 1, on a

pll
E[X,4p° LEIX,|* = Z E[Xntir1 L Xogil”

=0

Preuve. Posons A; := X,y 1 X;
Pour : > m, on a
E.A =E, (X1 L X))
= EmEz(Xz-l—l L XZ) = Em(XZ L XZ) =0

or
n+pll

Nopp=Xo+ > A
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donc

n+pll n+pll
2 2 2
[Xowpl* = X+ ) AP +2 ) (AnA)+2 ) (X, Ay
1=n 1<i<g<n+pll i=n

On a pour 1 < j
E(A;,A;) = EE 11 (AL A) = E(ALE1A) =0

puisque 1 + 1 < j et donc E;1;A; =0
D’autre part, pour 7 > n

E(X,,A) =EE/(X,,A,) =E(X,,E;A;)) =0

donc
n+pll

E[ X" = BN+ ) EIA

i=n

Corollaire 2.4.1

2 .
o E| X, | est croissante

o Si||X|3p :=sup, E|X,.|° < oo alors E|X,,|> 1 || X||3

Preuve. Immédiate par la proposition précédente.
Lemme 2.4.1

Pour X une L2-martingale et p > 1, on a

E|Xn+p 1 Xn|2 = E|)(n+p|2 1 E|)(n|2

Preuve.

E|X,hy L X[ = B[N, + EIX, [P L 2E(X,4,, X,)

or

E(Xppp, X0) = EE (X4, X)) = E(E, X,1,, X,)) = E| X, |

Théoréme 2.4.1
Pour X une L2-martingale telle que HXHJZW < 00
alors 3X., € L3(F.; H) tel que || X, L Xoo|l, L—0 et X, ferme X ie. Vn, X, = E, X,
n—00

Preuve. On a
= X1 X < o0

i.e. Ve > 0, dng tels que pour n > n, et p > 1 on a |a,q, L a,| <€ ie. par le lemme
précédent || X4, L Xnﬂg < €2
Par conséquent, { X, },en est une suite de Cauchy dans L?(F.,; H) qui est complet, donc

X, € L2(Fo; H), || X, L X[, L0
n— 00
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Or, Xn == Ean_|_p et HXN-I-p L XnHQJ—_>O
n—+00

et par propriété de projecteur
[En Xy LELX]], < X0 L Xl

on a donc

E.X.+,=X,=E, X, asP
et comme F, contient toutes les parties P-negligeables, on peut supprimer a.s.P et donc
EnXoo = Xn #
Lemme 2.4.2
Pour Y € L?(F;H), on a
|E,Y LELY],L1—=0
n— 0o

Preuve. Notons V,, := L?(F,; H) s.e.v. fermé de L?(F;H) et V., := U, V,. On pose alors
m, := E, et m, projection orthogonale sur le s.e.v. fermé V.. Alors par un résultat classique
d’analyse fonctionnelle,

o1 a

VY € L32(F;H), ||7Y LaY|,L—0
n— 0o

De plus, ¥n, V,, C L?(F..; H) s.e.v. fermé, donc V., := U, V,, C L?(F..; H)
Soit
A={Aec F.|ls €V}

A est clairement une tribu et VA€ F,, 1, €V, C V,

donc

JF.cA

et comme A est une tribu
Par conséquent, A = F.., et donc E(F; H) C V., est fermé. Or E(F.; H) est dense dans
L2(F.; H), donc V., = L?(F; H) et donc 7., = E,

On en déduit que
|E,Y LELY], =0
n— 0o

Théoreme 2.4.2
Pour Y € L*(Fo;H) X = {X,},.en définie par X,, := E, )Y est une L?>-martingale bornée et
| X, LY],L1—=0

n—00

Preuve. X, € L?(F,;H) ie. X, € LO(F,; H) et E|Xn|2 < 00
De plus,
Ean—I—l = EnEn—I—IY = EnY = Xn
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et
[ Xall, = [[Ex Y, < (Y]], < oo

donc { X, },en est une L?-martingale bornée, et par le théoreme précédent 31X, € L?(F.; H)
tel que
| X, L X[, L=0
n— 0o

De plus, par le lemme précédent
|E,Y LELY], =0
n— 0o

donc

Xow=E Y =Y

2.4.2 Processus progressivement mesurables

Soient (2, F, I, P) un base stochastique complete, i.e. (2,F,P) est un espace probabilisé
complet et [I' = {F;}o<t<oo une filtration vérifiant les hypotheses usuelles (continuité a droite
de la filtration et Fy contient toutes les parties négligeables pour P). On notera Fo, := Vier, Fy
et on écrira dans la suite E; pour Ez ou E(.|F;) suivant les cas. Enfin soit H un espace de

Hilbert réel séparable et {e;}iery une base Hilbertienne.

Définition 2.4.2
Soit X : Ry x Q@ — H un processus stochastique

e On dit que X est adapté a IF' ssi X est mesurable B(R.)®@F /B(H) et Vt, X; est mesurable
Fi/B(H)

e On dit que X est progressivement mesurable IF'/B(H) (abrégé X p.m. IFF/B(H)) ssi Vi
on a lj g X mesurable B([0,t]) @ F;/B(H)

e On dit que X est continu a droite ssi

V(a,w) ERy xQ ona lian(t,w) = X(a,w) as.P
tla

e On dit que X est continu a gauche ssi

V(a,w) €10,00] x Q2 on a li%nX(t,w) = X(a,w) as.P
tTa

o On dit que X est continu ssi X est continu a gauche et a droite

Proposition 2.4.2
On définit P, :={A CRy x Q|14 p.m. IF/B(H)}

on a alors

e P, sous-tribu de B(Ry) @ F
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e X est p.m. IF/B(H) ssi X € L%(P,,; H)

Preuve.

o A€ P, ssiVi, lpg.14 € LO(B([0,¢] @ Fy; H)
ie. A€ P, ssi Vi, AN([0,t] x Q) € B([0,t]) @ F;
donc P, est une tribu et P, C B(Ry) @ F

e Soit VeB(H) et X: Ry xQ—H

alors

(1[07t]X)L1(V) ={(s,w) €10,t] x Q| X(s,w) € V}
= ([0,4] x Q)N XH(V)

donc X p.m. IF/B(H) ssi X € L°(B,,; B(H))

#
Proposition 2.4.3
Si X est adapté a IF' et continu a droite alors X est p.m. IF'/B(H)
Preuve. Soit 5 |
"t
() = XL
Ve > 2%, ona X" p.m. IFe/B(H) ou IF¢ := {ft+6}teR+ et P,.¢ la tribu associée.
De plus, par continuité a droite de X,
on a Y(t,w)
X/'(w) L= X (w)
n— 0o
Par conséquent, par la proposition 1.1.1, on a X € L°(B,,%; H)
Ainsi Ve > 0, on a X p.m. IF¢/B(H).
Or IF' est continue a droite, donc X p.m. IF'/B(H) #

2.4.3 Martingales & temps continu

Définition 2.4.3
On dit alors que X : Ry x  — H est une martingale ssi

1. X est adapté a IF' et continu a droite

2. Vt, X, € LY(F; H)

3. Pour 0 <s<t<oo,onakE(X;)=X,
On dit aussi que X est une LP-martingale ot 1 < p < oo si de plus, ¥t, X; € LP(F; H)
Remarque 2.4.2 On remarque qu’une martingale est un processus progressivement mesurable

IF/B(H)
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Définition 2.4.4
On définit pour 1 < p < oo

MP(IF; H) := {X | X' LP-martingale telle que || X||m» := sup [[Xif|, < oo}
0<i<oo

Lemme 2.4.3

MP(JF'; H) est un espace vectoriel normé

Preuve. Immédiate en utilisant les définitions et 1'inégalité de Minkowski

Proposition 2.4.4
Soit X € MP(IF;H) ot 1 < p < o0

alors
1. Vv e H, (X,v) € MP(IF;R)

2. | X|" est une sous-martingale réelle continue a droite et bornée

Preuve.

1. (X Lt,v) mesurable F;/B(R) et comme u +— (u,v) est continu de H dans R, on a
(X, v) continue a droite
o E|(X:,v)]" <|v|"E|X¢|" < o0
e Pour s <t,ona E(X;,v)=(E; X, 0v) = (X, v)
e sup, E;|(X;,v)|” < |v|’.sup, E|X,|" < o0

2. | X" mesurable F;/B(R) et | X|” continue a droite

® E|)(Jp < 0
e Pour s <¢,ona |X,|" = |E,X,|" <E X,|"

o sup E,[Xi[" = [| X[}, < o0

donc | X" est une sous-martingale réelle continue a droite et bornée.

Proposition 2.4.5 (Doob)
Pour 1 < p < o0, p et q conjugués, X une LP-martingale,t € Ry et ¢ > 0
on a
P( sup |Xg| > 6) < iE|Xt|p
0<s<t €P
et
E[ sup |X,[|” < ¢"E|X:[

0<s<
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Preuve. Comme |X|” qui est une sous-martingale réelle continue a droite et bornée, on peut
donc appliquer les inégalités classiques de Doob dans le cas réel, ce qui donne le résultat. Pour
une démostration des résultats dans le cas réel, voir par exemple [15]. #

Théoreme 2.4.3
Soit {X,, }hen une suite de LP-martingales telle que Vt, {X['},en est une suite de Cauchy dans
LP(Fi; H), alors il existe X' une LP-martingale telle que Vt, || X L X[, L—=0

n— 0o

Preuve.
o LP(F,; H) est complet donc V¢, 3X; € LP(F;; H) telle que || X7 L Xy, L= 0
n— 0o

e Pour 0 <s<t<oo,onakEy (X)) =X"
Or
X5 L X[, L—=0
n— 0o

De plus, par continuité de E; : LP(F;; H) — LP(F; H)

[Bs X7 LEXfl, < X7 L X, L= 0

donc

[Xs LEX, < [[X5 L Xl + B Xy LEX[, 1=0

Ainsi pour 0 < s <t <ooona
E.X,= X, asP
Or (Q, F,P) est complet et Fy contient toutes les parties P-négligeables, donc

X; e LP(FH) et EX, =X,

o Il reste a montrer que X est continue a droite

— Soit N € N
Pour k < [, X* 1 X! est une LP-martingale continue & droite, on a donc par
I'inégalité de Doob, Ym € N
1
P(sup |XFLX/>_—)<2"E|XN LX) (2.3)
0<t<N 2m
or

Ik L X, 10

donc {X}},cy admet une sous-suite notée {X7}

telle que

m m 1
E|XN'|'1 J_XN|p < S Dm
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Par (2.3) et (2.4), on a

1 1
m+1 m
Zp(sup | X} J_Xt|22—m)§2—<oo

0<t<N

Donc par le lemme de Borel-Cantelli

P( sup |X["T' L X7 > L i.0.)=0

0<t<N 2m
donc IEN € F P-négligeable tel que Yw € E,.°, t — X" (w) converge uniformément
sur [0, N] pour m — oo vers t — ZN(w)
Comme t — X[*(w) continue & droite sur [0, N], par convergence uniforme
t = ZN(w) est également continue & droite sur [0, N]
Ainsi Vt € [0, N]

X" 17N asP

m—>00
or
X7 L X, L= 0

™m—00
donc

ZN =X, asP

Il en résulte que ZV = {ZtN}te[O ) est une version continue & droite de {X:}iepo,n
sur By

Pour Ny < Ny, {ZtNl}te[O Ny €t {z]N }epo,vy) sont deux versions continues & droite
de {X;}eepo,vy sur ER N B, par conséquent {zM Heo.ny €t {z]N Fego.n, sont
indistingables.

Posons

E:UEV
N

E est P-négligeable.
Définissons alors Vi, Vw € E°¢

Zi(w) = lij{fn ZtN(w)
cette limite existe et est finie puisque
Vi€ [0,N], Yw € E°, Zy(w) = Z](w)

Ainsi Z est une version continue a droite de X sur E°, et en posant

Vi, Yw € E, Z;(w) :=0, on a une version continue a droite de X sur €. #

Remarque 2.4.3 Par la suite, on prendra systématiquement cette version.

Corollaire 2.4.2

Soit { X, }nen une suite de LP-martingales continues telle que Vi, { X"} ,en est une suite de Cau-

chy dans LP(F; H), alors il existe X' une LP-martingale continue telle que Vt, || X7 L X¢|| L—0
n— 0o
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Preuve. La preuve est semblable a celle du théoreme précédent, en remplacant “continue a
droite” par “continue”. #

Théoreme 2.4.4
Soit Xpq € L2(Foo: H),
si X ={X, est définie par X; := E; X, alorson a X € M?(IF; H) et || X; L XMHQtJ_—>O
—+00

}0§t<oo

Preuve.

e Pour Xpw :=clpouce et Ac Fo,onaX,=EX,=cE(la).
X est clairement adapté a ', Vt, X, mesurable F;/H et pour 0 < s < < oo, on a
E, X, = X,.
De plus,
sup E|X;|* = sup E|E, Xuo|* < E|Xuo|?
t t

Il reste a montrer que X est continue a droite.
Pour ¢, | t, on a N, F;, = F
Ainsi Y, := E; 14 est une martingale réelle inverse adaptée a {F;,}, donc par le
théoreme de convergence des martingales inverses (théoreme 35.7 [1]),
on a
EtnlAnJ:>—o>oEt1A a.s.P

donc

EtnXlx] 11— EtX‘x] a.s.P

n—00
et on a ainsi la continuité a droite de X.
Enfin
| X; L Xooll = c.E|E;14 L 1A|2tJ_—>O
—+00

e Pour X € E(F;H), on a le résultat par linéarité.

e Enfin, pour Xy, € L?(Foo: H), par le lemme 1.2.3, on a I{ X2} € E(Fuo: H) telle que
X5, L Xl L0
Définissons X™ par
X! =EX]
Par ce qui précede, X™ € M?([F; H) et || X" L X
D’autre part Vit

1—

H27,‘—><>o

XL Xl = B X L BeXeall, < [[ X L Xiall, 120
donc X est une L2-martingale

De plus, Ve > 0, dng tel que
n>ng= || X5 L X, <€

donc Vit

n > no = ||X7 L X, < || XL L X, <€

I
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D’autre part
X7 L X2, L0

donc Jty > 0 tel que
t>to = || X7 L X2, <c¢

Ainsi pour n > ng et t > tq

X L Xoally < [[X L XP, 41X L XL 4 1A L Xl < 3¢

I

d’ou le résultat.

Théoreme 2.4.5

Pour X € M?(IF;H), 3X., € L2(F.;H) telle que HXtJ_XOOH2tJ_—>O et X, ferme X i.e.
—+00

\V/t, Xt - Etho

Preuve.

o Pour {X,}, ., on a une L*martingale telle que sup, o E|X,|* < oo, donc
X € L3(Foo; H) telle que || X, L Xoo|l, L—0 et Vn, E, Xoo = X,
n—0oo
Pourt € Ret n € Ntels quet <n

Etho — EtEnXoo — EtXn — Xt

(les égalités sont normalement a.s.P, cependant Fy contient toutes les parties

P-négligeables)

o Vit
X L Xeolly = [[EeX (e 1) L Xeolly < [EeX(pr41) LB Xl + [[EeXoo L Xeo]
or
I X (g1 L EeXoolly < NIX ey L Xeol,
donc
X0 L Xoolly < X1y L Xooll, + 1B X L Xocl
De plus,

X141y L Xeoll, 20

et par le théoreme précédent
|E: X o L XOOHQtJ_—H)
—+00

Enfin, on a

E|X:|* = E|[E: X.o|* < E|[Xu|” < 0

donc
[ X a2 <00
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Théoreme 2.4.6
(M2(IF; H), |||l ,;2) est un espace de Hilbert isomorphe, isométrique a L?(F..; H)

Preuve.

Soit o : M2(IF; H) — L?(F..; H)
X = oe(X) =X

On a ¢ linéaire et bijective par les deux théoremes précédents.
De plus,
sup E|)(7,‘|2 = sup E|E7f)(oo|2 S E|)(oo|2
¢ ¢

donc

[X a2 < (Xl

Et d’autre part,
|X: L X[, L—0
t—co

or
[ Xoolly < NXelly, + 11X L Xooll,
donc Ve > 0
[Xooll, < sup [ Xelly + €
et donc

[ XN = 1Xecll,
Ainsi M2(JF'; H) est un espace de Hilbert isomorphe, isométrique a L?(F,.; H)
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Chapitre 3

Intégration stochastique Hilbertienne

3.1 Mouvement Brownien Hilbertien

3.1.1 Triplet de Gelfand

Soient (H, (, ),|.|) et (V,(,),].]|) deux espaces de Hilbert réels avec injection canonique, conti-
nue V — H et densité de V dans H.
Donc

3C, Yo e V, || < Oy

On peut donc en identifiant H et H par le théoréme de représentation de Riesz, plonger H dans
V'. En effet, pour h € H, on définit: Tj, : v € V — (h,v) forme linéaire continue sur H et donc
sur V, puisque [(h,v)| < |h].Jv] < C|h].||v||
Donc T), € V' et

(Th,v)yry = (hyv) VheHveV

On a alors les propriétés pour T :H> h— Ty, € V'
o [Tl <Clhl Vhew
o 1" est injective

o T'(H) est dense dans \%4

On peut donc plonger H < V', et on a donc Ve H = H — V' avec injections canoniques
denses et continues et de plus pour h € H, v € Von a (T}, v)yy, = (h,v)

3.1.2 Mouvement Brownien Hilbertien

Soit H | un espace de Hilbert réel séparable, de produit scalaire (, >H et de norme |.|; . Soit

N € LYH ) un opérateur nucléaire sur H, , on peut alors construire une mesure Gaussienne
pne sur B(H ) (puisque comme prouvé dans le théoreme de Pettis, dans le cas séparable
les tribus cylindrique et Borélienne coincident). Cette mesure est centrée en 0 et d’opérateur

de corrélation tN sur H, (pour une construction détaillée, voir par exemple [3]). Alors, par le
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théoreme d’existence de Kolmogorov (chap.37 [1]), il existe (€2, F, P) espace probabilisé complet
et W R4 xQ — H, tels que

e Wyg=0 as.P

o IV est a accroissements indépendants i.e. pour 0 < 5 < ... < ¢, on a Wy, Wy, L
Wigso oo, Wi, LW, _, indépendantes

o Pourt >0, 7 >0, Wy, L W, a pour distribution uy,
On montre alors par la théorie de l'intégration par rapport aux mesures Gaussiennes que
E|W, L W5|H2ﬂ =(t Ls). Tr(N) et que E|W; L I/V5|;’I =(tL S)Q(U%(N) + 203(N)).
Donc E|W; L W5|§ < Clt Ls|' avec a,¢ > 0, et on a par le théoreme de continuité des

processus stochastiques de Kolmogorov ([3]), I'existence d’une version continue de W. De plus,
si IF" est la filtration standard (i.e. vérifiant les hypotheses usuelles) associée a W, c’est a dire,
en posant F; := (W, |0 < s < t), alors W est une L>martingale par rapport & IF.

Soit maintenant Hy = Ve H=H — V' = H, un triplet de Gelfand ot I’on suppose
de plus que l'injection canonique J : H — H, est un opérateur de Hilbert-Schmidt, J €
L*(H;H ). En prenant N := JIdgJ*, on a N € L'Y(H_), et on peut alors construire le
mouvement Brownien standard W, dont l'opérateur de corrélation sur H est alors [dy

iLe.Vf,ge H
E.((f, W LW) (g, Wi LW,)) = (f,9)(t Ls)

(on utilise ici le fait que si f € Het p € H, alors <<,o,f>H =({f,)).
Donc pour {e;} o base Hilbertienne de (H, (, )), on a

E,|[(e;, Wy LW)|> = (t L s)
Donc, en notant
W Ry xQ =R
(t,w) = (ex, Wiw))
on a

WEk=0 as.P

o W¥ est a accroissements indépendants

o W* est une martingale continue par rapport a I’

E,|WEF LWk

2
|

=t L s

donc, par le théoreme de Levy ([7]), W* est un mouvement Brownien réel standard. De plus,
comme E(W} L W/) = 0 si k # | et que W} et W/ sont des variables Gaussiennes, la non-
corrélation implique I'indépendance. On peut des lors vérifier que

Wy =Y Whey
k=1
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est définie dans H et converge dans H

puisque
E|W, L Z Whe|? =0
k=1
en effet
n+p n+p
EIY Whel? =) tlelf 10
k=n k=n

puisque J € L2(H, H | )

Théoreme 3.1.1
Soient s € Ry et X,Y € L?(F,; L2(H,B)) on a alors pour s <1 < oo

1L X(W, LW,), Y (W, LW,) € L2(F; HY)
2. E(X(W, LW,)) =0
3. Ef|X(W, LW,)2 = o3(X).(t Ls)

1 E(X(We LW, Y (W LW,)) = (X, Y).(t L s)

Preuve.

1. Définissons
n

Uy =Y (WF LWE)ey
k=1
U, € L?(F; H) et U, indépendante de F;, donc par le théoreme 2.3.1 XU, € L?(F;; B).
Montrons que {XU, }, . est une suite de Cauchy de L*(Fy; B).
En effet,

n+p
EIXUnyp L XU2 =E|X > (W LW)er|
k=n+1
n+p
=E ) ((Wf LW)H)Xe,, (W] LW)Xer),
k,=n+1
n+p
=EE, Y  (WfLWHW LW)(Xep, Xe),
k,=n+1
n+p
= Y (Xep, Xe) E(WF LWHW] LW])
k,=n+1

puisque (Xey, Xel>IBB est mesurable F,/B(R) et (WF L WF)(W! L W!) indépendant de
F,. De plus, par indépendance des W* E((W}F L WE(W! L W) = (t L s)dp

Ainsi, on a

EIXUnyp LXU>=(t LSEY  |Xey|?
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or
n+p

Eoy(X)=E Z |Xek|§Ig < 00
k=n+1
donc

E|XUpyp L XU, |2 120
n—00

On a donc montré que {XU,}, .y est une suite de Cauchy de L?(F;; B) qui est complet,
on définit ainsi X(W; L W) comme la limite L?(F; B) de {XU,}
On a

neN

X (W, LW,) € L2(F; B)
et
E|X(W, LW,) L Z WE LW Xe|? 10

B — 00
k=1

donc, en particulier
n

Wit Wf)XekLP—>X(Wt 1L W,)

k=1
. Ona .
E.XU, = XE.U, = XY exE (W} LW}) =0
k=1
or
EIE,.X(W, L W,) LE,XU, | <E|X(W, LW,) L XU, | 1—0
n—)oo
donc
EX(W;, LW,)=0
. Ona
I X(Wy LWo)[2 = (X(Wy LW,), X(W, LW,))
Posons .
= XY (WF L WHE)ey,
k=1
donc . .
o2 = () (WE LWHXer, Y (W LWHXe)),
k=1 =1
et donc

3

Eoonl? = ) E((WF LW Xep, (W LW Xe)),

k=1

=Y E(W LWEH(W] LW))(Xex, Xer),

k=1

=) (Xex, Xey) E(W) LWHW! LW)))

k=1
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puisque (Xey, Xel>IBB est mesurable F,/B(R) et (W} L WE)(W]! L W!) indépendant de F,
Or E(W} LWH (W] L W) = (t L 5)§u par indépendance de W* et W'
par conséquent
" 1
EoJof = (1 L) S IXer Bt Ls)od(x)
k=1
D’autre part,

2 L1 2
o o Lw?
et par continuité de E; : L*(F;R) — L} (Fy; R)

o1 a

1
E,Jon P ESE X (W, L)
B B

ainsi

E. [ X(W, LW,)|? = (t Ls).o3(X)

4 (X(Wy LW,), Y (W, LW,), € LY(F;R)
De plus, soit

an = (Y (W LW Xep, > (W) LW)).Xer),
k=1 =1
on a 1
N AR AR ARLA Y
donc

1
E,a S E(X(OW, L W), V(W LW,))

D’autre part,

E,on = E, Z (Wtk L Wtk)(th L th)<X€k7 Y€l>B
k=1

n

= <X€k,Y€l>B(t J_S)(Skl

k=1
=(tLs)Y (XewYer),
k=1
or
<X€k7 Y€k>m _><<X7 Y>>
k=1
donc

E,an (XY (1t Ls)
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3.2 Tribu prévisible

Définition 3.2.1
On définit
R :={{0} x Fy|Fy € FoyU{]s, t] x F,|0 <s <t < oo, F, € F,}

le semi-anneau des rectangles prévisibles. On note de plus A I'anneau engendré par R et

P :=0(R) la tribu des événements prévisibles.

Preuve.
e ) ={0} xPeRrR
e SiA BeER,alors ANBeR

e SiA, BeR,et ACH,
alors B\A=][_, Riou R, €R
En effet, si ]b, ¢] x F}, Cla,d] x F,, alors ]b, ¢] Cla,d]

et donc

B\A = (Ja,b] x F,) T (]b,c] x (F,\F,)) O (Je,d] x F,)
or F, € Fu, (F,\F,) € Fy, car F, C F. et donc F, € F.

Remarque 3.2.1 On a clairement que P C P,, puisque R C P,
Définition 3.2.2

On définit la mesure o-finie u sur P comme la restriction de la mesure o-finie A @ P définie sur

B(Ry) @ F.

Remarque 3.2.2 Cette définition est consistente puisque A @ P est une mesure sur le semi-
anneau R, elle admet donc par le théoreme de Carathéodory-Hopf (voir par exemple le théoreme
11.3 [1]) une extension p sur o(R) = P et par unicité de I'extension, puisque A@ P est également

définie sur P, on a p = (A @ P)pp et donc p est o-finie.

3.3 Intégration Stochastique

3.3.1 Intégrale de Ito

Définition 3.3.1
& ={H.lp|H € L*(H,B),R € R}

Définition 3.3.2
Pour X € &,,0<a<b< o, F, € F,, Fo € Fo on définit alors

/XdW e HOV LW i X = Hoper,
0 si X = Hlgyup
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Proposition 3.3.1
VXe&ouX=1p HW,LW,) ona

1. [ XdW € L2(F;B)

2. E| [ XdW|' = [o}(X)du = E [ 03(X,) dt

Preuve. On a

e 1z, est mesurable F,/B(R) puisque F, C Fy, et H(W, L W,) est mesurable F,/B(R),
donc [ XdW € L°(F;;;B) et [ XdW € L?(Fy;B) par le théoreme 3.1.1

e De plus,

E| /XdW@ = EE,(1p,.|[HW, LW,)[)
= E(1p, EJHW, LW,)[)
= E(lp,.05(H).(b L a)) par le théoreme 3.1.1
= o3(H)-p(130 pyx )
~ [ Xy dn

= E/O‘%(Xt) dt par Fubini

Remarque 3.3.1 Pour X € £ := &(R; L*(H,B))

o1 a

X = Z H;i 1o, pixF., + Ho-ljoxrm)

=1
ou H; E,CZ(H,B), 0<aq; <b <o0oet Fai E.Fai
On peut de plus choisir les R; :=]a;, b;] x F,,, 2-2 disjoints.
En posant Xo := Ho.ljoxpry et X; := Hi.l]%bi]xpai, on a alors X = E?:o X;

Définition 3.3.3
Pour X € &, on définit

/XdW =) /XidW = g, Hi(Wy LW,,)
=0 =1
Remarque 3.3.2 On vérifie sans autre que cette définition par linéarité est indépendante de

la représentation choisie pour X.

Proposition 3.3.2

Pour X € €, en notant b:=max{b;|t =1...n}, on a

o [ XdW € L2(F;B)
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o E[XdW =0

o E| [ XdW[* = [ o3(X)du

Preuve.
e Immédiat par la proposition précédente

e On a que

E/XidW — EE, (15, . Hi(W), LWV,))
= E(l,, -Eo, (Hi(Wy, LW,,)))
=0 par le théoreme 3.1.1

e On suppose que les rectangles prévisibles R; =|a;, b;] x F),, sont 2-2 disjoints.
Montrons alors que les [ X;dW = Lp,, Hi; (W, L W,,) sont indépendants
en effet

</XidW,/deW>B = (Lp, Hi(Wy, LW,), L, Hi Wy, LW,)
= ]‘FainFa] <HZ(sz L Wai)? H](ij L Wa])>m

Or R; N R; =0 pour i # j

donc

— ou bien Iy, N Iy, =0

et donc
</XidW,/deW>B =0
donc
E</XidW,/deW>B =0
d'ott [ X;dW et [ X;dW sont indépendants
— ou bien Ja;, b;]N]a;, b;] =0

Supposons que bi < a;, alors
Ebi</XidW7/deW>m = </X¢dW, Ebi/deW>B
— </X¢dW, Es. B, (Lr, - Hij(Wo, LW,)))

_ </XidW, B, (15, Eu, (H;(Wh, L Wi,)))),
=0
donc les [ X;dW sont indépendants.
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Par conséquent,

E|/XdW|; :V/XdW:ZV/XZ»dW
=1
=> E| /XidW@ = E(o3(H).(bi Lai)1r,)
=1 =1

= Zag(Hi).M(Ri) = /Ug(X) dp

= /U%(Xt) dt par Fubini

Théoréme 3.3.1

On a que
[:&— L*(F;H)
X»—>/XdW

Vd . s . . / . . ) . , .
est un opérateur linéaire isométrique admettant un prolongement linéaire isométrique

[:L2(P; £*(H)) — L2(F; H)

Preuve.

o [ est clairement linéaire et

vYXe&
1O iy = E / XdW]? = / A dpt = [1(X) | o ey

o £ =E&(R;L*(H,B)) est dense dans L*(P; L*(H,B)) par le théoreme 1.2.4.
De plus, L?(F;B) est un espace de Hilbert, donc complet, on peut donc prolonger
continuement [ en un opérateur linéaire isométrique I : L2(P; L*(H,B)) — L?(F;B)

Proposition 3.3.3
Pour X € L3(P; L*(H,B)), on définit [ XdW := [N(X)

On a alors les propriétés suivantes
o [ XdW € L2(F.;B)
o E[XdW =0
o« E| [ XdW[ = [o3(X)dy

Preuve. Ces résultats ne sont qu’'une reformulation de la proposition précédente.
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3.3.2 Transformée de Ito
Définition 3.3.4
On pose
Ao = {X € LY(P; L*(H, B)) | Vt, 1pgX € L2(P;L%(H,B))}
Remarque 3.3.3 En définissant (1;04X)(s,w) 1= 1jogq(s).Xs(w),
puisate L) = 1 gy, 0(5.) + g5,
on a donc 1y € LO(P;R) et logX € LO(P; £2(H, B)).
Définition 3.3.5
Pour X € Ay, on définit (X.W),:= [ Lo X dW

Remarque 3.3.4
1. Cette définition est consistente puisque 1o 4 X € L?(P; L*(H,B)).

I est isométrique, on a donc

€l [ 0¥ W = [ o) de= [ s
[0,6]x€)

De plus, par définition u({0} x Q) =0,

donc

/ XdW =0 as.P (3.1)
{0} xFo

2. Pour X € &, on a clairement 1o g X € &
et

/ Lo XdW = 1, H(Wins L Wine)

Lemme 3.3.1
Pour X € &, ona X -W € M?(IF;B) et X - W continue.

Preuve. On a
0 0<t<a
(X -W), = lp, HW, LW,) a<t<b
1FG.H(W5J_W(1) b§t<OO
donc
o (X W) €LoF;B)
et pour a <t <b
E[(X - W),|? = /a%(H.l]W]XFa)d/,L
= U%(H)./,L(]a,t] x F,) = U%(H).(t 1 a).P(F,)

donc

sup E[(X - WM; = o3(H).P(F,).(b La) < oo

tER+
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e pour a < s<t<b

E.(X -W)) L(X-W), =E,(X W), L(X-W),)
= E,(1p, . H(W, L W.))
= 1p, H(E,(W, L W,))
=0

e On a clairement pour w € Q que t — (X - W) (w) est continue, or X - W adapté a IF'
donc X - W est p.m. IF/B(B).

Proposition 3.3.4
Pour X € Ay on a que X - W € M?(IF;B) et continue. De plus, Vt, E(X - W), =0

Preuve. Pour n € N,
on a 1[07n]X € LQ(P;£2(H7 B))v donc H{Xk}keN €&
telle que

k
X7 L om Xl 2p. oy 1520

donc ¥t € [0, n]

k
H 1[07t]X 1 1[07t]XH LQ(P;E2(H,B))77‘J:>_O>QO

donc par isométrie
k
(X5 W) L (X - W)z g 20
Or X* . W est une L2-martingale continue, donc par le corollaire 2.4.3,
on a que {(X - W);}yc,c, est une L2-martingale continue.
Or n étant arbitraire, on a donc que X - W est une L?-martingale.
Soient pour ny < nz, {Z;" }con,) et {2 o .n,) deux versions continues de {(X - Wi eefo,n,)

sur B N By, par conséquent {Z"}, 1, 5 et {27}, ) sont indistingables.

E:U&

Posons

E est P-négligeable.
Définissons alors Vi, YVw € E°¢
Zi(w) :=1lim Z}'(w)

cette limite existe et est finie puisque V¢ € [0,n], Yw € E°, Zi(w) = Z]'(w)
Ainsi Z est une version continue de X - W sur E°, et en posant V¢, Yw € E, Z;(w):= 0, on a
une version continue de X - W sur ().

Enfin, on a par la remarque précédente,
(X -W)=0 asP

donc Vi
E(X - W),=EX -W),=0
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Proposition 3.3.5

L2(P; L*(H; B)) — M2(IF; B)
X—=X-W

est un homomorphisme isométrique de 'espace de Hilbert L?(P; L*(H;B)) muni du produit
scalaire [ ((X,Y)) du dans l'espace de Hilbert M?(IF'; B) muni du produit scalaire (ML, M?2)

.-
Preuve. La démonstration est une conséquence des théoremes (2.4.6), (3.3.4) et (3.3.1). &
Proposition 3.3.6

Pour X € Ay et e,a, N >0

on a

N
P( sup |(X-W)t|B>c)§ ——I—P(/ 03(X,)ds > N)
[0,a]

0<t<a €?

Preuve. Soit

Ty = inf{t| 03(X,)ds > N}

(0,1]

/ 03(X,)ds = /03(1[07,5])(5)0[3
[0,7]
Or
logX € L2(P; LY(H; B)) C L?(Pn; £7(H; B))
Par le théoreme de Fubini, f 03(1[07,5])(5) ds est donc mesurable F;/B(R), il en résulte que T

est un temps optionnel (voir 1.7 [2]). Par conséquent, I'intervalle stochastique 1y 7, est

prévisible (lemma 2.1 [2]) et
X" = 1prgX € L*(P; L2(H; B))

On a donc XV - W € M?(IF; B) continue.
D’autre part,

P(I(X - W)ly > ) SPI(XY - W), |, > o) +P(X}" # X)
Or, par Doob

1 2 1
P(sup [(XV-W),| > < SE(XN-W),|” = —2/[ | QUS(X)l[o,TN] dp <
O,a|x

0<t<a € €
- - B

D’autre part,
{Xt#XtN}:{t>TN}C{w|/ o3(X,)ds > N}
[0,a]

donc pour 0 <t < a

P(](X - W)t|ma >¢€) < EQ + P(/[ ]ag(Xs)ds > N)

€
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Définition 3.3.6
On définit

A= {X € LO%P; L(H; B)) | Vt, / o3(X,)ds <o as.P}

(0,1]

Définition 3.3.7
Pour X € A, en prenant
Ty = inf{t| o2(X,)ds > N}
[0,1]

on a alors

X" = 1[0,Tn]X € A2

Proposition 3.3.7
{(X™ - W)i},en est alors une suite de Cauchy pour la convergence en probabilité. On définit

alors (X - W), comme la limite en probabilité de cette suite.

Preuve. Pour p > 0ona X" 1L X" = lj;

De plus, par la proposition précédente,

1 X € As et |T,,T,1,] € P par le lemma 2.1 [2]

Trtp

N
P(sup [(X™*P-W), L (X"- W)t|ma >e€) < —+ P(/ oy (XMP 1L X" ds > N)
[0,a]

0<t<a €2
Or |
P([ o300 LX) ds > N) < B[ 0B A, )] L0
[0.0] Nl ST e
puisque
(|1, Tn+p])n{>_o>oo

Donc,

lim P(sup [(X™**-W), L (X" W), >¢) =0

n—oo Oﬁtﬁa B
et donc p

o, B o),

De plus pour (t,w) € {t <T,}ona (X -W), = (X" W). #

Remarque 3.3.5 On montre alors que X - W est une L2-martingale locale continue (il suffit
de prendre la suite {71, },).

3.3.3 Formule de It6
Soient a € LY(B,,; H), b € L?(P; L%(H)) et pour 0 < a <t < oo on fixe X, € L?(F,; H)

On a donc 'existence de

¢ ¢
X; = Xa—l—/ asds—l—/ b,dW,

Soit f: Ry x H; — X ou X espace de Hilbert.

On suppose que f admet des dérivées de Fréchet d’ordre 1 et 2 continues et bornées.
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On rappelle que g : H; — X admet une dérivée de Fréchet en x € H, ssi Elg;, € L(H,X) tel

que

gz +h) Lgz)=g,h+o(|h]) YheH, xcH,

On suppose de plus que f admet une dérivée continue et bornée par rapport a ¢.

Pour

1/7,‘ = f(tht)
on a alors

Théoréme 3.3.2 (Ito)
t ! ! 1 133 t !
Y, = fla, X.) + / |:fS(S,X5) + f.(s, Xs)as + §Tr(b:fm(5,Xs)bs)} ds + / fio(s, Xs)bsdW

Remarque 3.3.6 Une preuve élégante de ce résultat dans le cas réel est donnée dans [§].
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