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R�esum�eLe but de ce projet de diplôme �etait de construire une int�egrale stochastique non triviale: l'in-t�egrale de Itô par rapport �a un mouvement Brownien standard �a valeurs dans un espace deHilbert. Apr�es avoir introduits les outils indispensables que sont l'int�egrale de Pettis, et la th�eo-rie des probabilit�es dans les espaces de Hilbert, on construira le mouvement Brownien standard,ce qui nous permettra d'introduire l'int�egrale stochastique Hilbertienne isom�etrique. Dans toutce rapport, on supposera le lecteur familier avec les r�esultats classiques de th�eorie de la mesure,et de l'int�egration dans R, ainsi qu'avec la th�eorie des probabilit�es pour des variables al�eatoiresr�eelles.
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NotationsSoient H et B deux espaces de Hilbert r�eels, de produits scalaires et normes h ; i et j:j, respecti-vement h ; iB et j:jB . Pour H et B s�eparables, on note L1(H ; B ) l'espace de Banach des op�erateursnucl�eaires et �1(N) := Tr jN j sa norme (jN j := (N�N) 12 ). On note �egalement L2(H ; B ) l'espacede Hilbert s�eparable des op�erateurs de Hilbert-Schmidt, �2 sa norme Hilbertienne et hh ; ii sonproduit scalaire. D'autre part, on notera � la mesure de Lebesgue sur R.
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Chapitre 1Int�egration Hilbertienne1.1 El�ements de mesurabilit�eSoit (X;F) un espace mesurable, o�u F est la tribu engendr�ee par l'anneauA, lui-même construit�a partir du semi-anneauR. Soit H un espace de Hilbert r�eel, de produit scalaire h ; i et de normeassoci�ee j:j. On note B(H ) sa tribu Bor�elienne.D�e�nition 1.1.1Soit f : X ! H , on dit que f est fortement mesurable F=B(H ) ssi1. f est mesurable F=B(H )2. f(X) est s�eparable dans (H ; j:j)Remarque 1.1.1 La condition 2 �equivaut �a l'existence d'un s.e.v. ferm�e s�eparable de H conte-nant f(X).D�e�nition 1.1.2On note L0(F ;H ) l'ensemble des fonctions f : X ! H qui sont fortement mesurables F=B(H ).Proposition 1.1.1On a alors1. L0(F ;H ) est un espace vectoriel2. 8f; g 2 L0(F ;H ); hf; gi est mesurable F=B(R)3. Soit ffngn2N� L0(F ;H ) telle que 8x 2 X on a fn(x)�!f(x). Alors f 2 L0(F ;H )Preuve.1. L0(F ;H ) espace vectoriel� 8f 2 L0(F ;H );8� 2 R, on a imm�ediatement que �f 2 L0(F ;H )� Soit f; g 2 L0(F ;H ), 4



{ Il existe H 0 � H s.e.v. ferm�e s�eparable tel que f(X) [ g(X) � H 0donc (f + g)(X) � f(X) + g(X) � H 0et donc (f + g)(X) est s�eparable.{ Il reste �a montrer que f + g est mesurable, i.e. pour B 2 B(H ) on a(f + g)�1(B) 2 FSoit s : H 0 � H 0 ! H d�e�nie par s(u; v) := u+ v. s est continue.De plus (f + g)�1(B) = fxj(f(x); g(x)) 2 s�1(B)gor s�1(B) 2 B(H 0 � H 0)Comme H 0 est un espace m�etrique s�eparable, il admet une base topologiqued�enombrable et donc B(H 0 � H 0) = B(H 0)
 B(H0)Soit alors G := fA 2 B(H 0 � H 0) j fx j (f(x); g(x)) 2 Ag 2 FgG est une tribu contenant les rectangles A1 �A2 o�u A1; A2 2 B(H 0)puisque fxj(f(x); g(x)) 2 A1 �A2g = f�1(A1) \ g�1(A2) 2 Fdonc B(H 0)
B(H 0) � G i.e. G = B(H 0 � H 0). On a alors (f + g)�1(B) 2 F2. On a imm�ediatement le r�esultat en remarquant quehf; gi = 14(jf + gj2 � jf � gj2)et que j � j2 est mesurable B(H )=B(R)3. � 8n; fn(X) est s�eparable, donc fn(X) � H n � H , o�u Hn s.e.v. ferm�e s�eparable. On ad�es lors l'existence de fvni gi2N dense dans H n .Soit V := fvni ji; n 2 Ng. V est clairement d�enombrable et dense dans Sn H n .Or Sn fn(X) � Sn Hn , donc Sn fn(X) est s�eparable, i.e. 9H 0 s.e.v. ferm�e s�eparablede H tel que Sn fn(X) � H 0 .D�es lors, 8x 2 X; fn(x) 2 H 0 ferm�e, donc f(x) = limn!1 fn(x) 2 H 0 et doncf(X) � H 0 et f(X) est s�eparable.� On d�e�nit pour u; v 2 H , d(u; v) := ju� vj et soit O un ouvert de H .Soit pour k 2 N, Ok := fx 2 Ojd(x;Oc) > 1kgOn a alors par le lemme 2.5.2 [5]f�1(O) = [k;m \n�m f�1n (Ok)!Or 8n; k f�1n (Ok) 2 F , donc f�1(O) 2 F , et donc f est mesurable F=B(H ). #5



1.2 Espaces Lp(F ; H )Soit � une mesure positive quelconque non n�ecessairement �-�nie. Comme d'habitude on iden-ti�e deux fonctions L0(F ;H ) qui coincident presque partout � (not�e a:e:�).D�e�nition 1.2.1Pour 1 � p <1, on poseLp(F ;H ) := ff j f 2 L0(F ;H ); kfkp := (Z jf jp d�) 1p <1get L1(F ;H ) := ff j f 2 L0(F ;H ); kfk1 := ess sup jf j <1gRemarque 1.2.1 Cette d�e�nition a un sens puisque jf jp : X ! R est mesurable F=B(R), parmesurabilit�e de j:jp : H ! R.D�e�nition 1.2.2Pour 1 � p; q �1, on dit que p et q sont conjugu�es ssi 1p + 1q = 1.Remarque 1.2.2 On a pq = p � 1.Lemme 1.2.1 (In�egalit�e de H�older)Pour f 2 Lp(F ;H ); g 2 Lq(F ;H ) avec p et q conjugu�es1. hf; gi 2 L1(F ;R)2. j R hf; gi d�j � kfkp:kgkqPreuve.1. hf; gi est mesurable F=B(R) et jhf; gij � jf jjgjavec jf j 2 Lp(F ;R) et jgj 2 Lq(F ;R)Par l'in�egalit�e de H�older r�eelle, on a jf jjgj 2 L1(F ;R) et donc hf; gi 2 L1(F ;R).2. Par l'in�egalit�e de H�older r�eelle appliqu�ee �a jf j et jgjjZ hf; gi d�j � Z jhf; gij d� � Z jf jjgj d� � kjf jkpkjgjkq = kfkpkgkq #Lemme 1.2.2 (In�egalit�e de Minkowski)Pour f; g 2 Lp(F ;H ) o�u 1 � p � 11. f + g 2 Lp(F ;H )2. kf + gkp � kfkp + kgkp 6



Preuve.� p = 11. f + g 2 L0(F ;H ) et jf + gj � jf j+ jgj avec jf j; jgj 2 L1(F ;R), doncjf + gj 2 L1(F ;R) i.e. f + g 2 L1(F ;H )2. Z jf + gj d� � Z jf j d� + Z jgj d� = kfk1 + kgk1� p = 1f + g 2 L0(F ;H ) et jf + gj � jf j+ jgjdonc ess sup jf + gj � ess sup jf j+ jgj � ess sup jf j+ ess sup jgj < 1donc f + g 2 L1(F ;H ) et kf + gk1 � kfk1 + kgk1� 1 < p < 11. f + g 2 L0(F ;H ) et jf + gj � jf j+ jgjdonc jf + gjp � (jf j+ jgj)p � 2p(jf jp + jgjp) 2 L1(F ;R)donc f + g 2 Lp(F ;H )2. jf + gjp = jf + gjp�1jf + gj � jf + gjp�1jf j+ jf + gjp�1jgjor p� 1 = pq , donc jf + gjp�1 2 Lq(F ;R), et comme jf j 2 Lp(F ;R), par H�older r�eeljf + gjp�1jf j 2 L1(F ;R)et Z jf + gjp�1jf j d� � kjf + gjp�1kqkjf jkp = kf + gkp�1p kfkpde même Z jf + gjp�1jgj d� � kf + gkp�1p kgkpdonc kf + gkpp � kf + gkp�1p (kfkp + kgkq)ou bien kf + gkp = 0 et on a trivialement kf + gkp � kfkp + kgkpou bien kf + gkp 6= 0 et on a kf + gkp � kfkp + kgkp #Proposition 1.2.1(Lp(F ;H ); k � kp) est un e.v.n. (espace vectoriel norm�e) pour 1 � p � 1Preuve.� Lp(F ;H ) s.e.v. de L0(F ;H ) 7



{ Pour f; g 2 Lp(F ;H ), par Minkowski f + g 2 Lp(F ;H ){ Pour f 2 Lp(F ;H ) et � 2 R, on a j�f jp = j�jpjf jp et donc �f 2 Lp(F ;H )� k:kp semi-norme sur Lp(F ;H ){ k�fkp = j�jkfkp{ kf + gkp � kfkp + kgkp Minkowski{ kfkp = 0 ) jf j = 0 a.e.� #Remarque 1.2.3 On fera par la suite l'identi�cation entre Lp(F ;H ) et Lp(F ;H )=�Th�eor�eme 1.2.1 (Riesz-Fischer)Pour 1 � p �1, (Lp(F ;H ); k:kp) est un espace de Banach.Preuve.1. p =1Soit ffngn2N une suite de Cauchy de L1(F ;H ) i.e. 8k � 1;9nk tel que, pour m;n � nkon a kfm � fnk1 � 1kDonc 9Ek �-n�egligeable tel que, pour m;n � nk on a 8x 2 Eck; jfm(x)� fn(x)j � 1kSoit E := Sk Ek. E est �-n�egligeable et on a que 8x 2 Ec; fn(x) est un suite de Cauchydans H .Par cons�equent, 8x 2 Ec; fn(x)! f(x) et donc f 2 L0(F ;H )Ainsi, pour n � nk on a jf(x)� fn(x)j � 1k ; 8x 2 Ec. Il en r�esulte que f 2 L1(F ;H ) etque pour n � nk on a kf � fnk1 � 1k . Ainsi kf � fnk1 ! 02. 1 � p <1Soit ffngn2N une suite de Cauchy de Lp(F ;H ). Sans perte de g�en�eralit�e, on noteffkgk2N une sous-suite telle que 8k; kfk+1 � fkkp � 12kSoit gn(x) := nXk=1 jfk+1(x)� fk(x)jOn a kgnkp � 1 et gn croissante, par cons�equent 9g 2 Lp(F ;R) telle que gn " gOr jfm(x)� fn(x)j � jfm(x)� fm�1(x)j+ : : :+ jfn+1(x)� fn(x)j � g(x)� gn�1(x)donc a:e:�, on a ffn(x)g suite de Cauchy de H i.e. fn(x)! f(x) a.e.� . Donc pourn � 2, on a jf(x)� fn(x)j � g(x), donc f 2 Lp(F ;H ).De plus, comme jf(x)� fn(x)jp ! 0 a.e.� et jf(x)� fn(x)jp � gp(x) 2 L1(F ;R), parle th�eor�eme de la convergence domin�ee de Lebesgue dans le cas r�eel, on a kf � fnkp ! 0.#8



Th�eor�eme 1.2.2(L2(F ;H ); ( j )) est un espace de HilbertPreuve. L2(F ;H ) est un espace de Banach pour la norme k:k2On d�e�nit alors pour f; g 2 L2(F ;H ) le produit scalaire compatible (f jg) := R hf; gi d�. Cetted�e�nition a un sens par H�older. Ainsi on a j(f jg)j � kfk2:kgk2 et kfk2 = (f jf) #D�e�nition 1.2.3Soit C � F quelconque1. On dit que f : X ! H est C-simple si et seulement si f =Pnk=1 uk:1Ck o�u uk 2 H ; Ck 2 Cet n 2 N2. On note E(C;H ) l'ensemble des fonctions C-simples telles que 8k = 1 : : : n; �(Ck) <1Remarque 1.2.4 On a trivialement que E(C;H ) � Lp(F ;H ) pour 1 � p �1Lemme 1.2.38f 2 Lp(F ;H ) o�u 1 � p <19ffngn2N� E(F ;H ) telle que 8x 2 X, on ajfn(x)j � jf(x)j et fn(x)�!n!1f(x)mais �egalement kfn � fkp�!n!10Preuve. f(X) � H 0 s.e.v. ferm�e s�eparable de H , donc H 0 admet une base Hilbertienne feig1i=1� 8x 2 X, f(x) 2 H 0donc f(x) = 1Xi=1 hf(x); eiieii.e. limn!1 jf(x)� nXi=1 hf(x); eiieij = 0Soit fi(x) := hf(x); eiifi est mesurable F=B(R) et jfi(x)jp � jf(x)jp:jeijp = jf(x)jp. D�es lors, fi 2 Lp(F ;R)Par un th�eor�eme classique de th�eorie de l'int�egration (thm 13.5 [1]), on a l'existence deffni gn2N� E(F ;R) telle que 8x 2 X on ajfni (x)j � jfi(x)j et fni (x)�!n!1fi(x)Alors, soit fn(x) := nXi=1 fni (x)ei 2 H 09



fn est F -simple.De plus jfn(x)j2 = nXi=1 jfni (x)j2� nXi=1 jfi(x)j2 � 1Xi=1 jfi(x)j2 Bessel= jf(x)j2i.e. jfn(x)j � jf(x)jOr f 2 Lp(F ;H ), par cons�equent fn 2 E(F ;H )� D'autre part, j nXi=1 fiei � nXi=1 fni eij2 = nXi=1 jfi � fni j2En posant �ni (x) := jfi(x)� fni (x)j2on a 8x 2 X, �ni (x)�!n!10 et j�ni (x)j � 4jfi(x)j2donc 1Xi=1 j�ni (x)j � 4jf(x)j2 <1Par le th�eor�eme du M-test de Weierstrass (Appendice [1])1Xi=1 �ni (x)�!n!10donc j nXi=1 fiei � nXi=1 fni eij�!n!10Or jf(x)� fn(x)j � jf(x)� nXi=1 fi(x)eij+ j nXi=1 fi(x)ei � nXi=1 fni (x)eijdonc 8x 2 X, on a fn(x)�!n!1f(x)� Soit hn(x) := supk�n jfk(x)� f(x)jphn 2 L1(F ;R) , 0 � hn(x) # 0 et 0 � hn(x) � 2pjf(x)jp avec jf jp 2 L1(F ;R)Par le th�eor�eme de la convergence domin�ee de Lebesgue dans le cas r�eel, on a que0 � Z hn d� # 0et comme Z jfn � f jp d� � Z hn d�alors kfn � fkp�!n!10 #10



Th�eor�eme 1.2.3 (DCT)Soit ffngn2N� Lp(F ;H ) o�u 1 � p <1, on suppose que1. fn(x)! f(x) a.e.�2. 9h 2 L1(F ;R); 8n; jfn(x)jp � h(x) a.e.�Alors f 2 Lp(F ;H ) et kfn � fkp ! 0Preuve. En utilisant le fait que jfn(x)j ! jf(x)j a.e.�et le dernier point de la preuve pr�ec�edente, on a imm�ediatement le r�esultat. #Lemme 1.2.4Pour � �-�nie, f 2 E(F ;H ) et 1 � p <18� > 0; 9g 2 E(R;H ) telle que kf � gkp < �Preuve.� Pour f := c:1F avec c 2 H , c 6= 0 et F 2 FComme f 2 E(F ;H ), on a �(F ) <1 et donc par le th�eor�eme 11.4 [1]8� > 0;9E 2 A tel que �(E4F ) < �pjcjpSoit g := c:1E.Comme E 2 A, on a E = nai=1 Ei o�u Ei 2 R 2-2 disjointsAinsi g =Pni=1 ci:1Ei i.e. g est R-simple et comme �(E) <1, g 2 E(R;H )D�es lors kf � gkpp = kc(1F � 1E)kpp= jcjpk1F � 1Ekpp� jcjpk1E4F kpp = jcjp�(E4F ) < jcjp �pjcjp = �pdonc kf � gkp < �� Tout f 2 E(F ;H ) peut s'�ecrire f = f1 + : : :+ fn avec fi = ci:1Fi o�u ci 2 H et Fi 2 F 2-2disjoints tels que �(Fi) <1Par cons�equent 9g1; : : : ; gn 2 E(R;H ) tels que kfi � gikp < �nEn posant g :=Pni=1 gi, on a alors g 2 E(R;H ) etkf � gkp � nXi=1 kfi � gikp < � #11



Th�eor�eme 1.2.4Pour � �-�nie et 1 � p <1E(R;H ) est dense dans Lp(F ;H ) pour la norme k � kpPreuve. Soit f 2 Lp(F ;H ), et � > 0. Par le lemme 1.2.39g 2 E(F ;H ); kf � gkp < �2et par le lemme 1.2.4, comme g 2 E(F ;H )9h 2 E(R;H ); kg � hkp < �2donc 9h 2 E(R;H ) tel que kf � hkp � kf � gkp + kg � hkp < � #Remarque 1.2.5 Ce r�esultat reste vrai pour p = 1.Th�eor�eme 1.2.5Si F est s�eparable, � �-�nie et H s�eparable alors Lp(F ;H ) est s�eparable pour 1 � p <1Preuve. F est s�eparable, donc 9C � F d�enombrable telle que �(C) = FDe plus X =an2NXn o�u Xn 2 F et �(Xn) <1Soit fEigi2N := C [ fXngn2Net Sn = fF1 \ : : : \ Fn j (Fi = Ei) _ (Fi = Eci )gEn posant An = �(Sn) l'alg�ebre engendr�ee par Sn,on a A0 := [1n=1An s�eparable et �(A0) = F . De plus � est �-�nie sur A0 i.e.X =an2NAn o�u An 2 A0 et �(An) <1Soit A := fAn jn 2 Ng et V = fvn jn 2 Ng dense dans H ,on d�e�nit S := f mXi=1 vi:1Ai j vi 2 V; Ai 2 A; m 2 NgPar le lemme 1.2.3,8f 2 Lp(F ;H ); 8� > 0; 9g 2 E(F ;H ) tel que kf � gkp < �On a g =Pmi=1 ci:1Bi o�u ci 2 H et Bi 2 F 12



Par densit�e, 9vi 2 V tel que jvi � cijp < �pm:�(Bi)On pose h :=Pmi=1 vi:1Bi, on a ainsikg � hkpp = mXi=1 jci � vijp�(Bi) < �pOn suppose sans perte de g�en�eralit�e que 8i = 1 : : :m; vi 6= 0. Par le th�eor �me 11.4 [1], on aalors 8i = 1 : : :m; 9Ai 2 A0 tel que �(Ai4Bi) < �pmp:jvijpDonc pour ~f :=Pmi=1 vi:1Ai , on a ~f 2 S et k ~f � hkp < �. Par cons�equent kf � ~fkp < 3�, d'o�ule r�esultat, puisque V est d�enombrable. #1.3 Int�egrale HilbertienneProposition 1.3.1Pour f 2 L1(F ;H )1. 8v 2 H ; hf; vi 2 L1(F ;R)2. 9!u 2 H tel que 8v 2 H ; R hf; vid� = hu; vi. On d�e�nit alors R f d� := u3. j R f d�j � R jf j d�Preuve.1. 8v 2 H ; u 7! hu; vi est continue, donc x 7! hf(x); vi est mesurable F=B(R).De plus, Z jhf; vij d� C.S.� Z jf jjvj d� = jvjZ jf j d� <1donc hf; vi 2 L1(F ;R).2. Soit ' : v 7! R hf; vi d�on a 8v 2 H j'(v)j � Z jhf; vij d� � jvjZ jf j d�donc ' 2 H 0 . Or par le th�eor�eme de Riesz 9!u 2 H ;8v 2 H ; '(v) = hu; vi3. u v�eri�e juj � R jf j d�, on a donc le r�esultat en posant R f d� := u #Remarque 1.3.1 L'op�erateur f 7! R f d� est un op�erateur lin�eaire continu de L1(F ;H ) dansH . 13



Corollaire 1.3.1 (DCT)Soit ffngn2N� L1(F ;H ), on suppose que1. fn(x)! f(x) a.e.�2. 9h 2 L1(F ;R); 8n; jfn(x)j � h(x) a.e.�Alors f 2 L1(F ;H ) et Z fn d� ! Z f d�Preuve. Par la proposition pr�ec�edente, et le le th�eor�eme 1.2.3,jZ fn d� � Z f d�j � Z jfn � f j d� = kfn � fk1 ! 0 #1.4 Op�erateurs HilbertiensSoit H et B deux espaces de Hilbert r�eels s�eparables, de produits scalaires et normes respectivesh ; i et j:j, respectivement h ; iB et j:jB , et de bases Hilbertiennes respectives feigi2N et f�igi2NProposition 1.4.1 (Pettis)f est mesurable F=B(H ) ssi 8i; x 7! hf(x); eii est mesurable F=B(R)Preuve.()) Pour u; v 2 H ; u 7! hu; vi est continue, donc mesurable B(H )=B(R). Ainsi x 7! hf(x); viest mesurable F=B(R)(() { Montrons tout d'abord que 8v 2 H ; x 7! hf(x); vi est mesurable F=B(R).En e�et, comme f(x) 2 H , par l'identit�e de Parseval,on a hf(x); vi = 1Xi=1 hf(x); eiihv; eii= limn!1 nXi=1 hf(x); eiihv; eiiOr x 7!Pni=1 hf(x); eii est mesurable F=B(R), donc x 7! hf(x); vi est mesurableF=B(R).{ Soit V := fvngn2N dense dans H .Comme jf(x)j2 = limn!1 nXi=1 jhf(x); eiij2on a que x 7! jf(x)j2 est mesurable F=B(R).14



Donc gn(x) := jf(x)� vnj2 = jf(x)j2 � 2hf(x); vni+ jvnj2est mesurable F=B(R)Soit En := fx j gn(x) < �2g. On a 8n; En 2 F . Soient F1 := E1 etFn := En \ �Sn�1k=1 Ek�c. On a donc Fi 2 F 2-2 disjoints.Comme V est dense dans H8x 2 X; 9 vn 2 H tel que jf(x)� vnj < �donc x 2 En et X = 1[n=1En = 1an=1FnOn d�e�nit alors g(x) := 1Xi=1 vi:1Fi(x)i.e. g = limn!1 nXi=1 vi:1Fidonc g est mesurable F=B(H ).De plus, 8x 2 X; 9 n 2 N tel que x 2 Fn i.e. jf(x)� vnj < �donc 8x 2 X, on a jf(x)� g(x)j < �Pour � := 1n , 9hn 2 L0(F ;H ) tel que 8x 2 X, on a jhn(x)� f(x)j < 1n .Par cons�equent 8x 2 X; hn(x) ! f(x). Par le th�eor�eme 1.1.1 f est donc mesurableF=B(H ). #Lemme 1.4.1Pour H : X ! L2(H ; B )H 2 L0(F ;L2(H ; B )) ssi 8i; j on a x 7! h�j;H(x)eiiB 2 L0(F ;R)Preuve.fei 
 �jgi;j est une base Hilbertienne de L2(H ; B ) et hhH(x); ei 
 �jii = h�j;H(x)eiiB #Lemme 1.4.2Si H 2 L0(F ;L2(H ; B )) alors H� 2 L0(F ;L2(B ;H ))Preuve. hH�(x)�j; eii = h�j;H(x)eiiB 2 L0(F ;R) #Proposition 1.4.2Soient f 2 L0(F ;H ) et H 2 L0(F ;L2(H ; B )) alors Hf 2 L0(F ; B )Preuve.� 8x 2 X on a f(x) 2 H et H(x) 2 L2(H ; B ).On peut donc d�e�nir Hf : x 7! (Hf)(x) := H(x)f(x)15



� On a 8x 2 X; 8jh�j;H(x)f(x)iB = hH�(x)�j; f(x)i= 1Xi=1 hH�(x)�j; eiihf(x); eii par Parseval= 1Xi=1 hf(x); eiih�j;H(x)eiiBOr x 7! hf(x); eii et x 7! h�j;H(x)eiiB sont mesurables F=B(R)donc 8j; h�j; (Hf)(x)i est mesurable F=B(R) #Proposition 1.4.3Soient f 2 L2(F ;H ) et H 2 L2(F ;L2(H ; B )) alors Hf 2 L1(F ; B )Preuve. 8x 2 X, jH(x)f(x)jB � �2(H(x))jf(x)jdonc Z jHf jB d� � Z �2(H)jf j d� C.S.� �Z �22(H) d�� 12�Z jf j2 d�� 12 <1car x 7! �2(H(x)) et x 7! jf(x)j sont dans L2(F ;R) #Proposition 1.4.4Soient f 2 L0(F ;H ) et � 2 L0(F ;R) alors �f 2 L0(F ;H )Preuve.� 8x 2 X, on a f(x) 2 H et �(x) 2 R, on d�e�nit �f : x 7! (�f)(x) := �(x)f(x)� 8x 2 X; 8i on a h�(x)f(x); eii = �(x)hf(x); eii. Or � et hf; eii sont mesurablesF=B(R). Par cons�equent, h�f; eii est mesurable F=B(R), et donc �f 2 L0(F ;H ). #
16



Chapitre 2Probabilit�es dans les espaces de HilbertSoit (
;F ;P) un espace probabilis�e complet et H et B deux espaces de Hilbert r�eels s�eparables,de produits scalaires et normes respectives h ; i et j:j, respectivement h ; iB et j:jB , et de basesHilbertiennes respectives feigi2N et f�igi2N2.1 G�en�eralit�esD�e�nition 2.1.11. Pour X 2 L1(F ;H ) on d�e�nit l'esp�erance de X par EX := R X dP2. Si X 2 L2(F ;H ) on d�e�nit la variance de X par VX := R jX � EXj2 dPProposition 2.1.1Pour X 2 L1(F ;H ) on a les propri�et�es suivantes1. 8v 2 H; EhX; vi = hEX; vi2. jEXj � EjXj3. Si X = u a.s.P avec u 2 H alors EX = uPreuve.1. Imm�ediat2. Imm�ediat3. On a P(X = u) = 1donc 8v 2 H Z hX; vi dP = Z hX; vi:1fX=ug dP = Z hu; vi dP = hu; vidonc EX = u #17



Proposition 2.1.2Pour 1 � p1 � p2 � 1 Lp2(F ;H ) � Lp1(F ;H )et 8X 2 Lp2(F ;H ) kXkp2 � kXkp1Preuve.� Soit X 2 Lp2(F ;H ), donc jXj 2 Lp2(F ;R)Or comme P(
) = 1 <1, on a Lp2(F ;R)� Lp1(F ;R) et donc X 2 Lp1(F ;H )� kXkp2 = k jXj kp2 � k jXj kp1 = kXkp1 #2.2 Esp�erance conditionnelleSoit G une sous-tribu de F , on fait l'abus de notation de noter P la restriction de P �a (
;G)Lemme 2.2.1Pour 1 � p �1, Lp(G;H ) s'identi�e �a un s.e.v ferm�e de Lp(F ;H )Preuve.� Soit X 2 L0(G;H ) i.e. X est mesurable G=B(H)donc X est mesurable F=B(H ) i.e. X 2 L0(F ;H )� Pour 1 � p <1(Lp(G;H ); k:kLp(G;H)) et (Lp(F ;H ); k:kLp(F;H)) sont des espaces de Banach.Or, pour X 2 Lp(G;H )kXkLp(F;H) = �Z jXjp dP� 1p = �Z jXjp dPjG� 1p = kXkLp(G;H)puisque j:jp est mesurable G=B(R). On a donc une isom�etrie de Lp(G;H ) dans Lp(F ;H )et donc Lp(G;H ) s'identi�e �a un s.e.v. ferm�e de Lp(F ;H )� Pour p =1 kXkL1(F;H) = kjXjkL1(F;R) = kjXjkL1(G;R) = kXkL1(G;H) #D�e�nition 2.2.1On note EG le projecteur L2(F ;H ) ! L2(G;H ) et on appelle EGX l'esp�erance conditionnellede X par rapport �a G. 18



Proposition 2.2.1Pour X 2 L2(F ;H )1. EG 2 L2(G;H )2. kEGk2 � kXk2Preuve. Ces propri�et�es sont celles de tout projecteur L2(F ;H ) ! L2(G;H ) #Proposition 2.2.2Pour X 2 L2(F ;H ) et G1 � G2 � F tribus1. EG1EG2X = EG2EG1X = EG1X2. EEG1X = EX3. Pour � 2 L1(G1;H ) �X 2 L2(F ;H ) et EG1(�X) = �EG1(X)Preuve.1. L2(G1;H ) sev ferm�e de L2(G2;H )Pour X 2 L2(F ;H ) X = EG2X +X2 o�u X2 2 (L2(G2;H ))?EG2X 2 L2(G2;H ) � L2(F ;H ) doncEG2X = EG1EG2X +X1 o�u X1 2 (L2(G1;H ))?donc X = EG1EG2X +X1 +X2Or L2(G1;H ) � L2(G2;H ), par cons�equent (L2(G2;H ))? � (L2(G1;H ))?Ainsi X2 2 (L2(G1;H ))? et donc X1 +X2 2 (L2(G1;H ))?On en d�eduit que EG1EG2X = EG1XDe plus EG1X 2 L2(G1;H ) � L2(G2;H )donc EG2EG1X = EG1X2. Soit O := f;;
gL2(O;H ) s'identi�e alors �a H ; en fait, L2(O;H ) = f1
:v j v 2 Hg.Or X = EX:1
 + (X � EX)19



et (EXjX � EX) = EhEX;X � EXi = hEX;E(X � EX)i = 0donc X � EX 2 (L2(O;H ))?donc EOX = EX:1
et (L2(O;H ))? = fX 2 L2(F ;H ) jEX = 0gOn a donc le r�esultat grace au 1. en identi�ant EO et E.3. � � 2 L1(G1;R)� L0(F ;R) donc �X 2 L0(F ;H ).De plus, j�Xj = j�j jXj � k�k1jXj a.s.Pdonc Ej�Xj2 � k�k21EjXj2donc �X 2 L2(F ;H ).� Soit H� : L2(F ;H ) ! L2(F ;H )x 7! H�(X) := �XH� est un op�erateur lin�eaire born�e. Comme � 2 L0(G1;H ) on aH�(L2(G1;H )) � L2(G1;H ).De plus, H� est Hermitien(H�XjY ) = EhH�X;Y i = Eh�X; Y i= EhX;�Y i = (XjH�Y )donc H�(L2(G1;H ))? � (L2(G1;H ))?Comme X = EG1X + Y o�u Y 2 (L2(G1;H ))?on a donc H�X = H�EG1X +H�Yavec H�EG1X 2 L2(G1;H ) et H�Y 2 (L2(G1;H ))?donc �X = �EG1X +H�Y20



d'o�u EG1(�X) = �EG1X #Proposition 2.2.38X 2 L2(F ;H ) o�u G � F tribu1. 8v 2 H ; hEGX; vi = E(hX; vi j G) a.s.P2. jEGXj � E(jXj j G) a.s.PRemarque 2.2.1 On a not�e E(: j G) l'esp�erance conditionnelle de variables al�eatoires r�eelles.Voir par exemple le chapitre 34 de [1], pour un rappel des propri�et�es classiques.Preuve.1. Pour v 2 H , on a hEGX; vi 2 L2(G;R)De plus, 8� 2 L1(G;R); �hEGX; vi 2 L2(G;R)� L1(G;H )et Z �hEGX; vi dP = Z hEG(�X); vi dP= hEEG(�X); vi = hE(�X); vi= Z h�X; vi dP = Z �hX; vi dP= Z �E(hX; vi j G) dPdonc hEGX; vi = E(hX; vi j G) a.s.P2. Par 1. 9E 2 F P-n�egligeable tel que8! 2 Ec h(EGX)(!); vi = E(hX; vi j G)(!)Donc 8! 2 Ec j(EGX)(!)j = supjvj�1 jh(EGX)(!); vij= supjvj�1 jE(hX; vi j G)(!)jOr pour v 2 H tel que jvj � 1jE(hX; vi j G)j � E(jhX; vij j G) � E(jXj:jvj j G) = jvj:E(jXj j G) � E(jXj j G) a.s.Pi.e. 9F 2 F P-n�egligeable tel que8! 2 F c jE(hX; vi j G)(!)j � E(jXj j G)(!)21



ainsi 8! 2 (E [ F )c j(EGX)(!)j � E(jXj j G)(!)Or P (E [ F ) = 0,par cons�equent j(EGX)j � E(jXj j G) a.s.P #Th�eor�eme 2.2.1L'op�erateur lin�eaire continu EG : L2(F ;H ) ! L2(G;H ) admet un prolongement continueEG : L1(F ;H ) ! L1(G;H ) v�eri�ant les propri�et�es suivantes1. 8X 2 L1(G;H ); eEG(X) = X2. keEG(X)k1 � kXk13. Pour G1 � G2, eEG1eEG2(X) = eEG1(X) et EeEG1(X) = EX4. 8� 2 L1(G;H ) on a eEG(�X) = �eEG(X)Preuve. Pour X 2 L2(F ;H ) on a jEGXj � E(jXj j G) a.s.Pdonc EjEGXj � EE(jXj j G) = kXk1i.e. kEGk1 � kXk1 (2.1)Donc EG : L2(F ;H ) ! L1(G;H ) est un op�erateur lin�eaire born�e. De plus, comme L1(G;H ) estcomplet et L2(F ;H ) dense dans L1(F ;H ) (puisque E(F ;H ) dense dans L1(F ;H ) etE(F ;H ) � L2(F ;H ) � L1(F ;H )), on peut prolonger continuement EG eneEG : L1(F ;H ) ! L1(G;H )On a alors les propri�et�es1. 8X 2 L2(F ;H ); EG(X) = X, or L2(G;H ) est dense dans L1(G;H ), donc par continuit�ede eEG, on a 8X 2 L1(G;H ) eEG(X) = X2. Par l'in�egalit�e 2.13. Par continuit�e du prolongement et la proposition 2.2.2 points 1. et 2.4. Par continuit�e du prolongement et la proposition 2.2.2 point 3. #Remarque 2.2.2 Par abus de langage, on notera toujours EG pour eEGRemarque 2.2.3 Pour 1 � p � 1, l'inclusion Lp(F ;H ) � L1(F ;H ) permet de d�e�nir EG surLp(F ;H ). 22



Lemme 2.2.2Pour X 2 Lp(F ;H ) avec 1 � p <1on a jEGXjp � E(jXjp j G) a.s.PPreuve. 9E 2 F P-n�egligeable tel que8! 2 Ec h(EGX)(!); vi = E(hX; vi j G)(!)donc 8! 2 Ec j(EGX)(!)j = supjvj�1 jh(EGX)(!); vij= supjvj�1 jE(hX; vi j G)(!)jOr pour v 2 H tel que jvj � 1, grace �a l'in�egalit�e de Jensen dans le cas r�eel, on ajE(hX; vi j G)jp � E(jhX; vijp j G) � E(jXjp:jvjp j G) = jvjp:E(jXjp j G) � E(jXjp j G) a.s.Pi.e. 9F 2 F P-n�egligeable, tel que8! 2 F c jE(hX; vi j G)jp(!) � E(jXjp j G)(!)Ainsi 8! 2 (E [ F )c j(EGX)(!)jp � E(jXjp j G)(!)or P (E [ F ) = 0 et donc j(EGX)jp � E(jXjp j G) a.s.P #Proposition 2.2.4Pour X 2 Lp(F ;H ) o�u 1 � p � 11. EG 2 Lp(G;H )2. kEGXkp � kXkpPreuve. Pour 1 � p <1, par le lemme pr�ec�edent, on aEjEGXjp � EEGjXjp = EjXjpdonc EGX 2 Lp(G;H ) et kEGXkp � kXkpPour p = 1, en utilisant le lemme pr�ec�edent avec p = 1ess sup jEGXj � ess sup E(jXj j G) � k jXj k1 = kXk1et donc EGX 2 L1(G;H ) #Proposition 2.2.5Pour fXngn2N 2 Lp(F ;H ) et G � F tribuSi Xn Lp�!X alors EGXn Lp�!EGX23



Preuve. Car kEGXn � EGXkp � kXn �Xkp ! 0 #Th�eor�eme 2.2.2Pour fXngn2N 2 Lp(F ;H ) et G � F tribu, on suppose que1. Xn ! X a.s.P2. 9Y 2 L1(F ;R); jXnjp � Y a.s.PAlors EGXn ! EGX a.s.P et LpPreuve. Par DCT, on a X 2 Lp(F ;H ).En appliquant le lemme 2.2.2 �a (Xn �X), on ajEGXn � EGXjp � E(jXn �Xjp j G) a.s.POr jXn �Xjp ! 0 a.s.Pet jXn �Xjp � 2p(Y + jXjp) 2 L1(F ;R)donc par le th�eor�eme de la convergence domin�ee de l'esp�erance conditionnelle dans le cas r�eel(voir par exemple chap.34 [1]), on a queE(jXn �Xjp j G)! 0 a.s.Pdonc EGXn ! EGX a.s.PLa convergence en Lp d�ecoule de la proposition pr�ec�edente et de DCT. #2.3 Ind�ependanceSoient G1;G2 � F deux tribus.Proposition 2.3.1G1 et G2 sont ind�ependantes ssi 8Xi 2 L2(Gi;H ) (i = 1; 2), on a EhX1;X2i = hEX1;EX2i
24



Preuve.()) Soit X1 := c1:1G1 o�u c1 2 H et G1 2 G1On a EhX1;X2i = Ehc1:1G1 ;X2i = E(1G1 :hc1;X2i)or 1G1 2 L2(G1;R) et hc1;X2i 2 L2(G2;R)Puisque les variables al�eatoires sont r�eelles, on a par ind�ependanceEhX1;X2i = E1G1 : Ehc1;X2i= P(G1) : hc1;EX2i = hc1:P(G1);EX2i= hEX1;EX2iPar lin�earit�e, on a donc8X1 2 E(G1;H );8X2 2 L2(G2;H ) EhX1;X2i = hEX1;EX2iOr E(G1;H ) est dense dans L2(G1;H )donc 8X1 2 L2(G1;H ); 9fXn1 gn2N� E(G1;H ) telle que kXn1 �X1k2�!n!10De plus, jEhXn1 ;X2i � EhX1;X2ij = jEhXn1 �X1;X2ij � EjhXn1 �X1;X2ijet EjhXn1 �X1;X2ij � E(jXn1 �X1j:jX2j) � kXn1 �X1k2kX2k2donc jEhXn1 ;X2i � EhX1;X2ij � kXn1 �X1k2kX2k2De mêmejhEXn1 ;EX2i � hEX1;EX2ij = jhE(Xn1 �X1);EX2ij � EjXn1 �X1j jEX2jet EjXn1 �X1j:jEX2j = kXn1 �X1k1kX2k1 � kXn1 �X1k2kX2k2donc jhEXn1 ;EX2i � hEX1;EX2ij � kXn1 �X1k2kX2k2Comme kXn1 �X1k2�!n!10 et EhXn1 ;X2i = hEXn1 ;EX2ion obtient EhX1;X2i = hEX1;EX2i(() Soient Xi := u:1Gi o�u Gi 2 Gi (i = 1; 2) et u 2 H avec juj = 1alors EhX1;X2i = E(1G1 :1G2) = E1G1\G2 = P(G1 \ G2)et hEX1;EX2i = hP(G1):u;P(G2):ui = P(G1):P(G2):juj2 = P(G1):P(G2)donc G1 et G2 sont ind�ependantes. #25



Remarque 2.3.1 En posant formellement H? := fX 2 L2(F ;H ) jEX = 0g, on a que G1 etG2 sont ind�ependantes si et seulement si�L2(G1;H ) \ H?� ? �L2(G2;H ) \ H?�i.e. ssi 8Xi 2 L2(Gi;H ) (i = 1; 2)EX1 = EX2 = 0 ) EhX1;X2i = 0Proposition 2.3.2Pour X1; : : : ;Xn 2 L2(F ;H ) 2-2 ind�ependantes, alorsV nXi=1 Xi! = nXi=1 V(Xi)Preuve. Soit mi := EXi, on a EPni=1Xi =Pni=1midonc j nXi=1 Xi � nXi=1 mij2 = h nXi=1 (Xi �mi); nXj=1(Xj �mj)i= nXi;j=1 hXi �mi;Xj �mji= nXi=1 jXi �mij2 + 2Xi<j hXi �mi;Xj �mji (2.2)Or, pour i 6= j, Xi �mi et Xj �mj sont ind�ependantes,donc EhXi �mi;Xj �mji = hEXi �mi;EXj �mji = 0donc V nXi=1 Xi! = nXi=1 V(Xi) #Proposition 2.3.3G1 et G2 sont ind�ependantes ssi 8X 2 L1(G2;H ) on a EG1X = EX:1
Preuve.()) Pour X 2 L2(G2;H ), posons Y := X � EX 2 H?on a EG2Y = EG2X � EX = X � EX = Yi.e. Y 2 (L2(G2;H ) \ H? )Par cons�equent Y? �L2(G1;H ) \ H?�i.e. EG1Y = 0, donc EG1X = EXPour X 2 L1(G2;H ) le r�esultat est obtenu par densit�e de L2(G2;H ) dans L1(G2;H )26



(() Pour X 2 L2(G1;H ) \ H? , on a EG1X = 0donc �L2(G1;H ) \ H?� ? �L2(G2;H ) \ H?�donc G1 et G2 sont ind�ependantes. #Corollaire 2.3.1G1 et G2 sont ind�ependantes ssi 8X 2 L1(F ;H ) on a EG1EG2X = EX:1
Preuve.()) Pour X 2 L1(F ;H ), on a EG2X 2 L2(G2;H )Par la proposition pr�ec�edente, on a doncEG1EG2X = EEG2X = EX:1
(() Pour X 2 L2(G2;H ), on a EG1X = EG1EG2X = EX, et donc l'ind�ependance d�ecoule de laproposition pr�ec�edente. #Proposition 2.3.4Pour X 2 L2(G;H ) et Y 2 L2(F ;H )on a E(hX;Y i j G) = hX;EGY i a.s.PPreuve.� Soit X := c:1G avec c 2 H et G 2 Gon a E(hX;Y i j G) = E(1G:hc; Y i j G)= 1G:E(hc; Y i j G) = 1G:hc;EGY i= hX;EGY i a.s.P� Par lin�earit�e, on a la propri�et�e 8X 2 E(G;H ). Or E(G;H ) est dense dans L2(G;H ), donc9fXngn2N 2 E(G;H ) telle quejXnj � jXj et Xn ! X a.s.Pavec de plus kXn �Xk2 ! 0on en d�eduit hXn; Y i ! hX;Y i a.s.PDe plus, jhXn; Y ij � jXnj jY j � jXj jY j 2 L1(F ;R)27



donc par le th�eor�eme de la convergence domin�ee dans le cas r�eel (voir par exempleth�eor�eme 34.2 [1])on a E(hXn; Y i j G) ! E(hX;Y i j G) a.s.Pet comme jhXn;EGY i � hX;EGY ij � jXn �Xj jEGY j a.s.Pon a jhXn;EGY i � hX;EGY ij ! 0 a.s.PAinsi E(hX;Y i j G) = hX;EGY i a.s.P #Lemme 2.3.1Soient H 2 L2(G;L2(H ; B )) et X 2 L2(F ;H ) alors EGHX = HEGX a.s.PPreuve. On ah�i;H(!)X(!)iB = hH�(!)�i;X(!)i = 1Xj=1 h�i;H(!)ejiB hX(!); ejidonc nXj=1 h�i;H(!)ejiB hX(!); eji�!n!1h�i;H(!)X(!)iBDe plus, on aE nXj=1 h�i;HejiB hX; eji ��� G! = nXj=1 h�i;HejiB hEGX; eji�!n!1 1Xj=1 h�i;HejiB hEGX; ejidonc E(h�i;HXiB j G) = h�i;HEGXiBet par la proposition pr�ec�edenteE(h�i;HXiB j G) = h�i;EG(HX)iB #Th�eor�eme 2.3.1Pour H 2 L2(G1;L2(H ; B )) et X 2 L2(G2;H ) o�u G1 et G2 sont des sous-tribus ind�ependantes deF , on a1. HX 2 L2(F ; B )2. EG1(HX) = H(EX) 28



Preuve.1. On a d�ej�a HX 2 L1(F ; B ) et EjHXjB 2 � E(�22(H):jXj2)Comme �22(H) et jXj2 sont ind�ependantes, puisque �22(H) est mesurable G1=B(R) etjXj2 est mesurable G2=B(R), on a aussiEjHXjB 2 � E�22(H):EjXj22. On a EG1HX = HEG1X et EG1X = EG1EG2X = EX #2.4 Martingales Hilbertiennes2.4.1 Martingales �a temps discretSoit (
;F ; IF ;P) un base stochastique compl�ete, i.e. (
;F ;P) est un espace probabilis�e completet IF = fFngn2N une �ltration telle que F0 contient toutes les parties P-n�egligeables. On notede plus F1 := �([n2NFn) et on �ecrira dans la suite Et pour EFt ou E(: j Ft) suivant les cas.En�n soit H un espace de Hilbert r�eel s�eparable et feigi2N une base Hilbertienne.D�e�nition 2.4.1On dit que X = fXngn2N est une martingale ssi1. X est adapt�ee �a IF i.e. 8n; Xn 2 L0(Fn;H )2. 8n; EjXnj <13. 8n; EnXn+1 = XnPour 1 < p <1, on dit que X est une Lp-martingale si de plus 8n; Xn 2 Lp(F ;H )Remarque 2.4.1 La condition 3. est clairement �equivalente �a 8n; p � 1; EnXn+p = XnProposition 2.4.1Pour X une L2-martingale et p � 1, on aEjXn+pj2 � EjXnj2 = p�1Xi=0 EjXn+i+1 �Xn+ij2Preuve. Posons �i := Xi+1 �XiPour i � m, on a Em�i = Em(Xi+1 �Xi)= EmEi(Xi+1 �Xi) = Em(Xi �Xi) = 0or Xn+p = Xn + n+p�1Xi=n �i29



donc jXn+pj2 = jXnj2 + n+p�1Xi=n j�ij2 + 2 X1�i<j�n+p�1 h�i;�ji+ 2 n+p�1Xi=n hXn;�iiOn a pour i < j Eh�i;�ji = EEi+1h�i;�ji = Eh�i;Ei+1�ji = 0puisque i+ 1 � j et donc Ei+1�j = 0D'autre part, pour i � nEhXn;�ii = EEihXn;�ii = EhXn;Ei�ii = 0donc EjXn+pj2 = EjXnj2 + n+p�1Xi=n Ej�ij2 #Corollaire 2.4.1� EjXnj2 est croissante� Si kXk2M2 := supn EjXnj2 <1 alors EjXnj2 " kXk2M2Preuve. Imm�ediate par la proposition pr�ec�edente. #Lemme 2.4.1Pour X une L2-martingale et p � 1, on aEjXn+p �Xnj2 = EjXn+pj2 � EjXnj2Preuve. EjXn+p �Xnj2 = EjXn+pj2 + EjXnj2 � 2EhXn+p;Xnior EhXn+p;Xni = EEnhXn+p;Xni = EhEnXn+p;Xni = EjXnj2 #Th�eor�eme 2.4.1Pour X une L2-martingale telle que kXk2M2 <1alors 9X1 2 L2(F1;H ) tel que kXn �X1k2�!n!10 et X1 ferme X i.e. 8n; Xn = EnX1Preuve. On a �n := EjXnj2 " kXk2M2 <1i.e. 8� > 0; 9n0 tels que pour n � no et p � 1 on a j�n+p � �nj � �2 i.e. par le lemmepr�ec�edent kXn+p �Xnk22 � �2Par cons�equent, fXngn2N est une suite de Cauchy dans L2(F1;H ) qui est complet, donc9X1 2 L2(F1;H ); kXn �X1k2�!n!1030



Or, Xn = EnXn+p et kXn+p �Xnk2�!n!10et par propri�et�e de projecteurkEnXn+p � EnX1k2 � kXn �X1k2on a donc EnXn+p = Xn = EnX1 a.s.Pet comme F1 contient toutes les parties P-n�egligeables, on peut supprimer a.s.P et doncEnX1 = Xn #Lemme 2.4.2Pour Y 2 L2(F ;H ), on a kEnY � E1Y k2�!n!10Preuve. Notons Vn := L2(Fn;H ) s.e.v. ferm�e de L2(F ;H ) et V1 := [nVn. On pose alors�n := En et �1 projection orthogonale sur le s.e.v. ferm�e V1. Alors par un r�esultat classiqued'analyse fonctionnelle,on a 8Y 2 L2(F ;H ); k�nY � �1Y k2�!n!10De plus, 8n; Vn � L2(F1;H ) s.e.v. ferm�e, donc V1 := [nVn � L2(F1;H )Soit A := fA 2 F1 j 1A 2 V1gA est clairement une tribu et 8A 2 Fn; 1A 2 Vn � V1donc [n Fn � Aet comme A est une tribu F1 = �([nFn) � APar cons�equent, A = F1, et donc E(F1;H ) � V1 est ferm�e. Or E(F1;H ) est dense dansL2(F1;H ), donc V1 = L2(F1;H ) et donc �1 = E1On en d�eduit que kEnY � E1Y k2�!n!10 #Th�eor�eme 2.4.2Pour Y 2 L2(F1;H ) X = fXngn2N d�e�nie par Xn := EnY est une L2-martingale born�ee etkXn � Y k2�!n!10Preuve. Xn 2 L2(Fn;H ) i.e. Xn 2 L0(Fn;H ) et EjXnj2 <1De plus, EnXn+1 = EnEn+1Y = EnY = Xn31



et kXnk2 = kEnY k2 � kY k2 <1donc fXngn2N est une L2-martingale born�ee, et par le th�eor�eme pr�ec�edent 9X1 2 L2(F1;H )tel que kXn �X1k2�!n!10De plus, par le lemme pr�ec�edent kEnY � E1Y k2�!n!10donc X1 = E1Y = Y #2.4.2 Processus progressivement mesurablesSoient (
;F ; IF ;P) un base stochastique compl�ete, i.e. (
;F ;P) est un espace probabilis�ecomplet et IF = fFtg0�t<1 une �ltration v�eri�ant les hypoth�eses usuelles (continuit�e �a droitede la �ltration et F0 contient toutes les parties n�egligeables pour P). On notera F1 := _t2R+Ftet on �ecrira dans la suite Et pour EFt ou E(: j Ft) suivant les cas. En�n soit H un espace deHilbert r�eel s�eparable et feigi2N une base Hilbertienne.D�e�nition 2.4.2Soit X : R+� 
! H un processus stochastique� On dit queX est adapt�e �a IF ssiX est mesurable B(R+)
F=B(H ) et 8t; Xt est mesurableFt=B(H )� On dit que X est progressivement mesurable IF=B(H ) (abr�eg�e X p.m. IF=B(H )) ssi 8ton a 1[0;t]X mesurable B([0; t])
Ft=B(H )� On dit que X est continu �a droite ssi8(a; !) 2 R+�
 on a limt#a X(t; !) = X(a; !) a.s.P� On dit que X est continu �a gauche ssi8(a; !) 2 ]0;1]� 
 on a limt"a X(t; !) = X(a; !) a.s.P� On dit que X est continu ssi X est continu �a gauche et �a droiteProposition 2.4.2On d�e�nit Pm := fA � R+� 
 j 1A p:m: IF=B(H )gon a alors� Pm sous-tribu de B(R+)
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� X est p.m. IF=B(H ) ssi X 2 L0(Pm;H )Preuve.� A 2 Pm ssi 8t; 1[0;t]:1A 2 L0(B([0; t]
Ft;H )i.e. A 2 Pm ssi 8t; A \ ([0; t]� 
) 2 B([0; t])
Ftdonc Pm est une tribu et Pm � B(R+)
F� Soit V 2 B(H ) et X : R+�
! Halors (1[0;t]X)�1(V ) = f(s; !) 2 [0; t]�
 jX(s; !) 2 V g= ([0; t]� 
) \X�1(V )donc X p.m. IF=B(H ) ssi X 2 L0(Pm;B(H )) #Proposition 2.4.3Si X est adapt�e �a IF et continu �a droite alors X est p.m. IF=B(H )Preuve. Soit Xn(t; !) := X(b2ntc+ 12n ; !)8� > 12n , on a Xn p.m. IF�=B(H ) o�u IF� := fFt+�gt2R+ et Pm� la tribu associ�ee.De plus, par continuit�e �a droite de X,on a 8(t; !) Xnt (!)�!n!1Xt(!)Par cons�equent, par la proposition 1.1.1, on a X 2 L0(Pm�;H )Ainsi 8� > 0, on a X p.m. IF�=B(H ).Or IF est continue �a droite, donc X p.m. IF=B(H ) #2.4.3 Martingales �a temps continuD�e�nition 2.4.3On dit alors que X : R+� 
! H est une martingale ssi1. X est adapt�e �a IF et continu �a droite2. 8t; Xt 2 L1(F ;H )3. Pour 0 � s < t <1, on a Es(Xt) = XsOn dit aussi que X est une Lp-martingale o�u 1 < p <1 si de plus, 8t; Xt 2 Lp(F ;H )Remarque 2.4.2 On remarque qu'une martingale est un processus progressivement mesurableIF=B(H ) 33



D�e�nition 2.4.4On d�e�nit pour 1 < p <1Mp(IF ;H ) := fX jX Lp-martingale telle que kXkMp := sup0�t<1 kXtkp <1gLemme 2.4.3Mp(IF ;H ) est un espace vectoriel norm�ePreuve. Imm�ediate en utilisant les d�e�nitions et l'in�egalit�e de Minkowski #Proposition 2.4.4Soit X 2 Mp(IF ;H ) o�u 1 < p <1alors1. 8v 2 H ; hX; vi 2Mp(IF ;R)2. jXjp est une sous-martingale r�eelle continue �a droite et born�eePreuve.1. hX � t; vi mesurable Ft=B(R) et comme u 7! hu; vi est continu de H dans R, on ahX; vi continue �a droite� EjhXt; vijp � jvjp EjXtjp <1� Pour s � t, on a EshXt; vi = hEsXt; vi = hXs; vi� supt EsjhXt; vijp � jvjp: supt EjXtjp <12. jXtjp mesurable Ft=B(R) et jXjp continue �a droite� EjXtjp <1� Pour s � t, on a jXsjp = jEsXtjp � EsjXtjp� supt EsjXtjp = kXkpMp <1donc jXjp est une sous-martingale r�eelle continue �a droite et born�ee. #Proposition 2.4.5 (Doob)Pour 1 < p <1, p et q conjugu�es, X une Lp-martingale, t 2 R+ et � > 0on a P� sup0�s�t jXsj � �� � 1�pEjXtjpet Ej sup0�s�t jXsjjp � qpEjXtjp34



Preuve. Comme jXjp qui est une sous-martingale r�eelle continue �a droite et born�ee, on peutdonc appliquer les in�egalit�es classiques de Doob dans le cas r�eel, ce qui donne le r�esultat. Pourune d�emostration des r�esultats dans le cas r�eel, voir par exemple [15]. #Th�eor�eme 2.4.3Soit fXngn2N une suite de Lp-martingales telle que 8t; fXnt gn2N est une suite de Cauchy dansLp(Ft;H ), alors il existe X une Lp-martingale telle que 8t; kXnt �Xtkp�!n!10Preuve.� Lp(Ft;H ) est complet donc 8t; 9Xt 2 Lp(Ft;H ) telle que kXnt �Xtkp�!n!10� Pour 0 � s < t <1, on a Es(Xnt ) = XnsOr kXns �Xskp�!n!10De plus, par continuit�e de Es : Lp(Ft;H ) ! Lp(Fs;H )kEsXnt � EsXtkp � kXnt �Xtkp�!n!10donc kXs � EsXtkp � kXns �Xskp + kEsXnt � EsXtkp�!n!10Ainsi pour 0 � s < t <1 on a EsXt = Xs a.s.POr (
;F ;P) est complet et F0 contient toutes les parties P-n�egligeables, doncXs 2 Lp(Fs;H ) et EsXt = Xs� Il reste �a montrer que X est continue �a droite{ Soit N 2 NPour k < l, Xk �X l est une Lp-martingale continue �a droite, on a donc parl'in�egalit�e de Doob, 8m 2 NP( sup0�t�N jXkt �X ltj � 12m ) � 2pmEjXkN �X lN jp (2.3)or kXkN �XNkp�!k!10donc fXkNgk2N admet une sous-suite not�ee fXmN gm2Ntelle que EjXm+1N �XmN jp � 12(p+1)m (2.4)35



Par (2.3) et (2.4), on aXm P( sup0�t�N jXm+1t �Xmt j � 12m ) �Xm 12m <1Donc par le lemme de Borel-CantelliP( sup0�t�N jXm+1t �Xmt j � 12m i.o.) = 0donc 9EN 2 F P-n�egligeable tel que 8! 2 Enc; t 7! Xmt (!) converge uniform�ementsur [0; N ] pour m!1 vers t 7! ZNt (!)Comme t 7! Xmt (!) continue �a droite sur [0; N ], par convergence uniformet 7! ZNt (!) est �egalement continue �a droite sur [0; N ]Ainsi 8t 2 [0; N ] Xmt �!m!1ZNt a.s.Por kXmt �Xtkp �!m!10donc ZNt = Xt a.s.PIl en r�esulte que ZN = fZNt gt2[0;N ] est une version continue �a droite de fXtgt2[0;N ]sur EcN{ Pour N1 < N2, fZN1t gt2[0;N1] et fZN2t gt2[0;N1] sont deux versions continues �a droitede fXtgt2[0;N1] sur EcN1 \ EcN2, par cons�equent fZN1t gt2[0;N1] et fZN2t gt2[0;N1] sontindistingables.Posons E :=[N ENE est P-n�egligeable.D�e�nissons alors 8t; 8! 2 Ec Zt(!) := limN ZNt (!)cette limite existe et est �nie puisque8t 2 [0; N ]; 8! 2 Ec; Zt(!) = ZNt (!)Ainsi Z est une version continue �a droite de X sur Ec, et en posant8t; 8! 2 E; Zt(!) := 0, on a une version continue �a droite de X sur 
. #Remarque 2.4.3 Par la suite, on prendra syst�ematiquement cette version.Corollaire 2.4.2Soit fXngn2N une suite de Lp-martingales continues telle que 8t; fXnt gn2N est une suite de Cau-chy dans Lp(Ft;H ), alors il existeX une Lp-martingale continue telle que 8t; kXnt �Xtkp�!n!1036



Preuve. La preuve est semblable �a celle du th�eor�eme pr�ec�edent, en rempla�cant \continue �adroite" par \continue". #Th�eor�eme 2.4.4Soit X./ 2 L2(F1;H ),siX = fXtg0�t<1 est d�e�nie parXt := EtX./, alors on aX 2M2(IF ;H ) et kXt �X./k2�!t!10Preuve.� Pour X./ := c:1A o�u c 2 H et A 2 F1, on a Xt = EtX./ = c:Et(1A).X est clairement adapt�e �a IF , 8t; Xt mesurable Ft=H et pour 0 � s < t <1, on aEsXt = Xs.De plus, supt EjXtj2 = supt EjEtX./j2 � EjX./j2Il reste �a montrer que X est continue �a droite.Pour tn # t, on a \nFtn = FtAinsi Yn := Etn1A est une martingale r�eelle inverse adapt�ee �a fFtng, donc par leth�eor�eme de convergence des martingales inverses (th�eor�eme 35.7 [1]),on a Etn1A�!n!1Et1A a.s.Pdonc EtnX./�!n!1EtX./ a.s.Pet on a ainsi la continuit�e �a droite de X.En�n kXt �X./k22 = c:EjEt1A � 1Aj2�!t!10� Pour X 2 E(F ;H ), on a le r�esultat par lin�earit�e.� En�n, pour X./ 2 L2(F1;H ), par le lemme 1.2.3, on a 9fXn./gn2N 2 E(F1;H ) telle quekXn./ �X./k2�!n!10D�e�nissons Xn par Xnt := EtXn./Par ce qui pr�ec�ede, Xn 2M2(IF ;H ) et kXnt �Xn./k2�!t!10D'autre part 8t kXnt �Xtk2 = kEtXn./ � EtX./k2 � kXn./ �X./k2�!n!10donc X est une L2-martingaleDe plus, 8� > 0; 9n0 tel que n � n0 ) kXn./ �X./k2 < �donc 8t n � n0 ) kXnt �Xtk2 � kXn./ �X./k2 < �37



D'autre part kXnt �Xn./k2�!t!10donc 9t0 > 0 tel que t � t0 ) kXnt �Xn./k2 < �Ainsi pour n � n0 et t � t0kXt �X./k2 � kXt �Xnt k2 + kXnt �Xn./k2 + kXn./ �X./k2 < 3�d'o�u le r�esultat. #Th�eor�eme 2.4.5Pour X 2 M2(IF ;H ), 9X1 2 L2(F1;H ) telle que kXt �X1k2�!t!10 et X1 ferme X i.e.8t; Xt = EtX1Preuve.� Pour fXngn2N, on a une L2-martingale telle que supn2NEjXnj2 <1, donc9X1 2 L2(F1;H ) telle que kXn �X1k2�!n!10 et 8n; EnX1 = XnPour t 2 R et n 2 N tels que t � nEtX1 = EtEnX1 = EtXn = Xt(les �egalit�es sont normalement a.s.P, cependant F0 contient toutes les partiesP-n�egligeables)� 8t kXt �X1k2 = kEtX(btc+1) �X1k2 � kEtX(btc+1) � EtX1k2 + kEtX1 �X1k2or kEtX(btc+1) � EtX1k2 � kX(btc+1) �X1k2donc kXt �X1k2 � kX(btc+1) �X1k2 + kEtX1 �X1k2De plus, kX(btc+1) �X1k2�!t!10et par le th�eor�eme pr�ec�edent kEtX1 �X1k2�!t!10En�n, on a EjXtj2 = EjEtX1j2 � EjX1j2 <1donc kXkM2 <1 #38



Th�eor�eme 2.4.6(M2(IF ;H ); k:kM2) est un espace de Hilbert isomorphe, isom�etrique �a L2(F1;H )Preuve. Soit ' :M2(IF ;H ) ! L2(F1;H )X 7! '(X) := X1On a ' lin�eaire et bijective par les deux th�eor�emes pr�ec�edents.De plus, supt EjXtj2 = supt EjEtX1j2 � EjX1j2donc kXkM2 � kX1k2Et d'autre part, kXt �X1k2�!t!10or kX1k2 � kXtk2 + kXt �X1k2donc 8� > 0 kX1k2 � supt kXtk2 + �et donc kXkM2 = kX1k2Ainsi M2(IF ;H ) est un espace de Hilbert isomorphe, isom�etrique �a L2(F1;H ) #
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Chapitre 3Int�egration stochastique Hilbertienne3.1 Mouvement Brownien Hilbertien3.1.1 Triplet de GelfandSoient (H ; h ; i; j:j) et (V; (; ); k:k) deux espaces de Hilbert r�eels avec injection canonique, conti-nue V ,! H et densit�e de V dans H .Donc 9C; 8v 2 V; jvj � C:kvkOn peut donc en identi�ant H et H 0 par le th�eor�eme de repr�esentation de Riesz, plonger H dansV0. En e�et, pour h 2 H , on d�e�nit: Th : v 2 V 7! hh; vi forme lin�eaire continue sur H et doncsur V, puisque jhh; vij � jhj:jvj � Cjhj:kvkDonc Th 2 V0 et hTh; viV0;V= hh; vi 8h 2 H ; v 2 VOn a alors les propri�et�es pour T : H 3 h 7! Th 2 V0� kThk � Cjhj 8h 2 H� T est injective� T (H ) est dense dans V0On peut donc plonger H ,! V0, et on a donc V ,! H = H 0 ,! V0 avec injections canoniquesdenses et continues et de plus pour h 2 H ; v 2 V on a hTh; viV0;V= hh; vi3.1.2 Mouvement Brownien HilbertienSoit H � un espace de Hilbert r�eel s�eparable, de produit scalaire h ; iH � et de norme j:jH � . SoitN 2 L1(H �) un op�erateur nucl�eaire sur H � , on peut alors construire une mesure Gaussienne�Nt sur B(H �) (puisque comme prouv�e dans le th�eor�eme de Pettis, dans le cas s�eparableles tribus cylindrique et Bor�elienne coincident). Cette mesure est centr�ee en 0 et d'op�erateurde corr�elation tN sur H � (pour une construction d�etaill�ee, voir par exemple [3]). Alors, par le40



th�eor�eme d'existence de Kolmogorov (chap.37 [1]), il existe (
;F ;P) espace probabilis�e completet W : R+�
! H � tels que� W0 = 0 a.s.P� W est �a accroissements ind�ependants i.e. pour 0 � t0 < : : : < tn on a Wt0; Wt1 �Wt0; : : : ; Wtn �Wtn�1 ind�ependantes� Pour t � 0; � > 0, Wt+� �Wt a pour distribution �N�On montre alors par la th�eorie de l'int�egration par rapport aux mesures Gaussiennes queEjWt �Wsj2H � = (t� s):Tr(N) et que EjWt �Wsj4H � = (t� s)2(�21(N) + 2�22(N)).Donc EjWt �Wsj�H � � Cjt� sj1+� avec �; � > 0, et on a par le th�eor�eme de continuit�e desprocessus stochastiques de Kolmogorov ([3]), l'existence d'une version continue de W . De plus,si IF est la �ltration standard (i.e. v�eri�ant les hypoth�eses usuelles) associ�ee �a W , c'est �a dire,en posant Ft := e�(Ws j 0 � s � t), alors W est une L2-martingale par rapport �a IF .Soit maintenant H + = V ,! H = H 0 ,! V0 = H � un triplet de Gelfand o�u l'on supposede plus que l'injection canonique J : H ,! H � est un op�erateur de Hilbert-Schmidt, J 2L2(H ;H � ). En prenant N := J IdH J�, on a N 2 L1(H �), et on peut alors construire lemouvement Brownien standard W , dont l'op�erateur de corr�elation sur H est alors IdHi.e. 8f; g 2 H Es(hf;Wt �Wsihg;Wt �Wsi) = hf; gi(t� s)(on utilise ici le fait que si f 2 H et ' 2 H � alors h'; fiH � = hf; 'i).Donc pour feig�2N base Hilbertienne de (H ; h ; i), on aEsjhei;Wt �Wsij2 = (t� s)Donc, en notant W k : R+� 
! R(t; !) 7! hek;Wt(!)ion a� W k0 = 0 a.s.P� W k est �a accroissements ind�ependants� W k est une martingale continue par rapport �a IF� EsjW kt �W ks j2 = jt� sjdonc, par le th�eor�eme de Levy ([7]), W k est un mouvement Brownien r�eel standard. De plus,comme E(W kt �W lt ) = 0 si k 6= l et que W kt et W lt sont des variables Gaussiennes, la non-corr�elation implique l'ind�ependance. On peut d�es lors v�eri�er queWt = 1Xk=1 W kt ek41



est d�e�nie dans H et converge dans H �puisque EjWt � nXk=1W kt ekj2H � �!n!10en e�et Ej n+pXk=n W kt ekj2H � = n+pXk=n tjJekj2H � �!n!10puisque J 2 L2(H ;H �)Th�eor�eme 3.1.1Soient s 2 R+ et X;Y 2 L2(Fs;L2(H ; B )) on a alors pour s � t <11. X(Wt �Ws); Y (Wt �Ws) 2 L2(Ft;H� )2. Es(X(Wt �Ws)) = 03. EsjX(Wt �Ws)j2B = �22(X):(t� s)4. EshX(Wt �Ws); Y (Wt �Ws)iB = hhX;Y ii:(t� s)Preuve.1. D�e�nissons Un = nXk=1(W kt �W ks )ekUn 2 L2(Ft;H ) et Un ind�ependante de Fs, donc par le th�eor�eme 2.3.1 XUn 2 L2(Ft; B ).Montrons que fXUngn2N est une suite de Cauchy de L2(Ft; B ).En e�et, EjXUn+p �XUnj2B = EjX n+pXk=n+1(W kt �W ks )ekj2= E n+pXk;l=n+1 h(W kt �W ks )Xek; (W lt �W ls)XeliB= EEs n+pXk;l=n+1(W kt �W ks )(W lt �W ls)hXek;XeliB= n+pXk;l=n+1 hXek;XeliBE((W kt �W ks )(W lt �W ls))puisque hXek;XeliB est mesurable Fs=B(R) et (W kt �W ks )(W lt �W ls) ind�ependant deFs. De plus, par ind�ependance des W k, E((W kt �W ks )(W lt �W ls)) = (t� s)�klAinsi, on a EjXUn+p �XUnj2B = (t� s)E 1Xk=1 jXekj2B42



or E�22(X) = E n+pXk=n+1 jXekj2B <1donc EjXUn+p �XUnj2B �!n!10On a donc montr�e que fXUngn2N est une suite de Cauchy de L2(Ft; B ) qui est complet,on d�e�nit ainsi X(Wt �Ws) comme la limite L2(Ft; B ) de fXUngn2NOn a X(Wt �Ws) 2 L2(Ft; B )et EjX(Wt �Ws)� nXk=1(W kt �W ks )Xekj2B �!n!10donc, en particulier nXk=1(W kt �W ks )Xek P�!X(Wt �Ws)2. On a EsXUn = XEsUn = X nXk=1 ekEs(W kt �W ks ) = 0or EjEsX(Wt �Ws)� EsXUnj2B � EjX(Wt �Ws)�XUnj2B �!n!10donc EsX(Wt �Ws) = 03. On a jX(Wt �Ws)j2B = hX(Wt �Ws);X(Wt �Ws)iBPosons �n := X nXk=1(W kt �W ks )ekdonc j�nj2B = h nXk=1(W kt �W ks )Xek; nXl=1 (W lt �W ls)XeliBet donc Esj�nj2B = nXk;l=1Esh(W kt �W ks )Xek; (W lt �W ls)XeliB= nXk;l=1Es(W kt �W ks )(W lt �W ls)hXek;XeliB= nXk;l=1 hXek;XeliBE((W kt �W ks )(W lt �W ls))43



puisque hXek;XeliB est mesurable Fs=B(R) et (W kt �W ks )(W lt �W ls) ind�ependant de FsOr E((W kt �W ks )(W lt �W ls)) = (t� s)�kl par ind�ependance de W k et W lpar cons�equent Esj�nj2B = (t� s) nXk=1 jXekj2B L1�!(t� s):�22(X)D'autre part, j�nj2B L1�!jX(Wt �Ws)j2Bet par continuit�e de Es : L1(F ;R)! L1(Fs;R)on a Esj�nj2B L1�!EsjX(Wt �Ws)j2Bainsi EsjX(Wt �Ws)j2B = (t� s):�22(X)4. hX(Wt �Ws); Y (Wt �Ws)iB 2 L1(Ft;R)De plus, soit �n := h nXk=1(W kt �W kt ):Xek; nXl=1 (W lt �W lt ):XeliBon a �n L1�!hX(Wt �Ws); Y (Wt �Ws)iBdonc Es�n L1�!EshX(Wt �Ws); Y (Wt �Ws)iBD'autre part, Es�n = Es nXk;l=1(W kt �W kt )(W lt �W lt )hXek; Y eliB= nXk;l=1 hXek; Y eliB (t� s)�kl= (t� s) nXk=1 hXek; Y ekiBor nXk=1 hXek; Y ekiB L1�!hhX;Y iidonc Es�n L1�!hhX;Y ii(t� s) #44



3.2 Tribu pr�evisibleD�e�nition 3.2.1On d�e�nit R := ff0g � F0jF0 2 F0g [ f]s; t]� Fsj0 � s < t <1; Fs 2 Fsgle semi-anneau des rectangles pr�evisibles. On note de plus A l'anneau engendr�e par R etP := �(R) la tribu des �ev�enements pr�evisibles.Preuve.� ; = f0g � ; 2 R� Si A;B 2 R, alors A \B 2 R� Si A;B 2 R, et A � B,alors BnA =`ni=1Ri o�u Ri 2 REn e�et, si ]b; c]� Fb �]a; d]� Fa, alors ]b; c] �]a; d]et donc BnA = (]a; b]� Fa)q (]b; c]� (FbnFa))q (]c; d]� Fa)or Fa 2 Fa, (FbnFa) 2 Fb car Fa � Fc et donc Fa 2 Fc #Remarque 3.2.1 On a clairement que P � Pm puisque R � PmD�e�nition 3.2.2On d�e�nit la mesure �-�nie � sur P comme la restriction de la mesure �-�nie �
P d�e�nie surB(R+)
F .Remarque 3.2.2 Cette d�e�nition est consistente puisque � 
 P est une mesure sur le semi-anneauR, elle admet donc par le th�eor�eme de Carath�eodory-Hopf (voir par exemple le th�eor�eme11.3 [1]) une extension � sur �(R) = P et par unicit�e de l'extension, puisque �
P est �egalementd�e�nie sur P, on a � = (�
 P)jP et donc � est �-�nie.3.3 Int�egration Stochastique3.3.1 Int�egrale de ItôD�e�nition 3.3.1Eo := fH:1R jH 2 L2(H ; B ); R 2 RgD�e�nition 3.3.2Pour X 2 Eo, 0 � a < b <1, Fa 2 Fa, F0 2 F0 on d�e�nit alorsZ XdW := (1Fa H(Wb �Wa) si X = H:1]a;b]�Fa0 si X = H:1f0g�F045



Proposition 3.3.18X 2 Eo o�u X = 1Fa :H(Wb �Wa) on a1. R XdW 2 L2(Fb; B )2. Ej R XdW j2B = R �22(X) d� = E R �22(Xt) dtPreuve. On a� 1Fa est mesurable Fb=B(R) puisque Fa � Fb, et H(Wb �Wa) est mesurable Fb=B(R),donc R XdW 2 L0(Fb; B ) et R XdW 2 L2(Fb; B ) par le th�eor�eme 3.1.1� De plus, EjZ XdW j2B = EEa(1Fa:jH(Wb �Wa)j2B )= E(1Fa :EajH(Wb �Wa)j2B )= E(1Fa :�22(H):(b� a)) par le th�eor�eme 3.1.1= �22(H):�(1]a;b]�Fa)= Z �22(X) d�= EZ �22(Xt) dt par Fubini #Remarque 3.3.1 Pour X 2 E := E(R;L2(H ; B ))on a X = nXi=1 Hi:1]ai;bi]�Fai +H0:1f0�F0go�u Hi 2 L2(H ; B ); 0 � ai < bi <1 et Fai 2 FaiOn peut de plus choisir les Ri :=]ai; bi]� Fai 2-2 disjoints.En posant X0 := H0:1f0�F0g et Xi := Hi:1]ai;bi]�Fai , on a alors X =Pni=0XiD�e�nition 3.3.3Pour X 2 E, on d�e�nitZ XdW := nXi=0 Z XidW = nXi=1 1Fai :Hi(Wbi �Wai)Remarque 3.3.2 On v�eri�e sans autre que cette d�e�nition par lin�earit�e est ind�ependante dela repr�esentation choisie pour X.Proposition 3.3.2Pour X 2 E, en notant b := maxfbi j i = 1 : : : ng, on a� R XdW 2 L2(Fb; B ) 46



� E R XdW = 0� Ej R XdW j2B = R �22(X) d�Preuve.� Imm�ediat par la proposition pr�ec�edente� On a que EZ XidW = EEai(1Fai :Hi(Wbi �Wai))= E(1Fai :Eai(Hi(Wbi �Wai)))= 0 par le th�eor�eme 3.1.1� On suppose que les rectangles pr�evisibles Ri =]ai; bi]� Fai sont 2-2 disjoints.Montrons alors que les R XidW = 1Fai :Hi(Wbi �Wai) sont ind�ependantsen e�et h Z XidW;Z XjdW iB = h1Fai :Hi(Wbi �Wai); 1Faj :Hj(Wbj �Waj)iB= 1Fai\Faj :hHi(Wbi �Wai);Hj(Wbj �Waj)iBOr Ri \ Rj = ; pour i 6= jdonc{ ou bien Fai \ Faj = ;et donc h Z XidW;Z XjdW iB = 0donc Eh Z XidW;Z XjdW iB = 0d`o�u R XidW et R XjdW sont ind�ependants{ ou bien ]ai; bi]\]aj; bj] = ;Supposons que bi � aj, alorsEbihZ XidW;Z XjdW iB = hZ XidW;Ebi Z XjdW iB= hZ XidW;EbiEaj(1Faj :Hj(Wbj �Waj))iB= hZ XidW;Ebi(1Faj :Eaj(Hj(Wbj �Waj)))iB= 0donc les R XidW sont ind�ependants.47



Par cons�equent,EjZ XdW j2B = VZ XdW = nXi=1 VZ XidW= nXi=1 EjZ XidW j2B = nXi=1 E(�22(Hi):(bi � ai):1Fai )= nXi=1 �22(Hi):�(Ri) = Z �22(X) d�= EZ �22(Xt) dt par Fubini #Th�eor�eme 3.3.1On a queI : E ! L2(F ;H )X 7! Z XdWest un op�erateur lin�eaire isom�etrique admettant un prolongement lin�eaire isom�etrique~I : L2(P;L2(H )) ! L2(F ;H )Preuve.� I est clairement lin�eaire et8X 2 E kI(X)k2L2(F;B) = EjZ XdW j2B = Z �22(X) d� = kI(X)kL2(P;L2(H;B))� E = E(R;L2(H ; B )) est dense dans L2(P;L2(H ; B )) par le th�eor�eme 1.2.4.De plus, L2(F ; B ) est un espace de Hilbert, donc complet, on peut donc prolongercontinuement I en un op�erateur lin�eaire isom�etrique ~I : L2(P;L2(H ; B )) ! L2(F ; B ) #Proposition 3.3.3Pour X 2 L2(P;L2(H ; B )), on d�e�nit R XdW := ~I(X)On a alors les propri�et�es suivantes� R XdW 2 L2(F1; B )� E R XdW = 0� Ej R XdW j2B = R �22(X) d�Preuve. Ces r�esultats ne sont qu'une reformulation de la proposition pr�ec�edente. #48



3.3.2 Transform�ee de ItôD�e�nition 3.3.4On pose �2 := fX 2 L0(P;L2(H ; B )) j 8t; 1[0;t]X 2 L2(P;L2(H ; B ))gRemarque 3.3.3 En d�e�nissant (1[0;t]X)(s; !) := 1[0;t](s):Xs(!),puisque 1[0;t](s) = 1f0g�
(s; !) + 1]0;t]�
(s; !),on a donc 1[0;t] 2 L0(P;R) et 1[0;t]X 2 L0(P;L2(H ; B )).D�e�nition 3.3.5Pour X 2 �2, on d�e�nit (X:W )t := R 1[0;t]X dWRemarque 3.3.41. Cette d�e�nition est consistente puisque 1[0;t]X 2 L2(P;L2(H ; B )).~I est isom�etrique, on a doncEjZ 1[0;t]X dW j2B = Z �22(1[0;t]X) d� = Z[0;t]�
 �22(X) d�De plus, par d�e�nition �(f0g � 
) = 0,donc Zf0g�F0 XdW = 0 a.s.P (3.1)2. Pour X 2 E0, on a clairement 1[0;t]X 2 E0et Z 1[0;t]XdW = 1Fa:H(Wb^t �Wa^t)Lemme 3.3.1Pour X 2 E0, on a X �W 2M2(IF ; B ) et X �W continue.Preuve. On a (X �W )t =8>><>>:0 0 � t � a1Fa:H(Wt �Wa) a � t � b1Fa:H(Wb �Wa) b � t <1donc� (X �W )t 2 L0(Ft; B )et pour a � t � bEj(X �W )tj2B = Z �22(H:1]a;t]�Fa) d�= �22(H):�(]a; t]� Fa) = �22(H):(t� a):P(Fa)donc supt2R+Ej(X �W )tj2B = �22(H):P(Fa):(b� a) <149



� pour a � s � t � bEs((X �W )t)� (X �W )s = Es((X �W )t � (X �W )s)= Es(1Fa :H(Wt �Ws))= 1Fa:H(Es(Wt �Ws))= 0� On a clairement pour ! 2 
 que t 7! (X �W )t(!) est continue, or X �W adapt�e �a IFdonc X �W est p.m. IF=B(B ). #Proposition 3.3.4Pour X 2 �2 on a que X �W 2M2(IF ; B ) et continue. De plus, 8t; E(X �W )t = 0Preuve. Pour n 2 N,on a 1[0;n]X 2 L2(P;L2(H ; B )), donc 9fXkgk2N 2 Etelle que kXk � 1[0;n]XkL2(P;L2(H;B ))�!n!10donc 8t 2 [0; n] k1[0;t]Xk � 1[0;t]XkL2(P;L2(H;B ))�!n!10donc par isom�etrie k(Xk �W )t � (X �W )tkL2(F;B)�!n!10Or Xk �W est une L2-martingale continue, donc par le corollaire 2.4.3,on a que f(X �W )tg0�t�n est une L2-martingale continue.Or n �etant arbitraire, on a donc que X �W est une L2-martingale.Soient pour n1 < n2, fZn1t gt2[0;n1] et fZn2t gt2[0;n1] deux versions continues de f(X �W )tgt2[0;n1]sur Ecn1 \ Ecn2 , par cons�equent fZn1t gt2[0;n1] et fZn2t gt2[0;n1] sont indistingables.Posons E :=[n EnE est P-n�egligeable.D�e�nissons alors 8t; 8! 2 Ec Zt(!) := limn Znt (!)cette limite existe et est �nie puisque 8t 2 [0; n]; 8! 2 Ec; Zt(!) = Znt (!)Ainsi Z est une version continue de X �W sur Ec, et en posant 8t; 8! 2 E; Zt(!) := 0, on aune version continue de X �W sur 
.En�n, on a par la remarque pr�ec�edente,(X �W )0 = 0 a.s.Pdonc 8t E(X �W )t = E(X �W )0 = 0 #50



Proposition 3.3.5L2(P;L2(H ; B )) !M2(IF ;B)X 7! X �West un homomorphisme isom�etrique de l'espace de Hilbert L2(P;L2(H ; B )) muni du produitscalaire R hhX;Y ii d� dans l'espace de HilbertM2(IF ; B ) muni du produit scalaire hM11;M21iB .Preuve. La d�emonstration est une cons�equence des th�eor�emes (2.4.6), (3.3.4) et (3.3.1). #Proposition 3.3.6Pour X 2 �2 et �; a;N > 0on a P( sup0�t�a j(X �W )tjB > �) � N�2 + P(Z[0;a] �22(Xs) ds > N)Preuve. Soit TN := infft j Z[0;t] �22(Xs) ds > NgOn a Z[0;t] �22(Xs) ds = Z �22(1[0;t]Xs) dsOr 1[0;t]X 2 L2(P;L2(H ; B )) � L2(Pm;L2(H ; B ))Par le th�eor�eme de Fubini, R �22(1[0;t]Xs) ds est donc mesurable Ft=B(R), il en r�esulte que TNest un temps optionnel (voir 1.7 [2]). Par cons�equent, l'intervalle stochastique 1[0;TN ] estpr�evisible (lemma 2.1 [2]) et Xn := 1[0;TN ]X 2 L2(P;L2(H ; B ))On a donc XN �W 2M2(IF ;B) continue.D'autre part, P(j(X �W )tjB > �) � P(j(XN �W )tjB > �) + P(XNt 6= Xt)Or, par DoobP( sup0�t�a j(XN �W )tjB > �) � 1�2Ej(XN �W )aj2B = 1�2 Z[0;a]�
 �22(X)1[0;TN ] d� � N�2D'autre part, fXt 6= XNt g = ft > TNg � f! j Z[0;a] �22(Xs) ds > Ngdonc pour 0 � t � a P(j(X �W )tjB > �) � N�2 + P(Z[0;a] �22(Xs) ds > N) #51



D�e�nition 3.3.6On d�e�nit � := fX 2 L0(P;L2(H ; B )) j 8t; Z[0;t] �22(Xs) ds <1 a.s.P gD�e�nition 3.3.7Pour X 2 �, en prenant TN := infft j Z[0;t] �22(Xs) ds > Ngon a alors Xn := 1[0;Tn]X 2 �2Proposition 3.3.7f(Xn �W )tgn2N est alors une suite de Cauchy pour la convergence en probabilit�e. On d�e�nitalors (X �W )t comme la limite en probabilit�e de cette suite.Preuve. Pour p > 0 on a Xn+p �Xn = 1]Tn;Tn+p]X 2 �2 et ]Tn; Tn+p] 2 P par le lemma 2.1 [2]De plus, par la proposition pr�ec�edente,P( sup0�t�a j(Xn+p �W )t � (Xn �W )tjB > �) � N�2 + P(Z[0;a] �22(Xn+ps �Xns ) ds > N)Or P(Z[0;a] �22(Xn+ps �Xns ) ds > N) � 1N Ej(Z[0;a] �22(Xs):1]Tn;Tn+p] ds)j�!n!10puisque �(]Tn; Tn+p])�!n!10Donc, limn!1P( sup0�t�a j(Xn+p �W )t � (Xn �W )tjB > �) = 0et donc (Xn �W )t P! (X �W )tDe plus pour (t; !) 2 ft < Tng on a (X �W )t = (Xn �W )t. #Remarque 3.3.5 On montre alors que X �W est une L2-martingale locale continue (il su�tde prendre la suite fTngn).3.3.3 Formule de ItôSoient a 2 L1(Pm;H ), b 2 L2(P;L2(H )) et pour 0 � a < t <1 on �xe Xa 2 L2(Fa;H )On a donc l'existence de Xt := Xa + Z ta as ds + Z ta bsdWsSoit f : R+� H � ! Xo�u X espace de Hilbert.On suppose que f admet des d�eriv�ees de Fr�echet d'ordre 1 et 2 continues et born�ees.52



On rappelle que g : H � ! X admet une d�eriv�ee de Fr�echet en x 2 H � ssi 9g0x 2 L(H ;X) telque g(x+ h)� g(x) = g0xh+ o(jhj) 8h 2 H ; x 2 H �On suppose de plus que f admet une d�eriv�ee continue et born�ee par rapport �a t.Pour Yt := f(t;Xt)on a alorsTh�eor�eme 3.3.2 (Itô)Yt := f(a;Xa) + Z ta �f 0s(s;Xs) + f 0x(s;Xs)as + 12 Tr(b�sf\xx(s;Xs)bs)� ds+ Z ta f 0x(s;Xs)bsdWsRemarque 3.3.6 Une preuve �el�egante de ce r�esultat dans le cas r�eel est donn�ee dans [8].
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