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OSCILLATIONS FORCEES DE SYSTEMES HAMIL TONIENS 

Mich e l WILLEM 

INTRODUCTION : 

Ce travai l es t cons acre a I ' exis te nce de s o lution s T -periodiques (osci l­

l ation s ) de syst l:lmes differentiels du second ordre de l a forme 

0+ DuV{t,u) "" 0 

au l a foncUon Vest T-periodique en t. Cette condi tion n 'implique pas 

" existence d' osci llatio n s . Une methode simple consiste a mi nimiser 

" action 
T \ 0\2 S C-;- - V\t,U)]dt 
o 

sur un espace de fonctions T -periodiques II regu lHwe s lt en supposant que 

V(t,u)-io _00 , l uI -+tD, 

(voir (2] ). E n affin a nt cette appr oche, on met en evidence I' existence 

d'oscill ation s de lI equation du pendu l e for ce 

o + sin u "" f (t ) 

lorsque l a f o nction f es t de mo yenne nu l le sur CO, TJ . Ce r esultat genera­

lise un tr avail r ecent de Castro «( 5] ), On de mo ntre aussi !' exi s tence 

d'osei ll a tians i mp aires lor s que f es t i mpai r e e t d ' o s ci ll ations i mp aires no n 

triviales lorsque f == 0 et T > 2 n. 
Dans I e cas o u 

V {t , u) ~oo \u\->oo , 

i l es t hors de question de minimiser I ' action. Neanmoi n s , 1 ' existence 

d'osci1lations est obtenue lor squ'iI exis te k E JO,4TT 2/T 2 ( et c> 0 te l s 

que 
V \t ,u) $ k \u\2 

2 
+ c 
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el 

11 ) 

On trouvera des resultats ana logues dans [6], C 7) et Cit J. Comme dans 

C 7] on uti lise un principe de moindre action dua l, mais l a convexite de V 

en u est remplacee par la condition de Lipschitz uni laterale {n. 

Outre leur interet numerique, les principes variationnel s per-mettent d1etu­

dier la stabilite des oscillations. En particulier on mantre que, dans Ie 

cas d1une equation, tout minimum lIlacal" de I I action corr espond a une oscil­

lation ins table. Ce resultat constitue une generalisation non autonome du 

theoreme d1instabilite de Lagrange-Dirichlet. 

- LE PRINCIPE DE MOINDRE ACTION 

* Soient T > 0 e t n EN . On note H I lespace des fonctions absolument conti-

nueget T - periodiques u :R--+R n tel lesque u EL 2 (O,T;R n)""L 2• I 'espa­

ce H est muni du produit seal aire 

ou ( . ,. ) est Ie produit seal aire usuel sur Rn. On note X I ' e nsemble des 

fonctions de H qUi sont constantes et Y I ' ensemble des fonctions de H 

qui sont de moyenne nulle. Lt espace H est la somme orthogonale de X 

et de Y. Si wE Y, w verifie I'inegahte de Wirtinger 

I ~ I 2 
L 

;::: 2TT 
T I wi 2 

L 

ou I. I 2 est la norme usuelle sur L2. 
L 

Soit V : R x Rn 
-+ R : (t, u) r; V t t, u) une fonction continue, T -periodique en 

t et derivable en u. On suppose 0u V continue s ur R x Rn. Si f E L 2, on 

dMinit ql s ur H par 

T I .1 2 
<Plu) =.r IT - VII,u) + Ifll),u) ) dl, 

o 

ou I. I est l a norme e uclidienne s ur Rn , On etend faR par T -periodicite. 

L tinterpretation mecanique de cP est c l aire. L'integrand es t Ie I agrangien, 
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! U\2/2 " energie cinetique, Vlt, u} " e nergie potentielle et f(1) un terme 

foresanl. L a fo n ction ~ etant l a somme d'une fenelion convexe continue et 

d'une fo n c Uo n faiblem en t continue (theor eme d'injection de Sobo lev) e s t 

faib l ement semi-continue i.nfer-leur-ement. D e plus cP est derivab le e t 

T 
<O'P (ul,h) * - J ((u,til -(0 VO,ul,h)+ ( f(,I,h )l d'. 

H,H 0 u 

On app e lle point s critiques de '1' les points ou Oq> s ' annu le et va le u r s 

critiques de q> les va le ur's de q:> aux points critiques. 

Par con sequent les points c riti ques de q> sont les so lutions faibles de 

(21 0+ 0u V (t,u) = fIt) . 

(Si, de p lus, f est continue e t T -pe r iodique, u est de ux foi s continOment 

derivable) . La recher c he des s olutions T-perio diques de (2) es t done 

ramenee a " etude des pOi nt s c ritiques de q>. 

5i I'on s uppose avec Berger que f == 0 et que 

V It, u) ~ _00 lui -+00, 

uniforme ment en t, on demontre l a coer civi.t e de ep I(2)). Des lors ep at­

teint son infimum e n un point de H qui es t necessaireme nt un pOint cri.tique 

(conditio n necessair e au pre mier ordre ) . La section s uivante envisage une 

si.t uation o u f9 nles t pas coercive. 

2 - OSCILLATIONS DE L'EQUATION DlJ PENOULE FORCE 

• 

L le qu ation du pe ndul e fo r ce 

( 31 Q+sinu ... fI t ), 

a u fest T -per io dique, es t Ilune des p lus anciennes e t des plus importan­

tes de I a mecanique e t meme des mathe m a ti ques tout entH~res. L e Chanoine 

L e mal'tre dlt a propos de Il equatio n autonome : liCe prob le me du pendul e 

est un de ceux au l a mecanique a apporte une des p lu s g randes contributions 

a Il e d ifice des m athematiques moder nes puisqule l le s lidentifie longue ment 

avec lI e tude des fo nc tion s e l li ptique s auto ur de laque lle s les t edifiee l a 

theorie des fo n c tio n s de variab les compl exes lt • 

Dans Ie cas de IIpetites ll osci ll ation s fo r cees, I I approximation du troisieme 

ordre de (3) a occupe une p lace centra le d a ns la IImecanique non lineai r e ll 
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des annees trent e sous Ie nom d'equation de Ouffing. Mais ce n'es t qu1assez 

recemment que l'etude des " grandes " oscillations de (3) a lite abordee. 

Cet etat de chose s lexp lique p r ob ab l emen t par I ' a l ternative s uivante : selon 

la va leur de f I'ensemble des osci ll ation s de (3) es t soit vide, soit non 

borne. Notre premier thearerne generalise un res u l tat de Cas tro CS] qui 
T 

assure I 'existence d 'oscill ations de (3) lorsque T S 2 TT e t Sf"" O. o 
Castro utilise l a methode de Liapounov-Schmidt qUi ne semb le pas s lappli_ 

quer lor sque T > 2 IT. II ser-ail intere5sant de caraeler iser l es termes 

f or <;ant 5 pour lesque l s (3) admet des osci l lations. 

Theoreme 1 : Soient V et f verifiant les hypotheses de I a section 1. S ' i l 

existe ,. l' • " , ,. n > 0 tels que 'V t E R, V u E R
n

, Vi, 

(4) V (t ,u + 'T i e
i
) ... V (t, u) 

ou e
i 

es t Ie i
eme 

vecteur de la base canonique de Rn , et si 

(5) o , 

alors Ie sys te me (2) admet une solution T -periodique fai b le qui minimise q> 

sur H. 

Demonstration Soit u E H . On pose u = v + w, v E X et w E Y. On deduit 

de (5) que 

'" (u) 
T I' 12 

~ J C '-'W"i-
o 2 

D1ou, en utilisant (4), 

( 6) 

- V(t, v+w) + (f(t),w)] dt. 

On deduit de (4) que Vest majoree par une con s tante c. Des lor s 

I wi 2 - cT. 
L 

L1inegalite de Wirtinger e n tratne que 

(7 ) q> (u) -) 00 
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Soit (u ) une suite minimisante pour t1'. Grace a (6 ), on peul s upposer que 

( V ,e.f'E CO,r.]. D1apres (7), (w ) est barnee dans H. Final ement (u ) n 1) 1 n n 
est bornee dans H. La fonction q> atteint don e son i nfi mum. 0 

Remar-gues: 

1) On n e suppose au cune re i ation entre T, r., .•• , ,. • 
1 n 

2) L 'hypothese (4) est verifiee en parhcu lier lorsque V == O. Dan s ce cas 

la condition (5) est egalement necessaire pour I'existence d'une solu tion 

T -periodique. 

On deduit immediatement du theoreme 1 Ie resu l tat suivant : 
T 

Examp l e 1+.: S1 f E L 2 et si S f = 0, a lars I 'equation (3) aeinet une solu­
o 

tion T - periodique f m ble qui minimise cP sur H. 

Si f est impaire, I' existence d'osci l l a tions impaires de (3 ) resulte dlun 

theor e m e de Mawhin (C 10]) qui slapplique aussi au cas dissipatif. Nous 

allons donner une extension de ce theoreme dans Ie cas variationnel. 

On note Z Pensemble des fonctio n s impaires de H. Comme Z C Y Pinegalite 

de Wirtinger est verifiee dans Z. L lespace Z muni de I a norme induite 

es t retlexif car c lest un sous-espace ferme de H . 

Theoreme 2: Soient V et f verifian t les hypotheses de l a section 1. 5i, 

V t E R e t VuE Rn , 

(6) D VH,-u) a - D V(t,u) e t f(-t) - -fO) u u p. p. 

et sill existe k E 10, 4TT2/T2( et c>. 0 leis que 

(9) V(t , u) ';k luJ2 +c, 

a lors Ie systeme (2) a dmet une solution T -periodique faible i mpaire qui 

( 1 0) 

i.I exis t e une seule so lution T -periodique faible impaire • 

De monstration: SoU u E Z. On deduit de (9) que 

<P (u) " 1°2
12 2-~luI22-lfl 21ul 2- cT • 

L L L L 
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3 - INST ABILlTE DES SOLUTIONS PERIOOIQUES : 

• 

On considere Ie cas d1une equation tn"" 1 l. Outre l es hypo theses de la sec­

tion 1 sur V e t f, on s uppose V deux fo is derivable en u et 0 2 V continue 
u 

s ur R xR. Dans ce cas qJ est deux fa ts derivable et 

<0 2 '1' lu) h, h) • 
H ,H 

dt. 

5i u est une s olution T -periodique f aib le de (2), o n appel le equatio n aux 

variations assodee a u Il e qu ation 

(12) h + 0 2 Vlt, u(l))h - O . 
u 

Comme 0 2 V (t, u( t)) est conti nue et T - periodique, I' equation ( 12) est une 
u 

e quation de H i II. 

On dit qu1une so lution T-periodique faible u de (2) est i n s table lorsque 

Jlequation aux v a riations associee a u admet des so lut ions non bornees. 

Theoreme 3 : Tout m i n i mum local de cP correspond a une so lution instable 

de (2) . 

Demons tr ation 5i cP a anet un mini mum local en U , iI vient, pour tout 

hE H, 

(13) 

Soit)., la plus petite va leur propre de l10perateur A defini par 
o 

D (A) ." {u E C 2 (R, R ) : u est T - periodique} , 

A u ~ - h - 0 2 V (I, u(l)) h. 
u 

L 'inega l ite (13) entraine q u e ~ 2. O. On deduit a lors du theo r e me 2 . 1 de 
o 

C9J que (12) a dmet des solutions non bornees. 0 

Corollaire 1: Si Du V(t ,u) est decroi ssante en u, toutes les so lutions 

T-periodiques faibles de (2) sont in s tab les . 

Demonstration: Par hypothese - V (t, u) est convexe e n u . Done cP e ll e­

meme est convexe. Par consequent l a seul e valeur critique possibl e e s t 

I ' infimum de CP s 'it est f i n1. 0 
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Coro l l aire 2 On s uppose f == O . S'i l existe R> 0 et va E R te ls que I '1::/ t, 

u E R , 

lu - u I < R ~ Vlt,u) :::;: V(t,u ), 
o 0 

a lors l a f o n etion constan te u est une so lu tion i n s t ab l e de 
o 

o + Du V (t, u) = O. 

Demonstration On verifie f aci lement que cP (U
o

) est un minimum loca l de 

"'. 0 

4 - OSCILLATIONS L IBRES DE SYSTEMES CONSERVATIFS 

• 

5i Vest pair, DV est i mp ai r e et Ie systeme 

114) a + DVlu) = 0 

adme t l a so lutio n trivia le u == 0 q Ui es t impaire et T -periodique pour tout 

T > O. 

Sous des h yp o th eses dues a C l arke et Ekeland (croissance de V "r apide 11 

a I 'o rigine et I'r ente " a Ilinfini), nous obtenon s " exis tence d 'osci l lations 

i mpaires non trivia les let done non constant es ). 

L 1approche de C 7] se fonde s ur l a convexi te du potentiel et un princi p e de 

moindre action du al. Nou s u tilisons I a parite de V et I e princip e de moin­

dr e action. Comme dans C 7) o n o bti ent des oscill ation s dont la p e r iode 

mi nimale es t fixee, et ce pour la premiere fOis, semble- t-il , lorsque Ie 

pote n tie l n 'es t pas necessairement convexe. 

Theoreme 4 : Soit V : R
n 

-+ R une fonction p aire continQment derivab le. On 

s uppose, san s perte de genera lite, q ue V (a ) :; O. S ' iI existe k, c ~ 0 , 

'Il , 0> 0 te l s que k < 4 TT2/T2 < '1"1 et, V u E R n , 

( 15) 

( 16) 

Vl u) '; k ~ 
2 

+ c, 

l u i,; 6 '" Vlu) " " ~, 2 

a lo r s Ie s ys te me (14) a dmet une s o lu tion periodique impaire de periode 

mi nim a l e T qui minimise cP s ur Z. 
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D emonstrati.on : Grace a (15) , on de duit du theoreme 2 que (14) adrnet une 

sol ution T -periodique impaire u qui minimise t:p sur Z. 

Si hit) - ( 6 

de (16) que 

. 2TT 
51n -

T 
t) e, , Rn 

ou e est un vecteur de de norme 1, on deduit 

( 2TT )2 6
2 

( 2TT ) 2 
cos T t -" 2' sin T t ] d t < 0 ::: cP (0). 

Done u est une so lution non triviale. 

5i T nlest pas la p e riode minim a le d e u, u est T/k pe riodi.que pour un 

entier k ~ 2. Comme dans [7J on pose u (t) - U (Ilk ). A lor s ~ E Z et 

Ce qui est absurde. 0 

\ ~\2 _ 
2 

T 
S v(u) 
o 

J 
T 

< 'l' (u), 
o 

Exemple 3 : L'equation 0 + sin u "" 0 aemel une osci l lation impaire de 

periode minimal e T si et seuternent si T> 2TT. Cette oscil lat ion minimise 

cP sur Z. 

Demonstration Comme 

sin u
1

- sin U
z 

u
l 

- u
2 

< I, 

la condition es t necessaire en vertu du theoreme 2. 

Montrons qu 1e ll e est suffi sante. Le potentiel est donne par V(u)= 1 -,COS u. 

On verifie (1 5) avec k "" O. Comme V(u)/u2 -) 1/2, u -) 0, on peut verifier 

(16) avec Tl> 4TT2/T2 lorsque 4TT2/T2 < 1. 0 

Remargue: On peut evidemment construire les osci ll ations au moyen d'inte­

gr.a les el liptiques. 

Exemple4 5i- l /2<0.<0, alors, pour tout T>O, lesysteme 

" admet une oscil l ation impaire de periode minim a le T qui minimise tp sur Z. 

Demonstration : Ie potentiel est donne par V(u) - (2 a. + 2)- 1 1 u I 2(0.+ 1 ). 

Des lor s V(u)/\u \2 .. 0 , \u\"oo,et V(u)/\u\2-+ oo , \ u \ .. O, eti l est 

facile de verifier les hypotheses du theoreme 4 pour tout T> O. 0 
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Remargues : 

1) Comme Ie potentiel est convexe, I ' existence d'une osci ll ation de periode 

minimale T resulte de [7J. 

2 ) L' exemp le 4, qui concerne un sys teme soumis a une force de rappel sous 

lineaire, offre un con tras te frappant avec Ie cas lineaire (a. = 0) pOur 

leque l toutes les so lutions sont 2TT-periodiques. 

5 - LE PRINCIPE DE MOINDRE ACTIO N DUAL : 

• 

No us a ll ons obtenir des oscillations forcees qui ne correspondent pas a des 

minima globaux de I ' action en utilisant Ie principe de moindre action dual 

de C larke e t Ekeland {voir [4] , [7J, (8] et les bibliographies de ces arti­

c les). 

Theoreme 5 : Soient V et f verifiant les hypotheses de la section 1. S'il 

exis te kE Jo,4 rr2/T 2C et c2: 0 tel s que 

( 17) 
\ u\ 2 

V It ,u) :5 k -2- + c 

et si 

(1 B) 

( 19) V (t,u) ~ 00 l u I -+ 00 I uniformement en t, 

(20) 
T 

.r f = 0, 
o 

a lors Ie systeme (2) admet une so lution T-periodique faibte. 

Notations: Par un c h angement de variab le on se ramene au cas ou T=Zn. 

Comme precedemment L 2 '" L 2 ( 0,2 TT j Rn) . On detinit I 'operateur lineaire 

L par 

et 

D(L) :: {u E L 2 : u et u sont abso lument continues, 

u(0) - u(2 n ) = ,J(O) - u(2n)' 0 , 0 E L2} 

Lu =-O-u 

par 

'1 (u) - S2 n C ~ _ V (I,U) + (f(t),u)] dt. 
o 2 
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Grace a (18) I a fonetion West convexe et 0 W(u)'" u - 0 V (. ,u) + f. Les 
u 

so lu tions T-periodiQues faible s de (2) sont les zeros de L +0,. L 'espace 

L 
2 es t la somme orthogonale de I'image de L, RILl, et du no yau de L, 

Ker L. On pose 

et 

* 

* ~ Ivl - S up 

uE L 2 
C lv, ul 2 - ~ lull, 

L 

2 vEL, 

~ Ivl "" 4IKV ,v) 2 + 
L 

* W Ivl , v E RILl. 

La fonelion West la transformee de Fenchel de W et q, est I' "action duale ll , 

* On deduit de I t 7) que 1/1 est partout finie. Chaque v E R(LI s 'ecrit d'une 

maniere unique sous 1 a forme v 1 + v 2 au v 1 est I a va l eur moyenne de v et 

v
2 

est de moyenne nul Ie. 

Demonst r ation : Par defini tion 

et 

(K v, v) 2 ~ 
L 

• 2TT I 12 
~ Ivl ;? J [.-y-+Vl t, vl-Iflll,vl ld1. 

o 

En utilisant (20), on obtient 

Iv 12 2TT 
~ Ivl ;? ; L2+S VIt,vldt-

o 
1211 

Comme Vest bornee inferieurement grace a (19), iI vient 

I v212 2 
1221 t lvl ;? 2 L -2TTc l -l f l 21v21 2' 

L L 

Montrons que oJ est coercive, i. e. 

on de duit imm ediateme nt de (22 ) que oJ (Vn) -too . On peut done supposer que 

IV
2 

) est bornee dans L 2 et que IV I 1-)000 . Graee a (21) il suffit de ,n ,n 
to prouver que 

1231 v (t, vI + v
2 

) d t -)0 00 I n -)0 00. ,n ,n 
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Ltargument suivant est classique. On pose 

o = (t E [0, 21T] : I v
2 

It)1 > 1 I I) n ,n - 2vl,n' 

Cemme J e" , 11 vient fJ.(O)$ 4cl1/1v 12, 
n I , n 

Soit m tel que n ~ m ::}).I.(COn);?:TT. Sur COn' 

;?: 4 \ VI , n I. S i n 2: m I 

I Vn lt)I;"IV
1 

1-lv2 It)1 In, n 

21T 
S v (t,v 1 +V2 ) dt ;?: -CITT+S V(t,v1 +v )dt. 

o In, n en I n 2, n 
n 

En utilisant (19) on obtient (23) . 

* Llapplication K etant compacte et la fonetion ~ convexe et continue, ~ e st 

faiblement semi- continue inferieurement. Cemme .p est coer cive, elle at­

teint son infimum en un point v de RIL). 

Pour hE RIL) et pour t E )0, Ie I on a 

Don e 

* * t
2 

~ Iv) ';; W Iv + t h) + t IK v, h) 2 + 2 
L 

- (K v, h) 2 < 
L 

• • • 
~ Iv + t h) - ~ Iv) + ~ 

2 

Si t 1 0, on obtient 

IK h ,h) 2' 
L 

IK h, h) 2' 
L 

- IK v, h) 2 
L 

+ • 
S 6 W lv , h). 

+ • 
Comme (:, W Iv ,.) est positivement homo gene et sou s-additive, Ie theoreme 

de Hahn-Banach assu re Ilexistence de wE Ker L tel que, pour tout hE L 2, 

(w, h) 2 - (Kv,h) 2 
L L 

+ • 
::; 6 W (v, h) • 

Mais a lers 

• • Iw-Kv,h) 2 ,;; ~ Iv+h) - ~ Iv), 
L 

• i.e. w-KvEo~ Iv). lIvient v=o~{w-Kv). Si u=w-Kv, -Lu=v 
• 
et u es t un zero de L + 0 W. 0 
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Remargues : 

1) 0' apres I a demon s tration, tout mini mum local de if! correspond a un zero 

de L+ a W. 

2) On obtient d'une maniere analogue un r esultat sembl able pour des system es 

h amil toniens du premier ordre. On peut aussi traiter d ' autres probl e mes 

aux limUes . 

3) L 1hypothese (IS) est superfl u e l orsque 0u Vest bornee C I ), ou lorsque 

Ves t convexe en u C7], Ce]. L 1est-elle en general ? 

Exemple 5 On considere une equation de la forme 

(24) 0+9Iu) = hEL2 10,2 TT ;R) 

ou 9 : R -i'R est con tinue, admet des li mites a I 'intini et est te l le que 

9 (- o:d < 9 (u) < 9 ( 00 ) I V u , et 

On pose h i 
1 2 TT 

- - S h 
2TT 0 

et h2 = h - h i ' 11 est cI air que, s i (24) admet une 

so l uHon 2 TT-periodique) 

(25) 91- 00 ) < h I <9 (00 ), 

En vue d 1appliquer Ie theoreme 5, on pose 

u 
V{t,u) '" S 9(5) ds - h i ' u et 

o 

de sorle que (24) prend la forme (2). Comme (25) entratne ( 19), cette condi­

tion s ufht aussi a assurer I 'existence d ' une so lution periodique (voir C3J 
get la bibli.ographie de cet ar ti cle pour de nombreux developpements lies a 

ce t ype de condit ion ), 
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