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❈❡ r❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦s ❞é♠❛r❝❤❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ s✉❥❡t ❞❡ ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛t q✉✐ ♠✬❛ été ♣r♦♣♦sé✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛②❛♥t tr❛✐t ❛✉ s✉✐✈✐
✭tr❛❝❦✐♥❣✮ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❏❡ ♠❡ts ✐❝✐ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❜✉ts q✉❡
♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s q✉✐ ❧❡✉rs s♦♥t ❧✐é❡s✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♥t ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞✐r❡❝t ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡
♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ✿ ❧❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❏✬❡①♣♦s❡r❛✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡
ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ❡♥ ❧❛ s✐t✉❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❡①✐st❛♥t ❡♥ s✉✐✈✐ ❞❡
❢♦r♠❡✳ ❊♥✜♥✱ ❥❡ ♣r♦♣♦s❡r❛✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛②❛♥t tr❛✐t à ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ ❝❡
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ✿ s✉❥❡t ❞✉ ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛t

▲❡ s✉❥❡t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❘❆❍❆ 3❉✱ ❛ été ❞é✜♥✐
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✏❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ séq✉❡♥❝❡s
✈✐❞é♦ ♠✉❧t✐❝❛♠ér❛ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♦✉ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❛❣❡s ♦✉ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ❡t s❛♥s ♠❛rq✉❡✉r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦✲
♣♦s♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❝♦♥str✉✐ts à ❞❡s ✐♥st❛♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡s
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s 3❉ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡
♣❤❛s❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s✲
❛❣é❡s✱ r❡♣♦s❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❝❧✉❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s sq✉❡❧❡tt❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♦✉ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st

é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥s✐st❡r❛ à ❝♦♠♣❧ét❡r ✉♥ ét❛t ❞❡
❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❯♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ❞❡✉① ♠ét❤✲
♦❞❡s ❞é❣❛❣é❡s ✭✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ sq✉❡❧❡tt❡ ❡t ✉♥❡ s❛♥s sq✉❡❧❡tt❡✮
s❡r❛ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ✈❡rr♦✉s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡♥❝♦r❡ à tr❛✐t❡r✳ ❉❡s ❞♦♥✲
♥é❡s s❡r♦♥t t✐ré❡s ❞❡s s✐t❡s ♣✉❜❧✐❝s ♦✉ ♣r♦✈✐❡♥❞r♦♥t ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❧❛ réé❞✉❝❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳✑

❆✉ ✜❧ ❞❡ ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❝❡ s✉❥❡t ✐♥✐t✐❛❧ ❛ été ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t r❡❞é✜♥✐✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡
♣r♦❥❡t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦ssé❞♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥ s❝❛♥♥❡r ❧❛s❡r ❞❡ ❧❛
s❝è♥❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ♠❡s✉ré❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✿
✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s ❢r❛♠❡✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ♥✉❛❣❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥
♦❜❥❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳

✶



(a) (b)

❋✐❣✉r❡ ✶ ✿ ❊♥ ✭❛✮ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❝è♥❡ ✜❧♠é❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♠ér❛s ❞✐s♣♦sé❡s ❛✉t♦✉r ❞✉
s✉❥❡t ✭✐♠❛❣❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❬❙t❛r ✵✺❛❪✮✳ ❊♥ ✭❜✮ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ s❝❛♥♥❡r ❧❛s❡r ✿ ❧❛
❝❛♠ér❛ ♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣❛s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♠❛✐s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é♠❡tt❡✉r ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧❛s❡r✳

✶✳✷ ❉ét❛✐❧s s✉r ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❆✜♥ ❞❡ ♣❡r❝❡✈♦✐r ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❛♠ér❛ ✭♦✉
❝❛♣t❡✉r✮ ♥❡ s✉✣t ♣❛s✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ✈✐s✐♦♥ stéré♦s❝♦♣✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞❡✉① ❝❛♠ér❛s ❀ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐✲❝❛♠ér❛
❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ s❝è♥❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♠ér❛s✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳❛✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❛♠ér❛s ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡s st❛♥❞❛r❞s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❢♦r♠é❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
✐♠❛❣❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡✳ ❯♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛♥♥❡①❡ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❧✐❡❢ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡✳ ▲❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❥❡t
✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❛✉ ♠♦②❡♥s ❞✬é♠❡tt❡✉rs ❞❡ r❛②♦♥ ❧❛s❡r✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳❜✳ ❈❡
s❝❛♥♥❡r ❧❛s❡r ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱
à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❝❛♠ér❛s ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡q✉✐èr❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐
✉♥ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛♠ér❛s ❧❛s❡r ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❢♦r♠❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞❡
♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① s✐t❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡✉r ♣r♦♣r❡ st✉❞✐♦ ❞✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲
❝❛♠ér❛✱ ✐❧s s♦♥t s♦✉✈❡♥t très ❞✐✛ér❡♥ts✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡
❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣❛r ❝❛♣t✉r❡ ❧❛s❡r✱ ❝✐t♦♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t ❙✉r❢❝❛♣ ✶✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ 8 ❝❛♠ér❛s ❤❛✉t❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❞♦♥t ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ♠✐s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✉ ▼■❚ ❈❙❆■▲ ✷

♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ s❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❥❡t ❡st ❧❡ ❈✐✈✐❧✐❛♥ ❆♠❡r✐❝❛♥
❛♥❞ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙✉r❢❛❝❡ ❆♥t❤r♦♣♦♠❡tr② ❘❡s♦✉r❝❡ Pr♦❥❡❝t ✭❈❆❊❙❆❘✮✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t 4 s❝❛♥♥❡rs
❧❛s❡r ❀ ❧❡✉r ♠❛tér✐❡❧ ❡st ❛ss❡③ ré♣❛♥❞✉ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡
❧❛ ✜r♠❡ ❈②❜❡r✇❛r❡✳

✶✳ ❈❡♥tr❡ ❢♦r ❱✐s✐♦♥✱ ❙♣❡❡❝❤ ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙✉rr❡②✱ ❯❑✱
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❡❡✳s✉rr❡②✳❛❝✳✉❦✴❈❱❙❙P✴❱▼❘●✴s✉r❢❝❛♣✳❤t♠❧

✷✳ ▼■❚✱ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ▲❛❜♦r❛t♦r②✱

❤tt♣ ✿✴✴♣❡♦♣❧❡✳❝s❛✐❧✳♠✐t✳❡❞✉✴❞r❞❛♥✐❡❧✴♠❡s❤❴❛♥✐♠❛t✐♦♥✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧

✷



✶✳✸ ❖❜❥❡❝t✐❢s

➚ ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❝❡ ♣r♦❥❡t ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❛♥✐♠é❡ ❞❡s ♠♦✉✲
✈❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❛♣t✉r❡s ❧❛s❡r s❛♥s ♠❛rq✉❡✉rs✳ ▲✬✐❞é❛❧ ét❛♥t ❞❡ ♣♦✉✲
✈♦✐r ét✉❞✐❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦❜❥❡t ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❛♥✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♠❡ttr❡
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♠♦t❡✉rs ❞é✜❝✐❡♥ts✱ ♦✉ ♣❡✉ s♦✉❤❛✐t❛✲
❜❧❡s s❡❧♦♥ ❧✬❛✈✐s ❞✬✉♥ s♣é❝✐❛❧✐st❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥✐♠❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t s❡ r❡♥❞r❡ ✉t✐❧❡ ❞❡
❞❡✉① ❢❛ç♦♥s✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♣t✉r❡ ✈✐❞é♦ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
♣♦✉rr❛✐t ❞é♣❧❛❝❡r s♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥❞r♦✐t ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ 3❉✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❡r s♦♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ③♦♥❡ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛✉ r❛❧❡♥t✐✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r
s❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ s✉❥❡t ❞✬ét✉❞❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s
s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐✲❝❛♠ér❛ ❡t ❧❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❛♣t✉r❡s ❧❛s❡r ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ✸✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❡rç✉ à tr❛✈❡rs ✉♥❡
sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣♦sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐✲
r❡❝t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❢r❛♠❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐
♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❡r ✭❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦♥t✐♥✉❡♠❡♥t✮ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢r❛♠❡s✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❧✐é❡s ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❧✐ss❡r ♥♦tr❡ ❛♥✲
✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡
❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❡♥ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ r❛❧❡♥t✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❡st ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ à ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❛♣t✉ré❡s ✿ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦✉ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ sq✉❡❧❡tt❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡❝✐ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢r❛♠❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ❝♦❤ér❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①♣❧♦✐t❡r ❛✜♥ ❞❡
❣✉✐❞❡r ❝❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts à ♣♦st❡r✐♦r✐✳

✶✳✹ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❢❛❝❡ ❡st ❧✐é à ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡❢✲
❢❡t✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥❡ ❞é❝r✐t ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✳
◆♦✉s ♥❡ ♣♦ssé❞♦♥s ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐é❡ à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ♥♦tr❡ ♥✉❛❣❡ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❧❡s ✉♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
q✉❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♥♦tr❡ s❡✉❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐
❞✐✛èr❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❛❝t✉❡❧s ❝❡♥trés s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ q✉❡
♥♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❚♦✉t❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té s❡r❛ ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥❝❡ ❞❡✉① ✭♦✉ ♣❧✉s✮ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞és♦r❞♦♥♥és✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❛♥s
✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛❥♦✉t❡r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧✬♦❜❥❡t ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t q✉❡
♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ êtr❡ ❤✉♠❛✐♥ ✐❧ s✬❛❣✐r❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡✳

✸✳ ➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡ 3❉✱ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❡ r❡♥❞✉ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ très
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❬❘✉s✐ ✵✵✱ ▲✐♥s ✵✶✱ ❆❧❡① ✵✸❪✳

✸



▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛♣t✉r❡ ❡st ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt t♦✉t❡ r❡❧❛t✐✈❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ❞❡s
③♦♥❡s ❝❛❝❤é❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t q✉❡ ❧❡s ❝❛♠ér❛s ❧❛s❡r ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❧é❣èr❡♠❡♥t ❜r✉✐té❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ❛❞♠❡ttr♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞é❝r✐ts ♣❛r ❧❛ sér✐❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ♥✉❛❣❡s s♦♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❝❡❝✐ ét❛♥t ❧✐é à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s
❝❛♠ér❛s ❧❛s❡r ❛❝t✉❡❧❧❡s ✿ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 15 à 30❍③✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❝❛♣t✉r❡ ♣❛r ❧❛s❡r ❣é♥èr❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡♥s❡✳

✷ ❯♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

▲❡s tr❛✈❛✉① ❛❝t✉❡❧s ❡♥ s✉✐✈✐ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s❛♥s ♠❛rq✉❡✉rs s♦♥t ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡♠❡♥t ❛①és s✉r ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ✿ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡t ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥t✳
❈❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t très ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡❧❧❡s ♥❡ ♣♦s❡♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s tr♦✉✈❡r ❝❡rt❛✐♥❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❛✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s
❞✬♦❜❥❡ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ sq✉❡❧❡tt❡ ♦✉ ❝❡❧❧❡s ❧✐és ❛✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r ❡♥tr❡ t♦✉s ❝❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✬♦❜❥❡t ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
q✉❡ ♥♦✉s ♣♦ssé❞♦♥s ❛✉ ❞é♣❛rt✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛♣t✉ré❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❉❡
♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① s♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ♠❡s✉ré❡ s✉r
❧✬♦❜❥❡t✱ q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛♠ér❛s ❧❛s❡r✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❝♦✉rt ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡
s✉✐✈✐ ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✭❧❡s
♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦✉rt ❡①♣♦sé ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✈♦❧✉✲
♠✐q✉❡s ✭♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s ✐❝✐ s✉r ❞❡s r❡❧❡✈és s✉r❢❛❝✐q✉❡s✮✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❬❚r❡❡ ✵✶✱ Pr❡✉ ✵✸❪ ❡t à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s ré❝❡♥t ❬▲❛③❛ ✾✽❪✳

✷✳✶ ▲❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s

❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦♥t ♠♦♥tré ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts✱
✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❱❛r❛ ✵✽✱ ❋r❛♥ ✶✵✱ ❈❛❣♥ ✶✵❪✳ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥ ♥✉❛❣❡
❞❡ ♣♦✐♥ts é♣❛rs✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s
s✉r❢❛❝✐q✉❡s✱ ✐❧s ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥❡ 2✲✈❛r✐été ❞✐s❝rèt❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❛♣♣♦rt ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
✐♠♣♦rt❛♥t ❛✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❝❛r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐s❝rèt❡ q✉✐ ❡st ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s
❞❡ ❢♦r♠❡ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✱ ❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✉r ✉♥
♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
♣♦ssè❞❡♥t ❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♠♣❧✐q✉❡
❞❡s s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❡t ❞❡s ❛❥♦✉ts ❞❡ ❢❛❝❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❝é❞é s✐♠♣❧❡ ❡♥ ❧✉✐ ♠ê♠❡ ♠❛✐s
q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❧♦✉r❞s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡
t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❞ét❡❝t❡r✳ ❯♥❡ séq✉❡♥❝❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡st ❞✐t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢r❛♠❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❀ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ♥♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✐ ç❛ ♥✬❡st ♣❛s
❧❡ ❝❛s ❬❆r❝✐ ✶✵❛❪✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s s✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ♦ù ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts r❡❧❡✈és ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦♠♠❡ts✳

✹



(a) (b) (c)

❋✐❣✉r❡ ✷ ✿ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ✢♦ts ♦♣t✐q✉❡s ✿ ✭❛✮ ❯♥❡ ❢r❛♠❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❨♦s❡♠✐t❡✱ ♥♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❡♥ ✭❜✮ ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡✳ ❊♥ ✭❝✮ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s
✉♥ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ♥♦r♠❛❧❡s ❞✬✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❛❝t✐❢ ✭✐♠❛❣❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❬❇❡❛✉ ✾✺❪✮✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥
❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ♦✉ ❞✬✉♥ ✈✐s❛❣❡✱ ❡t q✉✐ ♣♦✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ sq✉❡❧❡tt❡✱ ✈♦✐r ♥♦t❛♠♠❡♥t
❧❡s tr❛✈❛✉① ❬❉❡❝❛ ✵✵✱ ❈❛rr ✵✸✱ ❆❣✉✐ ✵✹✱ ❙❛❧③ ✵✼✱ ❈♦r❛ ✵✻❪✳ ➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❬❈♦r❛ ✵✻❪
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❥❡t✳ ❈❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ❬❩❛❤❛ ✶✶❪ s❡
s♦♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣❡♥❝❤és s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❡t r♦❜✉st❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❬❈❛❣♥ ✶✵❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❡✉① ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ✐❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❢r❛♠❡ ❞❡ ❧❡✉r sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ q✉✐ ♣❡✉t ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ s❝è♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡✉r ❜✉t
❡st ❞❡ ❞é❢♦r♠❡r ❝❡tt❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❢r❛♠❡ ❡♥ ❢r❛♠❡✳ ■❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
③♦♥❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧❡s ♣❛t❝❤s ❣é♦❞és✐q✉❡s ✭❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝
❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✮✳ ■❧s ❢♦r♠❛❧✐s❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❝♦♥✲
s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❇❛②és✐❡♥♥❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥tr❡
❝❡s ♣❛t❝❤s✱ q✉✬✐❧s rés♦❧✈❡♥t ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ✭❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥❬❉❡♠♣ ✼✼❪✮✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ✹✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ r♦❜✉st❡ ❛✉①
❞♦♥♥é❡s ❜r✉✐té❡s ❡t ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ s❝è♥❡ 3❉✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡❧❧❡
♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❡t ét❛♥t
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s t❡♠♣s ré❡❧ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 20 à 30
s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢r❛♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❞❡ s♦♠♠❡ts✮✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❣r❛♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s✉✐✈✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡✱ ♦✉ ✢♦t
❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉✐✈✐
❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡♥ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡ 3❉ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡
✢♦t ♦♣t✐q✉❡✱ ✉t✐❧✐sé ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❬❇❡❛✉ ✾✺❪✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳❛✳ P♦✉r ❧❡s
s✉✐✈✐ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❡♥ 2❉✱ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s❡ ❜❛s❡♥t ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t s✉r ❧❡ ✢♦t
❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉rs ♥♦r♠❛❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳❜✮✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧✐sé
❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ▲❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡ 3❉ ❡st ✉♥ ✢♦t ♦♣✲
t✐q✉❡ ❞é✜♥✐ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❬❱❡❞✉ ✾✾❪✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐s❝r❡t
✭❋✐❣✉r❡ ✷✳❜✮✱ ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ♦❝tr❡❡ ❬❱❡❞✉ ✵✵❪✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❬❑❡r✐ ✵✻❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❬◆❡✉♠ ✵✷✱ ❆❣✉✐ ✵✼❪✳ ➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
♣❛r ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡ à été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦r♣❤✐♥❣ ✭♦✉ ❜❧❡♥❞✐♥❣✮ ❞❡ ❢♦r♠❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦tr❡ ❡t ♥♦✉s ② r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✹✳ ❯♥ ❜♦♥ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢
s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠♦r♣❤✐♥❣ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❆❧❡① ✵✷❪✳

✹✳ ▲❛ ✈✐❞é♦ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ✐❝✐ ✿
❤tt♣ ✿✴✴❝❛♠♣❛r✳❝s✳t✉♠✳❡❞✉✴✜❧❡s✴♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✴❝❛❣♥✐❛rt✷✵✶✵❊❈❈❱✳✈✐❞❡♦✳❛✈✐

✺



(a) (b) (c)

❋✐❣✉r❡ ✸ ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❬❱❛r❛ ✵✽❪✳ ❊♥ ✭❛✮ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐ss✉
❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢r❛♠❡✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r à t❡r♠❡ ✈❡rs ✭❜✮ ✭✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡
❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢r❛♠❡ ♠❛✐s ❞❡ ❧❛ ❢r❛♠❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❊♥ ✭❝✮ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ✢♦t
❞❡ s❝è♥❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥str✉✐s❡♥t✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ s✉✐✈✐ ❞❡ ❢♦r♠❡ 3❉ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞é✲
t❡❝t✐♦♥ ❞❡ ③♦♥❡s ❞✬✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❬❇r♦♥ ✵✼❛✱ ❙t❛r ✵✼✱ ❆r❝✐ ✶✵❜❪✳ ▲❡✉r
♣r✐♥❝✐♣❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ③♦♥❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♦✉ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡s ❜✐❡♥ r❡❝♦♥✲
♥❛✐ss❛❜❧❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭❧❛ s❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ✉♥ s✉✐✈✐
❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳
❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❡♥ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✭s❤❛♣❡
♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✈♦✐r ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ré❝❡♥t ❬❚❛♥❣ ✵✽❪✮✱ ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ❛ss❡③ ❞✐✣❝✐❧❡s à ❛❞❛♣t❡r ❛✉①
♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❬❱❛r❛ ✵✽❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡s ❜❛sé❡ s✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ▲❡✉rs ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s t❡①t✉rés✱
❞♦♥❝ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ t♦✉t s♦♠♠❡t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❡✉r s②stè♠❡ ❡st
❡①♣♦sé ❡♥ tr♦✐s ♣❤❛s❡s ✿ ✭✶✮ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❡t ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡s é♣❛rs❡s✱ ✭✷✮ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r t♦✉t ❧❡ ♠❛✐❧✲
❧❛❣❡✱ ❡t ✭✸✮ ♠♦r♣❤✐♥❣ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈❡rs ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡✱ ✈♦✐r
❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❈❡ s②stè♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts é❣❛❧❡♠❡♥t très ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥ts✱ ♠❛✐s s❛ ♠✐s❡ ❡♥
÷✉✈r❡ ❡st ❧à ❡♥❝♦r❡ r❡♥❞✉❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣❛rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✐tér❛t✐❢s à ❛♣♣❧✐q✉❡r✱
❡t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭♥♦♥ ♣ré❝✐sés✮ s❡♠❜❧❡♥t très ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

❊♥✜♥✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ r❡♣èr❡ ❝♦♠♠✉♥ ❛✉① ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡✉r ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❬❩❤❛♥ ✾✾✱ ❩✐❣❡ ✵✷✱ ❙t❛r ✵✺❜❪ ✭✈♦✐r ❬❳✐❛♦ ✵✹❪ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✱
✐❧❧✉stré ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ▲❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡st✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣r♦ss✐èr❡✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
♠✉♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❀ ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ❛❧♦rs
♣❡♥❝❤és s✉r ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞é✲
❢♦r♠é ❬❇r♦♥ ✵✼❜❪✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡t✱ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ré❡❧ ❛✈❛♥t❛❣❡ s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱
❡♥ ♣❧✉s ❞❡ s❡ ❧✐♠✐t❡r à ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡♥ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✹ ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❬❳✐❛♦ ✵✹❪✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s✐♠♣❧✐✜é❡s✱ ♣✉✐s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥
❡st ❞ét❡r♠✐♥é✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞✬✉♥ ❞✐sq✉❡✳ ➚ ❞r♦✐t❡ ✿ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s
❛✈❛♥t ❧❡✉r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

✷✳✷ ▲❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s 3❉ ❜❛sés s✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts✱ s❛♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té✱
s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ très r❛♣✐❞❡ ❞❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s✳ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❝♦♠♠❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ❧é❣èr❡ q✉❡
❝❡❧❧❡ ♣❛r ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r ❛✉① ♦✉✈r❛❣❡s ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡
❧✬❛rt ❡♥ r❡♥❞✉✱ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❛♥✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ♣♦✐♥ts ❬❆❧❡① ✵✹✱ ●r♦s ✵✼❪✳
❈♦♠♠❡ ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts rés✐❞❡
❞❛♥s ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦ssé❞♦♥s✳ P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱
♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥q✉✐ét♦♥s ♣❛s ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ 2✲✈❛r✐été
♥✬❛ ♣❧✉s ❞❡ s❡♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ s✐ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ✈✐s✉❛❧✐s❡r✱ ♥♦✉s ❞é♣❧❛ç♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ♥❡
❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s✉✐✈✐✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❛ss❡③ ♣❡✉ ❞✬ét✉❞❡s s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts
❛❝q✉✐s ♣❛r ❝❛♣t✉r❡ ❧❛s❡r✱ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts s❡ ❜❛s❡♥t s✉r
❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ♣❛r ❝❛♠ér❛s ✈✐❞é♦s✳ ❈❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞és♦r❞♦♥♥és✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬ét✉❞❡ ré❝❡♥t❡ ❬▼②r♦ ✶✵❪ q✉✐ tr❛✐t❡
s✉rt♦✉t ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞❡ ♠♦r♣❤✐♥❣ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❡st
❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ✐❧s ♥❡ ♠❡tt❡♥t ♣❧✉s ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s
❞❡ ♣♦✐♥ts ♠❛✐s ❞❡✉① ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ♣rés❡♥❝❡✱ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r♦❜✉st❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❜r✉✐té❡s✳ ❊❧❧❡
♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡
♣♦✐♥ts✳

▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ s♦✉✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ♦❝tr❡❡✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❡①♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬❙✉♥❞ ✵✸✱ ❳✐❡ ✵✽❪ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡ ❧✬♦❜✲
❥❡t✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❬❨♦♦♥ ✶✵❪ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ très ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ sq✉❡❧❡tt✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s❛♥s ♠❛rq✉❡✉r✳ ▲❡s
❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❝❛♠ér❛ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡✱ ❡t ♥♦♥ ❧❛s❡r✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❡✉r
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❛①é❡ s✉r ✉♥❡ ✈♦①é❧✐s❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡s s✐❧❤♦✉❡tt❡s ✐ss✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝❛♠ér❛s✳ ■❧s ❡✛❡❝t✉❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ sq✉❡❧❡tt✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s✱ q✉✬✐❧s s❡❣✲
♠❡♥t❡♥t ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ③♦♥❡s ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳
▲✬ét✉❞❡ ❬❈❤❡✉ ✵✵❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ sq✉❡❧❡tt✐s❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✬❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s ❝réé❡s
♣❛r r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡ ✈♦①❡❧s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ ❡t ❧♦✉r❞❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧s✳

✼



❋✐❣✉r❡ ✺ ✿ ▼♦r♣❤✐♥❣ ❞❡ ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ✉♥ ❧✐♦♥ ✈❡rs ✉♥ ❞✐♥♦s❛✉r❡✱ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬❈♠♦❧ ✵✸❪✳

❊♥✜♥✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ✢♦t ❞❡
s❝è♥❡ ❬❱❡❞✉ ✾✾❪✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
❞✐s❝r❡t✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st très ✉t✐❧✐sé❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠é❞✐❝❛❧✱ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧✲
②s❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❛❝q✉✐s❡s ♣❛r ■❘▼ ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❬❙✐❡❜ ✵✼❪✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦✜t❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♣✐❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s 2❉ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠❛t✐èr❡✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡✱ ❝✐t♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❬❈♠♦❧ ✵✸❪✱ q✉✐ tr❛✐t❡ ❞✉
♠♦r♣❤✐♥❣ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts s❛♥s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ♥✐ ♥❡ ♣♦ssé❞❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ❧❛ ❞é❝r✐r❡ ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❡❧❧❡
q✉✐ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐
r❡♣♦s❡ s✉r q✉❛tr❡ ♣❤❛s❡s ✿

✭✶✮ ❱♦①é❧✐s❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥st✐t✉é❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛✉
♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✭❇❙P✮✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❛①❡s
❞✬✐♥❡rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ✈♦①❡❧ ❞✬✐♥térêt✳ ▲✬❛rrêt ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡st ❧✐é
❛✉① ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①✳

✭✷✮ ▼✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ✈♦①❡❧s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❢r❛♠❡ F1 ✈❡rs ❝❡✉① ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ F2✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ✈♦①✲
❡❧s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ u0 ❡t v0 s♦♥t ❛♣♣❛r✐és✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐❞èr❡
❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s 8 ✈♦①❡❧s u1 ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ u0 ❛✈❡❝ ❧❡s 8 ✈♦①❡❧s
v1 ✐ss✉s ❞❡ v0✱ ❡t ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❡st ré❝✉rs✐❢✳ ▲✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦①❡❧s u1 ❡t v1 ❡st ❡✛❡❝✲
t✉é ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡✉r ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡s✳ ▲❡ ♣r♦❝é❞é
❡st ✐téré ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❣é♥ér❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ F1

✈❡rs F2✳

✭✸✮ ▼✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✱ ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧ ❞❡ F1

✈❡rs ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦①❡❧ ❞❡ F2 q✉✐ ❧❡✉r ❡st ❛♣♣❛r✐é✳

✭✹✮ ▼♦r♣❤✐♥❣ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❯♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦①❡❧s ❞❡
❧✬❛r❜r❡✱ à s❛✈♦✐r ❞❡s ③♦♥❡s ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡ ✈❡rs ❧❡s ③♦♥❡s ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞é❢♦r♠é✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é
❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❜❛sé s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛r❜r❡s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✿
s✐ us ❡t vs s♦♥t ❛♣♣❛r✐és✱ ❧❡s ✈♦①❡❧s us+1 ♥❡ ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❛♣♣❛r✐és ❛✉tr❡♠❡♥t q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s
✈♦①❡❧s vs+1✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❛ q✉❡ ♣❡✉ ❞❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠❡ ré❡❧❧❡ ❞❡s ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡✉r
♠étr✐q✉❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡ ♠❛ss❡s✳ ❖r✱ ❝❡tt❡
♣❤❛s❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡st ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ s✉✐✈✐ ♦✉ ❞❡ ♠♦r♣❤✐♥❣ ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡✳ ❉❡ ❢❛✐t ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠♦r♣❤✐♥❣
✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐s❝✉t❛❜❧❡s✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✺✳
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(a) (b)

❋✐❣✉r❡ ✻ ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✐ss✉s ❞❡ ❬❇❛♦ ✵✺❪✳ ❊♥ ✭❛✮✱ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❡✉ s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡s✳ ❊♥ ✭❜✮✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❛♠é❧✐♦ré
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬ét✉❞❡ ❬❇❛♦ ✵✺❪ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡✱ ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡
❧✬♦❜❥❡t ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❝♦♠♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢r❛♠❡s✱ ♠❛✐s s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉❡ ❞❡✈r❛✐t
s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ③♦♥❡ ✈❡rs ❧❛ ③♦♥❡ ❞é❢♦r♠é❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡✳ ❈❡❝✐ ❝❛r ❧♦rs ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐♥❣✱
❧❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡
♠❛✉✈❛✐s rés✉❧t❛ts✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ t②♣❡
▼▲❙✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❬●✉♦ ✵✺❪✱ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ♠✐♥❝❡s ✭t❤✐♥ s❤❡❧❧✮✳ ❉❛♥s ❬❳✐❛♦ ✵✹❪✱
❧❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts✳
■❧s ❝♦♥st❛t❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s t❡❧s q✉❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ③♦♥❡s ♦ù ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡✈✐❡♥t très ✈✐t❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥
s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧❡✉r rés✉❧t❛t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❆❧❡① ✵✸❪✳

✸ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts

◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ✐❝✐ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡
♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛✉❝✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡♥ ♠♦✉✲
✈❡♠❡♥t ✭♣❛s ❞❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ♣❛s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✜①é❡✮✱ ♥✐ ❛✉❝✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛
♥❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✭r✐❣✐❞❡s ♦✉ ♥♦♥✮✳ ◆♦tr❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✬❡st ❛①é s✉r ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ r♦❜✉st❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❜r✉✐té❡s✱ s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥
÷✉✈r❡ ❡t r❛♣✐❞❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡st
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♥✉❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à
R

n, n 6= 3✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❥❡t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❝❡♥trés s✉r
❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✿ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥ s✉✐✈✐ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱
❡t ♥♦♥ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐♥❣✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✹✳

◆♦✉s ❢♦r♠✉❧❡r♦♥s ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥ ② ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ♥♦s ♥♦t❛t✐♦♥s✳
◆♦✉s ❢❡r♦♥s ✉♥ r❛♣✐❞❡ ❡①♣♦sé ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✸✳✷✱ ♣✉✐s ♥♦✉s
❡①♣♦s❡r♦♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✸✳✸✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳
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❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡①♣♦sé ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✿ ❧❡ ♥✉❛❣❡ N1 ✈❡rs ❧❡ ♥✉❛❣❡ N2✳

✸✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❙♦✐t ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥tsNi, i ∈ [1, N ]✳ ❈❡s ♥✉❛❣❡s s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ni s♦♠♠❡ts
❞❡ R

3✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ N1 ❡t N2✳ ▲❡s
❞♦♥♥é❡s N1 s♦♥t ♠❡s✉ré❡s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s t1 t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s N2 s♦♥t ♠❡s✉ré❡s ❡♥ ✉♥
t❡♠♣s t2✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❡st✐♠❡r ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
✭♦✉ ♠❛♣♣✐♥❣✮ ❛❧❧❛♥t ❞❡ N1 ✈❡rs N2 ❡♥tr❡ t1 ❡t t2 ✿

m : N1 → N2 .

❈❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s s♦♠♠❡ts ai ∈ N1 ✈❡rs ❧❡s s♦♠♠❡ts
bj ∈ N2✱ bj = ms(ai)✱ ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s ❢♦r♠❡♥t ❧❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡
n1 ❡st ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ n2✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝♦✉♣❧❡s ❞❡ s♦♠♠❡tsMs : {(ai, bj) | ai ∈ N1, bj ∈ N2}✳
▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ s♦♠♠❡ts ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s✳ ▲❛ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ ❡st ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✉❛❣❡ ✈❡rs ❧❡ s♦♠♠❡t ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♥✉❛❣❡
q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥❞r❛✐t à ♠✐♥✐♠✐s❡r

dmin =
∑

(ai,bi)∈Ms

||ai, bi||
2 .

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐♠♣r❛t✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✱ ❧✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡ ét❛♥t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ très ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ✭❧❛tt✐❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✮ ✿ tr♦✉✈❡r ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❡st ◆P✲❈♦♠♣❧❡t✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❧❛ ❞❡✉①✲
✐è♠❡ r❛✐s♦♥ q✉❛♥❞ ♥♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ♥♦tr❡ ♠étr✐q✉❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✮ ❡♥
♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳✶✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❧✐é❡ à ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✳

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣❛r✲
t✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❈❡s str✉❝t✉r❡s ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡r ✭✏❞✐✈✐❞❡
❛♥❞ ❝♦♥q✉❡r ✑✮ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à rés♦✉❞r❡✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣❧♦♥❣❡r♦♥s ♥♦s ❞♦♥♥é❡s ✭❧❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✮ ❞❛♥s ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ q✉❡ ♥♦✉s s✉❜❞✐✈✐s❡r♦♥s ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s✳ P✉✐s ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s
❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥tMs ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t à ❝❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✭♦✉ ✈♦①❡❧s✮ ✿ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡
❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞❡✉① ❛r❜r❡s✳ ❊t
❝✬❡st à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t
❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❝ré❡r ❧❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡✳

✶✵



(a) (b)

❋✐❣✉r❡ ✼ ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❜✐♥❛✐r❡ ✭❛✮✱ ❡♥ ❞❡✉①
♣✉✐s tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❡t ❞❡ ❧✬♦❝tr❡❡ ré❣✉❧✐❡r ♠❛✐s ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭❜✮✱ ♦ù s❡✉❧s ❝❡rt❛✐♥s
❝✉❜❡s s♦♥t s✉❜❞✐✈✐sés ✭❡♥ 8✮✳

✸✳✷ ▲❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉① t②♣❡s ❞✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❯♥ ❛r❜r❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♠èr❡✱ ♦✉ r❛❝✐♥❡✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❀ ❧❡s ❛r✲
❜r❡s ❞✐✛èr❡♥t ♣❛r ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡r
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✜❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
r❛❝✐♥❡✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✜♥❛❧❡s✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧✱ s♦♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐✱ s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡
♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥♦s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡s ♥✉❛❣❡s N1

❡t N2✳

P❛r♠✐ ❧❡s str✉❝t✉r❡ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s✱ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❧❡ ❇❙P ✭❇✐♥❛r② ❙♣❛❝❡ P❛r✲
t✐t✐♦♥✮✱ ♦✉ ❇tr❡❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s❡r ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉①✱ sé♣❛r❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ✜❧❧❡s✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✼✳❛✳ ❊♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡st
✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ✭♦r✐❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ♥♦r♠❛❧❡✮✱ ❡♥ tr♦✐s ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❀ ❝❡t ❛r❜r❡ ❡st ❞♦♥❝
❜✐♥❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st très ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡t très s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡
❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝és✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❛r❜r❡ ✿ ❝és✉r❡
ré❣✉❧✐èr❡ ♦✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛①❡s ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❡ k✲d tr❡❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡
❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❜✐♥❛✐r❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
❉✬❛✉tr❡s str✉❝t✉r❡s s✐♠♣❧❡s ❡t très ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❧❡ q✉❛❞tr❡❡ ❡t ❧✬♦❝tr❡❡✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✼✳❜✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ 2 ❡t 3 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✐❞é❡ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s
✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❛rrés ♦✉ ❞❡ ❝✉❜❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s✉❜❞✐✈✐s❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ 4 ♦✉ ❡♥ 8✳ ➚ ❝❡ ♣r♦♣♦s✱
♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❧♦rsq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡s ❥✉sq✉✬❛✉
♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❡t ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ s❝✐ss✐♦♥ ✭❞♦♥❝ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡s
❛①❡s ♦✉ ♣❧❛♥s ❜✐ss❡❝t❡✉rs✮ ❡st ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ à s✉❜❞✐✈✐s❡r✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❝tr❡❡
❡st très ❧❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛♥❞✉ à ❝❡t ❡✛❡t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❬❍♦♣♣ ✾✷✱ ❇♦✉❜ ✵✻❪ ✿ ❧✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡st ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥✉❛❣❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❝❡ q✉✐
❡st ❞✉ ♠❛r❝❤✐♥❣ ❝✉❜❡ ❬▲♦r❡ ✽✼❪✱ ✉t✐❧✐sé ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳

✶✶



(a) (b) (c)

❋✐❣✉r❡ ✽ ✿ ❱♦①é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡ ✿ ✭❛✮ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✭❞❡ s②♥t❤ès❡✮ ♦❜s❡r✈é❡✱ ✭❜✮ ❧❡ ♥✉❛❣❡
❞❡ ♣♦✐♥ts rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❧❛s❡r ❡t ❡♥ ✭❝✮ ♥♦✉s ❛✣❝❤♦♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❧✬♦❝tr❡❡
♥♦♥ ✈✐❞❡s ✭♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ 5✮✱ ❡❧❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♥✉❛❣❡✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ✈✐❞❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❡t ♥♦✉s ♥❡ ❧❛ ♣r❡♥♦♥s ♣❧✉s ❡♥
❝♦♠♣t❡✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❱❡❞✉ ✵✵❪ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥✉❛❣❡ ❞❛♥s
✉♥ ♦❝tr❡❡✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ à 6 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① str✉❝✲
t✉r❡s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❜❡❛✉❝♦✉♣
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦ssé❞♦♥s ♣❛s✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡♠♣❧♦②é❡s s♦♥t très
♣r♦❝❤❡s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❬❈♠♦❧ ✵✸❪✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❛✉t❡✉rs ❛ été ❞❡
♣❧♦♥❣❡r ❝❤❛q✉❡ ♥✉❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❇❙P✳ ■❧s ♦♥t ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡
❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛ s❝✐ss✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ét❛♥t ♦r✐❡♥té❡ ♣❛r ❧❡✉r ❛①❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❬❆❣✉✐ ✵✹❪✱ ❛①é❡ s✉r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬êtr❡ ❤✉♠❛✐♥✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs
❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ■❧s ♥❡ tr❛✈❛✐❧❧❡♥t ♣❛s ❛✈❡❝ ❞❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ♠❛✐s
❛✈❡❝ ❞❡s ✈♦①❡❧s 3❉✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧✳ ▲❡✉r s②stè♠❡ ♣❧♦♥❣❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❇❙P✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t
❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s✱ ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❡s ❛①❡s ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣rés❡♥t❡s
❞❛♥s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ ❙✉✐t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡s ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥✉❛❣❡ ❜❛sé❡
s✉r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❡s✉ré ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥ ❤✉♠❛✐♥✱ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s r✐❣✐❞❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❜r❛s ♦✉ ❧❡s ❥❛♠❜❡s ❛✉r♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à
êtr❡ ❞é❝r✐ts ♣❛r ♣❡✉ ❞✬❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❛♣♣❛r✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❡❧✲
❧✐♣s♦ï❞❡s s✐♠♣❧✐✜és✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs tr❛✈❛✉① ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❧❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ❞✬❛r❜r❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t très ❞✐✛ér❡♥ts✳

✸✳✸ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐tés✱ ♥♦✉s ♦♣t♦♥s ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛r✲
t✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦tr❡ ♦♣t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s tr❛✐t❡✲
♠❡♥ts ♥✐ ❞❡ ❣r♦✉♣❡r ❧❡s ③♦♥❡s ❞✉ ♥✉❛❣❡s ✿ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ✉♥ r❡♣èr❡ ❞✐s❝r❡t 3❉ ❝♦♠♠✉♥ ❛✉① ❞❡✉① ♦❝tr❡❡s✳

✶✷



❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s N1 ❡t N2✱ ❝❤❛❝✉♥ ét❛♥t ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ ♦❝tr❡❡ à s✉❜❞✐✈✐✲
s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦①é❧✐s❛t✐♦♥ ✿
❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♦❝tr❡❡s ❡st ❧❛ ❜♦✐t❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s✳ ◆♦✉s
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❝❡s ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ♣✉✐s ❧❡✉rs ❝❡❧❧✉❧❡s ✜❧❧❡s s✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥✐❢♦r♠❡✮✱ ✈♦✐r ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥
❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦✜t❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛r✲
❜r❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬ét✉❞❡
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❈♠♦❧ ✵✸❪ s❡ ❧✐♠✐t❡♥t ❛✉ tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ❞❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❯♥ ♦❝tr❡❡ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ très ❡✣❝❛❝❡✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ très ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts✳ ❈❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts s❡r♦♥t ❧♦❝❛✉① ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s✳

❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❉✐s❝rét✐s❡r ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡ s✐♠♣❧✐✜❡✱ ❛✉ s❡♥s
♦ù ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❛✉ ♥✉❛❣❡ ❡st ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡ ❀ ❝❡❝✐
❧✐♠✐t❡ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❝q✉✐s❡s ♣❛r ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ♠❡s✉r❡
✐♠♣❛r❢❛✐t✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❡st ❧✐é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ♦❝tr❡❡✳

❍✐ér❛r❝❤✐❡ ◆♦tr❡ s②stè♠❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♠✉❧t✐✲
rés♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✉és ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s ♣♦✉r
tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ s+ 1✳

❆❞❥❛❝❡♥❝❡ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s ♦❝tr❡❡s s♦✐❡♥t ré❣✉❧✐❡rs ❡t q✉❡ ❧❡✉r ❝❡❧❧✉❧❡ r❛❝✐♥❡ s♦✐t ✐❞❡♥t✐q✉❡
✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ r❡♣èr❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦♠♠✉♥ ❧✐é ❛✉① ♦❝tr❡❡s✳ ❈❡ r❡♣èr❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦✐t
très ❧é❣❡r ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭t❡♠♣s✲ré❡❧✮ ❞é♣❡♥❞ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é✜♥✐s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❚♦✉s ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦❝tr❡❡ ✭❧✐é ❛✉① ❞♦♥♥é❡s N1✮ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧✐é ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦❝tr❡❡ ✭❧✐é ❛✉① ❞♦♥♥é❡s N2✮✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t
très ♣❡✉ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♥❝✐s ❡t s✐♠♣❧❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳

❘é❣✉❧❛r✐té ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ♦❝tr❡❡s s♦♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❡
s②stè♠❡ ♥❡ ❢❡r❛ ♣❛s ❢❛❝❡ à ❞❡s ❝❛s ♦ù ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ très ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈✐❡♥❞r❛✐❡♥t à
êtr❡ ❝♦♠♣❛ré❡s✳ ❈❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐r❛✐ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡
♣❡t✐t❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✉r❢❛❝❡ ✭s✉r❢❛❝❡ ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥t✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ très
❣r❛♥❞❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❛✉r❛✐t q✉❡ ♣❡✉ ❞❡ s❡♥s✳

❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡ s✉r ❝❡
r❡♣èr❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ét❛♥t ré❣✉❧✐❡r✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❛✐sé♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts s✉r ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦✉ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ◆♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ❝❡s ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳✸✳

✶✸



(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

❋✐❣✉r❡ ✾ ✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✈♦①é❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛✐♥✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❡
s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✈❡rs ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❜❧❡✉❡✳ ❉❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s ❡t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ✭❛✮ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s s✉r❢❛❝❡s✱ ✭❜✮ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛r❜r❡s ❡st ❝♦♥❢♦♥❞✉❡✱ ✭❝✮ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ✭❞✮ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣✉✐s ✭❡✮ tr♦✐s✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❡t ♥♦✉s ✈✐s✉❛❧✐s♦♥s ❡♥✜♥ ❡♥ ✭❢✮ ❧❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ 6✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ❛r❜r❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ r❡♣èr❡
❞✐s❝r❡t✳

✶✹



❆✐♥s✐✱ s♦✐❡♥t ❞❡✉① ♦❝tr❡❡s O1 ❡t O2 ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ♣❧♦♥❣❡♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❡ N1 ❡t N2✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s ♦❝tr❡❡s S ❡st ✜①é✱ ♥♦✉s
r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✹✳ P♦✉r ❧❛ ❝❧❛rté ❞❡ ❧✬❡①♣♦sé✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s Us ❧❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❞❡ O1 ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ s✱ ❡t Vs ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡s O2 à ❝❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉✳
▲✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ s ❡st ❞é✜♥✐t ♣❛r ✿

m : Us → Vs .

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s Us ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s Vs✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s

M : {(u, v) | u ∈ Us , v ∈ Vs} .

▲❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈♦①❡❧s s♦♥t s✐t✉és✱ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ s ❞♦♥♥é✱ ❞❛♥s ✉♥
r❡♣èr❡ ❞✐s❝r❡t ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥

{

D : (i, j, k), i, j, k ∈ N
3+

i, j, k < 2s
.

■❧ ❡st ❜✐❡♥ sûr ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ D ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (O, x, y, z) ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡✱ O ét❛♥t ✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡rt❛✐♥s
✈♦①❡❧s ❞❡ O1 ❡t O2 ♣❡✉✈❡♥t ♦❝❝✉♣❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ r❛❝✐♥❡✱
♠❛✐s ✐❧ ❡st ❛ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦❝tr❡❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡ s♦♠♠❡ts✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ r❡♣èr❡ D✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✿ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞✲
ér♦♥s ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té 4 ♦✉ 8 ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té 6✱ 18 ♦✉
26 ❞❡s ✈♦①❡❧s ❡♥tr❡ ❡✉①✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❛r ♥♦✉s
❛♥❛❧②s♦♥s ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♦❝tr❡❡s✱ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ✈♦①❡❧s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦✲
❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ✿

✕ ■♥t❡r♥❡ ✿ ❈❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈♦①❡❧s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡
♦❝tr❡❡✳

✕ ❊①t❡r♥❡ ✿ ❈❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈♦①❡❧s ❞❡ ❞❡✉① ♦❝✲
tr❡❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡①t❡r♥❡ ❞✬✉♥ ✈♦①❡❧ u(i, j, k) ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✐♥t❡r♥❡
✭❞♦♥❝ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ st❛♥❞❛r❞✮ ❞✉ ✈♦①❡❧ v(i, j, k)✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥❞r♦✐t ❞✉ ✈♦①❡❧ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s
❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té 7✱ 19 ♦✉ 27 ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❀ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡①t❡r♥❡✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té 27✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ ♣❧❛❝❡
❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ✜①és ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❀ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❋r❡❡♠❛♥✳
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d

n
n

1

2

(a) (b)

❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✿ ✭❛✮ ◆♦✉s s✐♠♣❧✐✜♦♥s ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡
❡t s❡s tr♦✐s ❛①❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞✬✐♥❡rt✐❡✱ ✐❝✐ ❝♦❧♦rés ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✿
r♦✉❣❡✱ ✈❡rt ❡t ❜❧❡✉✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❛①❡ ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❛✐r❡ ❞✉ ♥✉❛❣❡✳ ❊♥
✭❜✮ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈♦①❡❧s ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ♦r✐❡♥tés ✿ ❧❡s ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s s♦♥t ❞✐st❛♥ts ❞❡ d ❡t ❧❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs
❢♦r♠❡♥t ❧✬❛♥❣❧❡ θ✳

✸✳✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡

❈♦♠♠❡ ❡①♣♦sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡ ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs q✉✐ ❝♦♥❝❡♣t✉✲
❛❧✐s❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r
❧❡s tr❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ✿ ❧❡ ✢♦t ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♥✉❛❣❡ N1 ✈❡rs
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ N2✱ ❡t ❧❡ ✢♦t ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈♦①❡❧s Us ✈❡rs ❧❡s ✈♦①❡❧s Vs✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss♦♥s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t à ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ q✉✐ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥tM✳
❈❡t ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡ r❡♥❝♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②s✲
tè♠❡✱ ✐❧ ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡
♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❧❡s ✈♦①❡❧s ❞❡ ❞❡✉① ♦❝tr❡❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ❛♣♣❛r✐❡r✳ ❖r✱ ❝❡s ✈♦①❡❧s
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts é♣❛rs✱ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬♦❝tr❡❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ r❛♣♣♦rt
❛✈❡❝ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❛✉① ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ◆♦✉s sé♣❛r♦♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❞❡✉①
s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ✿

✕ ❈♦♠♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① ✈♦①❡❧s s✐t✉és à ❞❡✉① ❡♥❞r♦✐ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞✉ r❡♣èr❡ D ❄

✕ ◗✉❡❧s ✈♦①❡❧s ❞❡✈r✐♦♥s✲♥♦✉s ❝♦♠♣❛r❡r ❄ ▲❡sq✉❡❧s ❞❡✈r✐♦♥s✲♥♦✉s ❛♣♣❛r✐❡r ❄

◆♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈♦①❡❧s✳ P✉✐s ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ré❝✉rs✐❢
r❛♣✐❞❡ ❡t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡✳

✸✳✹✳✶ ❯♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ✈♦①❡❧sM q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ▲❛ ✈♦①é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞é❝r✐ts ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧✳ ❆✜♥
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ✉♥ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❡st ❞✬❡♥ ❡st✐♠❡r ✉♥ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t✳
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❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ s❡r❛✐t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡ ♥✉❛❣❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✜tt✐♥❣✮✱ ✈♦✐r ❬❇♦✉❜ ✵✻❪✳ ➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s
s✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡ ❧❡ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t✱ ❝❛r ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧✉✐ ♠ê♠❡ ❡st ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ✉♥ ♥✉✲
❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❈❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ✿ ❧❡s ét✉❞❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❡✉✈❡♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s s✬❡♥ s❡r✈✐r ❡❢✲
✜❝❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡✱ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞✬✐♠❛❣❡s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥❡ ♣♦ssé❞♦♥s ♣❛s ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ♣❧❛♥ t❛♥✲
❣❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ét✉❞✐é❡✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❬❆❣✉✐ ✵✹❪ ❡①♣♦sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛ss❡ ♣❛r s❡s tr♦✐s ❛①❡s
❞✬✐♥❡rt✐❡✱ q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳❛✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡st
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ❛①❡s ❞✬✐♥❡rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❧❛♥✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❧✉✐ ❡st ♥♦r♠❛❧✳
❈❡s ❛①❡s s♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✿
❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ 0 ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ 1 ❡st ❧❡✉r ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡✱
❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ 2 ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❬❈❤❡✉ ✵✵❪✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ pi ∈ N1, i ∈ [[1, n1]] ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

M0

n1
∑

i=1

1 ,

M1 =
1

M0

n1
∑

i=1

pi ,

M2 =
1

M0

n1
∑

i,j=1

pipj ,

✭✶✮

♦ù (u, v) ∈ {x, y, z}✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ M ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❝❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡
❞❡✉① ❝♦♥s✐❞érés s❡❧♦♥ ❝❡s tr♦✐s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✿

M = 4





M2|xx M2|xy M2|xz
M2|yx M2|yy M2|yz
M2|zx M2|zy M2|zz





= V





λ0 0 0
0 λ1 0
0 0 λ2



V T .

✭✷✮

▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ M s♦♥t ♥♦tés V ❡t s❡s tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t λ0✱
λ1 ❡t λ2✳ ❙✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝❡✉①✲❝✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t
❧❡s tr♦✐s ❛①❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✉ ♥✉❛❣❡ N1✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs {V0, V1, V2} s♦♥t ♥♦r♠és ❡t
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ❛①❡s✳ ❊♥ ré❛❧✐té ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❙✐♥❣✉❧❛r
❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❡st très ♣r♦❝❤❡ ✭✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t
❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ●❙▲ ✺✮✳

✺✳ ●◆❯ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ▲✐❜r❛r② ✿
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❣♥✉✳♦r❣✴s♦❢t✇❛r❡✴❣s❧
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➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ♥♦tr❡ str✉❝t✉r❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ ✐❧ r❡✈✐❡♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r
❞❡✉① ♣❧❛♥s t❛♥❣❡♥ts✱ r❡❧❛t✐❢s à ❞❡✉① ✈♦①❡❧s✱ q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞❡✉① ♥♦r♠❛❧❡s à ❝❡s ♣❧❛♥s✱
❝✬❡st ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡ q✉❡ s❡ s♦♥t ❜❛sé❡s ♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ❈❡s ♥♦r♠❛❧❡s s♦♥t ♦r✐❡♥té❡s ♣❛r
❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ V ✱ ❡t ♦♥t ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ M1 ✿ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts✳
▲❡✉r ♥♦r♠❡ λ2 ❛ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥❛r✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱
♥♦✉s ♣ré❝✐s❡r♦♥s ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✹✳ ◆♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✏♥♦r♠❛❧❡✑ ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t ❡st✐♠é ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥ ✈♦①❡❧✳
◆♦t♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡s ❛①❡s ❞✬✐♥❡rt✐❡ s♦♥t ♦r✐❡♥tés ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s V ✱ q✉✐
❢♦r♠❡♥t ✉♥ r❡♣èr❡ ❞✐r❡❝t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ r❡♣èr❡ s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✷✮✱
❡❧❧❡s s♦♥t ❞✐t❡s ❝❤✐r❛❧❡s✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❡♥ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ré❣✉✲
❧❛r✐s❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡✉r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦❤ér❡♥t❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✈♦①é❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✿ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s
✉♥❡ ♥♦r♠❛❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ♥♦✉s ♣r♦♣❛❣❡♦♥s s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✈♦①❡❧ à ✈♦①❡❧
✭s✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✈♦✐s✐♥❡ ❡st ♥é❣❛t✐❢✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❧✬✐♥✈❡rs♦♥s✮✳

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈♦①❡❧s à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ♠❡s✉r❡
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ♥♦r♠és ❞♦♥t ❧❡s ♦r✐❣✐♥❡s s♦♥t ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳❜✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st s♦✉❤❛✐té❡ ❢❛✐❜❧❡
s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ✈♦①❡❧s s♦♥t ❥✉❣é❡s ♣r♦❝❤❡s✱ ❡t ❣r❛♥❞❡ s✐ ♥♦✉s ❧❡s ❥✉❣❡♦♥s é❧♦✐❣♥é❡s✳

❙♦✐t ❞❡✉① ✈♦①❡❧s u ∈ O1 ❡t v ∈ O2✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs u : (M1(u)✱ V2(u))
❡t v : (M1(v)✱ V2(v))✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ✿

{

u 7→ (gu, nu)
v 7→ (gv, nv)

.

■♥tr♦❞✉✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❧✬❛♥❣❧❡ ♠❡s✉ré
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♥♦r♠❛❧❡s ✿

{

d = ‖ −−→gugv‖
cos θ = | nu . nv |

.

◆♦tr❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s✱
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❈❡ à q✉♦✐ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡
à ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ♥♦tr❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r ✉♥ ✈♦①❡❧ us ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t✱ ❛❧♦rs
❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts ❞❡s ✈♦①❡❧s us+1 ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ us s❡r♦♥s ♣r♦❝❤❡s✳
◆♦✉s ♣é♥❛❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s é❝❛rts ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ❡♥
❞é❞✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦tr❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ δ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈♦①❡❧s us ❡t vs ✿







δ(u0, v0) = ‖ −−→g0g0 ‖
δ(us, vs) = | ‖ −−→gugv ‖ − δ(us−1, vs−1) |
ϕ(us, vs) = 1− | nu . nv |

∆(us, vs) = Aδusvs +Bϕusvs ,

✭✸✮

✶✽



?

(a) (b) (c)

❋✐❣✉r❡ ✶✶ ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡
❧✬♦❝tr❡❡✳ ✭❛✮ ▲❡ ✈♦①❡❧ r♦✉❣❡ ❡st ❛♣♣❛r✐é ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦①❡❧ ❜❧❡✉✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❛♣♣❛r✐❡r ❡♥
✭❜✮ ❧❡s ✈♦①❡❧s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ♥♦✉s ♣é♥❛❧✐s♦♥s ❧❡s ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts q✉✐
s✬é❧♦✐❣♥❡r❛✐t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊♥ ✭❝✮✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❡
❢❛✐t q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦✈♦q✉❡r❛✐ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ s✉r❢❛❝❡
❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣♣♦sé❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ✭❧❡s ♠❛✉✈❛✐s ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts s♦♥t ❝♦❧♦rés
❡♥ ✈❡rt✮✳

❛✈❡❝ δ ∈ R
+ ❡t ϕ ∈ [0, 1]✳ ▲❡s t❡r♠❡s A ❡t B s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❧✐é❡s

à ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡s ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ∆ ✿ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❉❛♥s
♥♦s t❡sts✱ ❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t ✜①é❡s à 1 ❀ ❝❡ ré❣❧❛❣❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❜♦♥s
rés✉❧t❛ts✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❧✐❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉① ❞♦♥♥é❡s q✉❡
♥♦✉s tr❛✐t♦♥s✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✹ ❞❡✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s é✈♦q✉✐♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✸✳✶ ✉♥❡ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♠❡s✉r❡
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ δ✱ ét❛✐t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❧✐é à
❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s ❛✉① ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳❝✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ♥❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡
❝♦❤ér❡♥ts ❝❛r ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♥❝♦♥tr❡r ❞❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ♦ù ❞❡✉① ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ s✉r❢❛❝❡s
❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣♣♦sé❡ s❡r❛✐❡♥t très ♣r♦❝❤❡s ✿ ❝❡s ré❣✐♦♥s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❛♣♣❛r✐é❡s✳

✸✳✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ✈♦①❡❧s r❛♣✐❞❡

▲❡s tr❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐tés ❡t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s ✈♦①❡❧s✱ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦❝tr❡❡s✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é ❡st ✐♠♣r❛t✐❝❛❜❧❡ s✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❞❡ ❧✬♦❝tr❡❡ ❡st é❧❡✈é✳ ❙✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 5 ♦✉ 6✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉r ❧❡s ✈♦①❡❧s ❡♥tr❛î♥❡r❛✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐♥✉t❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦①❡❧s à ❞❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❧❡✈és✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ s❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ✿

X : {x = −−→gugv | (u, v) ∈M} .

✶✾



?

(a) (b)

❋✐❣✉r❡ ✶✷ ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧✬♦❝tr❡❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t✳ ❊♥ ✭❛✮✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ r♦✉❣❡ ❡st ❛♣♣❛r✐é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❧❡✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐✲
s✐♦♥ s✳ ❊♥ ✭❜✮✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s + 1 ❡st tr❛❝é ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
à ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ r♦✉❣❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✜❧❧❡s ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ ❜❧❡✉❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ s✱ ♥♦✉s ❧❡s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ ✈❡rt✳

❈❡s ✈❡❝t❡✉rs ♦♥t ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ gu ❞✬✉♥ ✈♦①❡❧ u ❡t ♣♦✉r ❛rr✐✈é❡ ❧❡
❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ gv ❞✉ ✈♦①❡❧ v ❛♣♣❛r✐é à u✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs x ∈ X ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞é✜♥✐
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬♦❝tr❡❡ O1 ✈❡rs ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦❝tr❡❡ O2 ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡ ❞❡s
✈♦①❡❧s✱ ✐❧ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡ ré❡❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✿ Xp✳

◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❡st ré❝✉rs✐❢✱ s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣❤❛s❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré✲
s✉♠é❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶ ✲ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ▲❡s ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s u0 ❡t v0 s♦♥t ❛♣♣❛r✐é❡s ✿ X ← −−−→gu0
gv0 ✳ P✉✐s ♥♦✉s ❧❡s

s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s✱ ❡t ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ 2 s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡✳

✷ ✲ ❆♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s✉❜❞✐✈✐sé❡s ❚r♦✉✈❡r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ v ❞❡ O2 ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
♣❛r♠✐ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ u ❞❡ O1 ✿

❛✳ P❛r♠✐ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ u✱ ❞♦♥❝ ♣❛r♠✐ 27 ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ O2✳
❜✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✜❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❢ér✐❡✉r vs−1 ❞❡ us−1✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡

♠èr❡ ❞❡ u✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✐♥t❡r♥❡ ✭❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ O2✮✱
✈♦✐r ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳

✸ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✉ ❡t ✈ ❡t ré❝✉rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
♠❛①✐♠❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t✱ ❞♦♥❝ s < S✱ ♥♦✉s s✉❜❞✐✈✐s♦♥t ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥♦♥✲✈✐❞❡s ❡t ♥♦✉s
r❡❧❛♥ç♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ 2 s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳

▲❛ ♣❤❛s❡ 2 ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧✬♦❝tr❡❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s−1 ❡st tr❛✐té✳
▲❛ ♣❤❛s❡ 3 ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥♦♥✲✈✐❞❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ s s♦♥t s✉❜❞✐✲
✈✐sé❡s ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ♥♦s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ✿ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉rs✐❢ ❛♣♣❧✐q✉é ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ✭❞♦♥❝ ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡
❧✬❛r❜r❡✮ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ❞❡s ❝❛s ♦ù ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s ♥✬❡①✐st❡r❛✐❡♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡✳

✷✵



❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲❡s ♦❝tr❡❡s s♦♥t ✐❝✐
❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞é❥à s✉❜❞✐✈✐sés ❥✉sq✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ S✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✜♥❛❧
❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦ù ♥♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳

❋♦♥❝t✐♦♥ ❈❡❧❧▼❛♣

❉❛t❛ ✿ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ u(i, j, k) ∈ O1✱ s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ❞❛♥s O2 ✿ v(i, j, k) ❡t
❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♣ré❝é❞❡♥tMs−1 : (us−1, vs−1)✳

❘❡s✉❧t ✿ ❯♥ ✈❡❝t❡✉r ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t xu = −−→gugw ♦ù w ❡st ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ O2 r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t✳

❜❡❣✐♥

ω ← ∅
dmin ←∞

✴✴ Pr❡♠✐èr❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✿ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ u
v1 ←◆❡✐❣❤❜♦rs(v)
❢♦r cell ∈ v1 ❞♦

✶ ✐❢ ∆(u, cell) < dmin ❛♥❞ | nu.nv | ≥ 0 t❤❡♥
dmin ← ∆(u, cell)
ω ← cell

✴✴ ❉❡✉①✐è♠❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✿ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✜❧❧❡s ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t vs−1

✐❢ vs−1 6= ∅ t❤❡♥
v1s−1 ← Neighbors(vs−1)
❢♦r motherCell ∈ v1s−1 ❞♦

❢♦r cell ∈ ❉♦✇♥(motherCell) ❞♦
✷ ✐❢ ∆(u, cell) < dmin ❛♥❞ | nu.nv | ≥ 0 t❤❡♥

dmin ← ∆(u, cell)
ω ← cell

✴✴ ❘és✉❧t❛t s✬✐❧ ❡①✐st❡
✐❢ ω 6= ∅ t❤❡♥

xu ←
−−→gugw

❡❧s❡

xu ← ∅

❊♥ ✶ ❡t ✷ ♥♦✉s r❡❥❡t♦♥s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t t♦✉t ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥s ♦♣♣♦sé❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣❧❛♥s t❛♥❣❡♥ts✳

✷✶



◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ ✉♥ ✈♦①❡❧ ❝♦♥t✐❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ tr♦✐s ♣♦✐♥ts✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❡st✐♠❡r ❞❡
♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡s ❝❡♥tr❡s
❞❡ ♠❛ss❡s✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡s ♦ù ✉♥ ✈♦①❡❧ v ∈ O2 ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r
♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦①❡❧ u ❛ ❞é❥à été ❛♣♣❛r✐é à ✉♥ ✈♦①❡❧ ❞❡ O1✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥
❡st ❧✐é❡ à ❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts
❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡s✱
♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
❜✐♣❛rt✐❡s✳ ❈❡s ❣r❛♣❤❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❀ ❧❡✉r ❜✉t ❡st ❞❡ ❧✐❡r ❞❡✉①
à ❞❡✉① ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❊♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡
❧✐é à ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ t♦✉t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦ût
✭❞✐st❛♥❝❡✱ ♣♦✐❞s ❡t❝✳✮✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ✭❧❡ t❡r♠❡ ♣ré❝✐s ❡st ♠❛t❝❤✐♥❣✮✳ ◆♦tr❡
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✈✐s❛♥t à ❝ré❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍♦♥❣r♦✐s ❬❑✉❤♥ ✺✺❪ ❞♦♥t ✈♦✐❝✐
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❡♥tr❡ x ∈ X ❡t y ∈ Y ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ f(x, y) ✿

❋♦♥❝t✐♦♥ ❙t❛❜❧❡▼❛t❝❤✐♥❣

❉❛t❛ ✿ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s X ❡t Y
❘❡s✉❧t ✿ ▲❡s ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥tsM : {(x, y)|x ∈ X, y ∈ Y }

❜❡❣✐♥

M← ∅
✇❤✐❧❡ ∃ x | x /∈M ❞♦

y = min
y
f(x, y)

✴✴ ❙✐ y ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❛r✐é
✐❢ y /∈M t❤❡♥

M← (x, y)

❡❧s❡

✴✴ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t (x′, y)
✐❢ f(x, y) < f(x′, y) t❤❡♥
M← (x, y)
(x′, y) ❡st ❡♥❧❡✈é ❞❡M

❡❧s❡

x ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ v ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ u ❡st ❞é❥à ❛♣♣❛r✐é❡
à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝❡❧❧✉❧❡ u′✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∆(u, v) ❡t ∆(u′, v)✳ ❙✐ ∆(u, v) ❡st
♠♦✐♥❞r❡ ❛❧♦rs ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t (u′, v) ♣❛r ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ st♦❝❦❛♥t
❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ v ∈ O2 ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∆ ❞❡ s♦♥ ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t é✈❡♥t✉❡❧✳

✷✷



❋✐❣✉r❡ ✶✸ ✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧❡ ♥✉❛❣❡ r♦✉❣❡
s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✈❡rs ❧❡ ❜❧❡✉✳ ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♣♣❛r✐❡r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
é❧♦✐❣♥é❡s s❛♥s ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

(a) (b)

(c) (d)

❋✐❣✉r❡ ✶✹ ✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡✱ ✈✐s✉❛❧✐sé ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ r♦✉❣❡ ❡t à
❧✬❛rr✐✈é❡ ❜❧❡✉❡✳ ✭❛✮ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❡ é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❜❧❡✉❡✳ ❊♥ ✭❜✮ ❧❡s ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s
❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ♥♦s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ✭❝✮ ❧❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
4 ✿ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛♣♣❛r✐é❡s ✭❡♥ ✈❡rt✮✳ ❈❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥♦♥ ❛♣♣❛r✐é❡s ♥✉✐s❡♥t
❛✉① ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① s✉♣ér✐❡✉rs✱ ♥♦✉s ✈✐s✉❛❧✐s♦♥s ❡♥ ✭❞✮ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ 5✳

✷✸



❙✐ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❢ér✐❡✉r us−1 ❛ ❜✐❡♥ été ❞ét❡r♠✐♥é ❛✉ ♠♦♠❡♥t
❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r us(i, j, k) ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s vs✱ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é à
♣❧✉s✐❡✉rs ✈♦①❡❧s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ u✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❧à ❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ s✳
◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡①trê♠❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✉ rés✉❧t❛t
❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s − 1✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡
♥✐✈❡❛✉ ✐♥❢ér✐❡✉r us−1 ♥✬❛ ♣❛s ♣✉ êtr❡ ✜①é✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❈❡❧❧▼❛♣ ❧✐♠✐t❡ s❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ us✳ ❈❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st très ❧✐♠✐té✱ ❡t ✐❧ ❡st ❞♦♥❝
♣r♦❜❛❜❧❡ q✉✬à s♦♥ t♦✉r✱ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ us ♥❡ ♣✉✐ss❡ s❡ ❢❛✐r❡✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ s✐ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ us−1 ❡①✐st❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✐❧ ❡st ❝♦rr❡❝t ❛✉ s❡♥s ❞❡s
s♦✉❤❛✐ts ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❙✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞é♥♦t❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❡✉ s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ✭❝❡ q✉✐ ❡st
❞✐✣❝✐❧❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✮✱ ✐❧ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts
❞❡s ♥✐✈❡❛✉① s✉✐✈❛♥ts ❛❣❣r❛✈❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥ts ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛✈❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t
s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t✳

✸✳✹✳✸ ❘é❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts

❈♦♠♠❡ ❡①♣♦sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✸✳✸✱ ❧❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s ré❣✉❧✐❡r D ♥♦✉s ♣❡r✲
♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✐sé♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ◆♦✉s
♣r❡♥♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿

✶ ✲ ❈♦♠♠❡♥t ♠❡s✉r❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❄

✷ ✲ ❈♦♠♠❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛
é❝❤♦✉é ❄

▼❡s✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t

■❧ ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥ ✢♦t ❞❡
s❝è♥❡ ❀ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣❡✉t ♣❡r❝❡✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ❡t ♥é❛♥✲
♠♦✐♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r à ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❧✐é❡ à ❧✬❤♦✲
♠♦❣é♥é✐té✱ ♦✉ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té✱ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

◆♦tr❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t D
♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r 3❉✳ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ très ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❝❡
❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r t♦✉t ✈♦①❡❧ u ∈ O1 ✿
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(a) (b) (c)

❋✐❣✉r❡ ✶✺ ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
❧❛ ♠❛✐♥ ✭❛✮✳ ❊♥ ✭❜✮ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ✢♦t s❡✉✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[0, 1] ✿ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ✈♦♥t ❞✉ ❜❧❡✉ ✭✈❛❧❡✉r 0✮ ❛✉ r♦✉❣❡ ✭✈❛❧❡✉r 1✮✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✭❝✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ threshold = 50%✳

G(u) = xu −
1

|u1|

∑

w∈u1

xw , ✭✹✮

♦ù u1 s♦♥t ❧❡s ✈♦①❡❧s ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ u ❡♥ ❝♦♥♥❡①✐té 27 ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é
✉♥ ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t✱ ❡t xw ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é ❛✉ ✈♦①❡❧ w✳ ❈❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t é✈❛❧✉❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r xu ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r G(u) ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✉ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡ ♠❡s✉ré ❡♥ u✱ ✈♦✐r ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❡♥
❋✐❣✉r❡ ✶✺✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✉ ✢♦t ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
❞♦♥t ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❡st q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t é❧♦✐❣♥é ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳ ❈❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✲
✉r❡ ❞é♥♦t❡ très ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉❡ ♥♦✉s
ét✉❞✐♦♥s s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❡t s❡ ❞é❢♦r♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♠♣❧❡✉r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡st ❝♦♥✲
s✐❞éré❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♥♦s ✈♦①❡❧s✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ✜❧tr❡r ❝❡s ❝❛s ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts ✐s♦❧és✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥
♣❛r❛♠ètr❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ s❡✉✐❧✱ ♥♦té threshold✱ ❛✉ ❞❡❧à ❞✉q✉❡❧ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❡st ❥✉❣é
✐♥❝♦rr❡❝t✳ ❈❡ s❡✉✐❧ ❡st r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❡♥ ✉♥ ✈♦①❡❧ u ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ♠❡s✉ré à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ s ❞❡ ❧✬♦❝tr❡❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞✬✉♥
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❧✬♦❝tr❡❡✱
❝❡ r❛♣♣♦rt ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t s✬é❝❛rt❡
❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞♦♥♥é✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té A ❡t B ✭❞é✜♥✐❡s ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳✶✮✱
❝❡ s❡✉✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✉❛❣❡s✳
❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ét❛♥t t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r
❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛ss❡③ ❛✐sé♠❡♥t✳ ❊♥ ❧✬ét❛t✱ ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝❡
✜❧tr❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳
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P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t t❡❧❧❡s
q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss❡ ❜❛s r❡❧❛t✐❢ ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡♥❞❡♥t
❧❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡ ♣❧✉s ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♠❛✐s ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ r❡st❡ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦①❡❧s ❡t ♥♦♥
❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣✳ ◆♦tr❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs V ❞✉
✢♦t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ♠❛ss❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ✈♦①❡❧s ❞❡s
❞❡✉① ♦❝tr❡❡s✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧✐ss❡r ✭♦✉ ré❣✉❧❛r✐s❡r✮ ❝❡ ❝❤❛♠♣ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡✱ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé
❡♥s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳

❋♦♥❝t✐♦♥ ❈❡❧❧❋✐❧t❡r

❉❛t❛ ✿ ▲❡s ♦❝tr❡❡s O1 ❡t O2✱ ✉♥ ✈♦①❡❧ u✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❝❤♦✐s✐ s > 0✱
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥tsM✱ (u, v) ∈M ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts Xs✳

❘❡s✉❧t ✿ ▲❡ ❝❤❛♠♣ Xs ❡st ♠♦❞✐✜é✳

❜❡❣✐♥

✴✴ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛①✐♠❛❧❡ ♠❡s✉ré❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s ❞❡ ❧✬♦❝tr❡❡ O1

maximum← max
w∈Os

1

G(w)

✴✴ ❙❡✉✐❧❧❛❣❡
✐❢ G(u) > maximum× threshold t❤❡♥

(u, v) ❡st ❡♥❧❡✈é ❞❡M
xu ❡st ❡♥❧❡✈é ❞❡ Xs

❆ss✉r❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡

◆♦tr❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ s ❞❡
❧✬♦❝tr❡❡ O1✱ ❡st ❧✐é❡ ❛✉① ❝❛s ♦ù ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥❡ tr♦✉✈❡r❛✐❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ à
❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t✳ ❯♥ t❡❧ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣rés❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ s ♥✉✐r❛✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣
❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① s✉♣ér✐❡✉rs à s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥
♠♦②❡♥ ❞✬❛♣♣❛r✐❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧ u ❞✉ ♥✉❛❣❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st s✐♠♣❧❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ u s❛♥s ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts ❞❡ s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ◆♦✉s r❡❧â✲
❝❤♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❜✐♣❛rt✐❡s✱ q✉✐ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♠♣♦s❡
q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ♥❡ s♦✐t ❧✐é q✉✬à ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ s❡✉❧ ❛✉tr❡ é❧é♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❧✬❛✈❛♥✲
t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❝♦♥❝✐s❡ ❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣❡rt✉r❜❡r ❧❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡✳ ❈❡t ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡
♥♦✉✈❡❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♥❡ s❡r❛ ♣❛s é❧♦✐❣♥é ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉é
♣❛r s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

✷✻



(a) (b)

(c) (d)

❋✐❣✉r❡ ✶✻ ✿ ▲❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❛r✐❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ O1✳ ❊♥ ✭❛✱ ❜✮
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛✐♥ ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❡♥ ✭❝✱ ❞✮ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❛♣♣❛r✐é❡s✳

❋♦♥❝t✐♦♥ ❈❡❧❧❉✐✛✉s✐♦♥

❉❛t❛ ✿ ▲❡s ♦❝tr❡❡s O1 ❡t O2✱ ✉♥ ✈♦①❡❧ u✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❝❤♦✐s✐ s > 0 ❡t ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts Xs✳

❘❡s✉❧t ✿ ▲❡ ❝❤❛♠♣ Xs ❡st ♠♦❞✐✜é✳

❜❡❣✐♥

✴✴ ❈❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t v ♣♦✉r u ♣❛r♠✐ s❡s ✈♦✐s✐♥s u1

v ← min
w∈u1

∆(u, w)

✴✴ ❘és✉❧t❛t s✬✐❧ ❡①✐st❡
✐❢ v 6= ∅ t❤❡♥
Xs ← (u, v)

✷✼



▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❞é❝r✐t t♦✉t❡s ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ✈♦①❡❧s✳ ➚
♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❡✣❝❛❝❡✳

❋♦♥❝t✐♦♥ ❘❡❝✉rs✐✈❡❈❡❧❧▼❛♣

❉❛t❛ ✿ ▲❡s ♦❝tr❡❡s O1 ❡t O2✱ ✉♥ ✈♦①❡❧ u✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❝❤♦✐s✐ s > 0 ❡t ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts Xs✳

❘❡s✉❧t ✿ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts Xs ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ s ❞❡ ❧✬♦❝tr❡❡ O1✳

❜❡❣✐♥

✐❢ ▲❡✈❡❧(u) < s t❤❡♥
❘❡❝✉rs✐✈❡❈❡❧❧▼❛♣✭ ❉♦✇♥✭ u ✮ ✮

❡❧s❡

Xs ← ❈❡❧❧▼❛♣✭ u ✮

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✿ ❆♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦①❡❧s

❉❛t❛ ✿ ▲❡s ♦❝tr❡❡s O1 ❡t O2✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ S✳
❘❡s✉❧t ✿ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts X ✳

❜❡❣✐♥

X0 ←− (u0, v0)
❢♦r s← 0 t♦ s ≤ S ❞♦

❙✉❜❞✐✈✐❞❡✭ O1 ✮
❙✉❜❞✐✈✐❞❡✭ O2 ✮

✴✴ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ♥✐✈❡❛✉ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉
❢♦r s← 1 t♦ s ≤ S ❞♦

Xs ← ❘❡❝✉rs✐✈❡❈❡❧❧▼❛♣✭ u0✱ s ✮
Xs ← ❘❡❝✉rs✐✈❡❈❡❧❧❋✐❧t❡r✭ Xs✱ u0✱ s ✮
Xs ← ❘❡❝✉rs✐✈❡❈❡❧❧❉✐✛✉s✐♦♥✭ Xs✱ u0✱ s ✮

▲❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❘❡❝✉rs✐✈❡❈❡❧❧❋✐❧t❡r ❡t ❘❡❝✉rs✐✈❡❈❡❧❧❉✐✛✉s✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t s✉r ❧❡
♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ ❘❡❝✉rs✐✈❡❈❡❧❧▼❛♣✱ ♣♦✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❈❡❧❧❋✐❧t❡r ❡t ❈❡❧❧❉✐❢❢✉s✐♦♥✳

✷✽



(a) (b) (c)

❋✐❣✉r❡ ✶✼ ✿ ❘❡❝❛❧❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ✿ ❧❡ ✈♦①❡❧ u ❡♥ ✭❛✮
❡st ❛♣♣❛r✐é ❛✉ ✈♦①❡❧ v ❡♥ ✭❜✮✳ ◆♦✉s r❡❝❛❧♦♥s ❧❡ ✈♦①❡❧ u : (gu, nu) s✉r ❧❡ r❡♣èr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡
❧♦❝❛❧ ũ = ψu,v(v) ❞❡ v : (gv, nv)✳

✸✳✺ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s ❞❡

♣♦✐♥ts

➚ ❝❡t ✐♥st❛♥t ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s ♣♦ssé❞♦♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛♣✲
♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦①❡❧s X ✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ét❛❜❧✐r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❧✐❛♥t ❝❤❛q✉❡
s♦♠♠❡t ❞✉ ♥✉❛❣❡ N1 ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞✉ ♥✉❛❣❡ N2 ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥♦té Ms✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❈♠♦❧ ✵✸❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❛♣✲
♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s ❛♣♣❛r✐és✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s ❛♣♣❛r✐és (u, v)✱ ❞❡ ❧✐❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s u ❛✉① s♦♠♠❡ts
❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s v✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✈♦①❡❧s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❧❡
♣❧✉s é❧❡✈é ❞❡s ♦❝tr❡❡s✳

▲❡ ❢❛✐t ❡st q✉❡ ♥♦✉s ♣♦ssé❞♦♥s✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s
✈♦①❡❧s u ❡t v✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t ✿ u : (gu, nu) ❡t v : (gv, nv)✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✼ ✿

✶ ✲ ❘❡❝❛❧❛❣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ✈♦①❡❧ u : (gu, nu) ✈❡rs ❧❡ ✈♦①❡❧ v : (gv, nv)✳ ▲❡ ✈♦①❡❧ u
r❡❝❛❧é ❡st ♥♦té ũ : (gv, nv)✳

✷ ✲ ❆♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ũ ❛✈❡❝ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ v ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ u
❣râ❝❡ ❛✉① s♦♠♠❡ts r❡❝❛❧és ❞❡ ũ✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ dmin ❡①♣♦sé❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✸✳✶✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❝❛r ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ S s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é✱ ❝❤❛q✉❡
✈♦①❡❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉✬✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✳ ◆♦t♦♥s Ms(u, v) ❧❡ ✢♦t ❞❡ s❝è♥❡
❧♦❝❛❧ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦①❡❧ u✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❛rr✐✈é❡
❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❝❡ ✢♦t s♦♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦①❡❧ v✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✐s❝✉t❛❜❧❡
♠❛✐s ❧♦❣✐q✉❡ s✐ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t X ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❢♦r♠é✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
r❡❝❛❧❛❣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ✈♦①❡❧ ψ✱ q✉✐ ❞é♣❧❛❝❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ u ✈❡rs ❧❡ r❡♣èr❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ v✱
ψu,v : u(gu, nu) 7→ ũ(gv, nv)✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ 3❉ ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡
✈♦①❡❧ u ♥♦✉s ❛✈♦♥s p̃ = ψu,v(p) ♦ù p ∈ u ❡t p̃ ∈ ũ✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ✿

Ms(u, v) :
{

(p, q) ∀ p ∈ u | q = min
r ∈ v
||
−−−−−→
ψu,v(p)r ||

}

, ✭✺✮

✷✾



♦ù p, q, r ∈ R
3 s♦♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ❈❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡✉① ♣❡t✐ts ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✱
✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ♣r♦❞✉✐r❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❛rr✐✈é❡ s❡r❛✐t ❝♦♥❢♦♥❞✉ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐st❛♥t ✉♥
♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ψ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r d : −−→gugv ❛ss♦❝✐é❡
à ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ϕ(nu, nv)✳ ◆♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ũ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❞é✜♥✐ ♣❛r ϕ✳
❙♦✐❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts pu ∈ uS✱ ❝❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠és ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs (gu, nu)✳
nu ét❛♥t ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❛①❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ V2(u) ❞❡s ♣♦✐♥ts pu✱ ✐❧s s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠és ♣❛r ❧❡ ♣❧❛♥
(gu, V0(u), V1(u))✳ ❆✜♥ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ pu ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (gv, V

v
0 , V

v
1 )✱ ♥♦✉s

❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥ q ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ gv + nu ✈❡rs gv + nv ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ (gv+nu)∧(gv+nv)✳ ❈❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ❞é✜♥✐ à s♦♥ t♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥Rq✳
▲❡s ♣♦✐♥ts p̃u s♦♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠és ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

p̃u = gv + [Rq.(pu − gu)]
||
−→
V v
0 ||

||
−→
V0

u

||
,

❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts p̃u ❡t pv s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ (gv, V0(v), V1(v))✳

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❡♥✜♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍♦♥❣r♦✐s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡①♣♦sé ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷
❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ✜♥❛❧ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡s ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❛♣✲
♣❛r✐❡♠❡♥t ♥❛ï✈❡ ❡st ❡st ❛❜♦r❞❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉
♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❡✉ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳

✹ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛✐t❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ♣❛r❢♦✐s ❞✐s❝✉t❛❜❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❈❡s s✉❥❡ts ❞❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♥✬♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ♣❛s ❞❡
r❛♣♣♦rt ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❡✉①✳

✹✳✶ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ♠♦r♣❤✐♥❣ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts

❈♦♠♠❡ ❡①♣♦sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞✉r❛♥t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐♥❣ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠♦r♣❤✐♥❣
s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✭❧❡ tr❛❝❦✐♥❣✮✱ ❝❛r ét❛❜❧✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦r♣❤✐♥❣ ❡♥tr❡
❞❡✉① ♦❜❥❡ts r❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❝ré❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❡♥tr❡ ❞❡✉①
✐♥st❛♥ts ❞♦♥♥és✳
▲❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ sé♣❛r❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❡st ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛♥❛❧②sés✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✉ s✉✐✈✐✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♠❡s✉ré ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ à ❞❡✉① ✐♥st❛♥ts
t❡♠♣♦r❡❧s ✜①és✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❡♥ s✉✐✈✐ s✬✐♥tér❡ss❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❝❛r❛❝tér✐s❡r
❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❤✉♠❛✐♥ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛r ❡①✲
❡♠♣❧❡ ❞✬❛❣✐r ❞❡ s❡s ♠❡♠❜r❡s✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐♥❣✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱
❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛①é❡ s✉r ❧❡ r❡♥❞✉ ✈✐s✉❡❧ ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t
❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐ss❡ ❡♥tr❡ ❡✉①✳

✸✵



❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❛✉①
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠♦r♣❤✐♥❣ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ♥♦tr❡ ✈♦①é❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✭❧❡s ✈♦①✲
❡❧s ♦♥t t♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ♦❝tr❡❡s s♦♥t ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ r❡♣èr❡✮ ❧✐♠✐t❡
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♥st❛♥ts✳ ❯♥❡ ✈♦①é❧✐s❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❬❈♠♦❧ ✵✸❪ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❧❡✈❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❛r✲
❛❝tér✐s❡r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts très ❞✐✛ér❡♥ts✳ ◆♦✉s ♣❡r❞r✐♦♥s ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡s ♣r♦♣r❡s à ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

✹✳✷ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ S

❉❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈♦①é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ✭♣❛rt✐❡ ✸✳✸✮✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s✉❜✲
❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳ ◆♦✉s ✜①♦♥s ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ S
❝♦♥st❛♥t✳ ❈❡tt❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈♦✐s✐♥ ❞✬✉♥ ✈♦①❡❧ ❡st ✉♥
✈♦①❡❧ ❞❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ✻✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐té ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡
S✱ ♥✐ ♥✬❛✈♦♥s ❡①♣❧♦ré ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❝❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t
✉♥✐❢♦r♠❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐r❡❝t❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t
♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ ♠♦❞✐✜❡r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❝❡s ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❣é♥ér❛❧ ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❤♦✐① q✉❛❧✐t❛t✐❢s✱ ❡t ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦✲
❢♦♥❞✐❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s s❡r❛✐t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡✳ ❊♥ ❧✬ét❛t✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t S = 6
✭♦✉ S = 7✮✳ ❈❡ ❝❤♦✐① s✉❜❥❡❝t✐❢ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❣r✐❧❧❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 643 ✭♦✉ 1283✮
✈♦①❡❧s✳

❯♥ ❝❤♦✐① ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣♦✉rr❛✐t ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t êtr❡ ❢❛✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡t ❧❛ ré♣❛r✲
t✐t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦tr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛♣✲
♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧❛♥s t❛♥❣❡♥ts ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡st✐♠és ✭✈♦✐r ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳✶✮✳ ❍♦rs ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ✉♥ ✈♦①❡❧ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t à ♣❧✉s
❢♦rt❡ r❛✐s♦♥ s✐ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à tr♦✐s✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛rrêt ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❛❞❛♣t❛t✐✈❡ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ❧✐é❡ à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥❛r✐té ❧♦❝❛❧❡✱ ❞♦♥❝ à ❧❛
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ2 ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ✈♦①❡❧✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s✐ ❧❡ ♥✉❛❣❡ ❡st
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ✉♥ ♣❧❛♥✱ ❡❧❧❡ ❡♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ s✐♥♦♥ ✭❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r λ2 ❡st ♥✉❧❧❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♣❧❛♥❛✐r❡s✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❞♦♥❝ ♣♦s❡r ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ Su ❞✬✉♥ ✈♦①❡❧ u t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

{

Su = 1 s✐ λ2/λ1 < p
Su = 0 s✐♥♦♥

, ✭✻✮

♦ù p ❡st ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ✜①é r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ✿ p = 10% ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

✹✳✸ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ✈♦①❡❧s ∆

❚❡❧ q✉✬❡①♣♦sé ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✸✳✹✳✶✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❞❡✉① ✈♦①❡❧s ∆(u, v) ❡st ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❈❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❧✐és ❛✉①
❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡s ❞❡s ✈♦①❡❧s ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧✬❛♥❣❧❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡✉r ❞❡✉① ♥♦r♠❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❈❡s
t❡r♠❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❧❡s ♣♦♥❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s A

✻✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈♦✐s✐♥ ❡st ✉♥ ♣❛r❛❧❧é❧é♣✐♣è❞❡ ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✳

✸✶



n
n

1

2

g
1

g
2

n

n

1

2

g
1

g
2

(a) (b)

❋✐❣✉r❡ ✶✽ ✿ ❉❡✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ∆ ✿ ✭❛✮ ❧✬❛✐r❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡ q✉❛❞r✐✲
❧❛tèr❡ (g1, n1, n2, g2) ❡t ✭❜✮ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❇é③✐❡r ❝réé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts✳

❡t B✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é à 1 ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ à ❧❛ s❡✉❧❡ ✈✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡❝ts
❞❡ ♥♦s t❡sts✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t été ét✉❞✐é❡s ✿

✶✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡B(s) ❧✐é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦①❡❧✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡B✳

✷✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞✉ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs✱ ❝ré❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳

✸✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❇é③✐❡r ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❝❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ♣❧❛♥❛r✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s✳ ❆✉① ♣r❡♠✐èr❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ♦❝tr❡❡s✱ ❧❡s
♥✉❛❣❡s ❧♦❝❛✉① s♦♥t très ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠és ♣❛r ❞❡s ♣❧❛♥s✳ ❈❡❝✐ ❝❛r ♥♦s ♦❜❥❡ts
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥tr❛✐♥ts ❛✉① ❢♦r♠❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ B(s) à ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❞❡
❧✐♠✐t❡r ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ∆ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣❧❛♥❛r✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ♥✉❛❣❡
❡st ❢❛✐❜❧❡ ✭♣✉✐sq✉❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛♥s ❡st✐♠és✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❡st ❛✈éré❡ t♦✉t❡ ❛✉ss✐ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉①
❝♦♥st❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❛❜❛♥❞♦♥♥é ❝❡tt❡ ✐❞é❡✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐❞é❡ ❡st ❡①♣♦sé❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✽✳❛ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥✐✜❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❡t ❞✬❛♥❣❧❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❛✐r❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡ ♠❛ss❡s g ❡t ❧❡s ❞❡✉①
♥♦r♠❛❧❡s n✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ très ♠❛✉✈❛✐s rés✉❧t❛ts✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❇é③✐❡r ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ g1g2 ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ θ✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✽✳❜✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r
❝❡❧❛ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❞✬✐♥térêt✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬●✉❡♥ ✾✵❪✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛ss❡③ ♠❛❧✱ ♣♦✉r ✉♥❡ r❛✐s♦♥ t♦✉t
❛✉ss✐ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✳

✸✷



❘é❢ér❡♥❝❡s

❬❆❣✉✐ ✵✹❪ ❊✳ ❉✳ ❆❣✉✐❛r✱ ❈✳ ❚❤❡♦❜❛❧t✱ ▼✳ ▼❛❣♥♦r✱ ❍✳ ❚❤❡✐s❡❧✱ ❛♥❞ ❍✳ ♣❡t❡r ❙❡✐❞❡❧✳ ✏M3 ✿
▼❛r❦❡r✲❢r❡❡ ▼♦❞❡❧ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼♦t✐♦♥ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❢r♦♠ ✸❉ ❱♦①❡❧ ❉❛t❛✑✳
■♥ ✿ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ P❛❝✐✜❝ ●r❛♣❤✐❝s ✷✵✵✹✱ ♣♣✳ ✶✵✶✕✶✶✵✱ ✷✵✵✹✳

❬❆❣✉✐ ✵✼❪ ❊✳ ❞❡ ❆❣✉✐❛r✱ ❈✳ ❚❤❡♦❜❛❧t✱ ❈✳ ❙t♦❧❧✱ ❛♥❞ ❍✳ P✳ ❙❡✐❞❡❧✳ ✏▼❛r❦❡r✲❧❡ss ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡
▼❡s❤ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❢♦r ❍✉♠❛♥ ❙❤❛♣❡ ❛♥❞ ▼♦t✐♦♥ ❈❛♣t✉r❡✑✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞
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