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EXEMPLES DE COMPTAGES DE COURBES SUR LES
SURFACES

par

David Bourqui

Résumé. — Soit X une surface dont I’anneau de Cox a une seule relation, laquelle
vérifie en outre une certaine propriété de linéarité. Nous montrons, sous une hypothese
simple, que les conjectures de Manin géométriques valent pour certains degrés du céne
effectif dual de X (notamment pour ces degrés I’espace de modules de morphismes a
la dimension attendue). Le résultat s’applique & une classe de surfaces de del Pezzo
généralisées qui a été intensément étudiée dans le cadre de la conjecture de Manin
arithmétique.

Some examples of curves countings on surfaces. Let X be a surface whose
Cox ring has a single relation satisfying moreover a kind of linearity property. Under
a simple assumption, we show that the geometric Manin’s conjectures hold for some
degrees lying in the dual of the effective cone of X (in particular, for those degrees
the moduli space of morphisms has the expected dimension). The result applies to
a class of generalized del Pezzo surfaces which has been intensively studied in the
context of the arithmetic Manin’s conjecture.

MSC : 11G50, 14J26, 14C20, 14D22, 14H10

1. Introduction

Dans ce texte, nous poursuivons notre investigation de la conjecture de Manin
sur le comportement asymptotique du nombre de courbes de degré borné sur les
« hypersurfaces intrinseques linéaires », c’est-a-dire les variétés dont I’anneau total
de coordonnées s’identifie a ’anneau d’une hypersurface affine dont 1’équation vérifie
en outre une certaine propriété de linéarité. Nous renvoyons a la section 3 pour plus
de précisions sur la terminologie. Signalons d’ores et déja que la classification de
Derenthal des surfaces de del Pezzo généralisées de degré > 3 dont I'anneau total de
coordonnées n’a qu’une équation (c¢f. [Der06]) montre que les 21 surfaces qu’il obtient
tombent toutes dans la classe considérée, sauf une ('une des deux surfaces cubiques
avec singularité Dy). Ces surfaces ont été intensément étudiées dans le cadre de la
conjecture de Manin arithmétique (évaluation asymptotique du nombre de points
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rationnels de hauteur bornée lorsque le corps de base est le corps des rationnels), cf.
[(BBDO07, BB07, DT07, BD09a, Der09, BD09b, Loul0, LB12, LB11]

Le résultat principal obtenu dans cet article est le suivant. Nous ’énongons dans
cette introduction sous une forme volontairement simplifiée.

Théoréme 1.1. — Soit k un corps parfait et € une k-courbe projective, lisse et
géométriquement intégre de genre g., .
Soit X une surface projective, lisse et géométriquement intégre définie sur k qui est
une hypersurface intrinséque linéaire, et qui vérifie en outre I’hypothése 4.4 ci-dessous.
Alors X satisfait une version partielle des conjectures de Manin géométriques.

Le résultat est donné sous sa forme précise par le théoréme 6.2. Nous nous conten-
tons ici de quelques commentaires.

Tout d’abord, dans cet article, I’appellation « conjectures de Manin géométriques »
recouvrira d’une part un cadre ou le corps k est supposé fini et ou on s’intéresse a la
problématique du comptage asympotique de courbes de degré borné, et d’autre part
un cadre ou le corps k peut étre a priori quelconque, et ot on étudie la dimension
et le nombre de composantes des espaces de modules de morphismes de courbes de
degré donné. La section 2 contient plus de détails sur la forme précise des conjectures
étudiées dans ce texte.

Ensuite, la partialité évoquée dans 1’énoncé ci-dessus est explicitement quantifiable :
le théoreme dit en gros que pour les cas considérés, la conjecture de Manin vaut sur
une certaine partie explicite du dual Ceg(X )Y du cone effectif de X. Par exemple le
résultat dit que sur cette partie, I’espace de modules de morphismes est irréductible
et a la dimension attendue.

Pour deux surfaces de la liste de Derenthal (en fait pour trois, mais pour la troisiéme
le résultat était déja connu d’apres nos travaux précédents) on obtient les conjectures
de Manin « complétes », c’est-a-dire que les conjectures valent sur C.z(X)V, et pour
cing autres on obtient une version « compléte & la limite » de ces conjectures (on
peut trouver des parties —en fait des réunions de cones— sur lesquelles les conjectures
valent et dont le volume est aussi proche que l'on veut de celui de Cog(X)Y), cf. le
corollaire 6.6. Pour toutes les autres, on peut calculer explicitement la proportion de
Cog(X)V sur laquelle notre méthode montre que les conjectures valent, cf. la table
1. En particulier, les résultats de [Boullb] (qui concernaient le cadre de ’étude de
la dimension des espaces de modules) sont améliorés. Nous renvoyons a la section 6
pour plus de précisions.

Enfin, il faut souligner que le théoréme 6.2 isole le terme principal attendu et iden-
tifie explicitement le « terme d’erreur » qui est la cause de la partialité dans I’énoncé
ci-dessus. Il montre en que les conjectures complétes sont vérifiées si et seulement si
ce dernier terme peut étre controlé de maniere ad hoc. La méthode employée dans ce
texte ne nous permet d’obtenir ce controle que sur certaines régions du dual du céne
effectif, celles ou les coefficients de 1’équation de 'anneau de coordonnées total de X
sont de degré « suffisamment grand ». Si cette derniére condition n’est pas vérifiée, il
faut tenir compte des syzygies en bas degré, ce qui semble délicat (mais peut-&tre pas
insurmontable).
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Le schéma général de la stratégie employée dans cet article est le méme que pour
[Bou09a, Boulla, Boullb] : relévement du probléme de comptage en termes de
I’anneau total de coordonnées de X, inversion de Mobius, comptage de sections glo-
bales vérifiant certaines équations linéaires a ’aide de Riemann-Roch et d’algebre
linéaire élémentaire et étude des séries génératrices en découlant.

Cependant, dans le présent travail, I'utilisation d’une inversion de Mo6bius « par-
tielle » et non plus totale jointe & une étude plus fine des séries génératrices interve-
nant permettent d’affaiblir et de simplifier de maniere significative les hypotheses qui
étaient nécessaires dans [Bou09a, Boulla, Boullb], dont certaines exigeaient des
calculs lourds et peu éclairants pour leur éventuelle vérification, et n’étaient d’ailleurs
pas vérifiées pour toutes les surfaces de la liste de Derenthal. La seule hypothese né-
cessaire est ici I’hypothese 4.4, qui est trés simple a vérifier pour peu qu’on ait une
description explicite de I’anneau de coordonées total de la variété considérée. On voit
ainsi aussitot qu’elle est satisfaite par les 20 surfaces de la liste de Derenthal. Peut-étre
pourrait-t-on d’ailleurs se risquer a espérer qu’elle est satisfaite pour toutes les hy-
persurfaces intrinseques linéaires. On montre notamment sous cette seule hypothese
que le terme principal de la fonction zéta des hauteurs correspond bien a celui prédit
par Peyre (cf. la relation (4.0.50)). Dans [Boul1lal, cette propriété nécessitait a priori
une vérification calculatoire au cas par cas (c¢f. la remarque 11 de op.cit.).

Il est & noter que le résultat final est démontré pour les surfaces, mais que beaucoup
d’arguments, notamment ceux utilisés pour le calcul du terme principal, sont valables
en toute dimension, et sont donnés dans ce cadre. Il est sans doute possible, au prix
de complications techniques, d’étendre les résultats obtenus en dimension supérieure.
Il faut remarquer que peu d’exemples explicites d’hypersurfaces intrinseques linéaires
en dimension supérieure semblent connus.

2. Conjectures de Manin géométriques

Dans tout cet article, k& désigne un corps parfait et € une k-courbe projective,
lisse et géométriquement intégre, dont on note g, le genre. Soit Dives (%) le monoide
des diviseurs effectifs de ¥ définis sur k. On note Dives(%)<1 le sous-ensemble de
Dives (%) constitué des diviseurs dont toutes les multiplicités valent au plus 1.

Soit X une k-variété projective, lisse et géométriquement integre définie sur k. On
suppose que son groupe de Picard géométrique est libre de rang fini et déployé, c’est-
a-dire que l'action du groupe de Galois absolu est triviale. On suppose en outre que
—Xx, la classe du faisceau anticanonique de X dans le groupe de Picard, est située
a lintérieur du céne effectif C.z(X) de X. On suppose par ailleurs que Cog(X) est
finiment engendré.

Pour U ouvert de Zariski non vide de X assez petit et pour tout élément y du dual
Pic(X)V du groupe de Picard de X soit Homy (%4, X, y) la k-variété quasi-projective
paramétrisant les morphismes f : ¥ — X dont 'image rencontre U et de degré
absolu [f,€] = y.

Si k est un corps fini de cardinal g, on note h. le nombre de classes de diviseurs
de degré 0 et €(© I'ensemble des points fermés de €. Pour v € €, on note &, le
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corps résiduel et g, = ¢/* son cardinal. On pose alors

act (g g7 e (1-g4) dim(X) —1yrg(Pic(X)) #X (Kv)

’Y(X): aq—l q- e H (17‘111 )g dim(X)
vEE O Qv

(2.0.1)

L’interprétation conceptuelle de (X)) se fait en termes du volume de I’espace adélique
associé a la variété X xy k(€) pour une certaine mesure de Tamagawa, c¢f. [Pey95,
Pey03]. Sous les seules hypotheses que nous avons données, la convergence du produit
eulérien dans (2.0.1) n’est a priori pas assurée. Nous renvoyons & [Pey03] pour des
précisions sur les hypotheses permettant de montrer la convergence en utilisant Weil-
Deligne. Pour la classe de variétés étudiée dans cet article, ces hypotheéses sont vérifiées
et la convergence du produit peut d’ailleurs se voir de maniere élémentaire.

Définition 2.1. — Soit (a,) € CN, p >0 et k € N. On dit que la série > a,, t" est
p-controlée a I'ordre r 8'il existe (b,) € RN telle que |a,,| < by, le rayon de convergence
de > b,t™ est supérieur & p et sa somme se prolonge en une fonction méromorphe sur
un disque de rayon strictement supérieur a p, ayant des poles d’ordre au plus r sur le
cercle de rayon p.

Voici les versions de la conjecture de Manin géométrique que nous considérerons
dans cet article. Pour nous, un coéne sera toujours polyedral rationnel.

Définition 2.2. — Soit U un ouvert non vide de X et P une partie de C.g(X)V qui
est une réunion finie de cones.

1. On suppose que k est un corps fini. On dit que (X, U) vérifie « Manin I sur P »
si la série
> (#Homy(%, X,y)(k) — y(X)g W)l =70 (2.0.2)
yEPNPic(X)V
est ¢~ -controlée a l'ordre rg(Pic(X)) — 1, et on dit que (X, U) vérifie « Manin
II sur P » siona
lim ¢ %) 4 Homy (€, X, y) (k) = v(X). (2.0.3)
yEPNPic(X)Y
dist(y,0P)—+oo
On dit que (X, U) vérifie « Manin I fort sur P » si pour toute partie P’ de P
qui est une union finie de cones, (X, U) vérifie « Manin I sur P’ ».

2. On dit que (X, U) vérifie « Manin géométrique sur P » s'il existe un réel positif
M (dépendant de X, € et P) telle que pour tout y € Cog (X )V NPic(X)V vérifiant
dist(y,0P) = M, la variété Homy (€, X,y) est géométriquement irréductible
de dimension (y, —#x) + (1 — g, ) dim(X).

Pour « € {I, I fort, I1, géométrique}, on dit que (X, U) vérifie « Manin « » si (X, U)
vérifie « Manin « sur Ceg(X)Y ».

Remarque 2.3. — Notons p(X) = rg(Pic(X)) et, pour toute partie mesurable P
de C.g(X)Y, notons ap(X) le volume de l'intersection de P avec I'hyperplan af-
fine {(o, —#%) = 1} (la mesure étant normalisée par le réseau Pic(X)Y). Soit
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5§ & Max{d € Nsq, +%#x € Pic(X)}. Grace aux estimées de Cauchy, on voit

que « Manin I sur P » équivaut a 'asymptotique suivante pour le nombre de courbes
de degré anticanonique borné :

>° #Homy (%, X, y)(k) = ap(X)y(X) ¥ 1g 0+ 0 (a"¥)-2¢77)

d—+oo
yEPNPic(X)Y
(y,—Ax)=6d

(2.0.4)
Ainsi « Manin I » équivaut essentiellement a la conjecture de Manin originelle (notons
que si Ceq (X)) est engendré par des diviseurs de X \U, ce qu’on peut toujours supposer
si U est assez petit, on a Homy (¢, X,y) = @ siy ¢ Coz(X)Y). « Manin I fort », tout
comme « Manin I », expriment une sorte de propriété d’équirépartition des degrés
absolus des courbes de degré anticanonique d dans le cone effectif dual.

Notons qu’a priori aucune des deux propriétés « Manin I fort » ou « Manin II »
n’entraine 'autre. Cependant dans cet article, les cas que nous en établirons décou-
leront d’une méme propriété plus forte satisfaite par les # Homy (¢, X, y)(k) (¢f. la
remarque 6.1).

Remarque 2.4. — Pour Manin « géométrique », il est a priori concevable d’étudier
des invariants « motiviques » plus fins que la dimension et le nombre de composantes,
comme c’est fait dans [Bou09b] pour les variétés toriques.

Rappelons que par une application standard de Weil-Deligne et la théorie élémen-
taire de la déformation des morphismes (cf. e.g. [Deb01]), on a la propriété suivante
(on suppose pour simplifier que & = Q, mais par les arguments habituels ce procédé
de réduction aux corps finis peut se réaliser sur un corps de base quelconque).

Lemme 2.5. — Homy(€,X,y) est géométriquement irréductible de dimension
(y, —#x)+ (1 —g,)dim(X) si et seulement si pour presque tout nombre premier p
on a

lim p"l0e =D dmCO+w, 2] & Homy (€, X, y) (Fyr) = 1 (2.0.5)

r—4o0

3. Anneau de Cox, inversion de Mo6bius, et relevement au torseur
universel

On conserve les notations et hypotheses de la section précédente. On suppose en
outre que ’anneau total de coordonnées ou anneau de Cox de X (cf. e.g. [Has04]),
noté Cox(X), est de type fini. Soit {u;};c5 une famille finie de sections globales (non
constantes) qui engendre Cox(X). Pour ¢ € J, on note &; le diviseur des zéros de u;.
Soit X Pouvert de X égal au complémentaire de la réunion des diviseurs {&; }ic3.

3.1. Inversion de Mobius. — Soit
déf

Cine = {K C 7, Z_QK(% # o} (3.1.1)

et
N? ={ecN? {ied, e >1}¢cCpul} (3.1.2)
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On a la généralisation classique suivante de la formule d’inversion de Mébius (cf. e.g.
[Bou09a, proposition 1.21]).

Proposition 3.1. — Il existe une unique fonction S, : N7 — C vérifiant
Vee N7, > pS(e) =17 . (3.1.3)
0<e’'<e

En particulier, on a S, (o) = 0 dans les cas suivants :
1. il existe 1 € J tel que a;; = 2

2. a est non nul et 'intersection N, o, =0 &; est non vide ; ceci vaut en particulier
sionay 5o =1

Soit J une partie de J et I = J\ J. Pour g € N’ f € N’ on pose

déf
v (9. H)= > w(g ) (3.1.4)
o' s

Remarque 3.2. — Si (0, f) ¢ N3, alors vy (g, f) est nul pour tout g.
Remarque 3.3. — Pour K C I, soit f, € {0,1} 'élément caractérisé par fx; =1
si et seulement si ¢ € K.

Soit K C I tel qu’on ait, pour tout j € J, {j} UK ¢ Ciy.. Alors pour toute partie
non vide J; de J et tout g, € {0,1}/\1 on a la relation

Y 15,91,92 Fk) =0 (3.1.5)

ge{0,1}/1

Ceci découle des définitions de v$ | et uS ainsi que d’une récurrence sur |g,|.

J
Par ailleurs il découle facilement de la proposition 3.1 que pour tout f € N tel

que{ie€l, fiz1}=K,onavy (g9.f)=v5,(9 fx)

Pour D € Diveg(%)”, on pose

pe D)= [ w3 0(D)). (3.1.6)
vEE(0)
Pour G € Diveg(%€)” et D € Diveg (%), on pose
v, (6D)E Y 1 (9.D) =][]v%, (G, D)) (3.1.7)
0<D’'<D v

Remarque 3.4. — D’apreés la proposition 3.1, v, (G, D) est nul dés que G ¢
Diveﬁ‘(cg)il.

Si k = Q, on désignera par p, et v, les fonctions sur Diveg(%),-)” obtenues
en remplagant dans les définitions ci-dessus € par &,
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3.2. Hypersurfaces intrinseques linéaires. — On conserve les hypotheses et
notations introduites précédemment. On dit que X est une hypersurface intrinséque
linéaire si Fx est principal et la propriété suivante est vérifiée : il existe J C J et une
famille {I;}jes de parties non vide deux & deux disjointes de J\ J tels que les classes
{€i}iez\s forment une base de Pic(X) et, aprés une renormalisation éventuelle des
{si}ie7, un générateur de .Fx est de la forme

F = Z S5 H Si-)i’j, bi,j S N>0. (321)
jeJ i€l
Tout J C J vérifiant la propriété précédente est appelé un choiz admissible de va-
riables.

Exemple 3.5. — D’apres [Der06], les 21 surfaces de del Pezzo généralisées de de-
gré > 3 dont 'anneau total de coordonnées n’a qu’une équation sont toutes, a une
exception prés (I'une des deux cubiques avec singularité D4 apparaissant dans la clas-
sification), des hypersurfaces intrinséques linéaires. Dans [Boulla] est construite une
famille d’hypersurfaces intrinseques linéaires de dimension non bornée.

On notera Zior € Pic(X) le degré d’un générateur de #x. D’aprés [BHO7, propo-
sition 8.5], on a la formule d’adjonction suivante.

Lemme 3.6. — La classe du fibré anticanonique de X est
—Hx =Y Ei— Dror. (3.2.2)
i€d
3.3. Nombre de points sur le torseur universel. — Soit X une hypersurface

intrinséque linéaire. On note Jx le schéma affine Spec(Z[s;]ic5/F) ot F est de la
forme (3.2.1). Pour e € {0,1}” on pose

TIxe=IxN iejgizl{si = 0}. (3.3.1)

Lemme 3.7. — Soit k un corps fini de cardinal q. Soit J un choix admissible de
variables et e = (f,g) € {0,1}°. On a

#Tcelk) o
qdim(eﬂx) —q¢ 7 1+ (q—-1) [T «a-a-¢H*|. (3.3.2)
jeJ
ngrZite fi=0
Démonstration. — On peut supposer que e = 0 et que U;csI; = I, les autres cas s’en

déduisent facilement. Soit (s;) € kL. Si pour tout j € J il existe i € I; tel que s; = 0
le nombre de solutions (s;) € k7 de '’équation linéaire F(s;, s;) = 0 est ¢”7. Dans le
cas contraire, c’est ¢#/ 1. En sommant sur tous les (s;) € k, on obtient la relation

#Ix (k) = q#J H(Q#I' —(q— 1)#Ij) +q#-]*1[q#1 _ H(q#lj —(q— 1)#Ij)] (3.3.3)
jeJ JjeJ



8 DAVID BOURQUI

Compte tenu de dim Ix = #J — 1 = #I + #J — 1, on en déduit bien la formule
(3.3.2). O

3.4. Relévement du probléme de comptage. — On conserve les hypotheses et
notations précédentes. Désormais, le corps de bas k sera toujours soit un corps fini
de cardinal ¢ (avec en vue I’étude de « Manin I » et « Manin II »), soit le corps Q
des rationnels (avec en vue I’étude de « Manin géométrique » ; comme nous 'avons
déja signalé, la stratégie utilisée est en fait applicable a un corps de base quelconque
mais nous nous limitons au cas des rationnels par souci de simplicité et parce que les
exemples explicites d’application de notre résultat tombent dans ce cadre).

Soit J C J un choix admissible de variables. On notera alors I = J \ J. Ecrivons,
pour j € J,
gj = Z Qj,j «%, aij € Z. (341)
iel
Pour D € Diveg (%), on note sp la section canonique de O (D).

On suppose k fini. Pour D € Diveg(€)! et G € Diveg(%€)”, on désigne par A (D, G)
(respectivement .#*(D, G), respectivement 4; (D,G) si j, € J le cardinal de 'en-
semble des éléments (t;);cs (respectivement des éléments (¢;);es tous non nuls, res-
pectivement des éléments (t;);cs avec t; = 0) du produit

HHO(%a O (—9; +Zai,j D;)) (3.4.2)
JjeJ el
vérifiant la relation
‘F(SDi 87 59]‘) =0. (343)

Si k = Q, on définit de méme les fonctions .4, , Jig " et Jlﬁoyw en remplacant dans
ce qui précede € par Gp,r.

Supposons k fini. Des résultats des sections 1.3, 1.4 et 1.6 de [Bou09a] découlent
alors, pour tout y € Pic(X )Y N Cx(X)Y, la formule

#Homxo(cgaXay)(k): Z MX(95?>‘/V*(®+?79)
E€Diver (%)
deg(5;)<(y,¥;), JjeJ
deg(F)<(y, Fi), i€l
deg(D;)=(y, Fi)—deg(JFi), i€l
(3.4.4)
Pour alléger I'écriture, on adoptera dans toute la suite de cet article la notation
suivante : soit f une fonction & valeurs complexes (respectivement &7 une fonction
booléenne) définie sur (Pic(X)Y N Ceg(X)V) x Diveg (). On pose alors

Yy
2. 0= > f(y.9.D). (3.4.5)
z (S.D)€EDive(€)°
deg(9,)<(v,9;), JjeJ
deg(Di)=(y, F:), i€l
2(y,5,D)
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Ainsi d’apres (3.4.4) et (3.1.7), on a

Y
#Homux, (€, X,y)(k) =Y vy, A" (3.4.6)

De méme, si k = Q, on adopte pour tous p,r une notation analogue & (3.4.5) en
remplacant ¢ par €, ,, et on a

# Homy, (¢, X,y)( ZVX N (3.4.7)

4. Etude de quelques séries génératrices

Proposition 4.1. — Soit J un ensemble fini non vide.
1. Soit I un ensemble fini non vide et I = | | I; une partition de I en ensembles
jeJ
non vides. Soit a € NL,, v € N7 et
’ Min(v;+) . aidi)
Flpav,t) = Y pocs 2eier, M (4.0.8)

deNT

(cette notation fait abstraction de la partition utilisée, qui sera toujours claire-
ment indiquée par le contexte). Soit & la classe des parties K de I telles que
KnN1I; soit un singleton pour tout j € J. Pour tout K € J soit mg le plus petit
commun multiple des (a;)ick . Soit

. i e T, 5
Fipawt) T 00— o7 [I6 O TI0 10 Floavt) €zl (409)
Kes i€K iel
(a) .7-'(p,a,1/,t) est polynomial en p et t.
(b) On suppose qu’il existe j, € J tel que vj, =0 et a; =1 pour tout i € I,
On a alors B
deg, s F(p,a,v,t7") <0. (4.0.10)
(¢) Pour tout € > 0, il existe n(e) > 0 (dépendant de a et v) tel qu’on ait
pour tout 0 < n < n(e)
deg,, ; Fp",av,t7Y) <e. (4.0.11)

2. Soit j,€J,a e NL), v e N7 et
y Min(a; dj+v;) Miq (aj dj+vj)
Gy porraw,t) DN poes T e L) td e Zp,7I[t]. (4.0.12)
deN’
Soit m le plus petit commun multiple des (a;)jes et n le plus petit commun
multiple des (aj)jeJ\{j y. Soit

Gy pomia,v,t) £ (1—p T’"Ht Ha- I &) [1a-t) G, p.mav.b).
jed 7€\{do } Jjed
(4.0.13)
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(a) g~(j0,p, a,v,t) est polynomial en p et t.

(b) On suppose qu’il existe j, € J tel que vi = 0 et a; = 1. Pour tout
e > 0, i existe n(e) > 0 (dépendant de a et v) tel qu’on ait pour tout
0<n<ne)

deg, ; G(j, p,p" @, v, t ) <e. (4.0.14)

Démonstration. — Nous ne démontrons que la partie concernant F. La partie concer-
nant G se démontre en utilisant la méme technique, laquelle est d’ailleurs une géné-
ralisation de celle utilisée dans la démonstration de [Boulla, proposition 56].

Un calcul élémentaire montre que le coefficient a(p, a, v, d) de t dans F(p, a, v, t)
vaut

Z 7K+Z’” Min(v;+ i(di—ps
Z (—1)Kes iel pjel.?(yj Zie]ﬂ' wildizn )). (4.0.15)
v€{0,1}7, pefo,1}!
#Hr%i ZKEJ mg. Yk <di, 1€l
ieK

Soit d € NZ. Pour tout i € I, on note (i) I'inégalité

1
di>1+ p» > mk. (4.0.16)
K'es
ieK’
Supposons tout d’abord qu'’il existe K € # tel que tout i € K vérifie &(i). Alors
les inégalités définissant le domaine de sommation dans (4.0.15) et faisant intervenir
v sont toujours vérifiées ; on en déduit aussitot, en sommant par rapport a yg, que
a(p,a,v,d) est nul.
On suppose a présent qu'il existe j, € J et i, € I; tels qu’on ait

1

diy 21+ — Z mK—i—MaX‘uj—ujo‘ . (4.0.17)
i, \Kkes ied

Montrons que «(p,a,v,d) est nul, ce qui établira le caractére polynomial de

F(p,a,v,t). D’apres ce qui précede, on peut supposer que pour tout K € .# il existe

i € K ne vérifiant pas &(i). On en déduit 'existence de j, € J tel qu’aucun ¢ de

I;, ne vérifie &(i) (si un tel j, n’existait pas, on pourrait construire facilement un

K € .7 contredisant la propriété précédente). On a alors

> aid; <Y omk (4.0.18)

iEIjl Keyg
et donc d’apres (4.0.17)

ai, (diy — 1) +v;, > > aidi +v;. (4.0.19)
iEIjl
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On en déduit aussitot qu’on a pour tous les (v, u) € {0,1} x {0,1}! vérifiant les
inégalités du domaine de sommation de (4.0.15) la relation

Z a; (dZ — ,LLZ> + I/jU 2 Z Qg dZ + I/j1 . (4020)
i€l i€l;,
Ainsi, dans (4.0.15), on peut remplacer Min par Min ; par ailleurs, d’apres (4.0.17),
Jed e, j#d
la condition
1
pi, +— Y mik <di, (4.0.21)
Y geg
ig €K

est toujours vérifiée. On en déduit aussitot, en sommant par rapport a w; , que
a(p,a,v,d) est nul.
Vu (4.0.15), le deuxiéme point découle de Iinégalité évidente

VdeN', v + > a;di—|d| <0. (4.0.22)
i€ly,

De méme, pour le troisiéme point, il suffit de vérifier que si 7 est assez petit on a pour

tout d € N
1 Min(v; + Z a;d;) —|d] < e. (4.0.23)

JjeJ ‘
i€l

O

Définition 4.2. — Soit M € Z. Un élément F de Zp, 7][[t]] est dit M-contrdlé s’il
s’écrit comme une somme finie d’éléments de la forme

P(p,7,t)
dia
[T (1—pmernal]ty)

acA el

(4.0.24)

ou P € Z[p,7,t], A est un ensemble fini (éventuellement vide) et pour o € A, my, ng
et les d; sont des entiers positifs, tels qu'on ait les propriétés suivantes : pour tout
e > 0, il existe n(e) > 0 tel qu’on ait pour tout 0 < n(e) < n

deg, s P(p,p",t7 ') <M =2 +¢; (4.0.25)
et pour tout o € A
Mo —» di, < -1 (4.0.26)
el

Si P € Nlp,7,t] la premiére condition est équivalente a deg, ; P(p, 1, tH <M -2

Soit He = {Hg}ge 10,131 une famille d’éléments de Z[p, 7][[t]] telle que Ho(t = 0) =
1. Soit > 0. Si k est fini, pour G € Diveﬁ:(%)il, on pose

é H’U U Z) tfv
> aay(He,G)t* = ] (5)(4 - ) (4.0.27)
deN! veF ) [Tie /(1 =1¢7)
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et,sik=Q, pour G € DiVeﬁ‘((ng«)il, on pose

: Hyg)(py,py ", t")
> Gappr(H, Gtd & J[ —22mte 2 (4.0.28)
deNT ve ) [Lie,(1—1;7)
Lemme 4.3. — Avec les notations ci-dessus, on suppose que Hg est |g|-controlé si

g € {0,137\ {0} et que Hy — 1 est 0-controlé.
1l existe alors une constante C > 0 telle que pour tout € > 0 assez petit, il existe

n(e) > 0 (tout ceci pouvant étre rendu explicite en fonction de H, ) tels qu’on ait pour
tout d € NY

1. (k fini) pour tout G € DiVeﬁ‘(%)él
(a)

_ #I
h. q'79¢ _ w(G)— _ed,
aqgo(He,G) — (L — ) [T Hus (@ e a | <o | [ Calr®-2+ [un cd;
q v v,v(G)#0 iel
(4.0.29)
(b) pour tout 0 < n < n(e)
ad,n(HnS) <Le,H, H ql,v(g)|72+€ q‘d‘. (4.0.30)

v,v(G)#0

2. (k= Q) Il existe c(p,7) > 0 et C(p,r,e) > 0 vérifiant lim, 1o c(p,7) =1 et
lim, 4 C(p,r,e) =1 tels qu'on a

(a)

A p,r0(He,0) — C(p,r)p”d“ <n, C(p,re) lzpr'd_adi] (4.0.31)

el

(b) pour tout G € Diveg(%p7r)i1 et tout 0 < n < n(e)

adnpr(He,9)| <u, C(p, 7, C.prv©)=2+e) | ridl 4.0.32
TP . v

v,v(G)#0
Démonstration. — Elle est contenue dans [Boulla, p.18] si k est fini et dans

[Boullb, Section 6] si k = Q. Indiquons seulement les grandes lignes : si k est fini,
on applique [Boullb, Lemma 5.1] (qui est essentiellement un avatar des estimations
de Cauchy) a la série

dé Hv ] (QU,qgatf”)
190 “T[0 00 Y oan(G.90 =0 ] Tt
deN’ va(g)zo OV 0

(4.0.33)
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Les hypotheses faites sur H, permettent de majorer de maniere ad hoc la norme sup

Hy g (qo, g1,
I1 H(S() (g :f”t fv)) . (4.0.34)
v,0(G)#0 0{qv,qu, g1+

Si k = Q le raisonnement est analogue. Il faut montrer en outre dans ce cas qu’on

lim H(O,(p",....p ")) =1 (4.0.35)

r—-+00
et, pour € assez petit,
=1 (4.0.36)

pr(fl«#a)

lim sup ‘ ‘ﬁ(O, t)

r—400

ot H(0,t) « H(0,¢) [T(1 —¢;) ce qui se fait en utilisant la décomposition en produit
eulérien et en appliquant [Boullb, Lemma 5.2]. O

Désormais, on considere une hypersurface intrinseque linéaire X et un ensemble
admissible de variables J (¢f. la sous-section 3.2). Rappelons qu’on a alors dim(X) +
1 =#J et #1I = rk(Pic(X)). Dans tout ce qui suit, si A, B et x sont des quantités,
la notation A <, B signifiera « A est majoré par B a une constante multiplicative
pres ne dépendant que de X, € et = ». Les constantes introduites ne dépendront que
de X et €.

Nous aurons besoin de 'hypothese suivante sur X.

Hypothése 4.4. — 1. Au plus dim(X) + 1 diviseurs parmi les {D;}ice,,, $'in-
tersectent mutuellement. En d’autres termes, on a Max{#K, K € Cu.} <
dim X + 1.

2. st K € Cype est tel que K N 1; est un singleton pour tout i, alors il existe i € K
tel que a; = 1.
Ezxemple 4.5. — On vérifie aussitdt que cette hypothése est satisfaite pour les sur-

faces de la liste de [Der06], ainsi que pour la famille construite dans [Boulla]. Nous
ne savons pas s’il existe des exemples d’hypersurfaces linéaires intrinséques pour les-
quelles elle n’est pas vérifiée.

Supposons k fini. Pour G € Diveg(%)” et d € NI, on pose

é d d SG. ) st
9 Y (G D) e o ey 5 (4.0.37)
fDGDiVeH(Cg)I
deg(D)=d
et, pour n > 0 et j, € J,

(d 9) def Z ‘V (9 9)’ qdeg(pgcdjEJ(sgj HiGIj Sz)ii))'i‘ﬂ deg(ngdng\{jo}(sg]‘ Hiaj 5?;1))
g\ I = x,0\J> :
DeDiVeﬁ(%)I
deg(D)=d
(4.0.38)

Notons que d’apres la remarque 3.4, ces quantités sont nulles si G ¢ Diveff(%)él.
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Si k = Q, on définit de méme les fonctions .# et ., sur N¥ x DiVeﬁ‘(Cgpm)J

Jg M PsT
en remplagant dans les formules ci-dessus ¢ par (@ﬂpma .y Par vy, et q par p".

Posons % (n) = Min(1,n). Pour g € N7, soit

Mln(gj+ Z awfw

et o :
Fy(p,t) = Z vs (9, f)p €15 tf, (4.0.39)
FeEN!

(Mln(91+ Z aif; )
déf o i
FLg(pat) = Z VX,J(g’f) &l tf

feNI

F27g(p, )

(4.0.40)

déf

Fg(pat) _Flag(p’ t) (4041)
et, pour « € {1,2},

dsf

Heg(p,t) = <H 1- ti> Fog(p,t). (4.0.42)
icl

Pour j, € J on pose

Min(g;+3 .., aifi) | Min 95+ e, aifi)

dé
Fjo,g(p, T, t) = Vs J(g f)‘ pied FI€N g} tf,
feN!
(4.0.43)
dé o ?(Min(gj'i‘ZiEIvaifi)) F (]ell\/{l{r; }(gj+zigj aifi)) ;
Fjoylﬁg(PaTaﬁ = l/XyJ(g7 f)‘ p \i€J j ’ o .
feN!
(4.0.44)
et
def
Fjy2.0 = Fiyg = Fjj 10 (4.0.45)

Proposition 4.6. — On suppose Uhypothése 4.4 vérifiée.

1. Pour tout g € {0,1}7, Hy 4 est un élément de Z[p,t] . Hyo — 1 est O-controlée
et Hy g est |g|-controlée pour g # 0

2. Pour tout g € {0,1}/, Hs 4 est |g|-contrélée.

3. 1l existe un élément H; 1,4 € N(p, 7,t] tel que Hj 10— 1 est 0-controlé, H; 1,4
est |g|-controlée pour g # 0, et pour tout p,7 > 0

Fj 1.9(ps7,1) (Hl —t> Hj 14(p,7.t). (4.0.46)

i€l
4. Pour tout g € {0,1}7, F, Jiy2.g €st |g|-controlé.
5. (k fini) Pour tout G € Dlveﬁ:(%)gl, posons

¢ (hy gt 9%
Cprinc(9) o (qi) H Hy6) (v, qy ) (4.0.47)

—1
q veF©
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1l existe alors C' > 0 telle que pour tout € > 0 assez petit, il existe n(e) > 0 (tout
ceci pouvant étre explicitement décrit en fonction de X ) tels qu’on ait pour tout
de N/, et toutG e Diveﬁf(((oﬂ)il

q“d'%(d,S)—cprinc(S)‘<<5 [I cdvi-2e= lzq—fdi] (4.0.48)
v,v(G)#0 icl

et pour tout 0 < n < n(e)

NN 0(d,G)) < | [ Cdr®ITtE (4.0.49)
0,0(§)#0

Par ailleurs, on a

eIy T pine(G) ¢S = 4 (X) (4.0.50)
GeDiver ()2,

et pour tout € > 0 assez petit

Y(X) — g 79e) ) > Cprine(§) g 19E O | . g7 2uses ),

GeDiven(6)Z,
deg(§;)<(y,%;), Je€J
(4.0.51)

6. (k=Q)
1l existe C > 0 et c(p,r) > 0 telles que pour tout € > 0 assez petit il existe
C(p,r,e) > 0 et n(e) > 0 (tout ceci pouvant étre rendu explicite en fonction de
X ), avec limy 400 c(p,7) = 1 et lim, 400 C(p, 1) =1 tels qu’on ait pour tout
d € NY, pour tout G € Diveg(%p7r)é1 et tout 0 < n < n(e)

p~1A, . (d,0) - c(p, T)p”d“ < C(p.re) [ZP_Edi)] (4.0.52)
el

et p 1A pr(d,G) < Clp,r,e) H C.prv@I=2+e) | (4.0.53)

v,v(§)#0

Démonstration. — Compte tenu de (3.1.4), on a
Figlpt)= > p(g,mptm™+ > p, (g, m)(p— 1)t
me{0,1}7 me{0,1}1, feN’
fen! Vied, gi+) ., (mitfi)>1
J

(4.0.54)
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Or pour m € {0,1} on a

Z = Z tf (4.0.55)

feN’ feN’
VIET,  git) 0, (mitfi)21 VI (9540, mi=0)=) 0, il
1
=i~ 11 1= JIa-t).
il v jeJ i€l

gj+2i51j mi=0 ( )
4.0.56

On en déduit 1'égalité

Higp,t)= > uilgm)t™ [1+(p-1) [J] a-JJa-t)
me{0,1}1 jeJ i€l;
ngrZiE]j m; =0
(4.0.57)
Mais pour tous m, g on a

Somit#{ie d g+ > my=0} = #{j€J, g, =0} =#J|g| >3—|g| (4.0.58)
el il
On déduit de I'inégalité précédente et de (4.0.57) les majorations
deg,, s Hi,g(p,t™") < Max(|g| - 2, Max | (= Im)) (4.0.59)
meq0,
1S (m,g)#0
et
degpt[HLo(p,t_l) —1] < Max(—2, Max , (—|m])) (4.0.60)
’ me{0,1}
520
1S, (m,0)7£0
Soit m € {0,1} et g € {0,1}7 tels que 1S (g, m) # 0 et tels qu’en outre si |g| = 0
on a |m| # 0. On a alors
—|m| < |g| — 2. (4.0.61)
C’est en effet immédiat si |g| > 2 et si |g] = 1 ou |g| = 0 cela découle de la proposition
3.1. Ceci conclut la démonstration du premier point.
Passons au deuxiéme point. La remarque 3.2 permet d’écrire
o Min(g; +Zi ~aif;)
F27g(p’ t) — Z VX,J (g, f)(pJEJ €l
fFeN'!
(0,f)eN;,

inc

i . AT
%ll?(gj+zi51j a;fi)22

—ptf  (4.0.62)

Soit .7 la classe des sous-ensembles K C I de cardinal #J tel que K € Ci,c et K NI;
est un singleton pour tout j € J. Compte tenu du point 1 de 'hypothese 4.4, on voit
alors que si f € N vérifie les conditions sous le signe somme dans (4.0.62), il existe
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K € .7 tel que f; > 1 si et seulement si ¢ € K. On a alors (¢f. la remarque 3.3)
v, (9, F) = vy (9, f i) La fonction F3 g se rééerit donc comme une somme sur tous
les K € .# des fonctions

Min(g;+a; f;)

vy, (9. fk) > (p7<” - p)tt. (4.0.63)
fenNy,
Min(g;+aj; f;)>2
JjEJ

Pour alléger I’écriture, on a fixé dans ’expression précédente une identification de K
a J. Soit J; & {j € J,a; = 1}. D’aprés le point 2 de I'’hypothése 4.4, J; est non vide.
Notons m le plus petit commun multiple de la famille (a;);es. L'expression (4.0.63)

se réécrit alors, compte tenu de la proposition 4.1,

vs (9, Fk) > (pre” —p)tf (4.0.64)
feNg,
Vi€Jr, g;=0=f; 22

=vi, (o b [T 677 TI 6 D0 (pPrmtihen b stinenn) — pf

Jje€J1 JEJI\J1 fENéo
(4.0.65)
o 2—g; pf(p,(a')g.],l/,t) 1
:VX,J(gva>thj % H t ]a”—%j 7H1_t‘
JE€S1 jeI\N (1_pm Htj])H(l_tj) icJ /
jeJ i€J

(4.0.66)
avec v = ((0,...,0) e, (95 +aj — 2)jen s, ). Remarquons que si I'on fixe tous les

parameétres sauf (g;) € {0,1}71, l'expression précédente vaut a une constante pres

vy, ((95)iens (95)senns Fi) Tlies, t; "
D’apres la proposition 4.1, on a

deg, ,(F(p. (a;)jes, v, t7")) 0. (4.0.67)

On a également

deg,, [P [Tt II ;) =1-#h-#7+> gi<lgl-3  (4.068)
JjeJ1 JjeJ\J1 je1

(rappelons qu’on a #J; > 1 et #J > 3).
Finalement, compte tenu du fait que J; est non vide, on a
m— 3" (H I 1) — (T~ #D) < 2. (4.0.69)
s
icg 7

Ceci conclut la démonstration du deuxieme point.
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Pour le troisieme point, on a la majoration

J€JI\{ig

F;

iota(e) < Y0 > |ul(g, f)]

feNTosf'sf
(4.0.70)
H; 1t
Notons Hip10(pt) cette derniere expression. Un calcul similaire a celui mené pour le
| )
er ‘

premier point montre qu’on a
Hj 14(p,t) = Z 12 (g, m)| t™ Hyn j, 1,9(p, 7, 1) (4.0.71)
me{0,1}1
avec, pour tous g, m,

Hpmj,ag(p7t) =14 (p7—1) 1T 1-JJa-t) (4.0.72)

jeJ icl;
9i +Ziefj mi=0

si gj, # 0 ou s'il existe i € I tel que m; # 0, et

Hpmjaglpmt) =1+(or=1) [ a-JJa—t)+r [T O~t) ]

JjEJ i€l i€l j€I\{jo}

9(1;@;1(;7#21_6 “f) F( Min (54, aifo) "

(1*1_[(1*%'))

icl;

gj+zi51j mi=0 gj+zz'elj mi=0

(4.0.73)
si gj, = 0 et pour tout i € I; , m; = 0. On conclut de maniére similaire au premier
point.

La démonstration du quatrieme point est reportée dans un appendice. L’idée est
similaire a celle utilisée pour le deuxiéme point, avec quelques complications tech-
niques.

Les deux derniers points se déduisent aussitot des quatre premiers par application
du lemme 4.3, & 'exception de (4.0.50) et (4.0.51). Or on a

S [ Hes @ Ya O =T Y Hylgo.q; e 9. (4.0.74)

G€Diveg (€)1, v v ge{o,1}7

Tout d’abord, d’apres la remarque qui suit (4.0.66) et la remarque 3.3, on a

Z Hs g(q0,4; " )g ™19 = 0. (4.0.75)
ge{0,1}

Par ailleurs, d’apres (4.0.57), on a

> Higlawa, g = > wE@e ! 1+@-1 1

g€{0,1}7 e=(g,f)e{0,1}37V7 JEJ

—q, " )*)

(4.0.76)
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D’apres le lemme 3.7 et [Bou09a, Lemme 1.25], on a donc

ek _ j X (Ko
Z Hg(qvv qgl)qi‘g‘ = Z ,Lti (6) #:Zf;(g(x) ) = (1*(11; 1)rg(PlC(X)) #dim((X))
g{0.1}” e=(g.£)€{0,1}17 T v
(4.0.77)
d’out (4.0.50); (4.0.51) en découle facilement. O

5. Comptage de sections globales

On considére une hypersurface intrinseéque linéaire X et un ensemble admissible de
variables J (cf. la sous-section 3.2). On suppose en outre que dim(X) = 2 (en d’autres
termes que #J = 3). Pour j, € J, y € Pic(X)V et (G, D) € Diveg(€)”*!, on pose

i, 1,G,D) = <y > G- @tot> — ) deg(§;) +deg pged | G5+ > biiDi |,

i+ i+ Je{2,3} i€l
(5.0.78)
i, .G, D) = (y, 9, )—deg(9;, )+degpged | G+ > biyD; | ~deg pged | G+ D biyD;
i€J i€l J€I\ o} i€l
(5.0.79)
et 0(y,9,D) = g, (1,9,D)+ v, (1,5, D). (5.0.80)

On notera que © ne dépend pas du choix de j,. Le lemme suivant découle facilement
de [Bou09a, Lemme 3.5 et Corollaire 3.6].

Lemme 5.1. — Soit y € Pic(X)¥ N Cea(X)V, et (§,D) € Diven(€)”*" vérifiant
deg(D;) =y, F#;) pour i€ I.

1. Supposons ¢; (y,G9,D) =29, — 1 et ¥; (y,G,D) >2g, — 1. Alors

N(G, D) = ¢~ 9%) dim(X)+0(y.5,D) (5.0.81)
et

N, (G, D) = gl %) A5, 1.5.D), (5.0.82)

2. Supposons p; (y,G,D) >0 Alors
N (G, D) < g Fe5, 0:5D) (5.0.83)

3. Supposons ; (y,G, D) < 0. Alors
NG, D) =0. (5.0.84)

4. Supposons ; (y,9,D) <29, — 2. Alors

NG, D) < gt H29 =205 (5D) (5.0.85)

5. Supposons ¢; (y,9,D) 20 et ¥; (y,G,D) > 0. Alors
NG, D) < ¢iX)+Ow.5. D), (5.0.86)
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6. Le résultat principal

Supposons k fini. Soit f : Pic(X)"NCes(X)" — R une fonction. Soit P une partie
de C.z(X)Y qui est une union finie de cones. Pour o € {I,II}, on dit que f est un
terme d’erreur de type « sur P si

— cas a =1 : la série

S fytl A (6.0.87)
y€PNPic(X)Y
est ¢~ 1-controlée a l'ordre rg(Pic(X)) — 1.
—casa=1I:ona
lim g f(y) = 0. (6.0.88)
yEPNPic(X)Y
dist(y,0P)—+o0
On dit que f est un terme d’erreur de type o € {I,II} si f est un terme d’erreur de
type a sur Cog(X)V.

Pour a € {I, I}, on dit que f est un terme dominant de type « sur P (respective-
ment un terme dominant de type «) si f(y) — g _%XW(X) est un terme d’erreur de
type a sur P (respectivement un terme d’erreur de type «). On emploiera I'expression
« de type I fort » quand la propriété correspondante vaut sur toute partie P’ de P
qui est une union finie de cones.

Remarque 6.1. — Aucune des deux propriétés « f est un terme d’erreur de type «
sur P » pour « € {I fort, 1} n’implique a priori l'autre. Cependant, en supposant
que P est un cone et que {xo,...,z,} sont des éléments non nuls de son dual, elles
découlent toutes les deux de la propriété plus forte suivante :

3 >0, VyePNPie(X)Y, |qv 7 f(y)’ <3 g, (6.0.89)
1=0

C’est immédiat pour o = IT et pour a = [ fort, on utilise le point 1 de [Boulla,
Lemme 13].

Supposons k = Q. Soit, pour presque tout premier p, f,, : Pic(X)VNCer(X)" —

R une famille de fonction indexées par r € N<q. Soit P une partie de Co(X)Y. On dit

que {fp,r} est un terme d’erreur sur P s’il existe une constante positive M dépendant

de €, X, et P telle que pour tout y € Coiy(X)Y N Pic(X)Y vérifiant dist(y, dP) > M
on a pour presque tout p

lim p7l9e =DM+ A £ (1)) = 0. (6.0.90)

r——4o00
On dit que {f,,} est un terme d’erreur si {f,,} est un terme d’erreur sur Ceg(X)".
On dit que {fp} est un terme dominant sur P (respectivement un terme dominant)
si, pour presque tout p, fp.(y) — prl(=94) dim(X)+{y, =) gt un terme d’erreur sur
P (respectivement un terme d’erreur).

On consideére toujours une hypersurface intrinséque linéaire X telle que dim(X) = 2
et un ensemble admissible de variables J. Soit y € Pic(X)Y N Cux(X)V. Si k est fini,
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on pose

Yy
ng(y) £ v, gl 79 dm0+0 (6.0.91)

y
nlJ(y) d:ef Z yX,J_q(l—g(g)dim(X).f@
Jjed, ;<0
y
+ Z nyJ.(q(l—gcg)dim(X)-i'@7(/‘/*) (6.0.92)
Jj€d, wj22g9,-1
vied, ;20

et
)
nd(y) < > Vi, (q1796) O+ _ yrey (6.0.93)
ViEd, ¢;<2g, 2
Vied, ;>0

Si k = Q, on définit de maniere analogue ng_, .(y), n{, .(y) et ng , .(y).

0,p,r
Théoréme 6.2. — 1. Soit y € Pic(X)V NCy(X)V. Si k est fini, on a
# Homyx, (¢, X,y)(k) = ng (y) +ni (y) + nj (y). (6.0.94)

Si k= Q, on a pour presque tout p et tout r > 1
# Homx, (%, X,y)(Fyr) = nb]7p7T(y) + n{7p7T(y) + ng,p,T(y). (6.0.95)

2. Pour a € {I fort,IT}, ng est un terme dominant de type o ; {ng,,} est un
terme dominant.

3. Pour a € {I fort,II}, ng est un terme d’erreur de type « ; {n{7p7r} est un terme
d’erreur.

4. Soit Cy & {y € Ca(X)Y, (y, 1=N.(%, +9;,) — Do) > 0}. Pour tout
A >0, et pour o € {I fort, 11}, ng est un terme d’erreur de type o sur Cy ; pour
tout A >0, {ny , .} est un terme d’erreur sur Cy.

Avant d’en venir a la démonstration de ce théoréme, nous en donnons quelques
corollaires immédiats.

Corollaire 6.3. — Pour o € {I,I fort,IT1}, « Manin « » vaut pour (X, Xo) si et
seulement si ng est un terme d’erreur de type o. « Manin géométrique » vaut pour
(X, Xo) si et seulement si {nj .} est un terme d’erreur.

Remarque 6.4. — L’étude de ny dans le présent travail est basée sur la majoration
grossiére (7.3.1). Il semble clair qu’en général le membre de droite de (7.3.1) ne sera pas
un terme d’erreur, et que seule une étude fine de la différence g(1=9«) dm(X)+6 _ g«
pourra permettre de montrer que ny est bien un terme d’erreur.
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Pour A > 0, soit

Py = g})ck, Pl = Cog(X)V'\ N {(o, 1=, +9,) — Dror) <O}  (6.0.96)

ot J C T décrit a chaque fois 'ensemble des choix admissibles de variables, de sorte
que P} = Px.

Corollaire 6.5. — Pour tout A > 0, « Manin I fort » vaut pour (X, Xo) sur Py, et
« Manin IT » et « Manin géométrique » valent pour (X, Xo) sur Pj.

S’il existe A > 0 tel que Py = Cog(X)Y, « Manin I fort » vaut pour (X, Xo).

S’il existe X > 0 tel qu'on ait int(Ceg(X)Y) C PY, « Manin II » et « Manin
géométrique » valent pour (X, Xo).

Corollaire 6.6. — « Manin I fort », « Manin II », et « Manin géométrique » valent
pour les trois surfaces de del Pezzo généralisées suivantes : la sextique avec singularité
A1, la quintique avec singularité Ao et la quartique avec singularités Az + Ay. Pour
les cing surfaces de del Pezzo généralisées suivantes : la sextique avec singularité A,
les quintiques avec singularités respectives Ay et As, les quartiques avec singularités
respectives 3 Ay, As + Ay, et Az, on a

1
lim sup Vol(P)

N . 6.0.97
P, Manin vaut sur P VOI(Ceff(X)V) ( )

Le dernier corollaire découle aussitot du corollaire précédent et d’un calcul Maple
utilisant [Fra09] et les données fournies par [Der06]. Pour toutes ces surfaces, on
vérifie en effet qu'on a Py = Cer(X)Y et pour les trois premiéres on a Pi U {0} =
Cer(X)Y pour A > 0 assez petit.

On obtient d’ailleurs en toute généralités les résultats numérique présentés dans
la table 1 pour les 20 surfaces de [Der06] qui sont des hypersurfaces linéaires in-
trinseques. On notera en particulier que les résultats présentés dans la table 1 de
[Boullb] sont sensiblement améliorés.

Remarque 6.7. — En employant des techniques strictement similaires a celles uti-
lisées ici, on pourrait en fait montrer qu’on peut remplacer dans les résultats ci-
dessus 'ouvert X par X. En particulier, on obtiendrait pour les degrés y ad hoc que
Homyx, (€, X,y) est dense dans Hom(%, X, y). Les détails seraient cependant assez
laborieux (c¢f. [Boullb] ou ce type d’énoncé est considéré).

Passons a la démonstration du théoreme 6.2. Le premier point du théoréme découle
aussitot de (3.4.6), (3.4.7) et des définitions. La démonstration des autres points
occupe la section suivante.
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‘ degré ‘ singularités | im Sup p yranin vaut sur P %

6 A, 1

6 A, 1

5 A, 1

5 A, 1

5 A, > 0.81

5 Ay >0.76

4 3A, 1

4 Ar+ Ay 1

4 As;+ Ay 1

4 Asj 1

4 Ay >0.72

4 Dy >0.43

4 Ds >0.34

3 2A5 + Ay >0.97

3 | Az+2A, > 0.92

3 A+ Ay > 0.98

3 Dy > 0.95

3 Ds > 0.28

3 Eq > 0.08

TABLE 1
7. Démonstration du théoréme 6.2

7.1. Démonstration du point 2 du théoréme 6.2. — Supposons k fini. D’apres
(6.0.91), (4.0.37), (5.0.80) et (3.2.2), on a
g (96 =D MmO+, ) (1)) — 3 g 2wl T) gy, F)), G)g 1 deEO)l

GEDiver(€)’
deg(5,)<(v, %), J€J

(7.1.1)
et donc d’apres le point 5 de la proposition 4.6 on a pour tout € > 0 assez petit
’q<y,xx>ng(y)_7(x)‘ (7.1.2)
<. Zq—dy,?i) Z H C.qu(g)\—zﬁ g~ 1des(9)]
il G€Diver (€))L, \v,0(9)#0
tq© D e,y ) (7.1.3)
<. qfszje‘]@ygj) +Zq76(y,ﬂi>' (714)

el
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Ceci montre le résultat pour ny.

Supposons a présent £k = Q. On a

pr[(g,g—l)dim(X)+<y,J£/x>]nb]pT(y) _ Z prieI(y,ﬂﬁj/

GEDiver (Ep,r)”
deg(S,)<(y,¥%;), J€J

(7.1.5)
et donc d’apres le point 6 de la proposition 4.6, pour tout € > 0 assez petit,
[prllos =0 @GO A0 g ()~ clp,) (7.1.6)
est majoré par
C(p,re) [Zp*%(y,%) + Z H Cp! [v(§)|=2+e | py—rideg(9)]
i€l SGDiVeH(Cgp,T)il v,v(G)#0
G#(0,...,0)
(7.1.7)

avec lim,_, 1 oo C(p,7,€) = 1. D’aprés [Boullb, Lemma 5.2], la derniére somme tend
vers 0 quand 7 — +00. On en déduit le résultat pour ng, ..

7.2. Démonstration du point 3 du théoréme 6.2. — Supposons k fini. On a
y y '
W< S @+ Y vl ‘q(gwndlm(x)m _
djeJ, ¥;<0 Jo€J Pig 229%71
vied, ;20
(7.2.1)
et pour tout n < 1
y y
Do Il a® < 30D ] g Pt (72.2)
3j€J, ;<0 Jo€J

Par ailleurs, d’apres le point 1 du lemme 5.1, on a

@iy 220, —1
Vjied, ;=0

Yy Y
_ g (1-g.,)dim(X)+© *
D DR 2 BT D1 S P | Pl nyar
¥jg 2294 —1 jeJ Pig 22941
Vjed, ;=0 0S¥, <29, -2

(7.2.3)

e(((y, Fi)), G)p ~Tldes®)]
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En utilisant le point 2 du lemme 5.1 on obtient pour tout n < 1

Y Y
oo e <> Y e [ee (7.2.4)
®i 22g,g—1 JjeJ JjE€J Vjied, ;=0
vjed, ;=0
bj, =0

Yy
<3 N ju, gt (1.25)

jeJ
Finalement, en utilisant le point 5 du lemme 5.1 on obtient pour n > 0

@y 220, —1
01y, <29, —2

Y
<y D v, | gt (7.2.6)

Pour 0 < 1 < 1 on obtient en définitive

Yy
0] )] < SN v, | g PO (7.2.7)
jeJ

Notons que d’apres (4.0.38), (5.0.79), (5.0.78) et (3.2.2) on a pour tout 1 et tout j € J

q<y~%fx> zy: ’Vx,.I’ _qsaj+(1—n)wj
= q*ﬁ(ngﬁ Z q Zigl<y~9i>j/

—|deg(G deg(G;
jm(<y’ 3@ 79)(] |deg(G)|+n deg( ). (7.2.8)
SGDiVeH(%)il

En appliquant le point 5 de la proposition 4.6, pour tout € > 0 assez petit, on obtient
pour tout 1 > 0 assez petit la majoration

g nf ()| <y D gV (7.2.9)
JjeJ

d’otut le résultat.
Supposons k = Q. Par un raisonnement analogue a ci-dessus, on a pour tout 7

Yy
‘n{,p,r(y>’ <y P (dim(X)+n(2 g, —2)) Z Z ‘VXJ%T ,pr(wﬂr(lfn)wj) (7.2.10)

jeJ
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Pour tout j € J et tout € > 0 assez petit, en appliquant le point 6 de la proposition
4.6, on obtient pour 1 > 0 assez petit

Yy
pr((g% —1) dim(X)+(y, %’X))pr (dim(X)+n(2 g, —2)) Z ‘V .pr(wﬁ(l—n)wj) (7.2.11)

X,J,p,m

— (9 AMX) (206 ~2)=nly 7)), ~T Dy W T

x X Mnpelly, Fi), Gp @l ndesS)(79.19)
SeDiverr (1)L,
< C(p,rye,m) p"l9e B0 0¢ =2)=nly, 9)) (7.2.13)

avec lim,_, 100 C(p,7r,6,m) = 1 (on a encore utilisé [Boullb, Lemma 5.2]) d’ou le
résultat (rappelons que I'on peut exprimer explicitement un 7 convenable en fonction

de X).

7.3. Démonstration du point 4 du théoréme 6.2. — Supposons k fini. Ecrivons
J =14y,J1,7J,}- D’apres les points 4 et 5 du lemme 5.1, on a la majoration

g (9)] <Y v | g™ (7.3.1)

Soit y vérifiant (y, ¢4;) < deg(§;) pour tout j € J. D’aprés (5.0.79), on a pour A > 0

’l/)jo (yagag) < <ya Zgj - @tot> - <ya (1 - )\)%1 +gj2 - -@tot> - deg(Sl)

jeJ

o deg peed Sj+ > bi;Di | — A(deg(S;,) + deg(5;,)) — deg(pged(S;, . S5,))-
Je i€l

(7.3.2)

En utilisant (4.0.49), on obtient pour tout € > 0 assez petit la majoration

Y
q(y,%fx) Z ‘VX,J‘ 'qd}jo

<. Z H C.qLU(S)l_Q'i_E q deg(5;, ) —deg(pged(9j, »95, ) —A(deg(S;, ) —deg(9;,))
G€EDives (€)%, \v:v(9)#0
x g~ W (1-NF5y +05, =Pai) (7 3.3)
On vérifie aussitot qu'on a pour g € {0,1}” et e > 0 assez petit
lgl =2+ — gj, — Min(g;,, 9;5,) — Mg, +95,) < -1 (7.3.4)
d’ou la convergence de la série apparaissant dans (7.3.3) et la majoration

g ) g (y)] <on g @ T NEAD T, (7.3.5)
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Si k= Q, on a de méme la majoration

Y

p7l(1=g4) dim(X)] |n‘2],p,r(y)\ < p7 (9 dm(X)+2g,-2) Z |Vx,J,p,r p" o | (7.3.6)

et un raisonnement analogue permet de conclure.

8. Appendice : démonstration du quatriéme point de la proposition 4.6

On commence par remarquer que F; o 4(p,7,t) est la somme des trois séries sui-

0>

vantes :
~ Min (gj""zi ) a; fi)
Z V2 (g, f)’ (r9€7\ o) e e, (8.0.7)
feN’
(0,£)EN7,
jeg/{l{ral'o}(gﬁhziaj aifi) 22
Gig D 5oy @ifi=0
Jo
CMin (gj+y.,, aifi)
> Vi,J(gaf)‘ (pr7e/M o T —entf, (8.0.8)
FenN!
(0,f)ENT.
je%l{r;o}(gﬂ_ziefj afi)>2

9ig +Ziezj0 aifi=1

et
. Min(ngrZiEIv a; fi) _Elj\/{i{n }(ngFZite a; fi) f
> Vi, (9, f)’ (pis’ A —pT)t.
fFen’
(0.f)ENG,.
E/éi‘fjl(gfrzigj a;i fi)>2
(8.0.9)

Il s’agit de montrer que ces trois séries sont |g|-controlées.
8.0.0.1. Le cas de (8.0.7). — On peut bien entendu supposer qu'on a g; = 0 Soit

f € N! vérifiant les conditions sous le signe somme dans (8.0.7). D’aprés I’hypothese
(4.4), on est alors nécessairement dans I'une des deux situations suivantes :
— il existe K € Cinc de cardinal #J — 1 tel que K N I; est un singleton pour tout
jeJ\{j, et fi>1sietseulementsiic Koui¢g | |I; et {i} UK € Cinc;
=2
— il existe K € Ciyc de cardinal #J et j, € J\ {j,} tel que #(K NI; ) =2 (posons
alors {4,,1%,} (gKﬁIjl), K N1I; est un singleton pour j ¢ {j,,j,} et fi=1siet
seulement si ¢ € K.
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(8.0.7) se réécrit ainsi comme une somme sur tous les ensembles K du premier type
des séries

t; ~Min (gj+a;f;)
Z ’V;,J(g7 frugy) 1 _zt, Z (r7eM o} —m)t¥ (8.0.10)
; ; ¢ I\ (g}
i¢ |_I 1;, FENL, 0
ies Vi€J1, gj=0=f; 22
KU{i}€Cinc
et
~ Min  (gj+a;f;)
Ve, (g fK)‘ > (77 ol —7)tf (8.0.11)
pen’\Uo0)

viedi, gj :Oifj >2

(on a identifié K a J\ {j,} et noté J1 = {j € J\ {j,}, a; = 1}), plus une somme sur
tous les ensembles K du second type des séries

‘V;,,, (gva)’ Z (r Min(g;, +ai, fi, +ai, fi, (95+a;fi)jen{i.9,1) _ T)tf
v
f€N>>){JO gy}
vjiedi, gj:0:>fj22

(8.0.12)
(on a identifié K\ {¢,,4,} a J\ {Jj,, 7, } et noté J1 ={j € J\ {4, 4. }» a; = 1}).
D’apres la proposition 4.1, la somme sur f € Ni}){J"} dans (8.0.10) et (8.0.11)
vaut, en notant m le plus petit commun multiple des (a;),e I\ }s

Tt T ¢

jen JEIN{Go YUJ1) T]?(T, (@5)je 7\ (g} V5 P) _ (8.0.13)
I =) (—rm T 47
J€N\{o } J€IN\{o}

avec v = ((0,...,0)jes, (95 + aj — 2)jen ({5, yun))-

Toujours d’apres la proposition 4.1, la somme sur f € Ni},{% 1 dans (8.0.12)
vaut, en notant m; le plus petit commun multiple des {a; , (a]—)jeJ\{jo g1} et ma le
plus petit commun multiple des {a;,, (a;)je (5,1}

Tty 16 % ti ~
JEN T GENUL)) pF (7, (ai, ai), {aj tjengs,.9,3) Vo ) .
(—=t)A—t:,) II  (1—ty) i o e 2
JjeI\{dg.d, } (L—7mt; [1 t;’ )1 —7me tiZ I1 t;’ )
J€Noir } J€N\ g oir }
(8.0.14)

avec v = ((0,...,0)jes, (95 + aj — 2)jen(nugs, .4, D)+ (95, + @i, +ai, —2)). Compte
tenu de #J > 3 et de la proposition 4.1, on vérifie facilement que (8.0.13) et (8.0.14)
sont |g|-contrdlée.
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8.0.0.2. Le cas de (8.0.9). — En raisonnant comme pour le deuxiéme point de la
proposition 4.6, on voit qu’il suffit de montrer que pour tout K € .# la série

(o]
Z/X”](g’ fK)‘ E
FenNZ,
Vi€Ji, g;=0=f; 22

Min(g;j4a;f;) € Min  (gj+a;f;)
jeJ(gJ Jf])T JeN g ) ERe RN

—pr)tf  (8.0.15)

(on a identifié K a J et posé Jy « {j € J,a; = 1}) est |g|-contrdlée. Rappelons
que par hypothese J; est non vide. Notons m le plus petit commun multiple de la
famille (a;);jcs et n le plus petit commun multiple de la famille (a;) ;e N\{j,}- D'apres
la proposition 4.1, (8.0.15) s’écrit, modulo le facteur v,

2-g; -~y
pTHjEJl t] HJQJ\JI tJ T g(]ovvav (aj)je.],l/,t) -1 (80 16)
1—t; @ o o
LILa=1) (—prrn [T —7n [ )
jeJ J€\{Io }

avec v = ((0,...,0)je7,,(gj +aj —2)jgs,). D’apres la proposition 4.1, on voit facile-
ment que (8.0.16) est |g|-controlée.
8.0.0.3. Le cas de (8.0.8). — Dans le cas o1 g;, = 1, on se rameéne facilement au cas

de (8.0.7). Dans le cas ot g;, = 0 on voit qu'il suffit de montrer que pour tout K € .%
contenant j, la série

_ Min (gj+a;f;)
ti, Z (pr 7€’ o} — p7)t (8.0.17)

ENES!
FeNT o

Vi€J1, g;=0=f;>2

V;,;(gafK)

(on a identifié K & J et posé J; = {j € J\ {jo},a; = 1}) est |g|-controlée. Comme

précédemment, ceci découle aisément d’une application de la proposition 4.1.
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