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ANALYTICITE DES APPLICATIONS CR DANS DES VARIETES
PRESQUE COMPLEXES.

RESUME. Nous étudions ’analyticité des applications CR entre deux hypersurfaces
dans des variétés presque complexes. Nous démontrons ’analyticité d’une telle ap-
plication lorsque la structure presque complexe d’arrivée est une déformation d’une
structure modéle et lorsque ’hypersurface d’arrivée a une fonction définissante par-
ticuliére. La preuve utilise la méthode de prolongation des systémes d’équations aux
dérivées partielles ainsi que la théorie des systémes complets.

1. INTRODUCTION

Le travail fondamental de M. Gromov (|Gro85]) établit des résultats de référence
en géométrie symplectique. Les courbes pseudo-holomorphes constituent un des outils
essentiels de ce travail. L’analyse dans les variétés presque complexes se situe donc
au cceur des préoccupations en géométrie symplectique. L’étude des disques pseudo-
holomorphes et de leur régularité au bord (|[IR04]), ainsi que des propriétés des domaines
strictement pseudoconvexes ([EG91]|, [McD91|) ont déja permis d’obtenir des résultats
en géométrie symplectique et en géométrie de contact.

Depuis le théoréme de Newlander-Nirenberg ([NN57]), nous savons qu’une structure
presque complexe n’est pas nécessairement intégrable. De nombreux travaux ont natu-
rellement cherché a savoir quels résultats demeurent dans le cadre presque complexe
et quels sont les résultats qui font défaut. Ainsi, I’équivalence entre la positivité de la
forme de Lévi et I'existence de fonctions d’exhaustion strictement plurisousharmoniques
permet, comme dans le cadre complexe, de caractériser les domaines pseudoconvexes
dans les variétés presque complexes (|[DS08]). En revanche, le théoréme de Wong-Rosay
n’est plus vérifié dans le cadre presque complexe (|Lee06]). Pour démontrer les résultats
qui demeurent, il est nécessaire d’adapter les techniques de ’analyse complexe.

Nous nous intéressons ici & 'analyticité des applications CR entre deux variétés
presque complexes. Dans le cadre complexe, un tel résultat concernant l’analyticité
d’une application CR entre deux variétés a été établi pour la premiére fois par S. Pin-
chuk dans [Pin75| et H. Lewy dans [Lew76| en utilisant un principe de réflexion : si
les variétés M et M’ sont strictement pseudoconvexes et analytiques réelles, un difféo-
morphisme CR de classe C* entre M et M’ s’étend en une application holomorphe. Le
principe de réflexion est aussi utilisé par F. Forstneric dans [For89| et par J. Faran dans
[Far90].

De plus, M. S. Baouendi, J. Jacobowitz et F. Treves (|[BJT85]) ont démontré 1’ana-
lyticité des difféomorphismes C* entre deux variétés pseudoconvexes CR dont I'une
des deux est essentiellement finie. Une hypothése supplémentaire de prolongation est

nécessaire afin d’autoriser 1'utilisation du “edge of the wedge theorem”.
1
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Enfin, C. K. Han obtient des résultats d’analyticité en utilisant la théorie de prolon-
gation et des systémes complets, dans [Han97] et [Han83] notamment. Il s’agit d’obtenir
un systéme complet dont la fonction CR f est solution en différenciant les équations de
Cauchy-Riemann tangentielles vérifiées par cette fonction f.

Dans le cas presque complexe, nous pouvons utiliser la théorie de la prolongation et
démontrer le Théoréme 1.1, qui constitue le résultat principal de cet article. Il s’agit
d’une généralisation au cas presque complexe d’un théoréeme di & C. K. Han ([Han97]),
pour certaines déformations des structures modeéles vérifiant la condition () (voir la
section 4.1 pour la définition précise).

Théoréme 1.1. Soient T' et T deux hypersurfaces dans C" telles que I' = {z €
C", p(z) = 0}, ou p est une fonction analytique réelle telle que telle que p(z) = Re(z,)+
12|12 + o(|]z]) et TV = {w € C", p'(w) =0}, ou p' est une fonction analytique réelle telle
que p'(w) = Re(w,) + |w'|* + o(|w|). Soient J et J' deux structures presque complezes
analytiques réelles sur C™, avec J' une structure vérifiant la condition ().

Soit U une boule ouverte centrée en 0 dans C™. Soit g : I'NU — I une application CR
de classe C*. On suppose que g un difféomorphisme local en 0 et que g(0) = 0. Alors g
est uniquement déterminée par ses jets d’ordre 2 en un point, et g est analytique réelle.

On a donc :

Corollaire 1.2. Soit I une hypersurface définie sur C" par I' = {w € C", p(w) = 0},
ol p est une fonction analytique réelle telle que p(w) = Re(w,) + [w'|* + o(Jwl|). Soit J
une structure presque complexe sur C"™ vérifiant la condition (x). Alors, le groupe des
automorphismes CR de (T, J) est de dimension finie et dimgAut(T, J) < (2n)3.

Remarquons que cette estimée sur la dimension n’est pas précise.
Nous signalons aussi que la démonstration du Théoréme 1.1 s’adapte dans le cas ol
les hypersurfaces et les structures presque complexes sont lisses. On obtient alors que
I’application est uniquement déterminée par ses jets d’ordre 2 en un point.

La preuve du Théoréme 1.1 constitue un premier pas vers la démonstration d’un
résultat plus général concernant ’analyticité des applications CR entre deux hyper-
surfaces strictement pseudoconvexes dans des variétés presque complexes analytiques
réelles.

La théorie des systémes complets (|[Han08]) permet de démontrer que certaines appli-
cations sont analytiques réelles. Il suffit d’exprimer toutes les dérivées d’un certain ordre
k d’une fonction f vérifiant un systéme d’équations différentielles comme des fonctions
analytiques réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal a k-1 de cette fonction pour
conclure a 'analyticité de la fonction f. (cf. 1.4)

Les structures modeéles, introduites dans [CGS05] et étudiées dans [GS06], jouent un
role de référence dans I’étude des propriétés des domaines strictement pseudoconvexes.
Elles apparaissent naturellement comme limite d'un processus de dilatation anisotrope
des coordonnées et constituent l’analogue presque complexe de la boule dans le cadre
complexe. En effet, dans le cadre complexe, le théoréeme de Wong-Rosay ([Won77],
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[Ros79]) stipule que, & biholomorphisme prés, le seul domaine strictement pseudocon-
vexe a groupe d’automorphisme non compact est la boule unité. Il s’agit un résultat
local puisqu'un domaine strictement pseudoconvexe qui admet une orbite d’accumu-
lation en un point de stricte pseudoconvexité de sa frontiére est biholomorphe a la
boule unité ([GKKO02]). Ce résultat fait défaut dans le cadre presque complexe. En ef-
fet, les structures modeéles admettent des orbites d’accumulation en un point de stricte
J-pseudoconvexité de leur frontiére. De plus, un domaine qui admet une orbite d’accu-
mulation en un point de stricte J-pseudoconvexité de sa frontiére est biholomorphe a
une variété modele (|GS06], [Lee06]).

Les structures modéles ont notamment été utilisées par H. Gaussier et A. Sukhov
(|GS06]) pour démontrer qu'un difféeomorphisme lisse entre deux domaines D et D’
lisses et relativement compacts dans des variétés réelles s’étend & la frontiére a condi-
tion que D admette une structure presque complexe lisse sur D telle que (D,.J) soit
strictement pseudoconvexe et que la structure f,(J) admette une extension lisse sur D’
avec (D', fi(J)) strictement pseudoconvexe.

On peut noter que toute variété presque complexe strictement pseudoconvexe est une
petite déformation d’une variété modele. Ce résultat classique est obtenu en utilisant
une technique de dilatation anisotrope des coordonnées. Cette méthode constitue un
analogue presque complexe de la technique des dilatations introduite par S. Pinchuk
([Pin91]) dans le cadre complexe.

Les structures presque complexes vérifiant la condition () sont particuliéres puisque
le défaut d’intégrabilité de T}’O(C" est porté par une seule direction. Les structures
vérifiant la condition (%) constituent une généralisation des structures modeéles. Dans
le cas de la dimension réelle 4, la seule structure modéle est la structure standard. En
revanche, la matrice complexe représentant une structure presque complexe vérifiant la
condition (x) est de la forme suivante :

1 0 0 0

0 —2 0 0
Je = a b z'%_—c d

b a d —i+¢

Il existe donc des structures non standard qui vérifient la condition (x). Il est tou-
jours possible, en dimension réelle 4, d’obtenir une forme “normale pour une structure
presque complexe ([Sik94]). La matrice complexe d’une telle structure est une matrice

diagonale par blocs :
o — Jl(Z) 0
c- 0 J(z))°

Nous verrons que, méme en dimension 2, il n’est pas toujours possible d’obtenir, apres
un difféomorphisme local, une structure presque complexe vérifiant la condition (x).

Dans le cas d’une application CR entre (I, J) et (I, J’) vérifiant les hypothéses du
Théoréme 1.1, les équations de Cauchy-Riemann tangentielles sont trés proches des
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équations dans le cas complexe. La prolongation du systéeme CR afin d’obtenir un sys-
téme complet est essentiellement une adaptation de celle réalisée par C. K. Han dans

[Han97].

L’article est organisé comme suit : dans la premiére partie nous définissons les notions
de base concernant les variétés presque complexes. La deuxiéme partie est consacrée
a la démonstration du Théoréme 1.1 dans le cas particulier ou I'hypersurface I' est
définie par T' = {2z € C",Re(z,) + |#/|* = 0}, (ou 2/ = (z1,-+* ,2,_1)), et lorsque
les structures presque complexes sont des structures modeéles. Nous établissons dans
le premier paragraphe le systéme d’équations de Cauchy-Riemann tangentielles véri-
fices par la fonction f. Le deuxiéme paragraphe, trés calculatoire, est consacré a la
démonstration d’une proposition clé : la Proposition 3.2. Il s’agit d’exprimer certaines
dérivées de la fonction f comme des fonctions analytiques réelles d’autres dérivées de
la fonction f. A 'aide de ce résultat, nous parvenons, dans le troisiéme paragraphe, a
expliciter un systéme complet vérifié par la fonction f et ainsi terminer la preuve. La
troisiéme partie contient la démonstration du théoréme 1.1. Nous définissons dans le
premier paragraphe les structures presque complexes vérifiant la condition (x). Dans le
deuxiéme paragraphe, nous montrons que le systéme d’équations de Cauchy-Riemann
tangentielles vérifiées par la fonction g permet d’appliquer la méme méthode que dans
la démonstration du Théoréme 3.1 pour obtenir I’analyticité de la fonction g. Nous don-
nons dans le troisieme paragraphe une interprétation géométrique pour les structures
presque complexes vérifiant la condition (k).
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2. PRELIMINAIRES

2.1. Variétés presque complexes, Applications CR. Soit M une variété diffé-
rentielle de dimension réelle 2n. Une structure presque complexe J sur M est la
donnée d’un isomorphisme de fibrés vectoriels différentiable, J : T (M) — T(M) vé-
rifiant J2 = —I. On appelle variété presque complexe une variété différentielle M
munie d’une structure presque complexe J.

Une structure presque complexe J est dite intégrable lorsque (M, J) est une variété
complexe.

Soient (M, J) et (M’,J') deux variétés presque complexes. Une application f : M —
M’ de classe C! est dite (J,J')-holomorphe, ou pseudo-holomorphe, si

(2.1) Vze M, df.oJ. = Jy,odf..

Soit I' une sous-variété de (M, J). Nous noterons T¢I" le complexifié de 'espace tangent
de I' : TcI' = C ® TT. On définit I'espace tangent J-holomorphe de I' par H'T' =
{Z € TcT', JZ = iZ}. 1l intervient dans la définition d’une application CR entre deux
variétés presque complexes :

Définition 2.1. Soient (M,J) et (N,J") deuzx variétés presque complezes. Soient I’
et IV deux sous-variétés de M et N. Une application C', f : I' — I” est dite CR si
fAHYT} Cc HYOT.

Remarque 2.2. Soit f : (M,J) — (M',J") une bijection pseudo-holomorphe. Soit
T une sous-variété de M. Alors Uapplication f = fir définie sur I' et a valeurs dans
f(I') =T" est CR.

Localement, soient Q et € des ouverts de M et M’, tels que I' N ) est non vide, soit
f o (,J) = (2, J) une bijection pseudo-holomorphe. Alors l'application f= firne
définie sur I' N et a valeurs dans f(I'N Q) est CR.

Si ¢ est une 1-forme sur M, alors J*p est la forme définie sur I'espace tangent de M
par, (J*p)X = p(JX), pour X € T'M. Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs
X et Y est le champ de vecteurs [X, Y] tel que pour toute fonction f de classe C*
sur M, on ait : [X,Y]f = X(Yf) = Y(X[). Soit I' une hypersurface réelle lisse de M
définie par ' = {r = 0}. Soit p € T". Le fibré tangent J-holomorphe de T" est défini par
HI;] I' =T, ' JT,I". C’est sur cet espace qu’est définie la forme de Lévi :

Définition 2.3. (1) La forme de Lévi de T en p est l'application définie sur HE)IF
par LL(X,) = J*dr[X, JX],, ot X est un champ de vecteurs de H'T tel que
X(p) = X,. (La définition ne dépend pas du choixz d’un tel X ).

(2) Une variété presque complexe (M, J) est dite strictement J-pseudoconveze
en p si, pour tout X, tel que X, € HI;]F, L{L(X,) > 0. L’hypersurface T est dite
strictement J-pseudoconvexe si elle [’est en tout point.

2.2. Structures modeéles. Nous définissons maintenant les structures modéles. Nous
utilisons les notations de H. Gaussier et A. Sukhov dans [GS06].
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Définition 2.4. Une structure presque complexe J sur C" est dite structure modéle
si J(z) = Jg + L(z), o L est une matrice L = (L;;)1<jr<2n telle que

Liz=0s1<73<2n-2,1<k<2n,
n—1

L= Z(a{’kzl +a@"z),a*eC, sij=2n—12netk=1,...,2n—2.
I=1

La complexification Jc d’une structure modéle s’écrit comme une matrice complexe 2n x
2n :

7 0 0 0 0 0
0 —1 0 0 0 0
0 0 7 0 0 0
Jec = 0 0 0 —i 0 0,
0 Lon-12(2,2) 0 Lona(z,2) ... i 0
Lon1(2,%) 0 Lons(2,%Z) 0 o0 —i
avec i2":2i_1<z7z> = ?:_ll(ale + Blizl): ot O‘;7 BZZ € C et I~/2n,2z’—1 - f/Qn_LQi.

Soit J une structure modéle sur C", et D = {z € C", Re(z,) + P(,2') = 0}, avec P
un polynéme homogene du second degré sur C"~' & valeurs réelles. Le couple (D, J) est
dit domaine modéle si D est strictement J-pseudoconvezxe au voisinage de [’origine.

Remarquons qu’une structure modéle est nécessairement analytique réelle.
Nous étudions maintenant les structures modéles et l'espace tangent J-holomorphe
pour hypersurface I' définie par I' = 0H = {z € C",Re(z,) + |2/|* = 0}, ou 2/ =
(21, , 2n_1) et H est le demi-plan de Siegel défini par H = {z € C", Re(z,)+|z'|* < 0}.
Soit Jyneq une structure modéle sur C*. Soit H*°OH = TOH N JTOH 'espace tangent
J-holomorphe . Les (n — 1) champs de vecteurs

0 0 0

forment une base de H'“Y9H, avec
i - i n—1 n—1 ) '
(23) @]<2) = _§L2n,2j 1 = —5 Z Ofl 21+ Bl Zl Z(ale + b{?l)
=1 =1
et,
- n—1 ' '
(2.4) aj(2) = 2(3 Lanzj—1(2) = %) = — > (ajz +bjz) — 2z

=1

Nous définissons un champ de vecteurs 7' comme étant la projection du champ de
vecteurs [Ly, Ly| dans TcOH/H“YOH @ H'POH. Nous avons alors

TeOH = Hl’oéH@ HLO&HEB <T>.
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Le calcul du crochet de Lie [Ly, L;] permet de calculer explicitement le champ 7. Nous

0 0 _
avons T = z(a— — 8T) Ainsi, {T, L;, L;, 7 =1,...,n— 1} est une base de Tc0H, le
2 Zn

T
complexifié de 'espace tangent de OH.
En particulier, nous remarquons que

IV
—2¢+§(5§+5j) sij=k

(2.5) [Ljs Le) = ;5T avee v;5 = P
S (B1+5;) sij#k.
Ainsi,
(2.6) LyLj = LjLy — Ly, Ly) = LiLy — ;5T
On remarque en particulier que pour tout j =1,...,n —1, 7,5 # 0. Nous avons aussi

Ly, L] = Vi, 15 avec g = =%
Il faut noter que 7,5 est constant. Enfin, nous remarquons que les champs T" et Ly,

(k=1,...,n —1) commutent, ainsi que les champs T et Ly, (k=1,...,n—1).

2.3. Systémes complets. La théorie des systémes complets permet de conclure a
I’analyticité des applications vérifiant un tel systéme. Dans ce paragraphe, nous définis-
sons les systémes complets. Nous utilisons les notations et nous rappellons les résultats
de [Han08].

Soient U et V' des ouverts de R™ et R™. Soit f = (f1,..., fn) : U — V une application
de classe CF, vérifiant un systéme d’équations différentielles d’ordre ¢ (¢ < k), pour
r=(x1,...,2,) €U :

(2.7) Ap(x, DOf, 18] <q)=0,p=1,...,1,
ou les applications A, sont lisses.

Définition 2.5. On dit que f vérifie un systeme complet d’ordre k lorsque toutes les

dérivées partielles de f;, 3 = 1,...,n, d’ordre k peuvent étre exprimées comme des
fonctions lisses des derivées de fi, ..., f, d’ordre inférieur a k :

Pour tout j = 1,...,n, pour tout multi-indice « tel que |a| =k, il existe HY lisse telle
que :

(2.8) D*f; = HX(Df, |8 < k)

D’aprés [Han08], nous avons :

Proposition 2.6. Soit f une application de classe C* vérifiant un systéme complet
(2.8) d’ordre k. Alors,

(1) f est uniquement déterminée par son jet d’ordre (k — 1) en un point, et [ est
de classe C*.

(2) Si de plus, les applications A, et HS sont analytiques réelles (pourp=1,...,1,
j=1,...,net|a| =k ), alors Uapplication f est aussi analytique réelle.
La proposition 2.6 a été utilisée par C. K. Han, en particulier dans [Han83] et [Han97].

Dans le cas ot ky = 1, le théoréme suivant constitue le cas particulier du Théoréeme 3.1
pour des structures complexes.



8 ANALYTICITE DES APPLICATIONS CR DANS DES VARIETES PRESQUE COMPLEXES.

Théoréme 2.7. (C.K. Han [Han97|)

Soit M une variété analytique réelle CR, Levi non dégénérée, de dimension 2m-+1. Soit
{L1,..., Ly} une base du fibré V définissant la structure CR. Soit N une sous-variété
analytique réelle de C", (n > m) définie par r(z,Z) =0 (ou r est normalisée).

Soit f : M — N wune application CR telle que, pour un certain entier kg, les vecteurs
{Lf, |a| < ko} et (0,...,0,1) engendrent C*F1.

Si f est de classe C***1 | alors f est analytique réelle.

Pour démontrer que les fonctions considérées vérifient un systéme complet, C. K. Han
utilise la théorie de la prolongation. Prolonger un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles consiste a différencier ce systéme un certain nombre de fois. Génériquement, en
différenciant le systéme d’équations vérifiées par la fonction autant de fois que néces-
saire, il est possible d’inverser le systéme prolongé et d’exprimer les dérivées partielles
d’un certain ordre £ comme des fonctions lisses, ou analytiques réelles, des dérivées
partielles d’ordre inférieur ou égal a k — 1.

3. DEMONSTRATION DANS LE CAS DES STRUCTURES MODELES.

Nous démontrons dans cette partie un cas particulier du Théoréme 1.1 lorsque 1’hy-
persurface ' est définie par T' = OH = {2z € C", Re(z,) + |Z|* = 0}, (on 2/ =
(21, -+, 2n_1)), et lorsque les structures presque complexes sont des structures modeéles.

Théoréme 3.1. Soient Jyoq €t J,,,, deuzs structures modeéles sur C".

Soit U une boule ouverte centrée en 0 dans C". Soit f : OHNU — OH une application
CR de classe C*. On suppose que f est un difféomorphisme local en 0 et que f(0) = 0.
Alors f est uniquement déterminée par ses jets d’ordre 2 en un point, et f est analytique
réelle.

Pour prouver le Théoréme 3.1, nous utiliserons la proposition 2.6 & propos des sys-
témes complets pour obtenir l'analyticité de f. Il suffira de montrer que toutes ses
dérivées d’ordre 3 s’expriment de facon analytique réelle en fonction de ses dérivées
d’ordre inférieur ou égal a 2.

3.1. Systéme d’équations vérifiées par f. Nous cherchons maintenant & écrire une
condition nécessaire et suffisante pour que f soit CR de (OHNU, Jy,0q) dans (OH, J!, )

» “mod

Soit (L1(z), ..., L,_1(2)) une base de H};SodaH et (Z1(w),..., Z,_1(w)) une base de

1,0
H;? OH.

Si f est CR, pour chaque L,(z), nous avons : f,{L,(2)} € H}ZO d@]HI.
Calculons d’abord f,{L,(2)} :

1) FALE) = 3 (B e + LT ()5 )

j=1
De plus, H )’ JOH =< Zy(w), ..., Zyp_1(w) >, avec w = f(z).
f{Ly(2)} s’éerit done :

(3.2) fdLy(2)} = a1(w)Zy(w) + ... + ap—1(w) Z,—1 (w).
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0 9] 0
D’aprés (2.2), nous avons Z;(w) = a—wj#—ﬁj( )@_ +aj(w )awn. Ainsi, dans les égalités
0 0
(3.1) et (3.2), les termes en —— et —— doivent étre égaux. On obtient donc
ow;  Ow;

a](w) ( )f](Z), pour .] = ]-7' N = 17
(33) Lp( )7( >_O7 pourjup:]-7"'7n_1'
De plus,

FAL()) =2Lp<z>szj<w>
T ( ZO‘J f](z)> 0n
n ( Zﬁ] SIe >) —

o5
g

Nous avons donc, pour p=1,...,n—1:
(3.4) Z a;(f (2)fi(2) =0,
(3.5) Z Bi(F(2))Lp(2)f(2) =

Avec les égalités (3.3), (3.4) et (3.5), nous obtenons :
f=C(f1,..., fn) est une application CR de 9HNU dans OH si et seulement si les égalités
suivantes sont vérifiées sur OHN U :

(3.6) Lpfj:O7 pour j,p=1,...,n—1,
n—1
(3.7) Lpfn:Zﬁ’j(f)Lpfj, pourp=1,...,n—1,
j=1
n—1
(3.8) Lpfn:Zaj(f)Lpfj, pourp=1,...,n—1,
j=1
fn _'_771 — a3
(3.9) B > fif;=0.
j=1

ou (3.9) est l'écriture de f(OHNU) C OH.
Nous remarquons que si J), , = Jg, alors §;(z) = 0 pour j = 1,...,n — 1. L’équation

(3.7) devient donc L, f., =0, pour p=1,...,n — 1, et nous retrouvons les équations
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dans le cas complexe de [Han97].

3.2. Prolongation du systéme CR. Soit C, , I'espace des fonctions analytiques réelles
en les variables

{T'Lf;t+]al <p,t<q,j=1,...,n—1, L°f,: |a] < p}.

L’introduction de cet espace, qui apparait naturellement dans les calculs, permet d’al-
léger les notations. Nous noterons C, , I'espace des fonctions analytiques réelles en les
variables

{thafj b+l <p,t<qgj=1,....n—1, L°F, :|a| <p}
Nous allons prouver dans cette partie la proposition suivante :
Proposition 3.2. Pourp=1,...,n,

(i) Pour tous t, « tels que t + |a| < 3, T*LYf, € C1 141
(ii) Pour tous t, o tels que t + || < 4, ett <1, T'LYf, € Cy1.

C’est 'étape clé dans la démonstration du Théoréme 3.1 puisque l'utilisation de
lassertion (i) de ce résultat et du conjugué de l’assertion (ii) permettront d’obtenir,
avec des calculs supplémentaires, un systéme complet vérifié par f. La preuve de cette
proposition est adaptée de la démonstration de [Han97|. Elle est scindée en quatre pro-
positions, les Propositions 3.4, 3.7, 3.9 et 3.10, correspondant chacune aux valeurs de ¢
égales a 0, 1, 2 et 3.

Nous commencons par démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.3. La matrice (Lyfj)k j=1..n—1 est inversible en 0.

,,,,,

PREUVE DU LEMME 3.3 : Puisque f est un difféomorphisme CR local en 0, nous avons
< £(L)(0), ..., fuo(Ln1)(0) >= H’OH.Or,

RO = 3 (L0500 + L0705 )

= ow;

De plus, d’apres (3.6), (3.7) et (3.8), on a,

Li(0)f; =0, pourjzl... n—1,
Zﬂj (0)f;(0) =0, car f(0) =0 et d’apres (2.3), 5;(0) =
Zaj (0)£;(0) = 0, car f(0) = Oet d’aprés (2.4), a;(0) = 0.
Ainsi, les (n — 1) vecteurs f.(Lx)(0) = > 272} L, (0)£;(0 )% engendrent H°OH qui est
j

-----
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Appliquons le champ L; & I'égalité (3.9). Avec (3.6), il vient :

= T 7 n—1
j=1
Considérons alors le systéme lin¢aire d’équations (3.10) (pour k = 1,...,n—1) et (3.9)
Lify ... Lif,4 O
d’inconnues (f1,..., f,). La matrice Py U Y (1) étant inversible en
f1 e fn-1 B

0, elle est inversible sur un voisinage de 0. Nous pouvons résoudre ce systéme pour
(fi,---,fn) sur un voisinage de 0 en fonction de {f;, Lpf;;j = 1,....,n, Lpfosk =
1,...,n—1}. Ainsi,

fp:Hp(?j,Zk?j;j =1,....n, Lpfa;k=1,...,n—1), pour p=1,...,n,

ot H, est une fonction analytique des termes a l'intérieur de la parenthese.

En prenant le conjugué de 1'égalité (3.7), nous observons que Ly f, peut s’écrire en
fonction de {f;, Lrf;, j=1,...,n —1}. Ainsi,

(3.11) fo=H,(f;, Lefy;i=1,....n, k=1,....n—1),

ot H, est une autre fonction analytique des termes a l'intérieur de la parenthése. Nous
pouvons réecrire 'égalité (3.11) sous la forme :

(3-12> fp = HP(?) H)

Cette écriture est le point de départ de la démonstration de la Proposition 3.2.
Démontrons maintenant la Proposition 3.4, qui constitue la premiére étape de la
démonstration de la Proposition 3.2 :

Proposition 3.4. Pourp=1,....,n, pourk=1,...,n—1,

(3.13) (i) Lif, € (_71,1
(12) Li(C1,1) C Cua
(3.14) En particulier, L*f, € Cy1 pour tout multi-indice o avec |a| < 4

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.4 : (i) Fixons kg et appliquons Ly, a I'égalité (3.12) :
Lkofp = LkoHp(7’ L_f)

La fonction H,, étant analytique réelle (en les n? variables ?j,ZJj, j=1,....,n, k=
1,...,n— 1), nous pouvons ’écrire sous la forme

H(F.LH =Y afy T Ty Lad i Tl T

[e7
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N - @, 2 . . .
ot la série Y abr{" ...r 1 converge pour r; < 1o, 1 < j < n? Ainsi,

Lkofp = Zango(T?l .- 'zn*173n2>’

«

Lorsque le champ Ly, s’applique & l'un des facteurs du terme ?(lxl .. .En_1?3”2, il faut
distinguer quatre cas :
— Le champ Ly, s’applique a Tj, j #n : d’aprés (3.6), nous avons Lk(jj = 0.
— Lorsque le champ Ly, s’applique a f,,, écrivons 1'égalité (3.7) et remplacons f3;(f)
par sa valeur donnée dans (2.3) :

—_

n—

Liyfn = Bi(f) Ly [

3 S
LoL
S
L

(3.15) = (a5fi + V5 f1) Lo -

j=1 i=1

Il
—

Ce cas se produit pour les multi-indices « tels que a;, # 0.
— Le champ Ly, s’applique a L, f;, j # n. Nous utilisons d’abord (2.6) :

Lko_ f Ly, f - [ZWU Lko]?j'

D’aprés (3.6), nous avons Lkofj = 0. Nous pouvons de plus utiliser 1’égalité (2.5)
et remplacer [L,,, Ly,] par sa valeur.

(3.16) LiyLnfj = 0 = ymn,Tf;

Ce cas se produit pour les multi-indices « tels que agy; #0, m, 5 =1,...,n — 1.
— Lorsque le champ Ly, s’applique a L,,f,, nous utilisons le conjugué de l’égalité

(3.8) :

Nous remplacons @;(f) par sa valeur, donnée par le conjugué de I'égalité (2.4) :

n—1 n—1
LigLmfn = Li, (Z— ((Zaﬁl +E§fz) - 2fj) mej)
j=1 =1
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Nous avons vu en (3.16) que Lkoszj =

n—1

D

J=1

Lkomen

(3.17) +

Ce cas se produit pour les mul
Nous pouvons donc écrire 'égalité

Lkofp—hk0+2g0 fl,fl,Lfl,q: ;n—1,1=1,...,n) Ly fy, pourp=1,...
avec
.k 2,p,k
Moo= 22 bt X 2wt
jm=1,...,.n— 1a\o¢nm+J;ﬁ0 na|amn§éo
et,
n_1
ke ;K 4 Pk
@zo = Z 77&0117)1 ko + Z Z 77Z)oz,m,n,k,k0 + Z ¢ z 0
alan#0 m=1 a| amn#0 o A(k+1)n 70
o,
1,p,k = —oq —an—1 — ZQpmtj—1 - S0 2
waﬁn’; = _’Yﬁ,konjOénm+jagf1 . fn . mej ! e Lnflfn )
n—1
27 7k -7 7l T X1 - e -1 _ _an2
VI = O‘mnag((z a;f+ bjfl) - 2fj)7m,konjf1 oL £, Ln-a1fn",
=1
n—1 L
3,p,k 1 |Ard -1 —S0n— - TO,2
¢a,€z,k0 = pag Z afi o) fo S Lnaf,",
=1
n—1 . )
4.p.k - = Th—= =2 <ol - FOmn— - 70,2
%,’fnﬁ,k = (_Qmek: + Z _bj mej)amnagfl . men Ln—lfn ’
j=1
5,p,k - 7 o — ok -1 - -2
'(/)afz‘ (R —2kaka(k+1)nagfl . kan(k+1)n Lnflfn .
1,1 1,
1 - Pho _Sokon Lkﬂfl hllﬂo
Ainsi, en notant Ay, = : : ,on a (Ako) : =
71 bl
—¢ 1= Lig f n

Nous remarquons que hj,_
Soit dy tel que si une matrice B =
la matrice A = I,, —
Nous savons que >, > _

n—1

—l
> =b; L fi — 2Ly, f;
=1

S CR

Lo f;

Z o+ bf ) 25 | T,

ti- mdlces a tels que ay,y, # 0, m =
suivante :

. . - .. k
appartient a 'espace C; ;, ainsi que 9025

(bij)1<ij<n Veérifie |b; ;| < 6o pour 1 <

B est inversible.
P |01
1,...,n2 QQ|aa’r0 :

ag—1

@, 2
T Ty =M < oo.

DANS DES VARIETES PRESQUE COMPLEXES.

1,...

13

— Y koL f ;- Nous avons donc :

M.

1,] < n, alors
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Soit b = sup{2 + Zn:l |5§|, k=1,...,n—1}.
Soit € =
oit € = min(ro, b]\/[)
Lemme 3.5.
(1) Apres dilatation, nous pouvons supposer que : ¥ j, k=1,...,n—1 : |Lyf;(0)] <
€.

(2) La matrice A, (0) est alors inversible.

PREUVE DU LEMME 3.5 : (i) : Soit 2z = (2/,2,) € C"! x C.

Soit A5 : OH — OH I'application définie par \s(2/, z,) = (V32',02,).

Soit f0 = \s o f. L’application As est (J, J')-holomorphe sur C" et \s(9H) = OH, donc
d’aprés la remarque 2.2), application A5 étant un automorphisme CR de 0H. L’appli-
cation f° vérifie donc aussi les hypothéses du Théoréme 3.1. Ainsi, f° est analytique
réelle si et seulement si f est.

De plus, si j #n : Lifd = Li(As o f); = VOLyf;.

De méme, L f3(0) = 6L f,. Ainsi, pour § assez petit, nous avons bien |ka]§(0)\ < €.

(ii) : Nous avons la majoration suivante :

(318> |90 Z Z |wamnkk0 Z W} 7p,k0|

m=1 o| tmnF#0 a‘a(k+1)n7é0
Or,
Wamminol < 2/Lefr(0) syl abllF1(0)|™ . [Lif, (0) |0t Ly f (0)]%2
Ainsi, puisque |Ly f;(0)| < € = min(ry, ﬁ), 1OUS avons :
a1
Wém’n’k’kol < 2eqqgiyn|dd|rgt _T(O;UH—D o2
(3.19) < ebaggynynlablrgt .. .r(?(k“)"_l gt

De méme, nous obtenons
n—1
—k -1
Wiiko\ < (2¢+ Z |b;1€)amirynlab|rg .. oI pgn?
j_

(3.20) < ebagmyrynlab|ryt .. rgé("”” 1...7“3"2.

En replagant les majorations obtenues en (3.19) et (3.20) dans 'inégalité (3.18), nous
obtenons :

|90 < ebZZan)h’ LrSa T

a q=1

< bM< 6.

La matrice A,(0) est donc inversible.[]
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Ly, f1 ko
La matrice Ay, est donc inversible sur un voisinage de 0. Ainsi, : = (Ako) - :
Lko f n hﬁo
On a Ay, =1, — B, avec B = (gpi;)k)p,kzl,m,n. Rappellons que les gpk;)k appartiennent &

“+00

espace Cy ;. D’aprés la formule (I, — B)™! = (—B)P, les coefficients de la ma-

p=0
trice (Ag,) ! sont dans I'espace Cy ;. Puisque hio € Cyy pour p = 1,...,n, nous avons

Lkofpeém, pourp=1,...,n

(ii) Montrons que pour m=1,...,n —1; L,,(C11) C Cy1.
I1 suffit de voir que les termes mej, me;jj, LmTfj7 men, mekfn sont dans I’espace
Ciq (pour m,j,k=1,...,n—1):
— D’aprés (3.6), nous avons Ly, f; =0
— D’apres I'égalité (3.16), nous avons :
Lmzk?] = _W,mT?j € 81,1.

— Les champs T et L,, commutent, donc L T? = T Lm? =0.
— D’apres I'égalité (3.7), nous avons : =01 Bi(H) L fi.

Or, nous avons démontré au (i) que Lm I € C1 1, et d’aprés (2.3), nous avons
Bi(f) = 1_1 (a fi+ blfl) € Cy.1. Nous avons donc Linf, € Cia.
— Pour le terme L, Ly f,,, le calcul a déja été fait en (3.17) :

LLif, =Y ( (Z B Lfy— 2L, fj> LT, + v (Z (a4 Bfe) — 2 fj> T7j> .

j=1 1=1,

Nous avons déja démontré que L,, f; € 5171 et que f; € 5171. Ainsi, mekfn S 51,1.
Par récurrence, nous obtenons immédiatemment que pour tout multi-indice «, || <
4, L*f, € C11. Ceci termine la preuve de la Proposition 3.4.0]

Le Lemme 3.6 sera utilisé régulierement dans les prochains calculs :

Lemme 3.6. Pourm=1,....,n—1, pourt=1,2,3 :
zm(zt,l) C El—i—t,l-

PREUVE DU LEMME 3.6 : La démonstration se fait par récurrence sur t :
Pour ¢t =1 : Il suffit de voir que les termes me L ka L Tf Lof,, LiLf,, sont
dans Cy; (pour m,j,k=1,...,n—1):

— Par définition, nous avons : mej € 51,1'

— Par définition encore, nous avons : mekfj € 52,1.

— Puisque les champs T et L,, commutent, nous avons : EmTfj =T mej S 52,1 par

définition.
— D’apreés le conjugué de I’ egahte (3.8), nous avons :

=3 (/) LS,
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Nous remplagons @;(f) par sa valeur, donnée par le conjugué de (2.4) :
+ = ne1 (~n-1 (% | 7 + =
(3.21) Lnf, =-— Zj:l ( =1 (aé'fl + bjfl) + 2fj> mej
€ 81,1 car fj c 81,1.

— Appliquons maintenant le champ L, a 'égalité (3.21) :

n—1
zkzm?n = zk ( Q (f )zm?j )
7]1:1 n—1 .
~ .Y (Z (aﬁl + ijl) - 2fj> Lnf,
j=1 \lI=1
n—1 n—1 =l
- S (St v2s) it Sanr,
j=1 =1 =1

t—1=1t:
1l suffit de voir que L, TL;, .. -Zit,l?j € Ciys1 (les autres termes sont donnés par
I'’hypothése de récurrence ou par la définition).
Puisque les champs T et L,, commutent, nous avons :

ZmTz“ ce . Zit—l?j = szz“ e zit_lfj S Et+171.

O

Démontrons maintenant la Proposition 3.7, qui constitue la deuxiéme étape de la
démonstration de la Proposition 3.2 :

Proposition 3.7. Pourp=1,....,n, pourk,m=1,....n—1, :
(4) Tf, € Cax
(17) TLifp € Cap
(i4i)  TLpLmf, € Can
(iv) TLpLnL;jf, € Cas
PREUVE DE LA PROPOSITION 3.7 : (i) Appliquons le champ L; & I'égalité (3.13).

D’aprés le Lemme 3.6, nous avons L;(Cy,;) C Ca. Ainsi, flLlfp € Cy.
Utilisons 'égalité (2.6) :

LiL.f, = LiLif,—[L1,L1]f,

(3.22) = Lilify =Tl
— Si p#n: Daprés (3.6), nous avons L; f, = 0. Ainsi,
(3.23) LiLify, =Tl

1 _
Ainsi, puisque 7,1 # 0, T'f, = — L1 L1 f, € Co,1 (puisque 7, 1 est constant).
1,1
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-Sip=n:
LiLify =LiLif,— Y11 fn

Or, d’apreés le conjugué de 1'égalité (3.7), nous avons :
LiLif, =1Ly (Z;le Bj(f)zl7j>
Nous remplacons B]( f) par sa valeur, donnée par le conjugué de (2.3) :
n—1 n—1
J— 1= _l —_ —
Lilyf, = Ly (ZZ (aé‘fl + bjfl) Llfj)

j=1 1=1
n—1n—1 . _ _ _ .
= 3 (5 (BAL T, + AT ], + @ T T))
j=1 1=1
D’aprés le conjugué de 'égalité (3.23), nous avons Llflfj = —TET?]-. Ainsi,
n—1 n—1
— 1 — — — I Ep—
(324)  LiLifa = 30 (5 (AL, = nifiTT,) = nad f.TT,)
j=1 1=1
€ 8271 car L1 f; et f; € 5271
Nous avons donc Ly Ly f, — L1 L1 f, € (_','271.

1 — _ _
Ainsi, T'f,, = F (LlLlfn - LlLlfn) €Ca1.

1,1

(ii) Montrons que TLy.f, € Ca.
Nous avons démontré en (3.14) que LyLf, € 51,1. Grace au Lemme 3.6, nous avons

LyLiyLif, € Co. B
Nous chercons a calculer le terme T'Lyf,, pour cela, dans le terme LjLyLyf,, nous
faisons commuter deux fois les champs Ly, et Ly en utilisant I’égalité (2.6) :

LyLyLyf, = LyLiLif,— [Lk, L)Lk f,
= LpLiLify — L[ Lk, Lil f — v T LSy
= LypLyLyf, — Li(ve 1 D) fo — Ve T Ly
Le terme 7z, étant constant, nous avons :
LiLyLify, = LiLiLyfy — v5iliT fp — verTLify
Les champs T et L, commutent. Nous avons donc :
LyLyLyf, = LyLiLif,— Yerl Liefo — Ver T L fp
= LyLyLify — 27, TLif,
— Sip#mn: Daprés (3.6), nous avons Ly f, = 0. Ainsi,

(3.25) LiLliLyf, = =275, TLyfy
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LyLyLyf, € 524, puisque Y.k €st constant.

Nous obtenons T'Ly f, =
2%,%
— Si p=n: Reprenons le calcul en (3.25) :

LyLyLyfn = Ly Ly Ly fo — 291 T L f-

Le terme Ly Ly Ly, f,, est non nul. Pour le calculer, appliquons L, dans I'égalité (3.24)
(en remplagant 1 par k) :

n—1 n—1
— 1 — — _ = —
LyLiLifn = Lg ( (bj (kalkaj - 'Yk,Eflej)> - Vk,kaé‘flej>

_l PR — —_ —
= <b] (Lkkalka] + Lk‘flLkkaj

i (Lo fj + ALTF)) = ngasLi(FiTT;))
Les champs T et L; commutent puis le terme Lk.fj est nul. Nous avons donc :

n—1 n—1

— 1 — _ _
LyLyLyfn = Z Z b; (LeLifiLif; — s lwiTf; — vl T T;)
j=1 I=1

n—1 n—1

(3.26) = Z Zgé (LeLifiLif; — 27k,EkalTTj) :

j=1 1=1

€ Ca

1 — — _
Ainsi, T'Ly. f, = (LkLiLyfo — LiLiLy fn) € Cai.
Ve _

(11t) Montrons que T'LyL, f, € C21
Nous avons démontré en (3.14) que Ly Ly Ly, f, € 5171. Gréace au Lemme 3.6, nous avons
LyLyLyLy, f, € Ca;. B
Pour calculer le terme T'Ly Ly, f,, nous partons de LyLyLyL,,f, et nous utilisons trois
fois 'égalité (2.6).

LyLiLyLyfy, = LiLyLgLunfy— [Li, Li)Lp L f
= LiLyLyLu fp — Li[Li, L) Lo fp — 7 5T L L f
= LiLiLmLify = Lili(V,,57) fo = Li(ve5T) Lo fp — i T Lk Lin fy
Les termes v,, 1 et 7, 3 étant constants, il vient :
LyLyLiLnf, = LiLpLmLify — Vi LwliT fo — Ve gl T Lo fp — V5T Lk L f
Les champs T' et L; commutant, nous obtenons :

LyLyLiLnf, = LiLiLmLify — Yzl LiLifp — 27,57 L Lo fp-
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~Sip#n:
D’aprés (3.6), nous avons Ly f, = 0, et nous obtenons :
—LyLyLiyL -
-Sim =k : Nous avons : T'Ly Ly f, = kgk tLify €Cyy,pourp=1,...,n—1.
Tk

- Si m # k : Nous venons de démontrer que T Ly Ly f, € Ca . Ainsi,

ToLiLiLnfy — 7 2TLiLnf,
kLkLk fp ’Ym,k k kfp €C2717 pourp:17,,.’n_1-
%%

TLpLyf, =

— Sip=n.
Nous avons :

ZkLkLkmep = LyLp L L fro — Voo L L Lie f = 27, g1 L L f -

Calculons le terme Ly, Ly Ly, Ly f,. Appliquons les champs Ly Ly, L,, & 'égalité (3.15).
Nous obtenons :

Remplacons Bj par sa valeur donnée dans (2.3) :

n—1 n—1
— = _l PR —
LyLyL,Lyf, = LiLgLy, ( ( aé’fz +b; fi) L j)

Or, mek?j = fym’ETfj. Nous avons donc :

n—1 n—1
— -1 R p—
LiLyLyLif, = LM( > b (L fiLif, +vmkfle)+vm,ka§flej>
j=1 =1

1
l

n—1
= Ly (Z Zgj (LiLm il f; + Lo ik L + Y (L T T + Ll T ;) 4 0)

j=1 1=1

Or, ka;jj = =, kT?-. Ainsi,

n—1 n—1
LiLyLyLif, = (Z Zgi (LiLn fiLef; + (Vi — Vin) melT?j)>
j=1 [l=1
n—1 n—1 l o o
= > > b (LeLiLn filif; + LiLun il kLi f

Jj=1 Il=1

+ (Vi = Ys) (LeLn iTF; + L ALK T f;)) -

) |
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Or, les champs T" et L commutent et kak?j = —j@kT?j. Alinsi,

—_

n—1

LiLyLyLyf, = Ei (Lo Lk L fillif; = Yer Lo Lo T F 5 + (Vs — Vi) LeLn i1 F )

3

<.
Il
o~
Il

3
LA
3
R

= 5; (LeLiL fiLif; + (Vo — 2750) LeLn fiTf;)
1 i=1

.
Il

m
Ql

—

2,1-

- Sim = k : Reprenons le calcul en (3.27) :

1 — _ _
TLyLyfn = 5 (LikLi Ly Ly fr, — L Ly L Ly /) € Can.

iy

- Sim # k : Nous avons, toujours d’aprés I'égalité (3.27) :

Ve k

1 — — _
TLkkan = 2 (LkLkLmkan - LkLkLkmen + me,ETLkkan> € C2,1'

(iv) Nous pouvons démontrer que T'LyL,,L;f, € 5271 en utilisant la méme technique
que précédemment.
Ceci acheve la démonstration de la Proposition 3.7.0J

Remarque 3.8. A ce stade, nous avons démontré l’assertion (ii) de la Proposition 3.2.
Il reste a traiter les cas t =2 et t = 3 pour l’assertion (7).

Nous pouvons maintenant démontrer la Proposition 3.9, qui constitue la troisieme
étape de la démonstration de la Proposition 3.2 :

Proposition 3.9. Pourp=1,....n, pourk=1,...,.n—1:
(i) T°f, €Csy,
(i) T?Lyf, € Cs.
PREUVE DE LA PROPOSITION 3.9 : Le calcul est similaire a celui du (iii) de la Propo-

sition 3.7 : B

(i) Montrons que T?f, € C31 :
Nous avons déja démontré que T'L, f, € 5271. D’aprés le Lemme 3.6, nous obtenons que
LiTL,f, € C3,1.

Les champs T et L; commutant, nous pouvons écrire :
LiTLf, = TLL.f,.
Nous avons déja calculé zlLlfp a légalité (3.22) :
L_lTLlfp = T(LlL_lfp - ”YmTfp)
= TLiLif, =il fp
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~Sip#n:
Nous avons L, f, = 0. Ainsi,
LiTLif, = =il fp.
Ainsi, T?f, = ;{flTLlfp € 5371.
~-Sip=n: o

Nous avons
Z1T[/1fp = Tlelfn + T(_%,TTfn)
= Tlelfn - 71,IT2fn-
Or, en remplacant L; L, f, par sa valeur donnée dans (3.24), nous obtenons :

Tlelfn =T (i (Z_: Ei (Llflzlfj - 71,TflT7j) - 71,16§71T?j>>
=1

j:
n—1 n—

_ (5 (TLAALAT, + DUATTAT, = s (TRTT, + fT2T,))

(3.28) —71,Taé' (T71T7j + ?ZT27J')) .

21

Tous les termes qui apparaissent dans le membre de droite de 1’égalité (3.28) sont
dans 'espace 5271, sauf Tzfj. Or nous venons de démontrer que le terme T f; ap-
partient & I'espace C3;. Par conjugaison, nous avons : TZ?j €Cs1.

Le terme TQTj s’écrit donc comme une fonction analytique réelle de {T*Lf; :
t+la] <3,t<1,j=1,...,n—1, L*f, : |a| < 3}. Mais nous avons démontré
dans les Propositions 3.4 et 3.7 que ces termes sont dans 1’espace 52,1. Nous pou-

vons donc conclure que le terme TQTJ- appartient a ’espace Cq ;.

-1 — — —
Ainsi, T2fn = _(LlTLlfn — TLlLlfn) c 03,1.

1,1
(ii) Montrons que T?Lyf, € C3; :

Nous avons démontré que T'LiyLyf, € 52,1. D’aprés le Lemme 3.6, nous obtenons que

LyTLyLyf, € C31.

Les champs T et L; commutant, nous pouvons écrire :
LiyTLyLyf, = TLyLiLyf,.
Or, nous avons déja calculé Ly Ly, Ly, f, en (3.25) :
LiTLyLif, = T(LeLpLyfp— 275, TLif)
= TLyLiLf, — 2’Vk,ET2kap-

~Sip#n:
Nous avons Ly f, = 0. Ainsi, T%L.f, = 5

LyTLyLyf, € Cs1.

ek
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— Sip=mn: Appliquons le champ 7" a I'égalité (3.26).

(Zi by (oL, - 27k,kkalT?j)>

1 [=1

TLiLyLyf, =

~

,_.

n—1n

l — — — — —
= S8 (TLLTT, + LTLT, - 25 (TLAAT, + L))

Jj=1Il=1
Tous les termes qui apparaissent dans le membre de droite sont dans 1'espace Co ;.
-1 _ _ _

Ainsi, TQkan = 2 (LkTLkkan — TLkLkkan) & 6371.
Vi k

Nous obtenons ainsi que T*L®f, € C1441 pour p=1,...,n, t + |a| < 3 et t <2, ce
qui termine la démonstration de la Proposition 3.9.[]

Pour compléter la démonstration de la Proposition 3.4, il reste a démontrer que :

Proposition 3.10. Pourp=1,....,n
T%f, € Cyy.

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.10 : Nous avons déja démontré que T?L; f, € Cz;.
D’aprés le Lemme 3.6, nous obtenons que L;T?L; f, € C4;. Les champs T et L; com-
mutant, nous pouvons écrire :

ZlT2L1fp = T2flL1fp.
Nous avons déja calculé Ly Ly f, en (3.22) :
Z1T2Llfp = T2<lelfp - 71,1Tfp)
= T°LiLif, — 1T fy.

~Sip#n:
_ —1_ _
Nous avons Li f, = 0. Ainsi, T° f, = TLlTQLlfp €Cyy.
1,1
—-Sip=n:

Appliquons le champ 7' dans I'égalité (3.28) :

n—

1 n—1
T’LiLif, = T (Z S b (TLRLLT, + LUATL T — s (THTT, + fT2T,))
j=1 I=1

_%,Taé' (TFZTTJ' + 71T2?j>)

—_
—_

n— - o o o
= (5 (T°Ly ST T, + 2T Ly T, + Ly fTPLL T,

1 [=1

n—

<.
Il

~ 1 (TAHTT; + THT?T; + [T°T;))
(3.29) 1,10 (T2 F,Tf; + 2T F,T%f; + FiT°F;)) -
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Tous les termes qui apparaissent dans le membre de droite de I'égalité (3.29)

sont dans l’espace 5371, sauf T37j. Or nous venons de démontrer que le terme que
T f; appartient a l'espace 5471. Par conjugaison, nous avons : T37j € Cu.
Le terme Tgfj s’écrit donc comme une fonction analytique réelle de { T*Lf; :
t+la <4,t<1,j=1,...,n—1, L*f, : |a| < 4}. Mais nous avons démontré
dans les Propositions 3.4 et 3.7 que ces termes sont dans I’espace 5271. Nous pouvons
donc conclure donc que le terme T37j appartient a 1’espace (_:'2,1.
Ainsi, T3, = _—1(Z1T2L1 fo—T*LyL1f,) € Cur.

- 1,1

Ceci termine la preuve de la Proposition 3.2 [.

3.3. Démonstration du Théoréme 3.1. Pour obtenir un systéme complet vérifié
par la fonction f, et ainsi terminer la démonstration du Théoréme 3.1, nous procédons
en trois étapes. Nous commencons d’abord, dans le Lemme 3.11, par exprimer les dé-
rivées d’ordre 3 de f de la forme T*L®f; comme des fonctions analytiques réelles des
dérivées d’ordre inférieur ou égal a 2. Nous utilisons pour cela le résultat obtenu dans
la Proposition 3.2. Puis, dans le Lemme 3.12, nous exprimons les dérivées de la forme

T[T f;- Enfin, nous exprimons toutes les dérivées dans la Proposition 3.13.
Démontrons maintenant le lemme correspondant a la premiére étape :

Lemme 3.11. Pourt+ |a] =3, pour j=1,...,n—1,
T'L°f; € Ca.

PREUVE DU LEMME 3.11 : La preuve de ce lemme est encore basée sur [Han97]. La
Proposition 3.2 signifie que pour ¢ + |a| < p, pour t < ¢, pour j =1,...,n—1,

(3.30) T'L*f; € 51+q71, sig<p<3.
Or, Passertion (i7) de la Proposition 3.2 implique l'inclusion suivante :
(3.31) Cs1 C Cay.
En prenant le conjugué (3.31), nous obtenons :
(3.32) Cs1 CCoy.
En prenant p = ¢ = 3 dans (3.30), et en utilisant 'inclusion (3.32), nous avons :

T'L*f; € Cay.

Ceci termine la démonstration du Lemme 3.11.[]
En particulier, nous avons aussi

Cs3 C Cay.

. . L B
Nous pouvons maintenant obtenir les dérivées d’ordre 3 de la forme T"L*L" f; comme
des fonctions analytiques réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal a deux :
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Lemme 3.12. Les dérivées de la forme TtLafﬁfj, (ot t+ || + |B| = 3) appartiennent
a lespace Co1 et s’expriment donc comme une fonction analytique réelle des dérivées

d’ordre inférieur ou égal a 2.

PREUVE DU LEMME 3.12 : Les deux éléments importants de la preuve de ce lemme

sont le résultat du Lemme 3.11 ainsi que la relation (3.7).

— Si || = 0, d’apres la Proposition 3.11, nous savons que TL* f; est une fonction

analytique réelle de {T*L°f, s + 8| <2, s < 1}.
~ Si|B] # 0 et j # n, alors T'L°L” f; = 0 d’aprés (3.6).

— Si |B] # 0 et j = n, alors nous avons six formes de termes possibles

TLyLifn, TLin Ly fry LyLun Lk fry LyLinLi fr €t Ly Ly Ly -
— En appliquant les champs T2 a 1’égalité (3.15), nous obtenons :

(3.33)

TQEkfn = T

n—

.

7j=1 [=1
1n

> <(b T2f, + G T fl) Tif, +2 (Ej.T fit a;Tfl) TTif,

=1

-1

(5,0 +@TF) Iuf, + (B, g+ @ F) TTAT,)

+ (Ej fi+ aﬁl) T2ZJ]»>

€ C35 C C3y C Coy d’aprés le conjugué de (3.30) et (3.31).

Nous avons donc T?Ly f, € Con.

— En appliquant le champ L,, a I’'égalité (3.15), nous obtenons :

—
H

n—L n—

(5L fLef; + (B i+ F)) L)

~
Il

.

1
1

3
R
S

<B;melzk7j ~ Yem <Z_);fl - 52?5) TTj) .

1 /=1

<.
I

Donc, en appliquant le champ 7' & I’égalité précédente :

n—1 n—1

TLuIifa = D5 (b (TLufilif; + L iTTAT)

j=1 1=1

~em (BT 1+ @TT) TT, + (55 + @ T,) T27,))

€ Cyy C Cay.

: T2Zkfn7
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Enfin, en appliquant le champ L, a I'égalité (3.33), nous obtenons :

—1n—-1

n—1
_ 1 _ _ 1 _
LmeLk;fn = § E (b](Lmeflka] + melekaJ) - ’YE,mbijflej>
j=1 I=1

1 n—1
_l —_ —
= Z (b](Lmeflkaj —")/Emefle ) k:m j Pfle>
j=1 i=1
c 6271.

— En appliquant le champ L,, a I’égalité (3.15), nous obtenons :

—1 n—1

n—1
(330 LuLefs = Y3 (@LaliLel; + (5fi+ 30) LuLel,)
j=1 I=1

Donc, en appliquant le champ T" & I'égalité précédente :

Ty Lif; + Ll TLT,) + (5T + @TF) TuLi],

TL.Lifn = (

+ (5,5 +@T) TLu LT,
€C31 C Cay.

De plus, appliquons le champ L, a I'égalité (3.34) :

PR — _ —_—_— = —_ — - —_ = —
LyLnLifn = (@ (LoZnF L + T Ly L) + by Ly filu L,

n (b fi +E§Tl> (L LyLif; + ’Yp,mTij)>

= ( (o T LS + il fiTT,) + b Ly fiLmLi
+ (b fi +a§71> (Y x LT f; + vp,mTij)>

- (@ O FLT, + 3,5 L F TF,) + L LT,

1 = . — —
+ (B +TT) Gl Tnd; + T TiT;)
€ Cy1 C Cay.
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Enfin, appliquons le champ L, & I'égalité (3.34) :

LyLoLifn = (@, (LyLofiLif; + LinfiLpLif;) + @5 Ly fi L Ly f

€ C30 C Cay.

Ceci termine la démonstration du Lemme 3.12. [

Enfin, nous pouvons maintenant exprimer toutes les dérivées d’ordre 3 de f comme
des fonctions analytiques réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal a deux :

Proposition 3.13. Toutes les dérivées d’ordre 3 de f = (f1,..., fn) $’expriment comme
des fonctions analytiques réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal a 2.

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.13 : D’aprés le Lemme 3.12, il s’agit de démontrer

que les dérivées d’ordre 3 qui ne sont pas de la forme TtLeT” f; s’expriment comme des
fonctions analytiques réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal & 2.
Pour une telle dérivée, soit ¢t le nombre de fois ot le champ de vecteurs T apparait, a
le nombre de fois ot un champ L; apparait, et b le nombre de fois ot un champ fj
apparait. Il s’agit essentiellement d’effectuer des crochets de Lie pour se ramener a des
dérivées qui ont déja été exprimées dans le Lemme 3.12.
—Sit=2eta=1ousit=1et a=2, les champs T et Lp commutant, la dérivée
est égale a une dérivée de la forme T?Ly f; ou T'LyL,,[;, qui s’expriment comme
des fonctions analytiques réelles des dérivées d’ordre < 2.
~Sit=2etb=1ousit=1etb=2, leschamps T et L, commutant, la dérivée est
égale & une dérivée de la forme T?Lyf; ou TLyL,,f; qui s’expriment comme des
fonctions analytiques réelles des dérivées d’ordre < 2.
—Sia=2et b=1:1ily a deux formes de termes possibles : kamLpfj et mekLpfj.
Or, d’apres Iégalité (2.6), nous avons :
LinLiLypf; = Lin(LpLifj — [LpLi]f;) = LinLp Ly f; — v, 5 LT f;-
Nous pouvons donc exprimer mek,Lp f; comme une fonction analytique réelle des
dérivées d’ordre < 2.
Nous avons aussi,
LiLimLypfj = LinLi Ly fj — [Liny L)Ly f5 = Lin L Ly f5 — Y 51 Lp £
Nous pouvons donc exprimer LyL,, L, f; comme une fonction analytique réelle des
dérivées d’ordre < 2.
~Sia=1letb=2:il y a encore deux formes de termes possibles : LjL,,L,f; et
Ly, LyL,f;.
Or, d’apres I'égalité (2.6), nous avons :
Ly Ly Ly f5 = L Loy Lp f; — Yem T L f-
Nous pouvons donc exprimer L, Li,L, f; comme une fonction analytique réelle des
dérivées d’ordre < 2.
Nous avons aussi, toujours d’apres I’égalité (2.6),
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LkLmLpfj = LmLkLpfj - ’Ym,kTLpfj-
Nous pouvons donc exprimer LyL,, L, f; comme une fonction analytique réelle des
dérivées d’ordre < 2.

—Sit=1,a=1et b=1:ily a cinq formes de termes possibles :

Les termes L, TLy.f; et L, LT f; sont tous deux égaux & T'L,, Ly, f; et s’expriment

comme des fonctions analytiques réelles des dérivées d’ordre < 2.

De plus, T Ly Ly, fi= TL,,Ly fi —vm,ETZ fj s’exprime comme une fonction analytique

réelle des dérivées d’ordre < 2 .

Enfin, les termes LT L, fj et L.L,,T f; sont tous deux égaux a T LiL,, fj- Ce qui

termine la preuve de la Proposition 3.13.0]

Ainsi, 'application f vérifie un systéme complet d’ordre 3 avec des applications ana-

lytiques réelles. D’aprés la Proposition 2.6, 'application f est analytique réelle. Ceci
termine la démonstration du Théoreme 3.1.0J

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1

Nous définissons, dans le premier paragraphe les structures presque complexes vé-
rifiant la condition (x). Dans le deuxiéme paragraphe, nous démontrons le Théoréme
1.1. Les équations de Cauchy-Riemann tangentielles vérifiées par ’application g sont
identiques a celles obtenues dans le cas modéle. Nous pouvons donc conclure la démons-
tration avec la méme méthode que dans le cas modéle. Dans le troisiéme paragraphe,
nous donnons une interprétation géométrique pour les structures presque complexes
vérifiant la condition (x).

4.1. Structures presque complexes vérifiant la condition (x).

Définition 4.1. Une structure presque compleze J sur C™ vérifie la condition (x)
si J(z) = Js + L(2), ot L est une matrice L = (Ljy)1<jk<2n telle que Ljx = 0 si
1<j<2n -2, 1 <k < 2n.

La complexification Jc d’une structure presque complexe vérifiant la condition (x) s’écrit
comme une matrice complexe 2n X 2n :

1 0 0 0
0 —1 0 0
0 0 0 0
Jo = 0 0 0 0
Eanl,l(Za Z) Z~—127171,2(2,3) S f/2n71,2n71<272) Eanl,Qn(Z'a Z)
Lon-12(2,2) Lop-11(2,%) ... Lon_12n(2,%) —i+ Lop—190-1(2, %)
La condition J2 = —I, implique que, pour j =1,...,n —1,

22‘1327171,2];1(2, Z) + E2n71,2j71(27z)z2n71,2n71(272)
(4.1) +-Z—/2n71,2j<27§)£2n71,2n<z7§> =0,
(4.2) i2n—1,2j(27§>[~z2n—1,2n—1(2’,7) + fzzn—l,zj—l(%§)i2n—1,2n(275) = 0.
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Et aussi,
(4.3) 2ii2n—1,2n—1(272) + (izn—1,2n—1(2,5))2 + |E2n—1,2n(27§)|2 =0,
(44) Re(Lgn_Lgn_l(Z,E)) = 0.

En particulier, d’aprés (4.1), le développement limité a 'ordre 1 en 0 de I~/2n_172i_1 est
nul pourt=1,...,n— 1.

Nous étudions maintenant ’espace tangent J-holomorphe pour une structure vérifiant
la condition (x).

Lemme 4.2. Soit J une structure presque compleze sur C" vérifiant la condition (x).
Les champs de vecteurs

0 0 0
0 0
(4.6) X, = _(9zn + bn<z>_87n’

forment une base de l’espace tangent J-holomorphe H}’O(C”, avec

i
(4.7) ai(z) = 7L2n—1,2z‘—1(2,7),

=
(4.8) bi(z) = 7L2n—1,2i(2’,5),

E2n71,2n(27 3)

21 — z2n71,2n71<27 5)

PREUVE DU LEMME 4.2 : On a :
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JX; = J(imj(z)imj(z)i)

0z; 0z, 0z,
.0 0 =———F—— 90
= 3,2] + Lo 1.2j-1(2, Z)a—zn‘i‘LG 125(%, 5)8_771
+;(2) (4 Lanrano1(5:2)) o + L1 an (229
a;j\z) | (¢ + Lon-12n-1(%, 2 0z, 2m—1,2nl%, 2 oz,

+b;(z) (L%_m(z,z)aiﬂ i+ Lon-1.2n-1(2,%)) 7 J )

Zn 0%,

0 0 0
= i (5 ety i )

~ ~ 0
+ <L2n—1,2j—1(za2) + aj(z)Lon—12n-1(2,2) + bj(Z)LQn—l,Qn(Z75)>

0z
+ (.ZQTL_LQ]‘(Z, E) + (lj(Z)ign_l’gn(Z,z) + bj (Z) (—21 + f/Qn_LQn_l(Z, E))))

0z,
= X, en remplacant a;(z) et b;(z) par leurs valeurs données dans (4.7) et (4.8)
et en utilisant (4.1) et (4.2).

9

De plus,
0 0
JX, = J(a—%+b (2 )82n>
.= S\ 0 = 0
= (l + Lop_12n-1(2, Z)> oz, + Loy an(2, Z)azn
40,(2) ( Loncran(2,2) o + ( =i+ Lo anr (20 ) e
n(Z on—1,2n\%, 2 oz (2 oan—12n—1{%, 2 oz,
| 0 0
. - 0
+ <L2n—1,2n—1(2’,5) + bn(Z)LQn—l,Qn(275)> P
N . = — 0
+ (L2n—1,2n(27 Z) + bn(2) <—22 + Lop—12n-1(%, Z)))) a—zn
= X, en remplacant b,(z) par sa valeur donnée dans (4.9) et en utilisant (4.3), (4.4).
U

4.2. Etude de ’espace tangent J-holomorphe H}’OF. Nous nous intéressons main-
tenant a I’espace tangent J-holomorphe pour une hypersurface I' définie par I' = {z €
C™, p(z) = 0}, ol p est une fonction analytique réelle telle que p(z) = Re(z,) + |2/|> +

o(|2[*).
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0
Soit (Ly1(2), ..., Ln_1(2)) une base de H}°T telle que, pouri = 1,...,n—1, L;(0) = 5o
<5
Les champs L; sont des combinaisons linéaires des champs X, 7 = 1,...,n. On a donc :
0 - 0 0
4.10 L, = iil2,2)— inl2,2) m—.
( ) (Z) azi+j:la7](z Z)azj+ﬁ7 (Z z)azn

De plus, on a les développements limités suivants :
a;;j(0) =0,pourj=1,...,n—1
ain(2,2) = —(b;+27) +o(1),
Bin(2,%) = b; + o(1),

ou b; désigne le développement limité a ordre 1 de b; (définition (4.8)).

Nous définissons un champ de vecteurs 7' comme étant la projection du champ de vec-
teurs [L1, L1] dans CTT/H"T @ HOT'. Nous avons alors CTT = HYT' @ HOT @ <

T >. Ainsi, {T, L;, L;, it =1,...,n—1} est une base de CTT, le complexifié de ’espace
tangent de I'.

0
Nous avons T = z(a— - aT)ordre 1 Les régles de calcul ((2.5), ... ) utilisées dans le
Zn Zn
cas modeéle ne sont plus vérifiées. Nous pouvons cependant écrire :
(4.11) LTl = a7+ 3 ab (o) L+ ()T
=1
(4.12) TL, = LT+ ()T + > ap(z)L+ bi(2) L.

=1

avec les développements limités suivants,

. 1 —j
Wr(z) = 20+ (6}“ + Bi) +o(1),
ai(0) = 0,
bl ,(0) = 0,
’Yk(o) = 0,
a,(0) = 0,
b,(0) = 0,
On vérifie en particulier que l'on a encore, pour j =1,...,n — 1, %‘,E(O) #0.
0 0
Soit (Zy(w), ..., Zy_1(w)) une base de H;'T", avec Z; = 3 + D ozm(w)a—
W; '
0
Bin(w)=——, i =1,...,n — 1. Les équations de Cauchy-Riemann tangentielles vérifiées

ow,,
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par la fonction g sont les suivantes, pour z € I" :

(4.13) Lyg =0pourp=1,....n—1letj=1,...,n—1,
— n— Bln(g)

(4.14) Lg, =S -2l g pourp=1,...,n—1,
p =1 1"‘80[(9) p

aln(Q)

(4.15) Lygn =, P Log, pourp=1,...,n—1,

p =1 1+¢ (g) p
9n + Gn n—1  __ _
(4.16) 5 30 90+ oa s CapgtT” = 0.

ol (4.16) est I'écriture de g(T') C I, avec p'(w) = Re(w,) + |w'|* + ZA’B c%,BwAEB et
ot ¢1(1) = Y i (w).

Ces équations sont similaires aux équations (3.6), (3.7), (3.8) et (3.9) obtenues dans le
cas modeéle. Nous pouvons donc appliquer le procédé utilisé dans le cas des structures
modeles. Les calculs sont plus techniques puisque les régles de calcul (4.11) et (4.12)
entre les champs font intervenir des termes supplémentaires. Cependant, les termes
supplémentaires qui apparaissent sont toujours de degré inférieur et ne constituent que
des difficultés d’écriture. [J

4.3. Interprétation géométrique des structures presque complexes vérifiant
la condition (). Soit J une structure presque complexe sur C" vérifiant la condition

(%), et solent (Xi,...,X,) les champs (1,0) tels que X;(0) = D’aprés (4.5) et

o
(4.6), nous avons :
0 0 0 .
X = 8_21 +@z‘(2)a—% +5¢(2)8—zn> t=1,...,n—1,
0 0
X, =
R
Le calcul des crochets de Lie donne, pour j,k=1,...,n—1:
0 0
(X, Xi] = aj,k(z)a—zn + bj’k<z)a_zn’
0 0
(X, Xn] = aj,n(z)a—zn + bj’"(z)a_zn’
ou, pour j,k=1,...,n—1:
B % B % aak 8% B Oa;
a]»k<z) - azj aZk + a] azn ﬁ] a— 5k a_7
_ OB 0B OBk 05 aﬁk 0B;
binlz) = g T Ba T s, e, s Pam
_ 0oy OBy
a’J’”(z) - azn +a a Bn @_7
a6, 0 dBn 0B,
pule) = Do O 0 08

Dz; Oz 0z, 0z,
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Nous avons donc :

Lemme 4.3. Pourj=1,....n—1etk=1,...,n, les crochets de Lie [X;, X}] vérifient
(X, Xi] = Aj 1 X, + B X, avec

ik — Bubjx

A'k - L - )
g 1_|/Bn|2

bk — Bnajx

By, = kT ndik
g 1_‘ﬁn|2

Si II désigne la projection de TC™ sur TC"/TH°C", on a I ([X;, Xi]) = bjx X, Le
terme bjﬁkyn précise donc le défaut d’intégrabilité de la structure : ce défaut est porté
uniquement par la direction du champ de vecteurs X,,.

Pour démontrer un résultat général concernant ’analyticité des applications CR, il
est naturel de chercher a "redresser” les structures presque complexes, c’est-a-dire, de
trouver un difféomorphisme local ¢ tel que ¢,(J) soit une structure presque complexe
vérifiant la condition (x). L’analyse précédente indique que ceci n’est pas toujours pos-
sible. En effet, le fait que le défaut d’intégrabilité soit porté par une seule direction est
stable par difféomorphisme. Une structure presque complexe qui ne vérifie pas cette
condition ne pourra donc pas étre redressée par un changement de coordonnées en une
structure vérifiant la condition (x).

Par exemple, dans le cas ou n = 2, soit C* = (21, 29), avec z; = x; + 1y;, j = 1,2. Soit
J la structure presque complexe définie sur C? par :

t+a b 0 0
T b —i+a 0 0
71 o0 0 i+e d |’
0 0 d —i+c¢
avec,
a :Zy%> b :y2\/2+y%7
c =yv2+yt, d =iyl
0 0 8
Les champs (1,0) sont donnés par X; = — 4+ a— et Xy = +6 — . avec
821 821 8
b d
=5 w PTazs
On a
op 0 da 0
XX, = 222
X1, Xo) 9207 0207
a O« 1 OJa— B 0B 1 00—
- Py - dax P 9y, X
[ —[afon ' T—jaPom ' 1=18Foa 2 1=|Fos ">
D’ou,
1 oo — 1 08 —
(X1, Xa) X+ — %,

11— |af2 0z

1- |/3|2 0z
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Or,

1 Oda 1
1 —|a|? 0z 22+ 12
1 0B 1

1—[B820z  2/2+42

La projection TI([X7, X5]) n'est pas portée par une direction constante. On ne peut
donc pas redresser la structure J en une structure vérifiant la condition (%) par un
difféomorphisme local.
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